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Nota prévia

Estas folhas tém como objectivo transmitir os conhecimentos basicos de uma disciplina na
area de Probabilidades e Estatistica, dando uma visdo geral do que é que se pretende com a
Estatistica e qual a sua utilidade, e ainda porque € que é necessario saber Probabilidade, para

fazer Estatistica.

Nesta edigéo, revista a partir de uma edigdo de 2000, introduzimos alguns complementos de
Excel. Embora esta folha de célculo ndo seja um software de Estatistica, ja nos permite fazer
muita da Estatistica necessaria, a nivel elementar, e tem a grande vantagem de estar acessivel
em todos os computadores, que ndo é o caso de qualquer software de Estatistica. Achamos
também que o saber trabalhar com esta folha de calculo, permitird minimizar os erros e as

falhas cometidas ao utiliza-la para fazer Estatistica.

N&o pretendemos apresentar estas folhas como um produto acabado, mas sim como um novo
passo para um trabalho que possa ser continuamente melhorado com as criticas e sugestes,

gue desde ja agradeco, da parte dos alunos a que se destinam e da parte dos colegas.

A autora
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Capitulo 1

O que é a Estatistica?

1.1 - Introdugao

Nao é uma tarefa simples definir o que é a Estatistica. Por vezes define-se como sendo um
conjunto de técnicas de tratamento de dados, mas é muito mais do que isso! A Estatistica € uma
"arte" e uma ciéncia que permite tirar conclusbes e de uma maneira geral fazer inferéncias a

partir de conjuntos de dados.

Até 1900, a Estatistica resumia-se ao que hoje em dia se chama Estatistica Descritiva. Apesar de

tudo, deu contribui¢des muito positivas em varias areas cientificas.

A necessidade de uma maior formalizagdo nos métodos utilizados, fez com que, nos anos
seguintes, a Estatistica se desenvolvesse numa outra direcgdo, nomeadamente no que diz
respeito ao desenvolvimento de métodos e técnicas de Inferéncia Estatistica. Assim, por volta de
1960 os textos de Estatistica debrugam-se especialmente sobre métodos de estimacéo e de
testes de hipoteses, assumindo determinadas familias de modelos, descurando os aspectos

praticos da analise dos dados.

Porém, na ultima década, em grande parte devido as facilidades computacionais postas a sua
disposicao, os Estatisticos tém-se vindo a preocupar cada vez mais, com a necessidade de
desenvolver métodos de analise e exploragdo dos dados, que déem uma maior importancia aos

dados e que se traduz na seguinte frase: "Devemos deixar os dados falar por si".

O significado dos termos Estatistica Descritiva e Inferéncia Estatistica sera precisado, um pouco

mais a frente.

Além do significado considerado anteriormente, o termo estatisticas, de um modo geral no plural,
também ¢é utilizado para indicar nimeros, como por exemplo as estatisticas fornecidas pelo
governo: estatisticas da saude — n° de doentes assistidos em cada centro de saude; estatisticas
da educacao — percentagem de alunos candidatos ao ensino superior que tiveram lugar nas

instituicdes publicas; estatisticas da energia — consumo médio de electricidade per capita, etc.

1.2 - Aquisigdo de dados: sondagens e experimentagoes. Populagdo e amostra

O mundo que nos rodeia sera mais facilmente compreendido se puder ser quantificado. Em todas
as areas do conhecimento €& necessario saber “0 que medir’ e “como medir’. A Estatistica é a

ciéncia que ensina a recolher dados validos, assim como a interpreta-los.
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Perante um conjunto de dados podem-se distinguir duas metodologias de aproximagao:

e por vezes o estatistico € confrontado com conjuntos de dados sem ter qualquer ideia
preconcebida sobre o que é que vai encontrar e entdo procede a uma analise
exploratdéria de dados, quase sempre utilizando processos graficos, analise esta que
revelara aspectos do comportamento dos dados; neste caso ndo se fala em amostras,
mas sim conjuntos de dados (Murteira, 1993) e de uma maneira geral a analise

exploratdria é suficiente para os fins que se tém em vista;

e em outros casos procede a andlise de dados com propositos bem definidos no sentido de
responder a questdes especificas. Neste caso os dados tém que ser produzidos por meio
de técnicas adequadas de forma a que resultem dados validos (amostras
representativas). Estas técnicas, em que é fundamental a intervengdo do acaso,
revolucionaram e fizeram progredir a maior parte dos campos da ciéncia aplicada. Pode-
se dizer que hoje em dia ndo existe area do conhecimento para cujo progresso nao tenha

contribuido a Estatistica. Abordaremos de seguida algumas dessas técnicas de producao

de dados, em que se distinguem as

Sondagens e Experimentagoes (aleatorizadas)

Nao é demais realgar a importancia desta fase, a que chamamos de Produgdo ou Aquisi¢éo de
Dados. Como é referido em Tannenbaum (1998), pag 426: “Behind every statistical statement
there is a story, and like a story it has a beginning, a middle, an end, and a moral. In this first sta-
tistics chapter we begin with the beginning, which in statistics typically means the process of gath-
ering or collecting data. Data are the raw material of which statistical information is made, and in

order to get good statistical information one needs good data”.

Antes de comecar a recolha de dados é fundamental, face a determinado problema, identificar
correctamente a Populagado sobre a qual se pretende recolher informagao.

1.2.1 - Sondagens

O objectivo de uma sondagem ¢é o de recolher informagdo acerca de uma populagao,

seleccionando e observando um conjunto de elementos dessa populagéo.

Sondagem — Estudo estatistico de uma populagao, feito através de uma amostra, destinado a

estudar uma ou mais caracteristicas tal como elas se apresentam nessa populagéo.

Por exemplo, numa fabrica de parafusos o departamento de controlo de qualidade pretende saber
qual a percentagem de parafusos defeituosos. Tempo, custos e outros inconvenientes impedem a
inspeccédo de todos os parafusos. Assim a informacao pretendida sera obtida a custa de uma
parte do conjunto - amostra, mas com o objectivo de tirar conclusdes para o conjunto todo -

populagao. Se se observarem todos os elementos da populagao tem-se um recenseamento. Por
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vezes confunde-se sondagem com amostragem. No entanto a amostragem diz respeito ao
procedimento da recolha da amostra qualquer que seja o estudo estatistico que se pretenda fazer.
Assim, a amostragem é uma das fases das sondagens, ja que estas devem incluir ainda o estudo

dos dados recolhidos, assim como a elaboragao do relatério final.

Populagao, unidade, amostra

Populagao é o conjunto de objectos, individuos ou resultados experimentais acerca do qual se
pretende estudar alguma caracteristica comum. Aos elementos da populagdo chamamos

unidades estatisticas.

Amostra € uma parte da populacdo que é observada com o objectivo de obter informagéao para

estudar a caracteristica pretendida.

Geralmente, ha algumas quantidades numéricas acerca da populagcdo que se pretendem

conhecer. A essas quantidades chamamos parametros.

Ao estudar a populagéo constituida por todos os potenciais eleitores para as legislativas, dois
parametros que podem ter interesse séo:
- idade média dos potenciais eleitores que estdo decididos a votar;

- percentagem de eleitores que estéo decididos a votar.

Para conhecer aqueles parametros, teria de se perguntar a cada eleitor a sua idade, assim como
a sua intencdo no que diz respeito a votar ou ndo. Esta tarefa seria impraticavel, nomeadamente

por questdes de tempo e de dinheiro.

Os parametros sao estimados por estatisticas, que sdo numeros calculados a partir da amostra.
No caso do exemplo anterior, a caracteristica populacional "percentagem de eleitores que estao
decididos a votar" corresponde a caracteristica amostral "percentagem dos 1000 eleitores (supde-
se que entretanto se recolheu uma amostra de dimens&o 1000), que interrogados disseram estar
decididos a votar". Estas quantidades sdo conceptualmente distintas, pois enquanto a

caracteristica populacional pode ser considerada um valor exacto, embora desconhecido, a

caracteristica amostral € conhecida, embora contendo um certo erro, mas que todavia pode ser

considerada uma estimativa util da caracteristica populacional respectiva.

Populagdo
= Lranstra

( Pardmetro ) -ea— (EStatitize >
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No entanto para se poder utilizar as estatisticas para estimar parametros é necessario que as

amostras sejam representativas das populagdes de onde foram retiradas. Uma amostra que nao

seja representativa da Populacdo diz-se enviesada e a sua utilizacdo pode dar origem a

interpretacdes erradas, como se sugere nos seguintes exemplos:

- utilizar uma amostra constituida por 10 benfiquistas, para prever o vencedor do préximo
Benfica-Sporting!

- utilizar uma amostra constituida por leitores de determinada revista especializada, para tirar

conclusdes sobre a populagéo em geral.

Surge assim, a necessidade de fazer um planeamento da amostragem, onde se decide quais e
como devem ser recolhidos os dados. De um modo geral, o trabalho do Estatistico deve comecar
antes de os dados serem recolhidos. Deve planear o modo de os recolher, de forma a que,
posteriormente, se possa extrair o maximo de informagao relevante para o problema em estudo,
ou seja para a populagdo de onde os dados foram recolhidos e de modo a que os resultados
obtidos possam ser considerados validos. Vem a propdsito referir a seguinte frase de Fisher: "Ao
pedir a um Estatistico que diagnostique dados ja recolhidos, muitas vezes s6 se obtém uma

autopsia”.

O planeamento de um estudo estatistico, que comega com a forma de seleccionar a amostra,
deve ser feito de forma a evitar amostras enviesadas. Alguns processos que provocam quase
sempre amostras enviesadas s&o, por exemplo, a amostragem por conveniéncia e a obtencéo
de uma amostra por resposta voluntaria. Este ultimo processo foi usado, com muita frequéncia,
por uma estagao de televisdo, com resultados por vezes contraditérios com os que se obtém

quando se utiliza um processo correcto de seleccionar a amostra.

A utilizagdo de uma amostragem por conveniéncia também se realiza frequentemente, quando se
selecciona a amostra a partir de uma listagem dos elementos de determinado clube ou grupo,
como por exemplo a Ordem dos Engenheiros. A seguir apresentamos exemplos de mas amostras

ou amostras enviesadas e resultado da sua aplicagéo:

Amostra 1 - A SIC pretende saber qual a percentagem de pessoas que é a favor da
despenalizagdo do aborto. Para isso indicou dois niumeros de telefone, um dos quais para as
respostas SIM e o outro para a resposta NAO.

Resultado - A utilizagdo da percentagem de respostas positivas como indicagéo da percentagem
da populagédo portuguesa que é a favor da despenalizacdo do aborto é enganadora.
Efectivamente s6 uma pequena percentagem da populacdo responde a estas questdes e de um
modo geral tendem a ser pessoas com a mesma opiniéo.

Amostra 2 - Uma estagao de televisdo preparou um debate sobre o aumento de criminalidade,
onde enfatizou o facto de terem aumentado os crimes violentos. Ao mesmo tempo decorria uma

sondagem de opinido sobre se as pessoas eram a favor da implementagdo da pena de morte.
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Esta recolha de opinides era feita no molde descrito no exemplo anterior, isto €, por resposta
voluntaria.

Resultado - A utilizagdo da percentagem de SIM’s, que naturalmente se espera elevada, da uma
indicagao errada sobre a opinido da populagao em geral. As pessoas influenciadas pelo debate e
pelo medo da criminalidade serdo levadas a telefonar dando indicacdo de estarem a favor da
pena de morte.

Amostra 3 - Opinides de alguns leitores de determinada revista técnica, para representar as
opinides dos portugueses em geral.

Resultado - Diferentes tipos de pessoas Iéem diferentes tipos de revistas, pelo que a amostra nao
€ representativa da populagéo. Basta pensar que, de um modo geral, a populagdo feminina ainda
ndo adere as revistas técnicas como a populagdo masculina. A amostra daria unicamente
indicagdes sobre a populagao constituida pelos leitores da tal revista.

Amostra 4 - Utilizar alguns alunos de uma turma, para tirar conclusdes sobre o aproveitamento de
todos os alunos da escola.

Resultado - Poderiamos concluir que o aproveitamento dos alunos € pior ou melhor do que na
realidade é. As turmas de uma escola ndo séo todas homogéneas, pelo que a amostra néo é
representativa dos alunos da escola. Poderia servir para tirar conclusbes sobre a populacao
constituida pelos alunos da turma.

Amostra 5 - Utilizar os jogadores de uma equipa de basquete de uma determinada escola para
estudar as alturas dos alunos dessa escola.

Resultado - O estudo concluiria que os estudantes sdo mais altos do que na realidade sao.

Os exemplos que apresentamos anteriormente sdo exemplos de amostras nao aleatérias porque
tiveram a intervengao do factor humano. Estas amostras sdo quase sempre enviesadas. Com o
objectivo de minimizar o enviesamento, no planeamento da escolha da amostra deve ter-se

presente o principio da aleatoriedade de forma a obter uma amostra aleatéria.

Amostra aleatéria e amostra nao aleatoria — Dada uma populagdo, uma amostra aleatéria &
uma amostra tal que qualquer elemento da populagdo tem alguma probabilidade de ser
seleccionado para a amostra. Numa amostra ndo aleatéria, alguns elementos da populagdo

podem nao poder ser seleccionados para a amostra.

Apresentamos a seguir algumas técnicas para obter amostras aleatérias.

Técnicas de amostragem aleatoéria

Seguidamente apresentaremos alguns dos planeamentos mais utilizados para seleccionar
amostras aleatorias. Dos varios tipos de planeamento utilizados, destacam-se os que conduzem a
amostras aleatérias simples, amostras aleatérias com reposicdo, amostras sistematicas e
amostras estratificadas.
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Amostragem aleatoria simples (sem reposicado) e amostragem aleatoria com reposigao

O plano de amostragem aleatéria mais basico € o que permite obter a amostra aleatdria simples:

Amostra aleatoria simples - Dada uma populagao, uma amostra aleatdria simples de dimenséao

N .
conjuntos

n € um conjunto de n unidades da populagéo, tal que qualquer outro conjunto dos (
n

diferentes de n unidades, teria igual probabilidade de ser seleccionado.

Se uma populacdo tem dimensao N e se pretende uma amostra aleatoria simples de dimensao n,
N 1

esta amostra ¢é recolhida aleatoriamente de entre todas as = L =
n n!(N-n)!

_N(N-1)(N-2)...(N-n+1)

amostras distintas que se podem recolher da populagao. Isto implica
n(n-1)(n-2)...1

-1
que cada amostra tenha a mesma probabilidade ( J de ser seleccionada. Uma amostra destas
n

pode ser escolhida sequencialmente da populagéo, escolhendo um elemento de cada vez, sem
reposicao, pelo que em cada seleccdo cada elemento tem a mesma probabilidade de ser
seleccionado. Um esquema de amostragem aleatoria simples, conduz a que cada elemento da
Populagéo tenha a mesma probabilidade de ser seleccionado para a amostra. No entanto existem
outros esquemas de amostragem em que cada elemento tem igual probabilidade de ser
seleccionado, sem que cada conjunto de n elementos tenha a mesma probabilidade de ser
seleccionado. E 0 que se passa com a amostragem aleatéria sistematica, de que falaremos
adiante.

Amostragem com reposigao

Na amostragem com reposi¢cao, sempre que um elemento € seleccionado, ele é reposto na
populacdo, antes de seleccionar o seguinte, ao contrario do que acontece na amostragem sem
reposicao. Intuitivamente conseguimos apercebermo-nos de que se a dimensao da populagao for
“grande”, quando comparada com a dimensdo da amostra, estes dois tipos de amostragem
podem ser considerados de certo modo equivalentes, ja que a probabilidade de seleccionar o
mesmo elemento duas vezes é “muito pequena”.

Dada uma populagao de dimenséao N, referir-nos-emos a uma amostra aleatéria de dimenséo n,
com reposig¢ao, como um conjunto de n unidades da populagéo, tal que qualquer outro conjunto
dos N" conjuntos diferentes de n unidades, teria igual probabilidade de ser seleccionado.

A probabilidade de cada uma das amostras ser seleccionada é igual a 1/N".

Exemplificamos a seguir um processo de obter uma amostra aleatéria simples.

Exemplo 1.3.1.1 - Consideremos a populagéo constituida pelos 18 alunos de uma turma do 10°
ano de uma determinada Escola Secundaria, em que a caracteristica de interesse a estudar é a
altura média desses alunos. Uma maneira possivel de recolher desta populagdo uma amostra
aleatoria, seria escrever cada um dos indicadores (n° do aluno, nome, ...) dos elementos da
populagdo num quadrado de papel, inserir todos esses bocados de papel numa caixa e depois
seleccionar tantos quantos a dimenséao da amostra desejada.

A recolha tem de ser feita sem reposigao pois quando se retira um papel (elemento da
populagdo), ele ndo é reposto enquanto a amostra ndo estiver completa (com a dimens&o
desejada). Qualquer conjunto de nimeros recolhidos desta forma dara origem a uma amostra
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aleatoria simples, constituida pelas alturas dos alunos seleccionados (desde que se tenha o
cuidado de cortar os bocadinhos de papel todos do mesmo tamanho, para ficarem semelhantes, e
de os baralhar convenientemente). A partir de cada amostra, pode-se calcular o valor da
estatistica média, que sera uma estimativa do parametro a estudar - valor médio da altura dos
alunos da turma. Obter-se-ado tantas estimativas, quantas as amostras retiradas.

Chama-se a atencdo para o facto de nesta altura ndo se poder dizer qual das estimativas é
"melhor", isto &, qual delas € uma melhor aproximagéo do parédmetro a estimar, ja que esse
parametro é desconhecido (obviamente que nesta populagao t&do pequena seria possivel estudar
exaustivamente todos os seus elementos, nao sendo necessario recolher nenhuma amostra - este

exemplo so serve para ilustrar uma situagao)!

O processo que acabamos de descrever ndo € pratico se a populagéo a estudar tiver dimensao
elevada. Neste caso, um processo de seleccionar uma amostra aleatoria simples consiste em

utilizar uma tabela de niUmeros aleatdrios.

Digitos aleatérios - Uma tabela de digitos aleatérios € uma listagem dos digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9 tal que:
- qualquer um dos digitos considerados tem igual possibilidade de figurar em qualquer posigao da lista;

- a posi¢cdo em que figura cada digito € independente das posigdes dos outros digitos.

Apresenta-se a seguir um extracto de uma tabela de nimeros aleatérios (Moore, 1997). O facto

de os digitos se apresentarem agrupados 5 a 5 é s6 para facilidade de leitura.

Linha

101 19223 95034 05756 28713 96409 12531 42544 82853
102 73676 47150 99400 01927 27754 42648 82425 36290
103 45467 71709 77558 00095 32863 29485 82226 90056
104 52711 38889 93074 60227 40011 85848 48767 52573
105 95592 94007 69971 91481 60779 53791 17297 59335
106 68417 35013 15529 72765 85089 57067 50211 47487
107 82739 57890 20807 47511 81676 55300 94383 14893
108 60940 72024 17868 24943 61790 90656 87964 18883
109 36009 19365 15412 39638 85453 46816 83485 41979

A partir da tabela de digitos aleatérios podem-se obter niUmeros aleatérios de 2 digitos - qualquer
par dos 100 pares possiveis 00, 01, ...98, 99, tem igual probabilidade de ser seleccionado, de 3
digitos - qualquer triplo dos 1000 triplos possiveis 000, 001, ...998, 999, tem igual probabilidade
de ser seleccionado, etc, tomando os digitos da tabela 2 a 2, 3 a 3, etc, a partir de uma linha

qualquer e percorrendo-a da esquerda para a direita.

Para seleccionar uma amostra de uma populagao utilizando a tabela procede-se em duas etapas:

- atribui-se um numero a cada elemento da populagédo. Esta atribuicdo tera de ser feita com as
devidas precaugoes, de forma a que cada numero tenha o mesmo numero de digitos, para ter
igual probabilidade de ser seleccionado;

- a partir da tabela escolhe-se uma linha ao acaso e comega-se a percorré-la da esquerda para a

direita, tomando de cada vez os digitos necessarios.
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Exemplo 1 (cont) - Considerando a populagédo do exemplo anterior, constituida por 18 elementos,
vamos numera-los com os numeros 01, 02, 03, ..., 17, 18 (podia ser utilizado qualquer outro
conjunto de 18 numeros de 2 digitos). Para seleccionar uma amostra de dimensao 4 fixamo-nos
numa linha qualquer da tabela, por exemplo a linha 107 e comegamos a seleccionar os nimeros

de dois digitos, tendo-se obtido:

82 73 95 78 90 20 80 74 75 11 81
67 65 53 00 94 38 31 48 93 60 94
07 20 24 17 86 82 49 43 61 79 09

Tivemos de ler 33 numeros, dos quais s6 aproveitamos 4, pois os outros nao correspondiam a

elementos da populagéo.

Como obter uma tabela de nimeros aleatérios?

Um processo podera consistir em meter numa caixa 10 bolas numeradas de 0 a 9 e fazer varias
extracgbes de uma bola, tantas quantas os digitos que se pretendem para constituir a tabela. De
cada vez que se faz uma extracgao, |é-se o numero da bola, aponta-se e repde-se a bola na caixa
- extracgdo com reposicdo. Com este processo qualquer digito tem igual probabilidade de ser
seleccionado. Além disso a saida de qualquer um dos digitos em qualquer momento, é
independente dos digitos que ja sairam anteriormente.

Além das tabelas de niumeros aleatérios também existe a possibilidade de utilizar o computador
para os gerar ou uma simples maquina de calcular. Este € o processo mais utilizado hoje em dia,
mas convém ter presente que 0os numeros que se obtém sio pseudo-aleatdrios, ja que é um
mecanismo determinista que lhes da origem, embora se comportem como numeros aleatorios
(passam numa bateria de testes destinados a confirmar a sua aleatoriedade).

Utilizagdo do Excel na selecgao de uma amostra aleatéria simples e de uma amostra

aleatdria com reposigao

No exemplo seguinte, apresentamos uma forma simples de utilizar o Excel para seleccionar uma
amostra aleatéria simples e uma amostra aleatéria, com reposi¢éo, de uma Populagéo finita, de
que se tenha uma listagem dos elementos.

Exemplo — Considere a seguinte a lista de Escolas Secundarias de Portugal continental. Utilizando o Excel, extraia uma
amostra aleatoria simples, de 10 escolas.

Nome Distrito Local
Escola secundaria Alves Martins Viseu Viseu
Escola secundaria Amélia Rey Colago Lisboa Oeiras
Escola secundaria com 3° ciclo do ensino basico José Afonso Lisboa Loures
Escola secundaria D. Afonso Henriques Porto Santo Tirso
Escola secundaria da Cidade Universitaria Lisboa Lisboa
Escola secundaria da Lourinha Lisboa Lourinha
Escola secundaria da Moita Setubal Moita
Escola secundéria da Serta Castelo Branco Serta
Escola secundéria David Mouréo Ferreira Lisboa Lisboa
Escola secundaria de Albufeira Faro Albufeira
Escola secundaria de Alves Redol Lisboa Vila Franca de Xira
Escola secundaria de Arganil Coimbra Arganil
Escola secundaria de Avelar Brotero Coimbra Coimbra

Escola secundéria de Benavente Santarém Benavente
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Escola secundéria de Cantanhede Coimbra Cantanhede
Escola secundaria de Cascais Lisboa Cascais

Escola secundaria de Coelho e Castro - Fides Aveiro Santa Maria da Feira
Escola secundaria de D. Duarte Coimbra Coimbra

Escola secundaria de D. Luis de Castro Braga Braga

Escola secundaria de D. Pedro V. Lisboa Lisboa

Escola secundéaria de D. Sancho Il Portalegre Elvas

Escola secundaria de D.Manuel | Beja Beja

Escola secundéria de Dom Manuel Martins Setibal Setubal

Escola secundaria de Domingos Sequeira Leiria Leiria

Escola secundaria de Francisco Rodrigues Lobo Leiria Leiria

Escola secundéria de Gabriel Pereira Evora Evora

Escola secundaria de Gago Coutinho Lisboa Vila Franca de Xira
Escola secundaria de Gil Eanes Faro Lagos

Escola secundaria de Homem Cristo Aveiro Aveiro

Escola secundaria de Jaime Cortesdo Coimbra Coimbra

Escola secundaria de Jodo de Deus Faro Faro

Escola secundaria de José Falcdo Coimbra Coimbra

Escola secundaria de Julio Dantas Faro Lagos

Escola secundaria de Loulé Faro Loulé

Escola secundéria de Manuel Teixeira Gomes Faro Portimao

Escola secundéria de Maria Amalia Vaz de Carvalho Lisboa Lisboa

Escola secundaria de Montemor-o-Velho Coimbra Montemor-o-Velho
Escola secundaria de Odivelas Lisboa Odivelas

Escola secundaria de Oliveira do Bairro Aveiro Oliveira do Bairro
Escola secundéria de Pombal Leiria Pombal

Escola secundaria de S. Jodo da Talha Lisboa Loures

Escola secundaria de S. Joao do Estoril Lisboa Cascais

Escola secundaria de Santa Maria - Sintra Lisboa Sintra

Escola secundaria de Seia Guarda Seia

Escola secundaria de Silves Faro Silves

Escola secundaria de St° André Settbal Barreiro

Escola secundaria de Tavira Faro Tavira

Escola secundaria de Tomas Cabreira Faro Faro

Escola secundaria de Vendas Novas Evora Vendas Novas
Escola secundéria de Vitorino Nemésio Lisboa Lisboa

Escola secundaria Diogo de Gouveia Beja Beja

Escola secundaria do Dr. Francisco Fernandes Lopes Faro Olhao

Escola secundaria do Eng. Acécio Calazans Duarte Leiria Marinha Grande
Escola secundaria do Forte da Casa Lisboa Vila Franca de Xira
Escola secundaria do Infante D. Pedro Lisboa Vila Franca de Xira
Escola secundaria do Prof. Reynaldo dos Santos Lisboa Vila Franca de Xira
Escola secundaria do Professor Herculano de Carvalho Lisboa Lisboa

Escola secundaria Dr. Bernardino Machado Coimbra Figueira da Foz
Escola secundaria Dr. Manuel Candeias Gongalves -Odemira Beja Odemira

Escola secundéria Emidio Navarro Viseu Viseu

Escola secundéria Infanta D. Maria Coimbra Coimbra

Escola secundaria Jacome Ratton Santarém Tomar

Escola secundaria José Belchior Viegas - Sdo Bras de Alportel Faro Sé&o Bras de Alportel
Escola secundaria José Saramago Lisboa Mafra

Escola secundaria Marques de Castilho Aveiro Agueda

Escola secundaria Martinho Arias Coimbra Soure

Escola secundaria Monserrate Viana do Castelo Viana do Castelo
Escola secundaria Poeta Anténio Aleixo Faro Portimao

Escola secundaria Santa Maria Maior Viana do Castelo Viana do Castelo

Escola secundéria Sebastido e Silva Lisboa Oeiras
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Comegamos por criar um ficheiro, em Excel, com os dados das escolas, considerando ainda uma coluna onde inserimos o
ndmero da escola, segundo a ordem pela qual as escolas sédo apresentadas (esta ordem, que no caso presente, é a ordem
cescente, ndo é importante para o que se segue), a que chamamos EscolasSec.xls e do qual apresentamos um pequeno

pedaco:

Efj Escolassec.xls

=101 x|

x
==}

=

Ezcola secundaria da Serta

9  Escola secundaria David Mourdo Ferreira

Castelo Bran Sertd

Lizhoa

[4 [ 4w [#] Sheetl % Sheet2 ¢ Sheets f

| 4]

A B I c | D
1 Home Distrito Local
2 1 |Escola secundaria slves Martins Wiseu Wiseu
3 | 2 |Escola secundéria Amélia Rey Colago Lizhoa Ceiras
4 3 |Escola secundétia com 37 ciclo do ensino basico Jozé Afonso Lishos Loures
5 4 Escola secundaria D. Afonso Henriques Porto Santo Tirso
5] 5 |Escola secundaria da Cidade Universitaria Lizhoa Lishoa
7 | 6 |Ezscola secundéria da Lourinha Lizhos Lourinkié
B | 7 |Escola secundéria da Moita Setdbal Motz
95
10

Lishoa

Amostra aleatoéria simples

1° passo - Utilizando a fungdo RAND(), atribuir um nimero aleatério, entre 0 e 1, a cada escola. Para isso basta inserir a
fungdo na célula E2 e replica-la tantas vezes, quantos as escolas (ou seja, 70 vezes):

A | B | E

1 Mome

21 Ezcola secundaria Alves Martins =RANDI)
3 |2 |Escola secunddria Ameélia Rey Colago =RAMD)
4 |3 Eszcola secundéria com 3° ciclo do ensing bésico José Afonzso | =RAMD()
S |4 Ezcols secundéria D. Afonso Henrigues =RAMD)
E |5 Eszcols secundsria da Cidade Universitaria =RAMD
7 |6 |Ezscola secundéris da Lourinhd =RAMD()
B |7 |Ezcola secundéris da Moita =RANDI)
9 |8 FEscola secunddria da Sertd =RAMD)
10 (3 Escola secundéria David Mourdo Ferreira =RAMDI)
11 10 Escola secundéria de Alkufeira =RAMDI
12 11 Escols secundéria de slves Redol =RAMDI
13 12 Escola secundéria de Arganil =RAMDTY
4 4 ¢ w['Sheetl { Sheetz £ Sheets / |4] |

L Dbl

-

»l

Para visualizar as féormulas na folha de Excel, bastou seleccionar: Tools — Options — View — Formulas —Ok:

Uma vez que a fungdo RAND() é uma fungéo volatil, isto €, muda quando se recalcula a folha, no caso de pretendermos
ficar com os valores gerados convém ir ao Edit e fazer um Paste Special - Values, como se indica a seguir:

A B | E ZI' A B | E F E
1 Mome 1 Mome
2 1 |Escola secundaria Alves Martic 0,613064 J 2 1 |Escola secundéria Alves Martin 0676871 06150643 J
3 | 2 Escola secunddria &mélia Rey 1 0052667 3 | 2 Escola secundaria Amélia Rey\ 0,534574) 00526671
d | 53 Escola secunddria com 3° cicla 0,119493 4 | 5 Escola secundria com 3° cicla 0,252121) 0,1194932
5 | 4 Eszcols secunddria D. Afonso H o 041474 5 | 4 Escola secunddria 0. Afonso H 0862547 04147402
B | 5 Eszcols secundéria da Cidade U 0,33154 B | 5 Escola secundsria da Cidade U 0191305) 0,3315404
¥ | 6 E=zcols secundsria da Lowrinhd 0055462 ¥ | 6 Escola secundsria da Lourinhd  0,799652 00654624
B | 7 |Ezcola secundéris da Moita 0946472 B | 7 |Escola secundéria da Moita 03075312 09464713
9 | 8 |Ezcola secundéria da Sertd 0,319074 9 | 5 |Escola secundéria da Sertd 0,03143) 03190742
10 | 9 |Ezcola secundéria David Mourd  0,333699 10 | 9 Ezcola secundaria David Mourd 0,553317| 03336986
11 |10 Ezcola secundaria de Albufeirs 0739753 11 | 10 |Escola secundéria de Albufeirs 0,944553] 07397531
12 |11 |[Escola secundéria de Alves Re 0959535 = 12 [11 Escola secundéria de Alves Re 0,871099] 09536352] =
4 4 » d[Sheetl i Sheet: || | [~ | «» w[iSheet1  sheetz £ she| 4| W




Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 1
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Colamos os valores na coluna F e fizémos o Save. Repare-se que os valores que estavam inicialmente na coluna E foram
alterados, dando origem a novos valores (devido ao facto da fungdo RAND() ser volatil, como referimos anteriormente);

2° passo — Ordenar o ficheiro, utilizando como critério a coluna F;

3° passo — Como pretendemos uma amostra de dimenséo 10, seleccionar as primeiras 10 escolas do ficheiro ordenado:

0y B F o
Mome

24 |Ezcola secundaria de Domingos | 0,0121949 J

34 E=zcola secundaria de Loulé 00368761

37 E=zcola secundaria de Montemo | 0,0461299
2 |Escola secundaria Amélia Rey 1| 0,0526671
£ |Escola zecundéria da Lourinha| | 0,0654624
28 Eszcola secundaria de Gil Eanes |~ 0,0696173
33 |Ezcola secundaria de Jolio Dar | 00740176
§2 |[Ezcola secundaria Jacdme Ratt 0035772
10 | 30 Ezcola secundéria de Jaime Co| | 0,0995526
11 |13 Ezcola secundéria de Avelar BI | 01023393

M 4 » w]\Sheetl { sheetz | 4] | ¥l

As escolas seleccionadas foram as numeros 24, 34, 37, 2, 6, 28, 33, 62, 30 e 13.

L0 00 | O (M) b | L) B2 —

Nota: Embora os numeros anteriores sejam referidos como aleatérios, convém ter presente que os nimeros que se obtém
séo pseudo-aleatodrios, ja que € um mecanismo determinista que lhes da origem. No entanto comportam-se como nimeros
aleatorios (passam uma bateria de testes destinados a confirmar a sua aleatoriedade) e dai a sua utilizagdo como tal.

Amostra aleat6éria com reposicao

Vamos apresentar dois processos para seleccionar uma amostra aleatéria com reposigdo, utilizando a fungéo
Randbetween ou a fungdo Sampling:

1. Fungédo RANDBETWEEN
Para seleccionar aleatoriamente uma escola da lista anterior utilizamos a fungo RANDBETWEEN(m;n), que devolve um
nimero pseudo-aleatério entre os niumeros m e n especificados (m<n). Como o nosso ficheiro é constituido por 70

escolas, e pretendemos obter uma amostra de dimensdo 10, escolhemos as células E2:E11 para replicar a fungéo
RANDBETWEEN(1;70):

2 escolassecalgM =TS EEP . ox [EEXT -

7 & = - E F =
2 =F:ANDEIETWEEN(1;?D)“"J 2 15 45 mJ
3 |=RAMNDBETWEER1;70] 3 56 10
4 |=RANDBETYWEER1;70] 4 £3 52
5 |=RANDBETWWEER1;70] 5 10 a7
E |=RANDBETYWEER1;70] 5 23 47
¥ |=RANDBETWEEN1;70) r ] 23
B |=RANDBETWEER1;70] 8 25 32
9 |=RAMNDBETYWEER1;70] g 43 17
10 |=RANDEETWWEEN1; 700 10 54 50
11 |=RANDEETWEEM1; 701 11 11 11
W[ [l she|4EE ] rEIRnpailpy a» >|‘~J_|_|

A amostra obtida é constituida pelas escolas com os numeros obtidos nas células E2:E11. Uma vez que a fungao
RANDBETWEEN ¢é uma fungao volatil, isto €, muda quando se recalcula a folha, como pretendiamos ficar com os valores
gerados fizémos um Paste Special dos valores obtidos para as células F2:F11 e fizémos o Save. Repare-se que os valores
que estavam inicialmente nas células E2:E11 foram alterados, dando origem a uma nova amostra. Esta amostra alterar-se-
& sempre que procedermos a alguma operagéo na folha de célculo.

2. Fungao Sampling

No Excel existe uma fungdo, que permite seleccionar, aleatoriamente, um subconjunto de nimeros, de um conjunto mais
vasto de nimeros. Acede-se a esta fungao seleccionando Tools— Data Analysis—Sampling (se o comando Data Analysis
ndo constar do menu, seleccione Tools e na opgao Add-Ins, seleccione Analysis ToolPack) e procedendo como se indica a
seguir:
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sampling 21x|
~Inpuk
0.4 I
Input Range: |$.ﬁ.$2:$ﬁ.$?1 :‘J
™ Labels Cancel |
~5ampling Method Help |
" Periodic
Period: I
* Random
Mumber of Samples: IIIII
2ubput options
{* cutput Range: |$F$2| Zl
™ Mew Worksheet Ply: I
" Mew Workbook

Na caixa de dialogo proceder do seguinte modo:

. Em Input Range: colocar o enderego da populagédo de onde pretendemos seleccionar a amostra;

e Em Sampling Method: Seleccionar Random e em Number of Samples, a dimens&o da amostra (nds escolhemos
a dimensé&o 10, como no caso anterior);

. Em Outut options: Seleccionar a localizagdo para onde pretendemos colocar a amostra (nés optamos por
seleccionar a célula $F$2, para que a amostra ficasse colocada nas células $F$2:$F$11, como no caso da
selecgdo através da fungdo Randbetween).

Fungédo VLOOKUP

Para seleccionar o nome das escolas correspondentes aos elementos da amostra obtida — células F2:F11, vamos utilizar a
funcdo VLOOKUP(a;b;c), que vai a tabela das escolas, constituida pelas 2 colunas com o nimero e nome das escolas-
células A2:B71 (argumento b), seleccionar os nomes das escolas — 22 coluna da tabela seleccionada (argumento c), que
correspondem aos numeros das células F2:F11 (argumento a):

—10] x| 10/ x]
F I F G H 3

43 | =YLOCKUPF2 5a%25851,2) 45 Ezcola secundaria de Silves

10 =VLOOKUPF S 5A52 58571, 10 Eszcola secundaria de Albufeira

62 | =WLOOWUP(F4; 3252 58571;2) E2 Escola secundaria Jacome Ratton

37 =VLOOKUPFS $A52 58571, 37 Escola secundaria de Montemor-o-Yelho

47 =LOOKUPCFE $A52: 5B571;2) 47 Escola secundaria de Tavira

23 =VLOOKUPFT, $A52: 585712 23 Escola secundaria de Dom Manuel Martins
32 =VLOOKUP(FS $A52: 585712 32 Escola secundaria de José Falcdo

17 =YLOOKUPFS 452385712 17 |Ezcola zecundaria de Coelho e Castro - Fide
10 {50 | =LOOKUPF 05452 $B571; 2 10 | 50 Escola secundéria de Yitoring Memésio

11 (11 =YLOOKUP(F11:; $A52 5857121 » 11 | 11 Escola secundéria de Alves Redal

[ 4[p [p] Sheet1 5]« 2l 4[4 [» [0[ Sheetl % Sheetz | 4

i
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Se pretendéssemos seleccionar além do nome da escola, o seu distrito, entdo teriamos de considerar como argumento b
da fungdo VLOOKUP a tabela A2:C71 e como argumento c, o valor 3, uma vez que nos estamos a referir a 32 coluna da

tabela considerada.

Amostra aleatoria sistematica

Na pratica o processo de seleccionar uma amostra aleatéria simples de uma populagao com
grande dimensao, ndo é tao simples como o descrito anteriormente. Se a dimenséo da populagao

for grande o processo torna-se muito trabalhoso. Entao uma alternativa é considerar uma amostra
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aleatoria sistematica. Por exemplo, se pretendermos seleccionar uma amostra de 150 alunos de
uma Universidade com 6000 alunos, considera-se um ficheiro com o nome dos 6000 alunos
ordenados por ordem alfabética. Considera-se o quociente 6000/150=40 e dos primeiros 40
elementos da lista, selecciona-se um aleatoriamente. A partir deste elemento seleccionamos
sistematicamente todos os elementos distanciados de 40 unidades. Assim, se o elemento
seleccionado aleatoriamente de entre os primeiros 40, foi o 27, os outros elementos a serem
seleccionados sao 67, 107, 147, etc. Obviamente que o quociente entre a dimensao da populagao
e a da amostra ndo € necessariamente inteiro, como anteriormente, mas nao ha problema pois

considera-se a parte inteira desse quociente.

Amostra aleatéria sistematica — Dada uma populagdo de dimensdo N, ordenada por algum
critério, se se pretende uma amostra de dimensao n, escolhe-se aleatoriamente um elemento de
entre os k primeiros, onde k é a parte inteira do quociente N/n. A partir desse elemento escolhido,

escolhem-se todos os k-ésimos elementos da populagao para pertencerem a amostra.

A amostra aleatéria sistematica ndo é uma amostra aleatdria simples, j& que os elementos da
populagdo ndo tém a mesma probabilidade de pertencerem a amostra. Basta pensar que dois

elementos adjacentes ndao podem ser seleccionados.

Amostragem estratificada

Pode acontecer que a populagao possa ser subdividida em varias subpopulagbes, mais ou menos
homogéneas relativamente a caracteristica a estudar. Por exemplo, se se pretende estudar o
salario médio auferido pelas familias lisboetas, é possivel dividir a regido de Lisboa segundo
zonas mais ou menos homogéneas, estratos, quanto a caracteristica em estudo — salario médio, e
posteriormente extrair de cada um destes estratos uma percentagem de elementos que iréo
constituir a amostra, sendo esta percentagem, de um modo geral, proporcional a dimensao dos

estratos.

Amostra estratificada — Divide-se a populagdo em varias subpopulagdes — estratos, e de cada
uma destes estratos extrai-se aleatoriamente uma amostra. O conjunto de todas estas amostras

constitui a amostra pretendida.

As técnicas anteriores podem néo ser ainda satisfatdrias para resolver determinadas situagdes.

Amostragem por “clusters” ou grupos

Por exemplo, suponha que se pretende estudar o nivel de satisfacdo dos trabalhadores téxteis,
das empresas do Norte do Pais. Nao dispondo de uma lista com todos os trabalhadores,
considera-se uma lista de todas as empresas téxteis — “clusters”, admitindo-se que o conjunto de

trabalhadores de cada empresa caracteriza convenientemente a populacdo que se pretende
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estudar. A partir dessa lista seleccionam-se aleatoriamente algumas empresas e considera-se a

amostra constituida por todos os trabalhadores das empresas seleccionadas.

Amostra por clusters — A populagao é dividida em clusters, onde cada cluster é representativo
da populagdo. Selecciona-se aleatoriamente um conjunto de clusters e a amostra é constituida

por todos os elementos dos clusters seleccionados.

Um outro tipo de amostragem também muito utilizado, é semelhante ao anterior no que diz

respeito a primeira fase da selecgéo dos clusters como se exemplifica a seguir.
Amostragem multi-etapas

Suponha que em vésperas de elei¢des presidenciais se pretende obter uma estimativa das
percentagens de cada candidato e ndo se dispde de uma lista com todos os eleitores, que sdo
milhdes. Mesmo se se dispusesse dessa lista ndo seria tarefa simples seleccionar aleatoriamente
alguns elementos. Entdo considera-se o Pais dividido em algumas regides geograficas, por
exemplo Norte, Centro e Sul. Dentro de cada regido procede-se ao agrupamento dos centros
populacionais com dimensao semelhante. Depois de cada agrupamento sdo seleccionadas
aleatoriamente algumas cidades. As cidades por sua vez ainda estdo divididas em Juntas de
Freguesia. Algumas destas Juntas de Freguesia sdo seleccionadas aleatoriamente das cidades
seleccionadas no passo anterior. Finalmente de cada freguesia seleccionada, ainda se escolhem

aleatoriamente alguns lares para inqurir, por exemplo, o adulto mais jovem.

Amostragem multi-etapas — Considera-se a populacdo dividida em varios grupos,
seleccionando-se aleatoriamente alguns dos grupos. Por sua vez estes grupos ainda estédo
divididos em grupos, dos quais se seleccionam alguns aleatoriamente. Este processo pode

repetir-se até ser possivel constituir grupos.

Utilizagao do Excel na selec¢do de uma amostra aleatéria sistematica

Vamos considerar ainda o ficheiro EscolasSec.xls para exemplificar a utilizagdo do Excel na selecgdo de uma amostra
aleatdria sistematica.

Exemplo — Considerando ainda a populagéo finita constituida pelas escolas do ficheiro EscolasSec.xls, seleccione uma
amostra aleatdria sistematica de dimenséo 6.

Temos uma populagdo de dimensado 70, da qual se pretende seleccionar uma amostra de dimensao 6. Vamos utilizar a
seguinte metodologia:

Passo 1 — Dividir 70 por 6 e reter a parte inteira que é 11;

Passo 2 — Dos primeiros 11 elementos da lista ordenada das escolas, seleccionar um elemento ao acaso, utilizando a
funcdo RANDBETWEEN(1;11), que inserimos na célula 12; copiamos o valor obtido, através de um Paste Special, para a
célula J2;

Passo 3 — Coloque o cursor na célula J3 e escreva =J2+6; replique a formula da célula J3 pelas células J4:J7;

Passo 4 — Escreva na célula K2 a fungdo VLOOKUP(J2;$A$2:$B$71;2) e replique-a através das células K3:K7:
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Qual a dimenséo que se deve considerar para a amostra?

Outro problema que se levanta com a recolha da amostra é o de saber qual a dimensao desejada
para a amostra a recolher. Este € um problema para o qual, nesta fase, ndo é possivel avancar
nenhuma teoria, mas sobre o qual se podem tecer algumas consideragbes gerais. Pode-se
comecgar por dizer que, para se obter uma amostra que permita calcular estimativas

suficientemente precisas dos parametros a estudar, a sua dimensdo depende muito da

variabilidade da populacédo subjacente. Por exemplo, se relativamente a populagédo constituida

pelos alunos do 10° ano de uma escola secundaria, estivermos interessados em estudar a sua
idade média, a dimensdo da amostra a recolher ndo necessita de ser muito grande ja que a
variavel idade apresenta valores muito semelhantes, numa classe etaria muito restrita. No entanto
se a caracteristica a estudar for o tempo médio que os alunos levam a chegar de casa a escola, ja
a amostra terd de ter uma dimens&o maior, uma vez que a variabilidade da populacdo é muito
maior. Cada aluno pode apresentar um valor diferente para esse tempo. Num caso extremo, se
numa populacao a variavel a estudar tiver o mesmo valor para todos os elementos, entao bastaria
recolher uma amostra de dimensao 1 para se ter informagdo completa sobre a populagao; se, no
entanto, a variavel assumir valores diferentes para todos os elementos, para se ter o mesmo tipo

de informacé&o seria necessario investigar todos os elementos.

Chama-se a atengéo para a existéncia de técnicas que permitem obter valores minimos para as
dimensdes das amostras a recolher e que garantem estimativas com uma determinada precisao
exigida a partida. Uma vez garantida essa precisao, a opgao por escolher uma amostra de maior
dimensao, € uma questdo a ponderar entre os custos envolvidos e o ganho com o acréscimo de

precisdo. Vem a propoésito a seguinte frase (Mendenhall, 1974,pag. 226):

"Se a dimenséo da amostra é demasiado grande, desperdica-se tempo e talento,; se a dimens&o

da amostra é demasiado pequena, desperdica-se tempo e talento”.

Convém ainda observar que a dimenséo da amostra a recolher nao € directamente proporcional a
dimensao da populagao a estudar, isto €, se por exemplo para uma populagao de dimensao 1000

uma amostra de dimenséo 100 for suficiente para o estudo de determinada caracteristica, ndo se
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exige necessariamente uma amostra de dimensdo 200 para estudar a mesma caracteristica de
uma populagéo analoga, mas de dimensao 2000, quando se pretende obter a mesma precisao.
Como explicava George Gallup, um dos pais da consulta da opinido publica (Tannenbaum, 1998):
“Whether you poll the United States or New York State or Baton Rouge (Louisiana) ... you need ...
the same number of interviews or samples. It's no mystery really — if a cook has two pots of soup
on the stove, one far larger than the other, and thoroughly stirs them both, he doesn’t have to take

more spoonfuls from one than the other to sample the taste accurately”.

Ha no entanto (Vicente, 1996) uma situagdo de excepgéao relativamente ao que foi dito, isto &,
existe uma situagdo em que a dimensao da populagao interfere directamente na dimensao da
amostra: quando a amostra é recolhida sem reposi¢éo nao ha independéncia entre os elementos,

facto que tera impacto na férmula do calculo da variancia do estimador a utilizar.

Finalmente chama-se a atengdo para o facto de que se o processo de amostragem originar uma

amostra enviesada, aumentar a dimensao ndo resolve nada, antes pelo contrario!

Além do enviesamento, um outro problema que nao pode deixar de ser referido é o da precisao.

Precisao - Ao utilizar o valor de uma estatistica para estimar um parédmetro, vimos que cada
amostra fornece um valor para a estatistica que se utiliza como estimativa desse parametro. Estas
estimativas ndo sdo iguais devido a variabilidade presente na amostra. Se, no entanto, os
diferentes valores obtidos para a estatistica forem préximos, podemos ter confianca de que o
valor calculado a partir da amostra recolhida (na pratica recolhe-se uma unica amostra) esta

proximo do valor do pardmetro (desconhecido).

A falta de precisao juntamente com o problema do enviesamento sio dois tipos de erro com
que nos defrontamos num processo de amostragem. Ndo se devem, contudo, confundir.
Enquanto o enviesamento se manifesta por um desvio nos valores da estatistica, relativamente ao
valor do parametro a estimar, sempre no mesmo sentido, a falta de precisdo manifesta-se por
uma grande variabilidade nos valores da estatistica, uns relativamente aos outros. Por outro lado,

enquanto o enviesamento se reduz com o recurso a amostras aleatdrias, a precisdo aumenta-se

aumentando a dimensdo da amostra.

Exemplo 2 - Suponhamos que ao pretender estudar a percentagem de eleitores que votariam
favoravelmente num candidato a Camara de determinada cidade, se recolhia uma amostra de 300
eleitores, dos quais 175 responderam que sim. Entdo uma estimativa para a proporgao pretendida
seria 0.58. Se considerassemos outra amostra de 300 eleitores, suponhamos que o valor obtido
para o numero de sim’s tinha sido 181. Entdo o valor obtido para a estatistica seria 0.60. A
repeticdo deste processo 15 vezes permitiria obter 15 valores para a estatistica, que seriam

outras tantas estimativas do parametro a estimar - percentagem de eleitores da cidade, potenciais
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apoiantes do tal candidato. Representando num eixo os valores obtidos, poderiamos deparar-nos

com varias situacoes:

1 Hi-fiH i

0.5
2 HirHHHH
:' 0 0.6 1
3 H—t—t+—+———+—
0 0.6 1
4) —
0 0E 1

Se admitirmos que o valor do parametro era 0.60, entdo a situagdo 1) reflecte um pequeno ou
auséncia de enviesamento, pois os valores para a estatistica (propor¢des obtidas a partir das
amostras) situam-se para um e outro lado do valor do paradmetro, e a existéncia de uma pequena
variabilidade entre os resultados obtidos para as varias amostras, que se traduz em grande
precisdo. No caso 2) embora se mantenha a preciséo, existe um grande enviesamento, pois 0s
valores da estatistica situam-se sistematicamente para a direita do valor do parametro. No caso 3)
voltamos a ter uma situagdo de pequeno enviesamento, mas de pequena precisdo devido a
grande variabilidade apresentada pelos valores da estatistica. Finalmente no caso 4) a falta de

precisdo da situagcéo 3) € acompanhada de um grande enviesamento.

Fazendo analogia com o que se passa com um atirador que aponta varias setas a um alvo, em

que procurava atingir o centro do alvo, teriamos

11

@

Perueno enviesamentao Grande envissamento  Pegueno enviesamento  Grande enviesamerto
Grande precizdo Grande precisao Peguena precizao Peguena precizéo

Outros tipos de erros num processo de aquisi¢ao de dados

Além dos erros apontados anteriormente existem ainda outras fontes de erros que nao estédo
relacionadas com o método da recolha da amostra nem com a dimens&o da amostra, que sdo os
chamados erros de ndo amostragem. Se, por exemplo, seleccionarmos uma amostra aleatoria
simples a partir de uma listagem de elementos que ndo contenha todos os elementos da
populagéo, poderemos obter uma amostra enviesada. Efectivamente, muitas vezes a recolha da
amostra faz-se de uma populagdo que nao € a populagao que se pretende estudar — populagéo
objectivo, mas sim de outra populagéo que se pensa representar a primeira — populagéo inquirida.
Por exemplo, se se pretende estudar uma determinada caracteristica dos residentes em Lisboa, é
comum recolher uma amostra seleccionando aleatoriamente alguns numeros de telefones da lista

telefénica de Lisboa, para representar a populagédo lisboeta. Este processo introduz algum
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enviesamento, pois existem zonas de Lisboa onde a percentagem de pessoas com telefone é
pequena. Além disso, pode acontecer com alguma frequéncia telefonarem para casa das pessoas
quando elas estdo ausentes, no trabalho, pelo que a amostra subestimara a percentagem dos
lisboetas que trabalham fora de casa. O exemplo que acabamos de descrever refere-se a um erro

de selecgao.

Na recolha da informagdo também se pode ainda verificar que a informagcdo dada ndo seja
verdadeira. Ao responder a um inquérito o inquirido pode sentir-se condicionado pelo inquiridor,
face a determinadas perguntas. Isso podera leva-lo a mentir. Por exemplo ao perguntarem a um

individuo se ele é racista, ele pode dizer que n&o, quando na verdade o é.

Finalmente, pode-se ter feito um planeamento adequado da amostra a recolher, mas ao recolher
a informagéo de entre os elementos da amostra a pessoa encarregada dessa recolha pode ver-se
defrontada com a nao resposta. Este problema acontece com frequéncia quando a amostra é
constituida por pessoas, das quais algumas das seleccionadas ndo sao encontradas para darem

a informacgéo sobre a variavel em estudo, ou entédo se recusam a responder.

Outro problema que pode surgir € devido a erros de processamento que ndo tém nada a ver
com o processo de recolha da amostra, mas que podem influenciar o resultado da estatistica, ja
que esta é calculada com base na informacgéo recolhida. Estes erros surgem com alguma
frequéncia, sendo muitas vezes detectados por serem outliers. Efectivamente, se ao digitar um
conjunto de valores correspondentes a pesos de pessoas adultas aparecer 566 quilogramas, ao
fazer uma representacgao grafica aparecera este valor como outlier e imediatamente se concluira
que se trata de um problema de processamento: eventualmente ao carregar a tecla do 6 o tempo

de apoio foi um pouco maior e apareceram dois 6.

= Pode-se aumentar a precisdo estratificando?

A selecgdo de uma amostra estratificada, utilizando o Excel, ndo apresenta qualquer dificuldade, pois ndo € mais do que a
seleccdo de amostras aleatodrias simples das subpopulagdes que constituem os estratos. Vamos, no entanto apresentar
um exemplo sugerido por Hodgson (1998), ndo pela sua importancia em termos da sua resolugdo com o Excel, mas pela
sua relevancia na exemplificagdo da técnica de estratificagdo.

Exemplo — Consideremos uma populagéo constituida por 40 cartdes — 20 vermelhos e 20 pretos, numerados, de acordo
com a seguinte tabela:

N° 6 7 8 9 10 26 27 28 29 30
Freq. 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
Cor Ver Ver Ver Ver Ver Preto Preto Preto Preto Preto

A média dos numeros inscritos nesta populagdo de 40 cartdes é de 18 — valor médio da caracteristica populacional em
estudo. Admitindo que o valor médio anterior era desconhecido e que se pretendia obter uma estimativa, foram-se
seleccionar algumas amostras de dimens&o 4 e calcular as médias das amostras obtidas. Para isso construimos um
ficheiro, em Excel, com o valor dos cartdes e a cor:
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Da populagdo anterior seleccionamos 36 amostras de dimensé&o 4, calculando ainda as médias dos valores escritos nos

cartdes seleccionados. Posteriormente consideramos a populagdo constituida por dois estratos — a subpopulagéo dos

cartdes vermelhos e a dos cartdes pretos e de cada uma destas subpopulagdes extraimos 2 cartdes, calculando ainda a

média dos 4 cartdes seleccionados. Os resultados obtidos nos dois processos de amostragem encontram-se na figura

seguinte, respectivamente na tabela do lado esquerdo e do lado direito, para a amostragem sem estratificacdo e com

estratificagéo:

X | ¥ | Z|AaAalAB| AC o
Amostra n média |
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2 6 | 26 [ 2v | & | 250
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Representando num eixo, os valores obtidos para as diferentes estimativas, temos:
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Sem estratificagdo —

Com estratificagdo —

De acordo com as consideragdes feitas anteriormente sobre a precisdo, séo dbvias as vantagens da estratificagdo (Nao

esquegcamos que o valor do parametro a estimar era 18).

1.2.2 - Experimentagoes

A recolha de dados através de sondagens nao é suficiente quando se pretende estudar o efeito
ou resposta de um conjunto de individuos a determinado estimulo ou tratamento (termo utilizado
em estatistica). Somos assim conduzidos a um outro processo de aquisicdo de dados a que
chamamos experimentagcdo. Enquanto que o objectivo de uma sondagem € o de recolher
informacéao acerca de uma populagéo seleccionando e observando uma amostra da populagéo tal
qual ela se apresenta, pelo contrario, uma experimentagdo impde um tratamento as unidades
experimentais com o fim de observar a resposta. O principio base de uma experimentacdo € o
método da comparagdo, em que se comparam os resultados obtidos na variavel resposta de um

grupo de tratamento com um grupo de controlo.

Exemplo 3 (Moore, 1997) - Sera que a aspirina reduz o perigo de um ataque cardiaco? O estudo
conhecido por Physicians’ Health Study, foi uma experimentacdo médica levada a cabo com o
objectivo de responder a esta questdo especifica. Metade de um grupo de 22000 meédicos
(homens) foram escolhidos aleatoriamente para tomar uma aspirina todos os dias. A outra metade
dos médicos tomou um placebo, que tinha o mesmo aspecto e sabor da aspirina. Depois de
varios anos 239 médicos do grupo que tomou placebo, contra 139 do grupo que tomou aspirina,
tiveram ataques cardiacos. Esta diferenca é suficientemente grande para evidenciar o efeito da

aspirina na prevencgao dos ataques cardiacos.

Unidades experimentais, tratamento, variavel resposta, variaveis explanatorias

Unidades experimentais sdo os objectos sobre os quais incide a experimentagdo e a quem é
aplicado uma condigcédo experimental especifica, a que chamamos tratamento. Variavel resposta
é a variavel cujo comportamento pretendemos estudar. As variaveis explanatérias sdo as

variaveis que explicam ou causam mudangas na variavel resposta.

No estudo considerado anteriormente temos:
¢ Unidades experimentais - 22000 médicos
e Tratamentos - aspirina ou placebo
e Variavel explanatéria - se o individuo tomou aspirina ou placebo

e Variavel resposta - se o individuo teve ou ndo ataque cardiaco.
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Sem a comparagao de tratamentos os resultados de experimentagdes em medicina e em ciéncias
do comportamento, duas areas onde estes métodos sao largamente utilizados, poderiam ser
muito influenciados pela selecgdo dos individuos, o efeito do placebo, etc. O resultado poderia vir
enviesado. Um estudo n&o controlado de uma nova terapia médica é quase sempre enviesado

no sentido de dar ao tratamento um maior sucesso do que ele tem na realidade (efeito placebo).

Exemplo 4 (Moore, 1997) - Um tratamento utilizado durante varios anos para tratar ulceras do
estdmago consistia em por o doente a aspirar, durante uma hora, uma solugao refrigerada que
era bombeada para dentro de um baldo. Segundo o Journal of the American Medical Association,
uma experimentacéo levada a efeito com este tratamento permitiu concluir que o arrefecimento
gastrico reduzia a secrecgdo de acido, diminuindo a propensao para as ulceras. No entanto, veio-
se a verificar mais tarde com um planeamento adequado, que a resposta dos doentes ao
tratamento foi influenciada pelo efeito placebo — efeito confounding. O que acontece é que ha
doentes que respondem favoravelmente a qualquer tratamento, mesmo que seja um placebo,
possivelmente pela confianca que depositam no médico e pelas expectativas de cura que
depositam no tratamento. Num planeamento adequado feito anos mais tarde, um grupo de
doentes com Ulcera foi dividido em dois grupos, tratando-se um com a solugao refrigerada e o
outro grupo com um placebo, constituido por uma solugao a temperatura ambiente. Os resultados
desta experimentagdo permitiram concluir que dos 82 doentes sujeitos a solugéo refrigerada -
grupo de tratamento, 34% apresentaram melhoras, enquanto que dos 78 doentes que receberam

o placebo - grupo de controlo, 38% apresentaram melhoras.

Num planeamento experimental, uma vez identificadas as variaveis e estabelecido o protocolo
dos tratamentos, segue-se uma segunda fase que consiste na atribuicdo de cada unidade

experimental a um tratamento.

Esta segunda fase deve ser regida pelo principio da aleatoriedade. Este principio tem como
objectivo fazer com que os grupos que vao ser comparados, tenham a partida constituigdo
semelhante, de forma que as diferengas observadas na variavel resposta possam ser atribuidas
aos efeitos dos tratamentos. Assim, a atribuicdo de cada individuo ao grupo de tratamento ou de
controlo ¢é feita de forma aleatéria. Combinando a comparagdo com a aleatoriedade, podemos

esquematizar da seguinte forma o tipo de planeamento mais simples:

Tratamento

|
) Respostas ao
/. tratamento 1
|
\ Respostas a0 /
> tratamento 2

Unidades

; . Comparacéo
experimentais

Atribuicao aleatdria
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Ao comparar os resultados temos de ter presente que havera sempre alguma diferenga que se
tem de atribuir ao facto de os grupos nao serem perfeitamente idénticos e algumas diferengas que
se atribuem ao acaso. O que se pretende é averiguar se as diferengas encontradas néo serdo
"demasiado grandes" para que se possam atribuir a essas causas, ou seja, verificar se nao tendo
em linha de conta a diferenga entre os tratamentos, a probabilidade de obter as diferengas
observadas néo seria extremamente pequena. Se efectivamente esta probabilidade for inferior a
um determinado valor (de que falaremos mais tarde) dizemos que a diferenca é estatisticamente

significativa, sendo de admitir que foi provocada pelos diferentes tratamentos.

Convém ainda observar que numa experimentacao os individuos seleccionados para cada grupo
nao devem saber qual o tipo de tratamento a que estdo a ser sujeitos, nem o investigador que
esta a conduzir a experimentacado e a medir os resultados deve saber qual o tipo de tratamento
que cada individuo seguiu. Temos o que se chama uma experimentagdo duplamente cega. Esta
precaucado € uma forma de evitar o enviesamento, quer nas respostas, quer nas medigbes (um
médico ao observar o efeito de um tratamento que provoque, por exemplo, uma mancha vermelha
na pele, pode estar condicionado na interpretacdo da gravidade dessa mancha se souber qual o

tratamento a que o doente foi sujeito).

Em muitas situagbes os investigadores tém de se cingir aos estudos observacionais, ja que nao é
possivel conduzir uma experimentagéo controlada. Por exemplo, para estudar o efeito do tabaco
no cancro do pulmao, o investigador limita-se a observar grupos de individuos que fumam ou nao,
nao podendo ser ele préprio a seleccionar um conjunto de individuos e depois po6-los
aleatoriamente a fumar tabaco ou um placebo. O exemplo que acabamos de abordar sugere a
existéncia de algumas questbes éticas associadas as experimentagcdoes, que impedem o

investigador de prosseguir a recolha de informacao da forma que inicialmente teria planeado.

Nesta seccao procuramos abordar alguns problemas relacionados com a fase de recolha da
amostra e motivar os leitores para a sua importancia. O estudo conveniente do planeamento das
experiéncias, assim como da definicdo da amostra adequada para o estudo em vista, saem fora
do ambito da disciplina a que estas folhas se destinam, pois contém por si sé matéria suficiente
para ser objecto de varias disciplinas num curso de Estatistica, nomeadamente as disciplinas de

Planeamento de Experiéncias e Amostragem.

1.3 - Exploragao dos dados - Estatistica Descritiva

Uma vez os dados recolhidos, sob a forma de uma amostra, faz-se a reducdo desses dados,
utilizando tabelas, diferentes tipos de graficos e medidas a que chamamos estatisticas, sendo um
dos principais objectivos desta fase, a identificagdo da estrutura subjacente aos dados, deixando

de lado a aleatoriedade presente.
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Nesta fase de analise dos dados, além da descrigdo dos mesmos, em que se procura por em
evidéncia as caracteristicas principais e as propriedades, pretende-se formular um modelo. De
um modo geral a situagdo em estudo é bastante complexa, ou nem todos os aspectos da situagéo
tém interesse para o estudo em vista, de modo que se formula um modelo, que nos da uma visao

simplificada da situacao real.
O estatistico George Box afirmava que: Todos os modelos sdo maus; alguns modelos sé&o uteis.

O objectivo na escolha de um modelo € o de encontrar um que consiga apreender 0s aspectos

importantes do fendmeno a estudar, mas que seja suficientemente simples para se conseguir

trabalhar!
Por exemplo:

1) "Em média, cada cigarro que se fuma por dia, reduz o tempo de vida de uma certa quantidade
de tempo, a qual sera estimada com base num grande conjunto de dados"
Este modelo ignora muitos factores, tais como a idade, sexo, tipo de vida, etc. No entanto, pode

dar uma boa ideia do efeito de fumar na saude.

2) " O tempo para amanhé depende do tempo de hoje, se tivermos em consideragéo a pressao
atmosférica, a humidade, formacgdes de nevoeiro, e velocidades de vento"
Pode nao ser um mau modelo para a previsdo do tempo. No entanto, ndo passa de um modelo e

todos sabemos que as previsdes nem sempre saem certas!

Esta fase inicial da andlise dos dados, a que damos o nome de Estatistica Descritiva - por vezes
é chamada de Analise Preliminar de Dados, embora alguns autores (Chatfield, 1985),
contestem esta terminologia, pois afirmam que por vezes a analise inicial de dados é suficiente,
nao havendo necessidade de proceder a qualquer tipo de inferéncia e dai ser abusivo o termo

preliminar.

1.4 - Inferéncia Estatistica

Seguidamente, o objectivo de um estudo estatistico €, de uma maneira geral, o de estimar uma
quantidade ou testar uma hipétese, utilizando-se técnicas estatisticas convenientes, as quais
realgam toda a potencialidade da Estatistica, na medida em que vao permitir tirar conclusdes
acerca de uma Populagdo, baseando-se numa pequena amostra, dando-nos ainda uma medida
do erro cometido. A esta fase chamamos Inferéncia Estatistica.

Quando dizemos que de um modo geral € esse o objectivo, significa que por vezes ndo chegamos
a esta fase, de fazer inferéncias (ver observagéo do ultimo paragrafo da secgéo anterior). Podem,
por exemplo, os resultados da andlise dos dados, ter permitido tirar algumas conclusdes, tais
como a de os dados serem demasiado pobres para fazer inferéncia. Por outro lado, os resultados
da analise dos dados, podem ser suficientes, para os fins que se tém em vista.

Exemplo 5 - Numa experiéncia para comparar resultados de métodos de ensino para ensinar a
aritmética, 45 estudantes foram seleccionados aleatoriamente e divididos em 5 grupos de
tamanho igual. A dois dos grupos, A e B, aplicou-se o método tradicional (grupos de controlo),
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enquanto que aos outros grupos, C, D e E, se aplicaram 3 métodos novos. No fim da experiéncia
todos os estudantes realizaram um teste, cujos resultados se apresentam a seguir:

Média Ampl.
Grupo A 17 14 24 20 24 23 16 15 24 19.7 10
Grupo B 21 23 13 19 13 19 20 21 16 18.3 10
Grupo C 28 30 29 24 27 30 28 28 23 27.4 7
Grupo D 19 28 26 26 19 24 24 23 22 234 9
Grupo E 21 14 13 19 15 15 10 18 20 16.1 11

Como todos os grupos tém igual dimensao, calculdamos a amplitude como medida de disperséo.
Ao compararmos as médias s&o evidentes as divergéncias entre os grupos. Estas divergéncias
tornam-se mais evidentes ao construirmos as representagdes em Box-plot (a ver posteriormente),
que mostram que efectivamente os 5 métodos ndo sao equivalentes.

1.5 — Estatistica Descritiva e Inferéncia Estatistica

Resumindo, podemos dizer que uma andlise estatistica envolve, geralmente, duas fases
fundamentais, com objectivos distintos:

Estatistica Descritiva - Procura-se descrever a amostra, pondo em evidéncia as caracteristicas
principais e as propriedades. Procura-se ainda formular um modelo que traduza, de uma forma
simplificada, a situagcdo em estudo.

Inferéncia Estatistica - Conhecidas certas propriedades (obtidas a partir de uma analise
descritiva da amostra), expressas por meio de proposigdes, imaginam-se proposigdes mais
gerais, que exprimam a existéncia de leis (na Populagdo). No entanto, ao contrario das
proposi¢cdes deduzidas, ndo podemos dizer que sao falsas ou verdadeiras, ja que foram
verificadas sobre um conjunto restrito de individuos, e portanto ndo séo falsas, mas nao foram
verificadas para todos os individuos da Populagéo, pelo que também ndo podemos afirmar que
séo verdadeiras! Existe assim um certo grau de incerteza (percentagem de erro) que é medido em
termos de PROBABILIDADE.

Nesta fase procuramos estudar a adaptabilidade do modelo sugerido na fase anterior.

Esquematicamente, temos:
| Estatistica Descritiva |I

N Amostra Reducdo dos dados, de
Populagdo | conjunto de dados com—#| modo arealcaras
aspecto desorganizado caracteristicas principails
(Modelo...)

Inferéncia Estatistica

Inferir para a Populacéo as
cc_)nclusc”)es obtidas dq
analise dos dados reduzidos

(O modelo é bom?)
Porgue é que é necessario o conceito de Probabilidade para se poder fazer Estatistica?

De acordo com o que dissemos anteriormente sobre a Inferéncia Estatistica, precisamos aqui da
nocao de Probabilidade, para medir o grau de incerteza que existe quando tiramos uma conclusao
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para a Populagdo, a partir da observagao da amostra. Seguidamente vamos tentar exemplificar
este processo.

Vimos anteriormente que ao fazer uma analise de dados, em que se calculam estatisticas, a que
chamamos estimadores, temos como objectivo tomar algumas decisbes acerca de parametros
desconhecidos, que descrevem as populagbes de onde foram feitas as observagdes. Este
processo baseia-se na distribuicido de amostragem da estatistica utilizada para estimar o
parametro em estudo. A distribuicdo de amostragem descreve a forma como se comporta uma
estatistica quando varia a amostra que se utilizou para a calcular. Vamos exemplificar de seguida
um processo de fazer inferéncia estatistica, nomeadamente num processo de estimagao.
Exemplo 6 - Suponhamos que se pretendia estimar qual a percentagem p de estudantes da
Universidade de Lisboa que vivem em casa dos pais, no ano lectivo 1997/98. Feito um inquérito a
150 estudantes, seleccionados aleatoriamente das diferentes faculdades, em que se pedia para
responderem SIM ou NAO, caso vivessem ou ndo em casa dos pais, obtiveram-se 89 SIM, donde

.~ 89
uma estimativa para a percentagem pretendida é p = 1—50 =0.59.

Sera que podemos dizer que a percentagem pretendida p € 0.59? Nao, ja que se retirarmos outra
amostra da mesma dimensdo, o valor obtido para a estatistica nao sera necessariamente o
mesmo. Por exemplo, poderiamos ter recolhido mais 10 amostras de dimensdo 150, e o n° de
SIM’s obtidos ser 87, 89, 85, 90, 87, 79, 89, 88, 86 e 90 para cada uma das amostras
consideradas. Quer dizer que o valor da estatistica varia de amostra para amostra.

Entdo como proceder? Para estudar esta variabilidade apresentada pela estatistica, vai-se obter a
sua distribuigdo de amostragem.

Distribuicdo de amostragem - Distribuicdo de amostragem de uma estatistica € a distribuicao
dos valores que a estatistica assume para todas as possiveis amostras, da mesma dimensao, da
populacgéao.

Entdo para conhecer a distribuicdo de amostragem da estatistica f), utilizada para estimar o
parametro p, teriamos de ir considerar todas as amostras possiveis de dimensdo 150 da
populagdo constituida pelos estudantes da Universidade de Lisboa. Para cada uma dessas
amostras constituida por 150 estudantes investigariamos qual a percentagem de SIM'’s, para em
seguida com todos os valores obtidos para essas percentagens obtermos a distribuicdo de
amostragem da estatistica percentagem. Felizmente que ndo é necessario percorrer todo este
caminho, pois entdo teria sido mais simples investigar todos os estudantes sobre a caracteristica
em estudo!

Como veremos mais tarde, a teoria das probabilidades permite-nos afirmar que se a dimenséo

n da amostra seleccionada for “suficientemente grande” entéo a distribuicdo de amostragem da
estatistica P é conhecida, mais precisamente é a distribuicdo Normal (com valor médio p e

variancia igual a p(1-p) ), como veremos num capitulo posterior. Entéo vai ser possivel construir
n
um intervalo aleatério (veremos mais tarde o modo de o fazer),

[p-1.96 [PU-P), p+1.96 [P(1-P)]
n n
a que se da o nome de intervalo de confianga para p, com uma confianga de 95%, em que
Probabilidade[ p-1.96 [P(1-P) <p< p+1.96 [P(1-P) =95
n n
Aquele intervalo é aleatério na medida em que para cada amostra se obtém um valor para f) e
correspondentemente, limites para o intervalo respectivo.

Interpretagao do intervalo de confianga
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Ao interpretar o intervalo de confianga deve-se ter em atencdo que o que ¢é aleatdrio é o intervalo
e nado a percentagem p (desconhecida, mas fixa) - a variabilidade existe no processo de
amostragem e nao no parametro. Quando se recolhem varias amostras, o valor de p é diferente

de amostra para amostra, pelo que os limites do intervalo variam.

~

Uma vez seleccionada uma amostra e obtido um valor para P, ao calcular um intervalo com 95%
de confianga, nao significa que a probabilidade do intervalo conter o pardmetro é .95, ja que o
intervalo contém ou n&o contém o parametro. Como deve ser interpretado o intervalo de confianca
€ da seguinte forma: ao recolher 100 amostras da mesma dimensao e ao calcular os intervalos
correspondentes, aproximadamente 95 destes intervalos contém o parametro p, enquanto que 5
nao o contém:

Amostra 1 S
Amostra 2

Amostrai e

Amostra 100 .

0 p 1

O processo que acabamos de descrever e que sera desenvolvido num capitulo posterior € um
exemplo de estimagéo intervalar.

Exemplo 6 (cont) - Considerando finalmente o exemplo em estudo e tendo em conta o valor de
0.59 obtido para f) tem-se o intervalo [.51, .67] que com uma confianga de 95% contém o valor
da percentagem de estudantes da Universidade de Lisboa que vivem em casa dos pais. Ao
obtermos uma resposta para a nossa questao — qual a percentagem de estudantes que vivem em
casa dos pais no ano lectivo 1997/98, sob a forma de um intervalo, obtivemos também a

quantificacédo do erro cometido ao assumir essa resposta!l

1.6 - Exemplos de aplicagao da Estatistica

Os campos de aplicagao da Estatistica sdo muitos e os mais variados. Por exemplo:

Estudos de mercado - O gerente de uma fabrica de detergentes pretende langar um
novo produto para lavar a loica, pelo que encarrega uma empresa especialista em estudos de
mercado, apos realizar uma sondagem, de estimar a percentagem de potenciais compradores
desse produto.

Populagao - conjunto de todos os agregados familiares do pais
Amostra - conjunto de alguns agregados familiares inquiridos pela empresa
Problema - pretende-se, a partir da percentagem de respostas afirmativas, de

entre os inquiridos, sobre a compra do novo produto, obter uma
estimativa do numero de compradores, de entre todos os agregados
familiares do pais ( Populagéo).
Medicina - Pretende-se estudar o efeito de um novo medicamento, para curar determinada
doenga. E seleccionado um grupo de 20 doentes, administrando-se o novo medicamento a 10
desses doentes, escolhidos ao acaso, e o medicamento habitual aos restantes.
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Populagéo - conjunto de todos os doentes com a doenga que o medicamento a
estudar pretende tratar

Amostra - conjunto de 20 doentes seleccionados

Problema - pretende-se a partir dos resultados obtidos, realizar um teste de
hipéteses, para tomar uma decisdo sobre qual dos medicamentos é
melhor.

Controlo de qualidade - O administrador de uma fabrica de parafusos pretende assegurar-se de
que a percentagem de pegas defeituosas, ndo excede um determinado valor, a partir do qual uma
encomenda poderia ser rejeitada (sondagem).

Populagéao - conjunto de todos os parafusos fabricados ou a fabricar pela fabrica,
utilizando o mesmo processo

Amostra - conjunto de parafusos escolhidos ao acaso, de entre o lote de
produzidos

Problema - pretende-se, a partir da percentagem de parafusos defeituosos na

amostra, estimar a percentagem de defeituosos em toda a produgao.
Politica de ensino- O Ministério da Educacgido pretende saber se a prova de afericdo em
Matematica estd bem construida, isto &, se seleccionou efectivamente os melhores alunos

(sondagem).

Populagéo - conjunto de todos os alunos candidatos ao Ensino Superior, e
respectivas notas em Matematica no 12° ano e na prova de afericdo

Amostra - conjunto de alunos seleccionados aleatoriamente em todo o pais, de
entre a Populagéo considerada anteriormente

Problema - pretende-se determinar um coeficiente de associagdo, que indique se

existe uma associagao forte ou fraca, entre os dois conjuntos de notas,
consideradas anteriormente.
Pedagogia - Um conjunto de padagogos, desenvolveu uma técnica nova para a aprendizagem
da leitura, na escola primaria, a qual, segundo dizem, encurta o tempo de aprendizagem,
relativamente ao método habitual (pretende-se fazer uma experimentagéo).

Populagéao - conjunto de todos os alunos que entram para a escola primaria sem
saber ler
Amostra - conjunto de alunos de algumas escolas, seleccionadas aleatoriamente

para este estudo. Os alunos foram separados por dois grupos para se
aplicarem as duas técnicas em confronto
Problema - do estudo da amostra, decidir qual a melhor técnica.

Exercicios de revisao
1 - Considere a seguinte situagdo: Um politico, candidato a Presidente da Republica, pretende ter
uma ideia de qual a sua representatividade, junto do eleitorado portugués, pelo que encarrega
uma empresa de fazer o estudo conveniente. Identifique: Populagdo e Amostra.
2 - Diga porque é que as seguintes situagdes representam mas amostras:

- Para saber qual o candidato mais votado, para a Camara de determinada cidade,
auscultou-se a opinido dos clientes de determinado supermercado.

- Para conhecer a situagéo financeira das empresas téxteis portuguesas, verificou-se a
situagéo das empresas que tiveram maior volume de exporta¢des, no ultimo ano.
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3 - Em 1985 verificaram-se, nos Estados Unidos, 19893 assassinios, enquanto que em 1970 se

tinham verificado 16848 - um aumento de cerca de 20%. Estes numeros significam que os

Estados Unidos se tornou um pais violento no periodo 1970-1985?

4 - Num determinado distrito de Portugal, foi levada a cabo uma experiéncia para verificar o efeito

da distribuicao de leite as criancas em idade escolar. Assim, foram escolhidas algumas criancas

em cada escola para pertencerem ao grupo de tratamento, a quem foi dado leite e outras a quem

nao foi dado leite, constituindo o grupo de controlo. Para tornar os grupos equivalentes em termos

de nivel familiar e de saude, a atribuicdo de cada crianga a cada grupo foi feita aleatoriamente.

Contudo, verificou-se que, apesar da atribuicdo aleatdria, havia ainda pequenas diferencas entre

0os grupos. Permitiu-se entdo que os professores fizessem a selec¢cdo das criangas, com o

objectivo de tornar os grupos comparaveis. Tera sido este um procedimento correcto?

5 - De acordo com um estudo observacional, feito na Califérnia, verificou-se que a taxa de cancro

cervical era maior entre as utilizadoras de contraceptivos orais, do que entre as que nido os

utilizavam, mesmo tendo em consideragéo os factores idade, educagao, estado civil, religiao e o

facto de ser fumadora ou ndo. Os investigadores concluiram que a pilula causava o cancro

cervical. O que acha desta conclusao?

6 — A revista “Filhos e Pais” pediu a uma empresa de sondagens que elaborasse um estudo sobre

a opiniao dos Pais relativamente a utilidade, sob o ponto de vista educacional, de bater nos filhos.

Foram postas as seguintes questdes aos pais que faziam parte de uma amostra aleatdria: i)

Acredita que se deve bater nos filhos? ii) Bateu nos seus filhos? iii)) Se a resposta a questédo

anterior foi sim, com que frequéncia?

No estudo anterior podera estar envolvido algum tipo de erro de ndo amostragem?

7 — Um investigador pretendendo fazer um estudo sobre a relagéo entre a quantidade de ovos

consumidos semanalmente e o nivel do colesterol, pediu a colaboragdo de voluntarios para

entrarem neste estudo. Apresentaram-se 2589 voluntérios. O investigador colheu informacgao

sobre a quantidade de ovos consumida e o nivel de colesterol de cada uma das pessoas

apresentadas, tendo concluido que existia um a forte associagéo entre as duas variaveis.

e Estamos perante um estudo observacional ou uma experimentagéo controlada?

e Baseado neste estudo pode o investigador concluir que o consumo de ovos aumenta o nivel
de colesterol? Explique.

8 - Quais os objectivos da Estatistica Descritiva e da Inferéncia Estatistica?

9 - As inferéncias estatisticas sdo sempre correctas?
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Capitulo 2

Andlise, representacéo e reducao de dados

2.1 - Introducéo

Vimos no capitulo 1, que o objectivo da Estatistica é o estudo de Popula¢des, isto €, conjuntos de
individuos (n&o necessariamente pessoas) com caracteristicas comuns, que se pretendem
estudar. A uma caracteristica comum, que assume valores diferentes de individuo para individuo,
chamamos variavel. Sendo entdo o nosso objectivo o estudo de uma (ou mais) caracteristica da

Populagado, vamos _identificar Populacdo com a variavel (caracteristica) que se esta a estudar,

dizendo que a Populagéo é constituida por todos os valores que a variavel pode assumir. Por
exemplo, relativamente a populagao portuguesa, se o objectivo do nosso estudo for a
caracteristica altura, diremos que a populacao é constituida por todos os valores possiveis para a

variavel altura.

Vimos também que um dos conceitos fundamentais em Estatistica € o de amostra. Quando

falamos em amostras, entendemos conjuntos de dados, que representem convenientemente as

Populagdes subjacentes. Observe-se que estamos, portanto, a identificar amostra com o

resultado das observacgdes feitas sobre os elementos da populagdo a que chamamos amostra.

Neste momento vamos admitir que dispomos de um desses conjuntos de dados, sem nos

preocuparmos como foram obtidos, e pretendemos desenvolver processos de analise que nos
permitam responder a algumas questdes, tais como:

e Seréo os dados quase todos iguais?

e Serao muito diferentes, uns dos outros?

e De que modo é que sao diferentes?

e Existe alguma estrutura subjacente ou alguma tendéncia?

e Existem alguns agrupamentos especiais?

e Existem alguns dados muito diferentes da maior parte?

Estas questdes, de um modo geral, ndo podem ser respondidas rapidamente, olhando
unicamente para o conjunto dos dados! No entanto, se estiverem organizados sob a forma de

tabelas ou graficos, ja a resposta as questdes anteriores se torna mais simples.

Seguidamente comegaremos por dar uma possivel classificagao para os dados e 0s processos

adequados para a sua representacdo. Estes processos de redugdo dos dados permitem realcar
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as caracteristicas principais e a estrutura subjacente, a custa de alguma informagao que se perde,

mas que nao é relevante para o estudo em vista.

2.2 - Tipos de dados

As variaveis podem ser de dois tipos: qualitativas e quantitativas. Para os dados também se usa
a mesma terminologia, conforme resultam da observacdo de variaveis qualitativas ou

quantitativas.

Na determinagdo da andlise estatistica apropriada para um conjunto de dados, é importante
classificar as variaveis quanto ao tipo. Depois de varias tentativas terem sido feitas, existe um
sistema de classificagdo normalmente aceite e proposto por Stevens - Handbook of experimental

psychology (1951), que apresentamos de seguida.

2.2.1 - Dados qualitativos

Dados qualitativos - Representam a informagéo que identifica alguma qualidade, categoria ou

caracteristica, nao susceptivel de medida, mas de classificagdo, assumindo varias modalidades.

Por exemplo, o estado civil de um individuo € um dado qualitativo, assumindo as categorias:

solteiro, casado, divorciado e viuvo.
Os dados de tipo qualitativo ainda se podem exprimir na escala nominal ou na escala ordinal-
a) Variaveis nominais

Uma variavel € nominal se cada observagao pertence a uma de varias categorias distintas. Estas
categorias ndo sdo necessariamente numéricas, embora se possa utilizar nimeros para as
representar. Por exemplo, a variavel sexo € nominal, ja que um individuo é do sexo masculino ou
feminino. Podemos utilizar os simbolos M e F, mas também podemos utilizar os nimeros 1 e 2
para as categorias masculino e feminino. Uma variavel nominal pode apresentar duas ou mais
categorias; alguns exemplos de variaveis nominais apresentando mais de duas categorias, séo a

religido, raca, etc.

A estrutura da escala nominal ndo & destruida por uma substituicdo biunivoca. Para estes dados
néo tem sentido falar em média ou mediana. A Unica medida de localizagdo que tem sentido é a

moda - categoria com maior numero de elementos.
b) Variaveis ordinais

Para as variaveis ordinais também se utilizam as categorias mas, no entanto, existe uma relagéo
de ordem entre elas. Por exemplo uma tabela que classifica os minerais e rochas, quanto a
dureza, tem as categorias ordenadas segundo 10 niveis de dureza, do mais duro - Diamante, ao

menos duro - Talco. A estrutura desta escala n&do é distorcida por uma substituicdo que preserve
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a ordem. No exemplo da classificagao dos minerais, em vez dos numeros de 1 a 10, podem-se

utilizar as letras de A a J.

Como ¢ evidente, e do mesmo modo que para as variaveis nominais, continua a nao ter sentido o
calculo da meédia. Pode-se calcular a moda e, ja que existe uma ordenagao, pode-se calcular a

mediana.

Estes dados s&o organizados na forma de uma tabela de frequéncias, que apresenta o niumero

de elementos - frequéncia absoluta (ou s6 frequéncia) de cada uma das categorias ou classes.

Numa tabela de frequéncias, além das frequéncias absolutas, também se apresentam as
frequéncias relativas, onde

frequéncia absoluta

frequéncia relativa = — —
dimensao da amostra

entendendo-se por dimensao da amostra o niumero de elementos da amostra.

Exemplo 1 (De Veaux et al, 2004) — O que aconteceu ao Titanic, na noite de 14 de Abril de 1912,
€ bem conhecido. Apresentamos de seguida alguns dados relativos aos passageiros e tripulacao,
nomeadamente no que diz respeito se sim ou ndo, a pessoa Sobreviveu (Morta ou Viva), a sua
Idade (Adulto ou Crianga), Sexo (feminino ou Masculino), e a Classe em que viajava (Primeira,

Segunda, Terceira ou Tripulag&o):

Sobreviveu Idade Sexo Classe
Morta Adulto Masculino Terceira
Morta Adulto Masculino Tripulagao
Morta Adulto Masculino Terceira
Morta Adulto Masculino Tripulagao
Morta Adulto Masculino Tripulagao
Morta Adulto Masculino Tripulagao
Viva Adulto Feminino Primeira
Morta Adulto Masculino Terceira
Morta Adulto Masculino Tripulagao

Parte de uma tabela em que se mostra para 9 passageiros, as categorias referentes a 4 variaveis
O que fazer com dados como estes? Um principio basico de uma analise de dados de qualquer
tipo é proceder a sua representagdo grafica. Para isso €& necessario proceder ao seu
agrupamento, através de uma tabela de frequéncias. Organizando os dados referentes a variavel

Classe, obteve-se a seguinte distribuigdo para os 2201 passageiros:

Classe Freq. Absoluta | Freq. relativa
Primeira 325 0.148
Segunda 285 0.129
Terceira 706 0.321
Tripulagédo 885 0.402
Total 2201 1.000

Da tabela anterior concluimos imediatamente que a maior percentagem de passageiros eram
tripulantes e que dos que tinham comprado bilhete, eram mais frequentes os que viajavam em 32

classe, seguidos da 12 classe e finalmente os menos frequentes eram os que viajavam em 22
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classe. Estas conclusdes ndo eram evidentes a partir dos dados inicialmente considerados. Ao
fazer a reducgao, sob a forma de uma tabela de frequéncias, a Unica informagao que se perdeu foi

a ordenacao inicial dos dados, que neste caso nao era relevante.

Exemplo 2 - A seguinte tabela apresenta a distribuicdo do pessoal docente (freq. absolutas),
segundo os ramos de ensino, em Portugal Continental, durante os anos de 1985-1986, 1986-
1987, 1987-1988, 1988-1989, 1989-1990, 1990-1991 (Fonte : Anuario Estatistico de Portugal -
1992):

Béasico Secund
Pré-escolar | Primario  Preparat. | Sec. Unific Sec. comp. 12°ano Liceal Técnico
1985-86 5991 41534 29189 28675 14187 3584 3069 2216
1986-87 4583(a) 41553 31742 28751 15171 4136 3454 2656
1987-88 4430 X 29486 32272 18140 4738 4192 2893
1988-89 6368 X 35420 38881 21825 7337 6740 4809
1989-90 7041 X 32731 40065 21628 6079 5471 2857
1990-91 9317 X 33015 42229 23868 7003 6205 3178
(cont)
Cursos Artistico Médio Superior Total
Profis. Mag.Infantil  Mag.Primario
1985-86 1281 629 535 571 9620 141081
1986-87 969 602 414 485 9234(b) 143750
1987-88 1389 736 X X 10769 X
1988-89 1105 678 X X 12113 X
1989-90 351 716 X X 10405 X
1990-91 372 723 X X 14223 X

Obs:

(a) Nao funcionaram 190 estabelecimentos por diversos motivos

(b) A Univ do Porto apenas enviou os elementos relativos ao pessoal docente das Fac de Economia e Arquitectura
x - informag&o n&o disponivel

Das tabelas anteriores pode-se retirar bastante informagao, nomeadamente no que diz respeito a
evolugdo do n° de docentes nas diferentes categorias, desde 1985 até 1991.
Para os Unicos anos onde existe informagao completa, os anos lectivos 1985-1986 e 1986-1987,

consideramos a tabela das frequéncias relativas, que apresentamos de seguida:

Basico Secund
Pré-escolar | Primario  Preparat. | Sec. Unific Sec. comp. 12°ano Liceal Técnico
1985-86 0.042 0.294 0.207 0.203 0.101 0.025 0.022 0.016
1986-87 0.032 0.289 0.221 0.200 0.106 0.029 0.024 0.018
(cont)
Cursos Artistico Médio Superior Total
Profis. Mag.Infantil Mag.Primario
1985-86 0.009 0.004 0.004 0.004 0.068 1
1986-87 0.007 0.004 0.003 0.003 0.064 1

Da tabela das frequéncias relativas, rapidamente se conclui que a classe predominante é a dos
Professores Primarios enquanto que os Professores do ensino Médio e Artistico, sdo s6 uma

pequena percentagem do total de docentes.

Quando se constréi uma tabela de frequéncias, a partir de uma amostra, um processo de facil
verificagdo de que as frequéncias estdo bem calculadas consiste em soma-las para todas as

classes consideradas, pois:
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A soma das frequéncias absolutas é igual a dimens&o da amostra
e
A soma das frequéncias relativas é igual a 1
Como consequéncia da observagao anterior, a utilizagao das frequéncias relativas é preferivel,
relativamente as frequéncias absolutas, pois assim é possivel fazer a comparagao de amostras de
dimensdes diferentes. E 0 que se passa no caso do exemplo 2, em que as dimensdes das

amostras relativamente a 1985-1986 e 1986-1987 sao respectivamente 141081 e 143750.

2.2.2 - Dados quantitativos

Dados quantitativos - Representam a informacéo resultante de caracteristicas susceptiveis de

serem medidas, apresentando-se com diferentes intensidades.

Os dados de tipo quantitativo ainda se podem exprimir na escala intervalar e percentual:
a) Variaveis intervalares

Uma variavel intervalar € uma espécie de variavel ordinal, mas em que as diferengas entre
valores sucessivos sao sempre iguais. Por exemplo a temperatura medida em graus Fahrenheit
(F) é intervalar, ja que a diferenca entre 12° e 13° é a mesma que a diferenga entre 14° e 15°.
Define-se assim uma unidade de medida e um zero arbitrario. Na realidade, a variavel
temperatura também pode ser medida em graus centigrados (C), correspondendo os 0° C aos 32°
F. Assim, a transformacéo linear C =5/9 (F-32)

transforma a temperatura F, em graus Fahrenheit, na temperatura C, em graus centigrados. A
estrutura desta escala ndo é destruida por uma substituicdo que preserve a igualdade dos
intervalos.

Para este tipo de variaveis ja tem sentido o calculo da média.
b) Variaveis percentuais (ou absolutas)

As variaveis percentuais sao as variaveis intervalares para as quais existe um zero absoluto, que
representa a origem das medidas. Por exemplo, a variavel altura é percentual - podemos dizer
que uma altura de 164 cm é o dobro de uma altura de 82 cm. Se mudarmos a unidade de medida
para o metro, continuamos ainda a dizer que a 12 altura é o dobro da 22. A estrutura da escala

percentual ndo vem distorcida quando se fazem transformacdes da forma x'=kx.
Outras classificagdes

Além da classificagdo referida anteriormente, as variaveis também podem ser classificadas em
discretas e continuas. Uma variavel é continua se pode assumir qualquer valor de um intervalo

contido no dominio da variavel. Caso contrario sera discreta.

Todas as variaveis nominais e ordinais s&o discretas. As variaveis intervalares e percentuais

podem ser discretas ou continuas.




34 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

A classificagdo de uma variavel em discreta ou continua, € por vezes susceptivel de algumas
duvidas. Por exemplo a variavel idade, ao contrario do que possa parecer a primeira vista, ja que
s6 utilizamos numeros inteiros para a representar, € uma variavel continua, pois a diferenca de
idade entre dois individuos pode ser tdo pequena quanto se queira - um ano, um més, uma hora,
um minuto, ..... Como o nome indica, dados dois valores observados de uma variavel continua,
passamos de um valor a outro de forma continua - qualquer valor intermédio ainda & um valor da

variavel. No caso da variavel ser discreta, passamos de um valor a outro por saltos!
Como organizar os dados?

Os dados séo organizados na forma de uma tabela de frequéncias, do mesmo modo que os
dados qualitativos. No entanto convem fazer distingdo entre os dados discretos e continuos, ja

que a construgao da tabela de frequéncias se processa, de um modo geral, de forma diferente.

2.2.2.1 — Organizacéo de dados discretos

No caso de dados discretos, a constru¢do da tabela de frequéncias é analoga a que foi feita para
os dados qualitativos, mas em vez das categorias consideram-se os valores distintos que surgem

na amostra, os quais vao constituir as classes.

Exemplo 3 - Numa turma do 10° ano da Escola Secundaria Professor Herculano de Carvalho, os

alunos registaram o n°® de irmaos, tendo-se obtido a seguinte amostra:
1 2 2 1 3 0 0 1 1 2 1 1 1 o o 3 4 3 1 2

A tabela de frequéncias correspondente a amostra anterior é a seguinte:

Tabela de frequéncias

Classes Freq. abs. Freq. rel.
0 4 .20
1 8 40
2 4 .20
3 3 15
4 1 .05
Total 20 1

Podemos no entanto dispor de uma amostra de dados discretos, mas estes assumirem muitos
valores distintos, que torne pouco pratico a constru¢do de uma tabela de frequéncias, onde se
consideram todos esses valores. Neste caso procede-se a um agrupamento conveniente para os

dados, como se exemplifica a seguir:

Exemplo 4 - No Distrito Sanitario de Chicago, a escolha dos técnicos é feita mediante um exame.
Em 1966, havia 233 candidatos para 15 lugares. O exame teve lugar no dia 12 de Margo e os

resultados dos testes apresentam-se a seguir (Freedman and al., 1991 Statistics, pag.51):

26 27 27 271 27 29 30 30 30 30 31 31 31 32 32
33 33 33 33 33 34 34 34 35 35 36 36 36 37 37
37 37 37 37 37 39 39 39 39 39 39 39 40 41 42
42 42 42 42 43 43 43 43 43 43 43 43 44 44 44
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46 47 47 4T 47 47 47 48 48 48 48 48 48 48 48
49 49 49 49 50 50 51 51 51 51 51 52 52 52 52
52 53 53 53 53 53 54 54 54 54 54 55 55 55 56
56 56 56 56 57 57 57 57 58 58 58 58 58 58 58
58 59 59 59 59 60 60 60 60 60 60 61 61 61 61
61 61 62 62 62 63 63 64 65 66 66 66 67 67 67
67 68 68 68 69 69 69 69 69 69 69 71 71 72 73
74 74 74 75 75 76 76 78 80 80 80 80 81 81 81
82 82 83 83 83 83 84 84 84 84 84 84 8 90 90
90 91 91 91 92 92 92 93 93 93 93 95 95

Neste caso a construgédo da tabela de frequéncias poderia processar-se do mesmo modo que no
exemplo anterior; resultaria, no entanto, uma tabela com demasiadas classes. Assim, resolvemos
tomar como classes uma particdo natural, para os dados considerados, que € a seguinte:
considerar como classes os intervalos [20, 30[, [30,40][, [40,50][, [50,60[, [60,70[, [70,80[, [80,90[,
[90,100[. A forma do intervalo [ , [ significa que o limite inferior do intervalo pertence a classe,
enquanto que o limite superior ndo pertence. Assim, um elemento da amostra igual a 30
pertencera a 22 classe e ndo a 12.

Tabela de frequéncias

Classes Freq. abs. freq. rel.
[20,30[ 6 .027
[30,40[ 36 161
[40,50[ 52 .233
[50,60[ 46 .206
[60,70[ 36 161
[70,80[ 12 .054
[80,90[ 20 .090
[90,100[ 15 .067
Total 223 1

Enquanto que no caso dos dados discretos a construgdo da tabela de frequéncias € de um modo
geral muito simples, no caso de variaveis continuas o processo de resumir a informagéo
constituida pelos resultados das suas observagdes, € um pouco mais elaborado, ja que a
definicdo das classes nao é tao imediata. Efectivamente nao tem sentido considerar, para classes,

os diferentes valores que surgem na amostra, pois eventualmente eles sao todos diferentes.
2.2.2.2 — Organizacéo de dados continuos

Para a organizacéo e redugao de dados continuos, podem-se considerar as seguintes etapas:
1- Definicdo das classes
a) Determinar a amplitude da amostra, isto é, a diferenca entre o valor maximo e o valor minimo;
b) Dividir essa amplitude pelo nimero k™, de classes que se desejam considerar; tomar para amplitude de
classe h, um valor aproximado por excesso, do valor anteriormente obtido;
c) Construir as classes de modo que tenham todas a mesma amplitude e cuja unido contenha todos os

elementos da amostra.

Uma metodologia a seguir para a construgao das classes Cj = [cj, Cj+1[, podera ser a seguinte: a primeira

classe C1 sera C4q = [minimo da amostra, minimo da amostra + h[. As outras classes serdo

@ A definir posteriormente.
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Cj= [minimo da amostra + (i-1) h, minimo da amostra + i h[ com i=2, ..., k.
Nem sempre se consegue aplicar a metodologia anterior de considerar todas as classes com a mesma

amplitude. No entanto uma regra a ter presente é que estas classes devem ser todas disjuntas duas a duas

€ a sua uniao deve conter todos os elementos da amostra.

2 - Contagem do numero de elementos de cada classe.
Conta-se o numero de elementos da amostra, que pertencem a cada classe. Analogamente ao que foi

considerado no caso dos dados discretos, esses valores serdo as frequéncias absolutas das classes.

Quantas classes se devem considerar para fazer a reducdo de um conjunto de dados? Qual o

valor de k?

Existe uma regra empirica, chamada regra de Sturges, que nos da um valor aproximado para o

numero de classes que se devem considerar e que € a seguinte:

Regra de Sturges - Para uma amostra de dimenséo n, o n° de classes é dado pelo menor inteiro

k tal que 2K>

Exemplo 5 - Consideremos a amostra constituida pelas notas obtidas num ponto de Matematica,
de uma determinada turma:
12.1;8.9; 16.2; 8.2; 9.8; 15.1; 14.5; 13.4; 14.7; 7.5; 8.8; 12.4; 16.1; 15.2; 13.5; 13.8; 14.6; 15.5; 7.8; 12.5;13.2; 11.0; 10.5

De acordo com a metodologia apresentada anteriormente, temos:

Amplitude da amostra: 16.2-75=8.7
Numero de classes: k=5
Amplitude de classe: 8.7/5=1.74 -> h=1.8
Classes: [7.5, 9.3, [9.3, 11.1[, [11.1, 12.9[,[12.9, 14.7[,
[14.7, 16.5]
Tabela de frequéncias
Classes Freq. abs. Freq. rel.
[7.5,9.3] 5 2174
[9.3, 11.1] 3 .1304
[11.1,12.9] 3 .1304
[12.9, 14.7] 6 .2609
[14.7, 16.5] 6 .2609
Total 23 1

Obs: N&o esquecer que a amplitude de classe h, € um valor aproximado por excesso do
amplitude da amostra

n° de classes
considerar 2.2; se for igual a 2, pode-se utilizar o 2.1 (Porque é que, neste caso, ndo se deve
utilizar para amplitude de classe 2?7). Uma regra simples podera ser a de considerar para
amplitude de classe um valor com mais uma casa decimal do que o numero de casas decimais
com que se apresentam os dados. Neste caso, uma boa escolha para a amplitude de classe seria
o valor 1.75.

quociente

. Se, por exemplo, o quociente anterior for igual a 2.15, pode-se

Nota 1: A regra enunciada anteriormente para o numero de classes, € uma de varias regras
existentes e que se verificou dar bons resultados quando se procede a representagéo grafica, sob
a forma de histograma, a partir dos dados agrupados. Existem outras regras como por exemplo a
sugerida por Velleman em 1976, que considera para k o maior inteiro contido em 2Jn e a
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considerada num trabalho de Dixon e Kronmal em 1965, que utilizam para k o maior inteiro
contido em 10xlog;on.

Nota 2: A metodologia utilizada para a construgcdo das classes n&do € unica. Pode-se, por
exemplo, decidir construir as classes fechadas a direita e abertas a esquerda, metodologia
seguida pela folha de calculo Excel, quando se utiliza a fungdo Frequency, ou seguir a
metodologia indicada, utilizada, por exemplo, no software de Estatistica Statview, ou ainda utilizar
outras abordagens diferentes.

Utilizag&o do Excel na obtencdo de tabelas de frequéncias

1 - Dados de tipo qualitativo ou quantitativo discreto

Vamos exemplificar a utilizagdo do Excel na construgdo de tabelas de frequéncia de dados qualitativos ou quantitativos
discretos.

O procedimento para a construgdo de tabelas de frequéncia é idéntico, quer tenhamos um conjunto de dados qualitativos
ou quantitativos discretos, ja que as classes que se consideram para a tabela de frequéncia sao, de um modo geral, como
vimos anteriormente, as diferentes categorias ou valores que surgem, respectivamente, no conjunto de dados.

1.1 - Fungdo COUNTIF

Exemplo — Considerando ainda o ficheiro EscolasSec.xls, vamos agrupar os dados segundo a variavel qualitativa Distrito.
Para ver quais as diferentes categorias que a variavel assume, um processo simples é proceder a ordenagédo dos dados
segundo aquela variavel. Fizémos essa ordenagdo e escrevemos as diferentes categorias nas células F3:F18. A seguir
utilizamos a fungdo COUNTIF(a;b), que devolve o nimero de células consideradas no argumento a, que s&o iguais a
categoria considerada no argumento b:

IO/ x] 1o/ x]
F ] o F ] "

1 — 1 I
2 Categorias Freq. Absoluta 2 |Categorias Freq. Absoluta
3 |Awveiro =COUMTIFCRCES: FCFT1,F3) 3 |Awveiro 4

4 |Beja =COUMTIF(ECS2: FCET1;F4) 4 |Beja

5 |Braga =COUMTIF(ECS2: FCET1;FS) 5 |Braga

E |Castelo Branco |=COUMTIFCECE2: $CE71;FE) 6 |Castelo Branc

¥ |Coimbra =COUMTIF(ECS2: FCET1,FT) 7 |Coimbra

8 |Evora =COUMTIFCECS2: FCET1;FE) 8 |Evora

9 |Faro =COUMTIFCECS2: FCET1;Fa) 9 |Faro

10 |Guarda =COUMTIFCRCE FCFT1F10) 10 |Guarda

11 |Leiris =COUMTIF(RCE2 FCET1:F11) 11 |Leiria

12 |Lizhos =COUMTIFCRCE FCFT1,F12) 12 |Lishoa

13 |Portalegre =COUMTIFCRCE FCFT1,F13) 13 |Portalegre

14 |Partn =COUMTIFCRCE FCFT1;F14) 14 |Porto

15 |Sartarém =COUMTIFCRCE: FCFT1,F15) 15 |Santarém

16 |Setibal =COUMTIFCRCE: FCFT1;F16) 16 |Setibal

17 |%isna do Castel =COUMTIF(RCS2: FCET1F17) 17 |wiana do Casl

18 |viseu =COUNTIFCECE2 SCFT1,F18) 18 |viseu

19 =SUMIGEG15) - 19 -
[44]» M sheet1 ,{Sheeth v |44 [» [~ Sheet1 |4 _Eﬂd

Recomenda-se que ao construir a tabela de frequéncias, se proceda a soma das frequéncias absolutas, para confirmar que
a soma é igual ao numero de elmentos do conjunto de dados que se esta a agrupar.

1.2 - PivotTable

Outro processo que pode ser utilizado para construir uma tabela de frequéncias de dados qualitativos ou quantitativos
discretos, é usando a PivotTable, como se mostra a seguir.
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Exemplo — Utilizando a PivotTable, proceda ao agrupamento dos dados da variavel Distrito, do ficheiro EscolasSec.xls.
No menu Data, clicar em PivotTable and PivotChart Report;
No passo 1 da PivotTable and PivotTable Wizard, seguir as instrugdes, e clicar PivotTable a pergunta What kind
of report do you want to create?;
No passo 2 seguir as instrugdes, seleccionando os dados que se pretende usar (ndo esquecer de seleccionar os

titulos). Neste caso seleccionar as células C1 a C71;

No passo 3 seleccionar o lugar onde pretende criar a tabela. N6s optdmos por seleccionar a célula E2;

Arrastar o botdo Distrito da barra PivotTable, e coloca-lo (drop it) no campo Row; Arrastar ainda o botao Distrito

e coloca-lo (drop it) no campo Data:

&} Escolassec.xls

E F |G H 1 =
: =]
2 [Court of Distrito Tabela de frequéncias
d |Distrito | Tctal Clazzes Freq. Ahs.
4 | Aveiro 4 Aneiro 4
5 |Beja 3 Bieja 3
b |Braga 1 Braga 1
{ | Castelo Branco |1 Casztelo Branco |1
d | Coimbra 10 Coimbra 10
Y |Evaora 2 Evora 2
TU |Faro 12 Faro 12
11 |Guarda 1 Guarda 1
1.2 |Leiria 4 Leiria 4
13 [Lizhos by Lizhoa by
14 [Portaleare 1 Portalegre 1
14 |Parto 1 Parto 1
Tb | Santarém 2 Santarém 2
1¢ | Setiibal 3 Setdbal 3
14 |*iana do Casteld2 Wiana do Castelo (2
14 [vizeu 2 Wizeu 2
2U |[Grand Total 70 Total
i [4[» [m[ Sheet1 £ sheetz % She:| 4 ﬂd

O procedimento anterior conduziu-nos a tabela do lado esquerdo da figura anterior, cujo conteudo foi copiado para
construir a tabela do lado direito, com uma apresentagdo mais sugestiva. Pode obter as frequéncias relativas, em vez das
absolutas, clicando duas vezes em Count of Distrito e seleccionando sucessivamnete Options>> — Show data as: — % of

total.

Exemplo — A um conjunto de 25 alunos de uma escola, perguntou-se quantos irmaos tinham, tendo-se obtido os seguintes
valores: 1,2,1,0,3,3,2,1,0,1,2,2,3,1,1,0,2,3,1, 2,0, 3, 4, 1, 6. Proceda a um agrupamento conveniente dos dados.

Comegamos por inserir os dados numa folha de Excel e utilizando o procedimento anterior, obtivémos a seguinte tabela:

B C IDE

=101 |

Count of Mrmaos

Meirmans

-

o 2 2|~ o) | e f L] B —

Grand Total

[ 4 [p Il Chartt [ f

o~

Observacao: Se ao construir uma tabela de frequéncias de dados quantitativos discretos, faltar algum valor entre o0 minimo
e o maximo, deve-se considera-lo na tabela, com frequéncia nula, se a seguir se pretende construir um diagrama de

barras.
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2 - Dados de tipo continuo
2.1 — Utilizag&o da fungcdo COUNTIF

Exemplo — Considere o seguinte ficheiro — IdadeTrabalhadores.xls, constituido pelas idades de 180 individuos escolhidos
aleatoriamente de entre os trabalhadores de uma grande empresa téxtil. Proceda ao agrupamento dos dados, da forma
que achar conveniente.

&l 1dadeTrabalhadores.xls =10] x|

AlB|C|D|E|JF[G|H][I]J I<L|M|N|D|F'|CJ|R§
1 18 26 | 33 |40 44 47 51 |53 057 00X M | 36 |42 45 483 52 55 B
2|19 |27 |33 |40 |44 | 47 |51 |53 |57 |22 (31 |38 |42 |45 |49 |52 | 55 | &1
3 (19 27 33 |40 44 48 |51 53 57 22 03 38 42 45 49 | 52 55 B
4 (19 25 34 |40 44 48 |51 54 57 22 03 39 42 45 49 | 52 56 B2
S (20 285 34 |41 44 48 |51 54 57T 23031 39 42 45 49 | 52 56 B2
B |20 29 34 |41 45 48 |51 54 57 23 032 39 43 46 50 | 52 56 B3
/20 30 35 |41 45 48 |51 54 58 24 032 39 43 47 50 | 52 56 B3
8 |21 30 035 |41 |45 48 51 54 55 25 |32 |39 43 47 850 | 52 56 B3
9|21 30 35 42 |45 45 52 55 55 25 |33 |39 43 47 80 | 52 56 B3
10|21 3 36 42 45 45 |52 |55 59 25 33 039 43 47 51 53 |56 |64 0w
[ [ 4[» [l sheet1  Sheetz f Sheets / | «] [

Vamos utilizar a metodologia indicada na secg¢éo 2.2.2.2, para a definicdo das classes.
Definigao das classes

1. Determinar a amplitude da amostra, subtraindo o minimo do maximo;

2. Calcular a amplitude de classe h, dividindo a amplitude da amostra pelo nimero K de classes pretendido e
tomando para h um valor aproximado por excesso do quociente anteriormente obtido. Existe uma regra empirica
que nos da um valor aproximado para o nimero K de classes e que consiste no seguinte: para uma amostra de
dimensao n, considerar para K o menor inteiro tal que 2%>n. Uma expressao equivalente para obter K, consiste
em considerar K=INT(LOG(n;2))+1 ou K=ROUNDUP(LOG(n;2);0), em que a fungdo ROUNDUP(x;m), devolve um
valor de x, arredondado por excesso, com m casas decimais;

3. Construir as classes Cy, C, ..., Cx. Vamos considerar como classes os intervalos [minimo, minimo + h[, [minimo
+ h, minimo + 2h[, ..., [minimo + (k-1)h, minimo + kh[. Uma alternativa a este procedimento seria considerar as
classes abertas a esquerda e fechadas a direita, da seguinte forma: Jmax — Kh, max — (K-1)h], Jmax — (K-1)h,
max — (K-2)h], Jmax — h, max].

O resultado destes passos sdo representados na figura seguinte, para a amostra das idades:

&l 1dadeTrabalhadores.xls -10O] x| £l 1dadeTrabalhadore =101 x|

T U i x| j T U X | v 3
1 Clazzes 1 Clazzes
2 Lim. Inf. | Lim. Sup. 2 Lim. In Lim. Sup
3 Minima =MIN( A1 R0 iy =3 =¥3+3U59 3 |Minima 18 Sy 18 | 238
4 |Maximo  =MAXCA:RIO) Co =3 =¥a4+FU59 4 |Méxima B4 | |Cz 235 296
O | Amplitude |=U4-U3 Cq =4 =¥5+FU%9 6 |Ampltude | 46 | Cy 295 | 354
G n =COUNT(ATRIO) | 2, |=¥5 =¥EG+FUF9 B |n 180 | |C, 354 412
7k =IWTLOGIUE 20+1 . Cs |=YE =¥7+3U59 7|k 8 | Cs M2 47
g |amplitudetk =UsU7 Cg [=¥T =XE+FUFT B |Ampltudet| 575 | o 47 | 528
9 |h =ROUMDUP(US 1Y 2 =Y6& =Ha9+FU%3 9 |h 58 |Gy 528 S4B
10 Cg =8 “HI0+§U39 10 Co 585 | B44 w
144 » [ Sheet1 { sheetz § shee | < [, lel4lp pilsheetr (=]« P

Para calcular as frequéncias absolutas das classes obtidas anteriormente utilizamos a fungdo COUNTIF, como se
exemplifica a seguir para a classe Cs:



40 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

| =| =COUNTIF(§AS1: $RE10; "<47")-COUNTIF (FAF1: $REI0; "<41 2")

F'_:. IdadeTrabalhadores.xls ;Iglil

50 0T U [ w X Y =

1 Clazses
2 Litnite inferior | Limite superior | Freq.abs. | Freg.rel
3 hdinirmo 18 Cy 18 238 16 0,059
4 h&xima =) Ca 238 296 10 0,056
] Amplitude 45 Ca 296 354 23 0125
G m 1580 C, 324 41 2 19 0,106
7 k g Ce 41 2 47 I 25 .I 0156
a Amplituded 575 Cg 47 528 43 0,239
g h 25 Cq 528 55 6 30 0167
10 Cg 85,5 54,4 11 0,061
11

[ 4[4 » [M]"Sheet1 { Sheetz £ cheetd / IE

Nota: Para obter o valor de h, utilizamos a fungdo ROUNDUP(x;m), referida anteriormente. Neste caso utilizamos a fungao
ROUNDUP(U8;1). Chamamos, no entanto, a atencdo, para que nem sempre este arredondamento produz o resultado
desejado, ja que o valor arredondado por excesso pode vir igual ao valor que se pretende arredondar. Por exemplo, se no
caso presente o resultado da célula U8 fosse 5,8, entdo a fungdo ROUNDUP(U8;1) devolveria o valor 5,8. Assim, é
necessario estar atento para eventualmente se proceder a um arredondamento manual.

2.2 -Utilizagao da funcéo Frequency

O Excel tem uma fungéo, que é a funcdo Frequency(Data array;Bins_array), que calcula o nimero de elementos da
variavel - cujos valores se encontram na Data_array, existentes nas classes - cujos limites se encontram em Bins_array.

Este vector Bins_array é constituido por um conjunto de k valores b4, by, ..., by, formando (k+1) classes, tais que:
. A 12 classe é dada por (-, b4], isto &, contera todos os elementos <by;

A 22 classe é dada por]b4, by];

A 32 classe é dada por ]b,, bs];

A késima classe é dada por ]by.1, by];

A (k+1)ésima classe é dada por ]by, +);

Vamos exemplificar construindo uma tabela de frequéncias para a variavel idade, assumindo como separadores (bins) os
valores 23,8; 29,6; 35;4; 41,2; 47; 52,8 e 58,6 considerados em 2.1:

Para utilizar a fungdo Frequency(Data_array;Bins_array), procede-se do seguinte modo:

. Definir a coluna de separadores ou limites das classes, que constituira o Bins_array; no nosso caso sera {23,8,
29,6, 35,4, 41,2, 47, 52,8, 58,6}

. Seleccionar tantas células em coluna, quantas as classes consideradas para a tabela de frequéncias (n&do
esquecer que o numero de classes é superior em uma unidade ao nimero de separadores, pelo que o nimero
de células seleccionadas devera ser, neste caso, de 8);

. Introduzir a fungéo Frequency, considerando como primeiro argumento o conjunto de células onde se encontram
os dados a agrupar, chamado de Data_array, e como segundo argumento as células que constituem o
Bins_array;

e  Carregar CTRL+SHIFT+ENTER

&l IdadeTrabalhadores.xls B [=] 524 |l =j 1dade Trabalhadores. 10| x|

AlE| F G H | = A IDIE| F G | H
12 Clazzes 12 Clazzes

13 Lirn. Inf. _im. Sup Freg.abs. 13 Lirm. Inf._im. Sup Fred.abs.
14 |238 18 235 | =FREQUEMCY{AT:RI0 A4 220 14| 238 o, 18 | 235 16
16 (296 235 (296  =FREGUENCY(A1:R10;AT4A20) 16| 296 © 238 296 10
16 (354 | 295 (354  =FREGUENCY(A1:R10;AT4:A200 16| 354 ©y 295 354 23
17 (41,2 354 (41,2 =FREGUENCY(A1:R10;AT4:A200 17| #12 o, 354 #12 19
13 |47 412 47 =FREGIEMCY (AR, 414 820) 18| 4r0 e | #1.2 47 | 34 |
19 (525 47 528  =FREGIUEMCY(AT:RID; A4 820) 19| 528 Cg | 47 52,8 a7
20|58 528 585 | =FREGIUEMCY(AT:RIO;L14:820) 20| 536 |c; | 528 | 536 a0
21 S35 64,4  =FREQUENCY(&1:R10A14:520) 21 Cg | 585 | 64,4 11

|4 [4[p [p1[Sheet1 ; sheetz £ she| 1| [ a[» w4 Sheet1 =k | <]
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Repare-se que a frequéncia absoluta da classe Cs vem diferente da obtida em 2.1, pois as classes agora sao fechadas a
direita e abertas a esquerda, pelo que os elementos iguais a 47 pertencem a esta classe, ao contrario do que acontecia em
2.1, em que pertenciam a classe Cs. Assim, se se pretende utilizar a fungdo Frequency, a metodologia para formar as
classes deve ser a utilizada em 2.1, com a alternativa considerada no passo 4, isto é:
4. Considerar as classes abertas a esquerda e fechadas a direita, da seguinte forma: Jmax — Kh, max — (K-1)h],
Jmax — (K-1)h, max — (K-2)h], Jmax — h, max].

2.3 - Utilizagdo da PivotTable

Outro processo que pode ser utilizado para fazer o agrupamento de uma varidvel de tipo continuo é utilizando a
PivotTable. Vamos distinguir algumas situagées, pois 0 método de construgdo das tabelas de frequéncia sofre algumas
alteragdes, para as quais devemos estar alertas, conforme o tipo de dados a tratar. O processo que vamos utilizar foi
sugerido, em parte, por um artigo de Neville Hunt, na revista Teaching Statistics (Volume 25, Number 2, Summer 2003).

2.3.1 - Dados em formato de inteiro e amplitude de classe também de tipo inteiro

Exemplo — Considere ainda o ficheiro IdadeTrabalhadores.xls utilizado anteriormente e proceda ao agrupamento dos
dados utilizando a PivotTable.

Antes de processarmos os passos associados a construgcdo da tabela, é necessario dispormos os dados numa Unica
coluna, em que na 12 linha dessa coluna deve estar o nome da variavel. Optamos por inserir os dados com o titulo Idade,
nas células A1:A181 da Sheet2 do nosso ficheiro.

Procedimento a seguir:

1. No menu Data, clique em PivotTable and PivotChart Report;

2.  No passo 1 da PivotTable and PivotTable Wizard, siga as instrugdes, e clique PivotTable a pergunta What kind of
report do you want to create?;

3. No passo 2 siga as instrugdes, seleccionando os dados que pretende usar. Neste caso seleccione as células
A1:A181 (embora os dados estejam nas células A2:A181, o titulo esta na célula A1);

4. No passo 3 seleccione o lugar onde pretende criar a tabela. N6s optamos por seleccionar a célula C2;

5. Arraste o botdo Idade da barra PivotTable, e coloque-o (drop it) no campo Row; Arraste o mesmo botéo e
coloque-o (drop it) no campo Data;

6. Clique duas vezes no botdo Sum of Idade, da tabela, e seleccione Count;

A tabela que aparece depois destas operagdes, mostra a frequéncia de cada valor individual (como estamos com dados
continuos, embora inteiros, corremos o risco de termos uma tabela com tantas classes, quantos os dados, todos com
frequéncia igual a 1!). Assim, é necessario proceder a mais algumas operagdes, para agrupar os dados:

7. Cligue em algum dos dados da variavel Idade e seleccione Data — Group and Outline — Group (ou entéo clique
em algum dos dados com o botédo direito do rato e seleccione Group and Outline — Group) , fazendo surgir o

seguinte dialogo:
fuka
Iv Starting at:
¥ Ending at: |64
By: 10

(a]4 I Cancel

Por defeito, no didlogo anterior & considerado como “Starting at” e “Ending at’ respectivamente, o0 minimo e o maximo do

conjunto de dados a agrupar. Para “By” é considerado, também por defeito, um valor que dependera do nimero de dados
e da grandeza desses dados.
8. Clicando em OK, é produzida a seguinte tabela de frequéncias:
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& idadeTrabalhad =1Ol x|

B C 0| E
1
2 Court of Idade
3 Idade - | Tatal
4 18-27 23
5 28-37 28
5] 38-47 a1
7 43-57 64
8 28-67 14

9 Grand Tatal | 150 JL‘
[ 4 [» [mfssheetz |4f B v [
Observacao: Repare-se que na construgdo automatica desta tabela, as classes estdo construidas de tal modo que sao

equivalentes as classes [18, 28|, [28, 38][, [38, 48[, [48, 58[, [58, 68[ (ndo esquegamos que estamos a trabalhar com
numeros inteiros e, neste caso, a amplitude de classe também é um numero inteiro).

2.2.2 — Dados em formato de inteiro e amplitude de classe de tipo n&o inteiro

Suponhamos agora que no passo 7, escolhiamos para amplitude de classe o valor 5.8, sugerido em 2.1:

£} IdadeTrabalhs =] S

Grouping IR B[ ¢ [DI[5
1
Ao 2 | |count of Idade
[V Starting at: |18 3| |idade - | Tatal
' 4 15-23 8 16
v Ending at: |64 £ 238298 10
By: f5.8l B | |296-354 23
7 354-412 19
0k I Cancel g 41 2-47 28
=) 4752 8 43
10| |525-555 30
11 55 6-64 4 11
12| |@rand Total 160 | -
4[4 [p [p]ssheet |1 E B[ .

Como se verifica, ao contrario do que acontecia quando a amplitude de classe era um inteiro, o limite superior de um
intervalo é igual ao limite inferior do intervalo seguinte, ficando a duvida de saber em que classe inserir um elemento igual
a um desses limites (esta situacdo ndo de pde neste caso, uma vez que os dados sdo inteiros). Na verdade estes
intervalos funcionam como se fossem fechados a esquerda e abertos a direita (excepto a Ultima classe que também ¢é
fechada a direita).

2.2.3 — Dados em formato decimal

Quando os dados sdo apresentados com casas decimais, a situagdo & idéntica a anterior. A aparente ambiguidade, de a
primeira vista, ndo se saber a que classe pertence um valor igual a um limite de classe, pode ser resolvida, considerando
para amplitude de classe um valor decimal, com uma casa decimal a mais dos que os dados.

Exemplo — Na publicagdo do INE, Anuario Estatistico da Regido de Lisboa e Vale do Tejo 2002, verifica-se que a taxa de
natalidade para os diferentes concelhos desta regido é a apresentada no seguinte ficheiro:
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2l Taxanatalidade xls =10

A B C D E F G | H| | | J]
1 Portugal 10,9
2 | Lishoa & ¥ale Tejo 11,4
=] Deste 10,7 | G. Lizboa 11,39 P. Setibal 11,9 Midio Tejo 3.3 Leziria Tejo 10,0
.4 Alcobaga a4 Amadara ne Alcochete 15 Abrantes a4 Almeirim 14
o} Alengquer nr Cazcais 128 Almada 120 Alcanena &5 Alpiarga a1
l'j Arruda dos Vinhos s Lizboa a3 Earreira a4 Constincia 34 Azambuja 8,3
.'" Eombarral az2 Loures nr Plaita e Entroncaments | 131 Ecnavente 13,6
fu] Cadayal 0,1 Qdivelaz 12 Mantijo 13 Fer. do Ziaere | 6,4 Cartaxo 10,5
H Caldaz da Rainha 0.2 Qeiraz ne Falmela ne Durém 1,1 Chamusca [
i Lawrinhd 10,1 Zintra 14.5 Eeixal 13,0 Eardoal 6.4 Coruche .6
11 Pilafra 12,3 W.F.Xira | 130 | Sesimbra | 125 Tomar &1 Golegd 2,3
T2 | Mazard ni Zetibal | 121 | Torres Movas | &3 Fios Plaiiar 10,5
13 Cbidas 10 . M. Barquinha| 3,5 Zalvat, Magos 3,1
14 Peniche 10,1 Fantarim 10,2
15 Zobral Monte Agrag 12,6
1 l'j Torres Wedras 10,5
Fomtes: Informagio calculada com baze em: INE, Estatisticaz Demogrificas; INE, Estimativas Provisdrias de Populagio
1 ?r Frezidente, aferidas dos resultades provisdries dos Censos 2001, ajustades com as taxas de cobertura,
[ 4[» [p]Sheet1  chartl f sheetz £ st| 4|

Procedemos a um agrupamento conveniente para os dados, utilizando a metodologia apresentada anteriormente, tendo
obtido a tabela de frequéncias (absolutas) que se apresenta a seguir:

&l Taxanatalidade.xls =10] =|

crouping T [ I I = R B
1
sl 2 Miniirmio G4 Court of Taxa
¥ Startingat: |64 3| Maxdmoe 143 |Texa -
— 4 | ampltude | 84 B4-7 81
W Endngst  [142 5| n 510 751922
By: 1,41 B | & B 89,2210 63
7 | Ampltudek 14 10,53-12,04
Ok I Cancel | 8 h 1 41 12,04-13 45
g 13,45-14 56
10 Grand Total
i 4 [ [M[ Sheetl % Sheet:z |4 E7

2.3 - Representacao gréafica de dados
2.3.1 - Variaveis discretas. Diagrama de barras

Vimos que, no caso de dados discretos, a construgao da tabela de frequéncias se resume, de um
modo geral, a considerar como classes os diferentes valores que surgem na amostra. Uma

representacao grafica adequada para estes dados, € o diagrama de barras.

Diagrama de barras - Representagao grafica que consiste em marcar num sistema de eixos
coordenados, no eixo dos xx, o valor das classes e nesses pontos barras verticais de altura igual

a frequéncia absoluta ou a frequéncia relativa.

Algumas considerac¢des sobre a metodologia a seguir na construgéo do diagrama de barras:
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. Ordenar a amostra e considerar para classes os diferentes valores ai considerados. Marcar essas classes no
eixo dos xx, num sistema de eixos coordenados.

. Nos pontos onde se consideraram as classes, marcar barras de altura igual a frequéncia absoluta ou relativa, da
respectiva classe. De preferéncia utilizar as frequéncias relativas, pois se pretendermos comparar diagramas de
barras de amostras diferentes, temos a garantia de que a soma das barras em qualquer dos diagramas € igual a
1.

Exemplo 3 (cont) - O diagrama de barras que representa a distribuicdo das frequéncias do n° de

irmaos dos alunos da turma considerada, tem o seguinte aspecto:
05 4
04 4
0,4 1
0,5 4
0,5 4
0,2 4
0,2 4
01
01
0,0 4

Frequrel.

N2 irmios

A linha poligonal que une os extremos das barras, chama-se poligono de frequéncias.

Utilizac&o do Excel na construcdo de diagramas de barras

Variavel de tipo qualitativo

Considere a tabela de frequéncias obtida, na secgéo anterior, para os dados do ficheiro EscolasSec.xls e variavel Distrito,
e construa o diagrama de barras associado.A metodologia seguida para construir o diagrama de barras, consiste em, na
folha Excel, que contém a tabela:

. Seleccionar as células que contém as classes e as frequéncias absolutas (por exemplo);

. Seleccionar, no menu, o icone Chartﬂ;

. Na caixa de didlogo que aparece, seleccionar a opgdo Column;

. Clicar no botdo Next, duas vezes, para passar dois passos, até aparecer uma caixa de didlogo, que apresenta
varias opgbes: Em Legend, desactivar a legenda e em Titles, acrescentar o titulo no eixo dos Y’s e no eixo dos
X’s, e carregar em Finish:

=10].x]

=
=
H I J K L Q

2 | Tabela de Frequincias

J Clazzes Freq. Abs.

4| pveira 4

5 | Beja 3 =

b |Braga 1 o0 M

{ | Castelo Branco |1 .

| Coimbra 10 -

| Evora 2 g m M

T | Fara 12 -

11 | Guarda 1 5

T2 | Leiria 4 |_| |_|

T [T = o o.ﬂﬂ.':.':.”.T.o.j.”.”.j.:.z.g.ﬂo.q

14 |Portalegre 1 i 8 ? E -E ;‘:': E E £ i :'." 5 = A& T A

15 | Porta 1 % @@ o GJEE&E&E}

& = H

Th | antarém 2 ‘_g & “ e

- = = 2

| ¢ | Fetibal 3 e s

T | wisna da Castela | 2 e

T | izen 2 Distrite

2U [ Tatal T

W4 [p [M] sheett f sheetz £ charti ' Sheet3 /| 4

No entanto, se a tabela de frequéncias tiver sido construida utilizando a metodologia das PivotTables, o procedimento a
seguir é o seguinte, como exemplificamos com a tabela obtida ainda para o mesmo ficheiro:
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. Clicar em alguma parte da tabela e na barra da PivotTable clicar no icone ﬂ:

=101.x]

Cunalaf Di-lril]

Eeia [
Eraza [1

C-u'm-ln']
Buara [

Leiria [

Lirkoa

|
Yirew [
=

Faro
Farta [

=
Busira [

Sordbal [

Eranza |
Coimbra
Guarda []

Santarkm [0
Viana 4o
Cartsln |

Faortaleqre [

____________ h

[ [ 4[p [pI Sheeti f Sheetz bChart1 i sk [« F

. Surge-nos um grafico idéntico ao anterior. Do mesmo modo que anteriormente acrescentamos titulos, pelo que
s6 falta esconder os botdes, o que se faz clicando com o lado direito do rato num deles e seleccionando Hide
PivotChart Field Buttons:

=101.x]

Freq.abr.

.|_|.|_|.|—|.|—| SN |—||_| _n |—|.|_|.|_|.|_|.|_|
sz gz @ 7 ®z @ =z = =z & B g =T B 3
£ 3 72 R,
3 oom = R gz H s &+ I H s E P |
E & F E 4 : 3 3 & £ 53 %3

& H a = £ R

R 5 i l

2 = " g

] 5

e =
Dirtrita

|44 [» [#1[% Sheeti £ Sheetz % Chartl £ <] 4 f

Variavel de tipo quantitativo discreto

Exemplo — Consideremos de novo o exemplo da pagina 38, em que temos os dados do nimero de irmaos de 25 alunos.
Repare que na amostra seleccionada néo existe nenhum aluno com 5 irméaos, pelo que a tabela de frequéncias n&o inclui a
classe 5. Se utilizar o procedimento anterior para obter o diagrama de barras, obtém-se a seguinte representagéo grafica:

=10l

Freq.abr.
I

0 1 z 3 q

H'irmdnr

[ [« [» [ chartl { Sheett | 4 B
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Repare-se que a variavel N° irmaos esta a ser considerada como qualitativa, pois para termos uma representagao grafica
correcta, deveria aparecer o valor 5, embora com uma frequéncia nula.

Tendo em consideragéo a observacéo feita no seguimento desse exemplo, incluimos na tabela a classe 5 com frequéncia
nula (para isso foi necessario copiar os valores da tabela para outras células, j& que ndo se podem inserir células em
tabelas obtidas pelo processo das PivotTables) e procedemos do seguinte modo para obter o diagrama de barras:
Seleccionar as células F3:G10, depois de ter apagado a palavra Classes da célula F3 e proceder como no caso dos dados
qualitativos, obtendo-se:

_iix
E| F G H | J K Q
2 Takela de frequéncias
] Freg.abs. L)
4 0 3 10
5 1 & L F
= 2 7 w6
7 3 7 m Y
d 4 1 2 I
o+
J 3 g o1 oz 3 4 5
10 B a 1 M2 irmios
11
4. 4[> [M[, Chartl 3, Sheet1  Shestz / she | <

Gréficos combinados
Se pretender visiualizar juntamente com o diagrama de barras, o poligono de frequéncias, basta juntar uma nova coluna

com as frequéncias e proceder do seguinte modo:

. Seleccionar as células que contém as classes e as frequéncias que se pretendem representar no grafico
combinado ;

. Seleccionar, no menu, o icone Chartﬂ;

e  Seleccionar Custom Types — Line-Column — Next — Next — Aparece uma caixa de didlogo, que apresenta
vérias opgdes: Em Legend, desactivar a legenda e em Titles, acrescentar o titulo no eixo dos Y’s e no eixo dos
X’s, e carregar em Finish:

-Ioix]

E| F G H | J | Kk | 1T
2 Tabela de frequéncias %
3 Freg.abs. o
4 0 g g 10
5 1 g g -
B 2 7 7 R
7 3 7 T lm &t
g 4 1 1 5
g 5 i 0 .,
10 g 1 1
11
47 ||
[ [4 [» [w[% Chartl % Sheetl ¢ Shestz £ Shee| 4

2.3.2 - Variaveis continuas. Histograma.

Ja vimos anteriormente as etapas que, de um modo geral, se seguem para obter a tabela de
frequéncias de uma amostra de dados continuos. Ao contrario do caso anterior, agora as classes

ja ndo sao pontos isolados, mas intervalos. Assim, a representacao grafica ja ndo pode ser o
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diagrama de barras, pois ndo existem pontos isolados, onde elas seriam colocadas. Vejamos

entdo como construir a representagao grafica adequada a que damos o nome de histograma.

Histograma - Para a representacéo grafica de dados continuos usa-se um diagrama de areas ou
histograma, formado por uma sucessao de rectadngulos adjacentes, tendo cada um por base um
intervalo de classe e por area a frequéncia relativa (ou a frequéncia absoluta). Deste modo, a area

total coberta pelo histograma € igual a 1 (respectivamente igual a n, a dimensdo da amostra).

Para construir o histograma, quais as alturas que se devem considerar para os rectingulos?

Se se pretende que a area do rectdngulo correspondente a classe Cj, seja fi ou nj,

respectivamente a frequéncia relativa ou absoluta, entéo a altura desse rectangulo devera ser fi/h;
ou ni/h;, onde hj representa a amplitude da classe C;.

[n

Se todas as classes tiverem a mesma amplitude, entédo hj = h. Neste caso facilita-se a construgao
do histograma, considerando para alturas dos rectangulos as frequéncias relativas, nao
esquecendo que a area total ocupada pelo histograma serd igual a h e nao igual a 1!
Efectivamente a area de cada rectangulo € proporcional, e ndo igual, a frequéncia relativa da

respectiva classe, sendo a constante de proporcionalidade h.

Exemplo 5 (cont) - No caso da amostra de notas considerada no exemplo 5, o histograma tem o

seguinte aspecto
Freq.rel.

30 T

20 T

10 -t

7.5 93 111 129 147 165 nota
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Utilizagdo do

Excel na construcéo de histogramas

1. Tabelade frequéncias obtida a partir da PivotTable

Voltemos a tabela obtida na pagina 43, sobre os dados da taxa de natalidade dos concelhos da regido de Lisboa e
Vale do Tejo 2002. Tendo esta tabela sido obtida pela metodologia das PivotTables, para construior o histograma

associado:

. Clicar em alguma parte da tabela e na barra da PivotTable clicar no icone ﬂ;

. Clicar com o lado direito do rato numa das colunas do diagrama de barras que se obtém no passo anterior, e
seleccionar Format data Series —Options — Gap width:0;

. Esconder os botdes clicando com o lado direito do rato num deles e seleccionando Hide PivotChart Field Buttons
e acrescentando de seguida titulos aos eixos:

2. Func¢ao Histogram

No Excel

existe uma fungao,

F'_:. Taxanatalidade.xls

=10l x|

IR E

Freqabs,

64-181 T.81-3,22

Taza natalidade

|44 [» [#[% Sheeti % Chart1] « B

idéntica a fungdo Frequency,

3,22-10,65  10,63-12,04 12,04-1345 13,45-14,56

a que se acede seleccionando Tools— Data

Analysis—Histogram —OK (se o comando Data Analysis ndo constar do menu, seleccione Tools e na opgdo Add-Ins,
seleccione Analysis ToolPack). Vamos, para os dados do ficheiro IdadeTrabalhadores.xls, exemplificar a sua utilizag&o.

. Definir a coluna de separadores ou limites das classes, que constituird o Bin Range: no nosso caso construimos

as classes subtraindo a amplitude de classe de 5,8, sucessivamente ao maximo, obtendo os valores {23,4, 29,2,

35,0, 40,8, 46,6, 52,4, 58,2}, que colocamos nas células M14:M20;

. Seleccionar

Tools— Data Analysis—Histogram —OK:

~Inpuk

Input Range: |$.ﬁ.$1 BRELO :“J

Bin Range: [smgragmpzo el
[ Labels

~Oubput opkions
¥ Cukpuk Range: |$0$13 j‘-]

™ Mew Worksheet Bly: I
" Mew Workbook

[™ Pareto (sorted histogram)
[ Cumulative Percentage
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e Em Input Range, indicamos o local dos dados e seleccionamos ainda a opgdo Chart Output e clicamos OK.
Como resultado obtivémos o seguinte:

&l 1dadeTrabalhadores.xls 10| x|
0 P o [R[[T][ u Mt x [

13 Bin Frequency ] @

14 234 16 Histogram

15 28,7 10 E' Eg

16 35 23 32591 H [mFrequency

17 40,5 15 E 0 H;H;H;I'I;H; ;”;n

15 45 5 32 b & )"

19 52,4 43 7 ¥ WP

20 55,2 30 Bin

21 |mare 11

|44 [» | p[sSheetl ¢ sheetz £ sheets / 14

e  Sustituimos os limites das classes pelos intervalos das classes e arranjamos convenientemente o grafico, ja que
a representagao que se obtém, ao contrario do que € indicado no titulo, ndo € um histograma:

£} 1dadeTrabalhadores.xls i [m] A
0 P Q RISIT U WM X | T

13| Classes |Frequency i

14 [117.6,23.4] 16

158 (1234, 292 10 40 4 ]

16 |129.2,35.0] 23 o

17 |135.0,40.8] 15

18 |140.8, 46 5] 32 20 4 ]

19 |146 6,52 4] 43 ]

20 152 .4, 58.2] 30 109

21 [158.2, 64] 11 O

Ei B Idade'_'

4[4[ [p1]Sheet1 / Sheetz f Sheets / Dy

3. Tabela de frequéncias, obtida por um processo qualquer

O histograma obtido pelo processo anterior tem como area total (amplitude de classe x dimens&o da amostra), j& que cada
rectangulo tem por altura a frequéncia absoluta. Para construir um histograma cuja area total seja igual a 1, procedemos do
seguinte modo:

Na tabela de frequéncias acrescentar (caso ainda nao tenha) uma coluna com as frequéncias relativas e uma outra com as
frequéncias relativas a dividir pela amplitude de classe e proceder do seguinte modo:

. Seleccionar as células J4:J9 e M4:M9 (para seleccionar células ndo adjacentes, basta seleccionar as células da
primeira coluna e se a coluna seguinte ndo for adjacente, comecgar por carregar a tecla CTRL e com ela
pressionada seleccionar, entéo, as células pretendidas;

. Proceder como foi indicado em 2.3.1, para a construgdo de um diagrama de barras;

. Clicar com o lado direito do rato numa das colunas do diagrama de barras que se obtém no passo anterior, e
seleccionar Format data Series —Options — Gap width:0:
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1o x|
J K| L ] h o | P | a | R Q
2 Takela de frequéncias .
3 |Classes Fabs Frel [Freln a1l
4 5473 4 007a| 0056 .
£ [ra1922 | 8 0157 0111
E |azz1063 | 13 0255| 0131 .15
7 logz1z04| 18 0314| 0223 »
8 lzos13as| 8 0157 0111
9 [1345-1488] 2 o0p39) opes J| ees
10 =1 1
non
11 £d-7,51 Tat9z2 9zz-106: 10631204 1z2,0d4-1345 13,45-14,36
1 2 Taxa natalidade
|4/ 4 [» [pI] Sheetl £ Chartl % Sheet2 & Shi| 4

2.3.3 - Outras representacdes graficas

Além das representagdes graficas anteriormente consideradas, isto €, o diagrama de barras e o
histograma, especialmente adequadas, respectivamente para dados discretos ou continuos
(embora o histograma também se possa utilizar para dados discretos), ha outras representagdes,

que passamos a descrever.
2.3.3.1 - Diagrama circular

Esta representagdo, utilizada essencialmente para dados qualitativos, é constituida por um
circulo, em que se apresentam varios sectores circulares, tantos quantas as classes consideradas
na tabela de frequéncias da amostra em estudo. Os angulos dos sectores sdo proporcionais as
frequéncias das classes. Por exemplo uma classe com uma frequéncia relativa igual a .20, tera no

diagrama circular um sector com um angulo igual a 360 x .20=72 graus.

Exemplo 6 (De Veaux et al, 2004)— Represente num diagrama circular os dados da tabela de
frequéncias seguinte em que se apresenta a distribuicdo dos 2201 passageiros do Titanic
segundo a variavel Classe:

Primeira
15%

Tabela de
frequéncias Tripulagio Seqund
Classes Freq.abs.  Freg.rel. LU 15
Primeira 325 0,148
Segunda 285 0,129
Terceira 706 0,321 !
Tripulagéo 885 0,402 #
2201 1 i‘"uu__

Terceira
F2%
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2.3.3.2 - Caule-e-folhas

E um tipo de representagédo que se pode considerar entre a tabela e o grafico, uma vez que de um
modo geral sdao apresentados os verdadeiros valores da amostra, mas numa apresentagéo
sugestiva, que faz lembrar um histograma. Quando comparada com o histograma, € uma
representagdo mais simples de construir quando se trabalha com lapis e papel e tem uma
vantagem imediata, que é a de facilitar a ordenagédo dos dados, quando néo se dispde de um
computador. Por outro lado, como na maior parte das vezes preserva os digitos dos dados, ao

contrario do histograma que os agrupa, permite a reconstituicao da amostra.

A base da construgcdo de uma representagao em caule-e-folhas esta na escolha de um par de
digitos adjacentes nos dados que vao permitir dividir cada valor do conjunto de dados em duas
partes: o caule e a folha, que se dispdem para um e outro lado de um trago vertical, como

exemplificamos a seguir:

Exemplo 7 - Num determinado teste realizado a 48 estudantes, obtiveram-se as seguintes

pontuacoes:
75 98 42 75 84 87 65 59 63 86 78 37
99 66 90 79 80 89 68 57 95 55 79 88
76 60 77 49 92 83 71 78 53 81 77 58
93 85 70 62 80 74 69 90 62 84 64 73

Para fazer a representagdo em caule-e-folhas, consideramos o algarismo das dezenas como
caule, enquanto que o algarismo das unidades sera a folha. Comega-se entdo por tragar uma

linha vertical e do lado esquerdo os caules, por ordem crescente:

1° passo 2° passo 3°passo
3 3 3 7
4 4 4 29
5 5 5 97538
6 6 6 536802924
7 7 5 7 5589967 187043
8 8 8 47609831504
9 9 9 8905230

No 1° passo limitamo-nos a colocar os caules. Agora teremos de pendurar em cada caule as
folhas respectivas. O 1° nimero da amostra é o 75, pelo que vamos pendurar o 5 no caule 7 (2°
passo). O processo repete-se até termos esgotado todas as observagdes (passo 3). Finalmente &

usual apresentar as folhas de cada caule ordenadas:
3

©oOo~NO O
[eNoNoNaNl SR
oo -=2NGI©O©
N=2NNN
wWwhwo
abhohoO
[o-E "¢, Né)]
[(e}é,We>Ne))

o N

~N~N©

@ o

©



52 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Exemplo 8 - Dado o seguinte conjunto de dados, represente-os na forma de um grafico de caule-
e-folhas: 213 275 214 28.2 235 28.3 23.8 23.6 28.4 28.9

24.3 29.1 24.6 24.8 29.4 30.0 24.9 24.9 31.2 28.9 241

Comegamos por tomar para par de digitos adjacentes o algarismo das unidades e o das décimas,
ficando o caule constituido por dois algarismos. Considerando todos os caules possiveis,
ordenam-se e dispdem-se do lado esquerdo dum trago vertical, e a partir dai comegam-se a
pendurar as folhas respectivas. Depois de ordenar as folhas das linhas correspondentes aos

caules considerados, obtém-se a representagéo seguinte:

n=21
Prof. (unidade=0.1)
2 21 3 4
22
5 23 56 8
6) 24 136 89 9
25
26
10 27 5
9 28 2 3499
4 29 1 4
2 30 0
1 31 2

Na representacéo consideramos uma observacao sobre as unidades com que se apresentam os
dados, que no caso considerado é 0.1. Assim, ao lermos o primeiro valor no caule-e-folhas,
nomeadamente o valor 213, teremos de multiplicar pela unidade, para obter o valor original.
Juntamos também uma coluna com a profundidade dos dados, sendo esta nogdo definida a

sequir.
Profundidade de uma observagao

Dado um conjunto de dados ordenados, a qualquer uma das observacdes podemos associar
duas ordens, contando a posigdo da observagao a partir de cada uma das extremidades dos
dados ordenados. A profundidade da observagao € a menor daquelas ordens. Assim, juntamente
com a representacdo de caule-e-folhas, considera-se um conjunto de profundidades em que,
exceptuando a linha central, o numero apresentado na coluna das profundidades ¢ a
profundidade maxima associada com os valores da linha. Na linha que contém a mediana (a
definir posteriormente) € indicado, entre paréntesis, o nimero de folhas da linha. Voltaremos a
este assunto mais a frente, quando tratarmos de um outro tipo de representagéo grafica,

nomeadamente a Box-plot.
Qual o nimero de linhas (ou caules) adequado para a construgcdo dum caule-e-folhas?

A escolha do numero de linhas, tal como acontece com o numero de classes do histograma,
depende em grande parte da experiéncia e da habilidade do estatistico. Os problemas que se
levantam sao analogos aos ja abordados quando da construgédo do histograma. No entanto, dado

o facto de se utilizar a notagdo decimal, &€ necessario considerar uma outra metodologia para o
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comprimento do intervalo correspondente a cada linha. Assim, utiliza-se normalmente o seguinte

procedimento:

Considera-se para numero de linhas L um valor que ndo exceda
L=[10 logqgn]
onde n é o numero de observagdes e [x] representa o maior inteiro que nao excede x.

Na amostra considerada

L =[10log421], ou seja L =13
Esta regra costuma fornecer valores de L convenientes para as dimensdes das amostras usuais
num tratamento estatistico. E evidente que, se n for muito grande, esta representagéo torna-se

muito pesada e pouco maleavel.

Usando L como limite para o numero de linhas, levanta-se o problema da determinagéo dos
comprimentos dos intervalos correspondentes a cada linha. O processo mais simples € usar uma
poténcia de 10 como comprimento do intervalo. Assim, dividimos R, a amplitude da amostra, por L
e arredondamos por excesso (se necessario) o quociente obtido, até a poténcia de 10 mais
proxima.

Na amostra considerada

R 10.1
R=314-213=101, L=13, —=——=0.78
L 13

pelo que o arredondamento a poténcia de 10 mais proxima da 1.

Pode acontecer que a técnica descrita anteriormente para a construgcdo da representagdo de
caule-e-folhas apresente demasiadas folhas por linha. Entdo, o processo de resolver este
problema é considerar mais linhas, repetindo os seus valores no caule. Assim, uma representagao
de trés linhas, em que os digitos dominantes fossem 0, 1 e 2, com demasiadas folhas por caule,

transformar-se-ia em

0 0~
1 0.
2 1*
1.
o
2.

(ke

Enquanto que nas linhas marcadas com “*” se colocam as folhas de 0 até 4, nas linhas marcadas

“wn

com “.” registam-se as folhas de 5 até 9. Nesta representacdo o comprimento do intervalo sera 5

vezes uma poténcia de 10 (5x 10'1).

Pode acontecer que, mesmo considerando 2 linhas por caule, a representagdo ainda continue
muito pesada, mas que se arredondassemos para a poténcia de 10 imediatamente abaixo do
valor obtido para R/L, também ficasse muito esparsa. Entao, resolve-se o problema considerando

5 linhas por caule e indicando-as da maneira que segue:
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0 folhas O e 1

t folhas2e 3 ("two" e "three")
f folhas4e 5 ("four" e "five")
s folhas6e 7 ("six" e "seven")
0. folas 8 e 9

Neste caso o comprimento do intervalo é 2 vezes uma poténcia de 10.

Exemplo 9 (Hoaglin and al.1983) - Apresentamos de seguida os tempos (meses) até ao inicio da
remissdo, em doentes sujeitos a cirurgia, ao cancro do estdbmago. Alguns dos dados s&o
censurados (indicados com o simbolo +) ( morte ou "perdido de vista")

1+, 14, 1+, 2+, 24, 3+, 4+, 4+, 5+, 8+, 9,9, 9, 9+, 11+, 12, 14, 14+, 14+, 16, 16+, 17, 18, 19, 21+, 22, 26, 27, 28+, 29, 29,

56, 67, 68, 71
L =[10log,,35] = 15
R = 70/15 = 4.67

pelo que o comprimento do intervalo sera 10.

0 11122344589999
1 1244466789

2 1267899

3

4

5 6

6 78

7 1

Considerando para comprimento do intervalo 5 vezes uma poténcia de 10, vem

Prof n=35
(unidade=més)
9 0*| 111223444
15 0. 589999
(4) 1“1 1244
16 1.] 66789
11 2¢0 12
9 2.| 67899
3*
3.
4*
4.
5*
4 51 6
&*
3 6. 78
1 71
7.

O ultimo exemplo sugere-nos a existéncia, nos dados, de alguns valores que sobressaem de
entre os restantes, por serem demasiado grandes. Este é outro aspecto em que a representagao
de caule-e-folhas, nos ajuda a detectar esses valores (perturbadores), que chamamos de

outliers. Veremos posteriormente uma técnica mais elaborada para detectar os outliers.

No quadro seguinte apresenta-se o numero de concelhos de cada um dos distritos de Portugal
Continental e das Regides Auténomas de Agores e Madeira (Anuario Estatistico de Portugal,

1992), apresentando-se de seguida uma representagao possivel em caule-e-folhas:
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Regido N° concelhos Regido N° concelhos
Aveiro 19 Lisboa 15
Beja 14 Portalegre 15
Braganca 13 Porto 17
Braga 12 Santarém 21
Cast.Branco 11 Setubal 13
Coimbra 17 Viana Cast. 10
Evora 14 Vila Real 14
Faro 16 Viseu 24
Guarda 14 Acores 19
Leiria 16 Madeira 11

1* 011

t 233

f 444455
s 6677

1. 99

2* 1

t

f 4

Nesta representagao utilizamos 5 caules para o numero 1, pendurando o 0 e o 1 no primeiro
caule, o0 2 e 0 3 no segundo caule, etc. Procedeu-se de modo analogo com o 2. Utilizou-se esta
metodologia, porque se se considerassem unicamente dois caules, obtinha-se uma representacao

muito pouco elucidativa.
Utilizac&do do caule-e-folhas para comparar duas amostras

A representagcdo em caule-e-folhas é muito sugestiva para comparar duas amostras, como se

apresenta no exemplo seguinte:

Exemplo 10 - A seguir apresentam-se os tempos de sono, medidos durante 30 noites seguidas,

de dois jovens. Compare-os.

Pedro David
8.7 9.3 8.7 71 9.5 71
9.4 5.3 74 8.3 71 74
6.6 7.3 6.3 71 7.5 7.4
6.0 6.7 5.9 7.9 7.9 7.8
6.9 5.8 10.0 7.5 6.4 6.2
9.9 4.7 6.5 6.2 6.2 8.6
6.3 5.6 8.6 8.2 7.5 8.4
8.9 5.9 7.7 8.7 7.7 6.6
10.1 9.4 9.0 8.5 7.6 8.1
9.6 7.6 7.9 7.6 8.8 71

Para representar os caule-e-folhas paralelos, determinamos os caules (comuns) a partir da

amostra de maior amplitude, ou seja, neste caso, dos dados correspondentes ao David.



56

Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Prof. n=30 n=30 Prof.
(unidade=0.1 hora)

1 7\ 4.

2 3| 5"

6 9 9 8 6|5

9 3 3 06" 2 2 2 4 4

13 9 7 6 5|6 6 5

15 4 3|7 171 1 1 1 4 4 12

15 9 7 6|7 5 5 5 6 6 7 8 9 9 (9)
8* 1 2 3 4 9

12 9 7 7 6| 8. 5 6 7 8 5

8 4 4 3 0|9

4 9 6|09 5 1

2 1 0| 10*

Os dados relativamente ao Pedro encontram-se para o lado esquerdo, enquanto que os

referentes ao David estdo para o lado direito. A representagdo anterior permite realgar a maior

disperséo do sono do Pedro, enquanto que o David é mais regular, com uma duracéo de sono de

um modo geral entre as 7 e as 8 horas.

Utilizac&o do Excel na construcao de um caule-e-folhas

Nao existe no Excel uma representagdo imediata para a construcdo de um caule-e-folhas, pelo que vamos utilizar um
processo desenvolvido por Neville Hunt (Hunt, 2001).

Exemplo: Construa uma representagdo em caule-e-folhas, utilizando o Excel, para os dados do exemplo 7.

Construgdo de um caule-e-folhas utilizando uma folha de Excel:

1° passo — Insira os dados na coluna C, comegando na célula C2; se ndo estiverem ordenados, ordene-os por
ordem crescente;
2° passo — Insira na célula E1 o valor que deseja para o comprimento de linha: uma poténcia de 10, de 5 ou de

2, isto & 10™, 5x10™ ou 2 x10™, com m inteiro;
3° passo — Na célula A2 escreva a seguinte formula = INT(C2/E$1)*E$1 e replique-a tantas vezes quantos os
dados inseridos no 1° passo, na coluna C;
4° passo — Na célula B2 escreva o valor 1. Na célula B3 escreva a formula = IF (A3=A2; B2+1; 1) e replique a
férmula, tantas vezes quantos os dados inseridos no 1° passo, na coluna C;
5° passo — Seleccione as células das colunas A, B e C com os resultados obtidos nos passos anteriores e no
maodulo Chart Wizard (Assistente de Graficos) escolha Bubble;
6° passo — Faca um duplo cligue numa das bolas representadas e na janela Format data Series (ou clique com o
bot&o direito do rato e seleccione Format data Series) seleccione:
Patterns

Border: None

Area: None

Data Labels: Show bubbles sizes
OK;
7° passo — Faga um duplo clique numa das “Data labels” (ou clique com o botéo direito do rato e seleccione
Format Data Labels), e na janela Format Data Labels, em Alignment:

Label Position: Centre
OK;
8° passo — Clique numa das linhas horizontais que atravessam o grafico e apague-as com a tecla Delete. Faca o
mesmo ao fundo cinzento, seleccionando-o e carregando na tecla Delete. Apague também a legenda.
9° passo — Formate convenientemente os eixos.
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&l Caule-e-folha.xls =10 x|

A | B | c |D|JE]J|F G H | _ =

1 Dados 5

2 a5 1 a7 Comprimento de linkba

3 40 1 42

4 45 1 43

5 a0 1 53

5] 55 1 55 -

7 55 2 57 7a

a8 55 3 58 ;g w

9 o5 4 o4 64 T os4 &

10 | E0 1 G0 53 63 63 T4 1T &3 &8 A3
S5 62 6B T3 76 & &7 32

11 o 2 62 ST 62 EE T TS &0 &6 30

12| &0 3 62 57 42 43 53 S5 B0 ES O 75 &0 &5 40

13 &0 . %) 50 35 40 45 S0 S5 B0 65 70 5 &0 &5 40

14 =] 5 64

1= fudd a fatnd

[44[» [p]sSheet1 / | 4]

Se pretender mudar o comprimento de linha para 10, basta substituir na célula E1 o 5 por 10.

Que caracteristica é que se pretende realcar, quando se representa um conjunto de dados

sob aforma de um histograma ou de uma representacdo em caule-e-folhas?

Dada uma amostra, o aspecto do histograma reflecte a forma da distribuicdo da Populagéo
subjacente aos dados observados! Este € um dos aspectos da redugdo dos dados em que se
perde alguma informagao contida nesses dados, mas em contrapartida obtemos a estrutura da

Populagéo, que eles pretendem representar.
Quais os aspectos mais frequentes apresentados por um histograma?

Alguns histogramas apresentam formas que, pela frequéncia com que surgem, merecem

referéncia especial. Assim, as distribuicdes mais comuns apresentadas pelos dados sao:
Distribui¢c6es simétricas

A distribuicao das frequéncias faz-se de forma aproximadamente simétrica, relativamente a uma

classe média:

Caso especial de uma distribuigdo simétrica

Um caso especial de uma distribuigcdo simétrica € aquele que sugere a forma de um "sino" e que é
apresentado por amostras provenientes de Popula¢des Normais. O significado deste termo sera

explicado mais tarde, no ambito das Probabilidades.



58 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Distribuicdes enviesadas

A distribuicdo das frequéncias faz-se de forma acentuadamente assimétrica, apresentando

valores substancialmente mais pequenos num dos lados, relativamente ao outro:

i

Enviezada para a direita Enviesada para a esquerda

Distribuicdes com caudas longas

A distribuicdo das frequéncias faz-se de tal forma que existe um grande niumero de classes nos

extremos, cujas frequéncias sao pequenas, relativamente as classes centrais:

i

Distribuicdes com varios "picos" ou modas

A distribuicdo das frequéncias apresenta 2 ou mais "picos" a que chamamos modas, sugerindo

que os dados sao constituidos por varios grupos distintos:

allinsSsiiilin

2.3.3.3 - Funcéo distribuicdo empirica

Embora de representagdes graficas como um histograma ou um caule-e-folhas, se possa extrair
informagéao relevante para a caracterizagdo dos dados, na medida em que nos mostra a forma
como se encontram concentrados, essa representagdo pode nao ser suficiente quando se
pretende outro tipo de informagdo, como seja a de saber qual a percentagem de valores da

amostra inferiores ou superiores a um determinado valor.

Assim, quando se pretende este tipo de informagdo, existe uma representagdo grafica

conveniente que € a func¢ao distribuicdo empirica.
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O que é? E uma fungdo definida para todo o nimero x real e que para cada x da a

proporgao de elementos da amostra menores ou iguais a X.

Como se constroi? Para a sua construgao seguem-se as seguintes etapas:
1) Ordenar os n elementos da amostra, por ordem crescente.

2) Considerar um sistema de eixos coordenados e marcar no eixo do xx os valores da
amostra.

3) Comecgar a desenhar a fungdo da esquerda para a direita, atribuindo o valor 0 a
esquerda do minimo, o valor 1/n entre 0 minimo e o 2° minimo, o valor 2/n entre 0 2° €
o 3° minimo, e assim sucessivamente até esgotarmos todos os valores da amostra.
Para um valor igual ou superior ao maximo, a fungao toma o valor 1. Se na amostra um
valor se repete d vezes, entdo o salto da fungéo nesse ponto sera d/n, em vez de 1/n.

Exemplo 11 - Construa o grafico de uma fungéo distribuicdo empirica para os seguintes valores,

que representam a taxa de crescimento populacional, nas seguintes regides:

Africa 2.8 América Latina 2.6 Oceania 1.3
Asia 2.1 URSS 9
Amér. do Norte .8 Europa 4
S
57 -
S
- |
- l . L
4 8 9 1.3 2.1 26 28 taxa

Suponhamos que se pretendem as seguintes informagoes:
Qual a percentagem de taxas inferiores ou iguais a 1.3? .57

Qual a percentagem de taxas inferiores ou iguais a 2.5? 71

Exemplo 12 - Num determinado teste realizado a 50 estudantes, obtiveram-se as seguintes
pontuacgbes

75 98 42 75 84 87 65 59 63 86 78 37 99 66 90 79 80 89 68 57 95 55
79 88 76 60 77 49 92 83 71 78 53 81 77 58 93 85 70 62 80 74 69 90
62 84 64 73 48 72

Depois de ordenada a amostra construa a fungéo distribuicdo empirica e determine :

a) A nota N, tal que 50% dos alunos tenham nota menor ou igual a N;

b) A percentagem P de alunos com nota menor ou igual a 81.
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P ot
7o

a0

257
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av

a)AnotaNé 75
b) A percentagem pedida € 70%

Funcdo distribuicdo empirica e percentis. O que séo percentis ou quantis?

Como vimos, a fungdo distribuicdo empirica permite obter a percentagem, ou proporgao, de
elementos da amostra que s&o inferiores ou iguais (maiores ou iguais) a um valor qualquer. Por
outro lado, dado um valor p qualquer, entre 0 e 1, permite determinar um valor Qp,tal que a

amostra fica dividida em duas partes:
100p% dos elementos da amostra s@&o menores ou iguais a Qp e os restantes
100(1-p)% elementos s@o maiores ou iguais a Qp. Ao valor Qp da-se o nome de

percentil ou quantil de ordem p ou percentagem 100p%.
Existem alguns quantis que, pela sua importancia, merecem uma referéncia especial:

Mediana- E o percentil correspondente & percentagem de 50%, o que significa que divide a

amostra em duas partes com o mesmo numero de elementos. Costuma-se representar por m.

Quartis - O 1° quartil (ou quartil inferior) € o percentil, correspondente a percentagem de 25%, o
que significa que 25% dos elementos da amostra sdo menores ou iguais a ele e os restantes sao
maiores ou iguais. O 3° quartil (ou quartil superior) é o percentil correspondente a percentagem
de 75%.

Para calcular a mediana e os quantis, é sempre necessario construir a fungdo distribuicdo
empirica?
Veremos que nao! Na secgao Caracteristicas Amostrais, veremos um processo de calcular as

caracteristicas mediana e quartis sem fazer intervir a fungao distribuicdo empirica.

A seguir apresentamos um processo grafico de representacdo dos dados, em que aquelas

caracteristicas tém papel importante.
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2.3.3.4 —“Box-plot” ou “Box-and-whisker plot” (caixa-com-bigodes)

E um tipo de representagdo grafica, em que se realgam algumas caracteristicas da amostra. O
conjunto dos valores da amostra compreendidos entre o 1° e o 3° quartis, Q25 e Q75 é
representado por um rectangulo (caixa) com a mediana indicada por uma barra. Consideram-se
seguidamente duas linhas que unem os meios dos lados dos rectangulos com o menor e maior

elementos da amostra que estao dentro das barreiras, definidas a seguir.

Amostra

A *
12 quartl  Mediana 37 quartil
O que séao barreiras?
Define-se barreira inferior, como sendo o valor

Q,-1.5% (Q,5-Q,)
Define-se barreira superior, como sendo o valor

Q.75 +1.5x (Q.75 - Q.zs)

Por vezes surgem na amostra valores, que se distinguem dos restantes por serem muitos grandes

ou muito pequenos. A esses valores chamamos outliers.
Quando é que consideramos um valor como outlier?

Dizemos que um valor & outlier, quando ndo esta compreendido no intervalo [barreira inferior,

barreira superior]. Numa representagcao em box-plot os outliers assinalam-se com o simbolo “*”.
Qual aimportancia da representagdo em box-plot?

Realca informagado importante sobre os dados, nomeadamente sobre o centro da amostra
(mediana), variabilidade, simetria e a existéncia de outliers (valores que se distinguem dos
restantes, dando a ideia de n&do pertencerem ao mesmo conjunto de dados). Repare-se que da

forma como o diagrama se constroéi, se pode retirar imediatamente a seguinte informacéo:

25% dos menores 50% dos dados 29% dos maiores
elementos ., Elemertos

Conjunto de letras-resumo. Outra versdo da box-plot utilizando o resumo de 5 nimeros

O primeiro passo na determinagdo do conjunto de letras-resumo consiste na ordenagdo da

amostra, que vamos representar por
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X1:n ’ X2:n’ X3:n’ e Xn:n

< < < < isti 1 1 i
onde X S X5 S X S SX A X Xy X o Xon chamamos estatisticas ordinais associadas

1n? 3:in’ **
a amostra e x;, € a i-ésima estatistica ordinal. Uma vez a amostra ordenada, definimos ordem
ascendente de uma observagdo, como sendo a sua posicdo contada a partir do valor mais
pequeno da amostra; ordem descendente sera a sua posigdo contada a partir do maior valor.

Assim, a observagcdo correspondente a estatistica ordinal x;, tem ordem ascendente i e

descendente n-i+1. Para qualquer observagao verifica-se que
ordem ascendente + ordem descendente = n+1

Os conceitos de ordem permitem-nos definir profundidade (ja abordado quando definimos o
caule-e-folhas) de uma observagdo da amostra, como sendo a menor das suas duas ordens
ascendente e descendente. A custa da nogdo de profundidade definiremos algumas estatisticas,

as mais simples das quais sao os extremos: observag¢des cuja profundidade é 1.

Analogamente, utilizando a profundidade, se define a mediana, que é a estatistica a que

corresponde a profundidade Quando n é impar, corresponde a observagcédo de

n+1 n
profundidade . Quando n é par é a semi-soma das observagdes de profundidade E (pois

a profundidade envolve, neste caso, a fracgéo E ).

Além dos extremos e da mediana, definem-se outro par de estatisticas, as charneiras ou quartos,

onde
[profundidade da mediana] + 1

profundidade do quarto= >

Sempre que a profundidade do quarto envolver a fracgdo 1/2, procede-se a uma interpolagao,
como se fez para a mediana. Chamamos a atengéo para o facto de os quartos ndo coincidirem
necessariamente com os quartis (do mesmo modo que nem todos os processos para obter os
quartis conduzem aos mesmos valores). Alias, pode-se mostrar que, para n par os quartos e
quartis® coincidem, enquanto que para n impar, s6 ndo coincidem se n for multiplo de 4+1.

O conjunto da mediana, quartos e extremos, constituem o chamado resumo de 5 nameros.

Por vezes, e em particular quando a dimensdo da amostra é elevada, € util utilizar mais alguns
numeros para resumir os dados, fornecendo assim mais detalhe. Entdo definem-se os oitavos,

onde

o= [profundidade do quarto] + 1
2

Esta metodologia pode ser continuada, de modo que se definem novas estatisticas a custa das

profundidade do oitav

anteriores, calculando a respectiva profundidade através da formula

@ 0os quartis sdo os quantis de ordem .25 (1° quartil) e .75 ( 3° quartil) e sdo casos particulares de quantis. Define-se quantil de ordem p ( 0<p<1) e representa-se
por Qp, como sendo o valor tal que 100p% dos valores da amostra sé&o < Qp e os restantes 100(1-p)% s@o zQp. Para a determinagdo do quantil Qp, utiliza-se a

regra seguinte:
Qp = X([np]+1) S& NP nao ¢é inteiro e Qp= (X(npyFX(np+1))/2 s€ np € inteiro. Na expressdo da determinag&o dos quantis, a ordem i da observagéo X(i) é a ordem

ascendente.
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[profundidade anterior] +1
2

Ao conjunto dos numeros assim determinados para resumir a amostra, podem-se associar letras,

chamadas etiquetas, sendo habitual fazé-lo da forma seguinte:

Mediana

Quarto ("Fourth")
Oitavo ("Eight")
16-avos

.1.28-avos
256-avos
512-avos

<N>»: oOmmZ

iE.;(tremos (profundidade)

-

Esta associacédo entre as letras e os valores-resumo faz com que a esses valores se chamem

letras-resumo.

Um modo de representar um conjunto de letras-resumo, de forma a termos a informagdo de uma

forma sugestiva, é a seguinte:

# n

M profundidade da mediana mediana

F profundidade do quarto quarto inferior quarto superior
1 extremo inferior exiremo superior

Exemplo 13 - Dada a amostra 12, 14, 16, 24, 26, 27, 32, 34, 45, 46, 46, 47, 57, 58, 59

a representagao do resumo de 5 numeros, é a seguinte:

# 15

M 8 34

F 4.5 25 46.5
1 12 59

Se quisermos adicionar mais informagdo, com outras letras-resumo, basta adicionar as linhas

necessarias.

Dada uma amostra, para se proceder a construgao da box-plot, comecga-se por obter o resumo de
5 numeros, a partir do qual se constroi a dispersdo quartal — diferenga entre os quartos, e as
barreiras de outliers. A construgdo da box-plot € analoga a ja descrita anteriormente, isto é,
desenha-se um rectangulo com os lados nos quartos e com uma barra na mediana; em seguida
tragamos uma linha que vai do meio do lado do rectangulo até ao valor da amostra mais afastado

do rectangulo, que nao seja um outlier.

FL -1.5 dF F M F FU +1.5d F
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Os outliers séo representados com um x ou um * e situam-se, portanto, para além das barreiras.

Exemplo 14 - Dada a amostra seguinte constituida pelas idades dos alunos de uma turma do 2°
ano de Estatistica, faga a sua representagdao em box-plot

19, 20, 20, 21, 21, 20, 19, 20, 22, 23, 21, 21, 20, 25, 20, 19, 21, 44, 20

# 19
M 10 20 dr
F 5.5 20 21 1
1 19 44
15dF =15

Barreiras de outliers (18.5, 22.5)
outliers: 23, 25, 44

£ £ £
. |
1] 2

12 2 1 22 & 25 44

Desta representacgao, ressalta imediatamente a forte assimetria existente entre os dados, ja que
a mediana coincide com o quarto inferior; e a assimetria é positiva, isto €, os dados tém um

enviesamento para a direita. Verifica-se também a existéncia de outliers.
Como é que se pode reconhecer a simetria ou o0 enviesamento dos dados, com a box-plot?

Existem fundamentalmente duas caracteristicas da box-plot, que nos dao ideia da simetria ou
enviesamento dos dados:
¢ distancia entre a linha indicadora da mediana e os lados do rectangulo

e comprimento das linhas que saem dos lados dos rectangulos

Apresentamos de seguida 3 exemplos de box-plot's, correspondentes a tipos diferentes de
distribuigdo dos dados.

Dados simétricos Enviesamento para a esguetds Enviezamento para a direita

Exemplo 15 - Num inquérito a comunidade cientifica sobre a utilizacdo de meios informaticos,

realizado pela Fundagédo para o Desenvolvimento dos meios Nacionais de Calculo Cientifico,

obtiveram-se os seguintes resultados, quanto ao tipo de problemas tratados:

Ajustamento de dados 337 Eq. Diferenc. Ordinarias 54
Andlise de Fourier 195 Grafica Computacional 53
Anal. Estatist. de Dados 144 Integragéo Numérica 38
Desenv. de Software 116 Inteligéncia Artificial 30
Diferencas Finitas 96 Interpolagéo 27
Diferenciagdo Numérica 83 Método Monte Carlo 19
Elementos de Fronteira 75 Métodos Numéricos 19
Elementos Finitos 74 Simulagéo 14
Eq. Algébricas Lineares 70 Valores e Vect. Proprios 11

Eq. Algéb. ndo Lineares 59 Outros 141
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Uma representacdo em box-plot para estes dados, tem o seguinte aspecto:

11 14 19 19 27 30 38 5354 59 70 74 75 83 96 116 141144 195 337
Q.= 285 Mediana = 4.5 Q7= 108
— -
g o 50 100 150 200 250 300 i

Da analise da representacao anterior, verifica-se que os dados sdo um pouco enviesados para a
direita e existe um outlier correspondente ao valor 337, que diz respeito a utilizagdo dos meios

informaticos para o ajustamento de dados.
Utilizac&o da representacdo em box-plot para comparacdo de amostras

A representagdo em box-plot é particularmente util quando se pretendem comparar varias
amostras. Para isso consideramos para as diferentes amostras as suas representagées box-plot
dispostas em paralelo. Esta disposi¢gdo permite comparar as amostras quanto a simetria,

comprimento das caudas e outliers.

Amostral —ﬂ__l— "
Amostral | * _|:|:|_

Amostra? -|:D— P
Amostrad - -Dj—
Amostrad —m—

Amostrad % —D:l— * %

Amostral ~ D_

Em vez de dispormos as amostras de forma aleatoria, podemos ordena-las de acordo com o valor

da mediana. Uma disposicdo deste género permite verificar um fendémeno que surge
frequentemente nos dados, e que é a tendéncia para o aumento da dispersdo, a medida que o
nivel (localizagéo indicada pela mediana, média,...) aumenta. Este facto ndo é compativel com a
hipotese de igual variabilidade nas diferentes amostras, a qual é muitas vezes necessaria para se

poderem aplicar determinadas metodologias estatisticas.

Exemplo 16 — Representado em box-plot paralelas os dados apresentados no exemplo 10,

relativos a duragao do sono do Pedro e do David, obtém-se

Pedro S —

Dianad I
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evidenciando as caracteristicas para as quais ja se havia chamado a atengdo quando se fez a

representagdo em caule-e-folhas.

Exemplo 17 — Considerando os dados do exemplo 5 do capitulo 1, a representagdo em box-plot

paralelas realca as diferencgas entre os 4 conjuntos de dados:

Crrupos
(e 1 |

A__ E—

Nota: A construgdo da Box-plot pode-se fazer quer com os quartos, quer com os quartis, pois a

representacao grafica obtida quando ndo € a mesma, é muito semelhante.

Diagrama de extremos e quartis

Uma versao simplificada da representagao Box-plot, € o diagrama de extremos e quartis. Para
obter esta representagédo, comecga por se recolher da amostra informagéo sobre 5 nimeros, que
sdo: os extremos, a mediana e os quartis. A representagdo do diagrama de extremos e quartis

tem o seguinte aspecto:

Amostra .
Extremo inferior

' A 2 E ' Extren%u:usu etiar
1 gquartil  Mediana 3% quartil &

O extremo inferior € o minimo da amostra, enquanto que o extremo superior € o maximo.

Utilizac&o do Excel na construgcdo de uma representacao em Box-plot

Mais uma vez estamos perante uma representagdo grafica cuja construgdo, por meio do Excel, necessita de alguns
“truques”. Assim, o primeiro passo para uma dessas construgdes, consiste em representar, adequadamente, numa folha de
Excel, as estatisticas Minimo, Maximo. 1° e 3° quartis e mediana.

Exemplo — Para os dados do ficheiro IdadeTrabalhadores.xls, considerado na demostracdo com o Excel, da seccéo
2.2.2.2, construa uma representagdo em Box-plot, para a variavel Idade.

Utilizando o Excel, recomenda-se que se comece por calcular as estatisticas necessarias, que se apresentam a seguir,
verificando se existem Oultliers:
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&} IdadeTrabalhadores =10Ojx| EERGELE _ O] x|

] E ] E
23 o =QUARTILEFAS FRH 0:1 23 [0 34
24 |min =MINCFAEFRE10) 24 |min 15
25 |Mediana | =2UARTILE($AT!:FRF10;2) 25 |Mediana 45
26 |max =MAKFATFRF1 0 26 |max 54
27 0. =QUARTILEFAS FRH 0.3) 27 |2, 52
28 |25 - Qo =E27-E23 28 |Gs-C2e | 15
29 |Bar Int =E23-1 5*E28 29 |Bar Inf 7
J0 |Bar Sup  =E27+1 S*E25 - a0 |Bar Sup

sl [aDD<sI

Como nédo existem outliers, a Box-plot resume-se a um diagrama de extremos e quartis, cuja construgdo segue os
seguintes passos:
. Seleccionar as células que contém as estatisticas 1° quartil, minimo, mediana, maximo e 3° quartil, assim como

[4[ 4 [mlSheet1 /5|4

as suas etiquetas (é importante que o 1° quartil e o 3° quartil sejam a primeira e a ultima estatisticas a serem
apresentadas na tabela);

. No médulo Chart Wizard (Assistente de Graficos) seleccionar:
Line
Seleccionar Line with markers displayed at each data value
Clicar Next
Seleccionar Series in Rows
Clicar Finish
. Clicar com o bot&o direito do rato num dos pontos. Seleccionar:
Format Data Series
Seleccionar Options
Escolher High-low lines e Up-down bars; Ajuste a sua escolha Gap width;
OK
e  Arranjar “esteticamente” o grafico:

& IdadeTrabalhadores.xls o |
D E F G H | I]J]K

23 0o ad

24 | min 18 ™

25 |Mediana 45 o ]

26 |mac 54 o ]

27 |0 52 :@-25

28 |Qz5- Qs | 18 N - :::diana

29 |Bar Inf 7 30 = min

30 |Bar Sup 73 201 TS

33 "

|44 [» [p] Sheet1 ; Sheetz § Sheet | 4 i

Exemplo (De Veaux et al, 2004)- Considere os seguintes dados, que representam o resultado de um estudo para
comparar os riscos de doengas cardiacas devidas ao tabaco, utilizando os niveis de colesterol, como termo de
comparagao. O colestelol foi medido em pessoas que fumam, ha pelo menos 25 anos e por ex-fumadores que fumaram no
maximo 5 anos:
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-l x|
A|lB|IC|ID|[E|JF|G[H I J Ik IL M| N | 0o |7

1 |Fumadores Ex-fumadores Fum  |Ex-fum Fumacdare Ex-fumad

2 (155 213 232 27134 27| 250 [1oguartil 212 200( |4 tquartil M2 200

3 (183 216 232 280|160 217|257 |min 155 34| |min 155 134

4 (196 216 237 280|163 218 263| |medisna 230 238[ |mediana 230 238

5 |200 216 243 280|174| 227 | 267 |max 351 328|  [max 351 328

B | 200 216 243 284|175 228| 267| |3°quarti 2625 263| |aF 309

7| 200 217 246 287|183 238 2T atmg =05 E3| [oF 331

8 | 200 217 246 285|185 242 292| |[Barinf | 1363 1055| |3°quartil 2625 263

8 | 209 225 250 305|192 242 300| |Bar Sup| 3383 3575

10 | 209 225|256 309 200 243 310 |Outliers . 351

11 | 209 225 255 351|213 249 321

12 | 211 230) 267 213 2489 328 -
[4[4[» [} sheet1  Sheetz f Sheets / | «] [

. Os dados sdo apresentados na tabela do lado esquerdo da figura anterior. Na tabela do meio calculamos as
estatisticas necessarias para a construcdo da Box-plot e verificdmos a existéncia de um outlier nos dados
referentes aos Fumadores. Assim, teremos que ligar a barra que sai da caixa no 3° quartil, com o maior valor da
amostra que esta dentro da barreira e que é o 309. Representamos este valor por aF, que inserimos na tabela do
lado direito, assim como inserimos o outlier 351, que representamos por oF (ndo esquecer que os quartis devem
enquadrar a tabela que vai ser utilizada para obter a representacgéo grafica desejada);

. Seleccionar as células M1:08, e proceder como no caso anterior:

400 400 -
3501 & 1°quartil 350 |
300 - J m  mn 300
250 - N mediana 1
200 L * max 250 4
150 | I —*—aF —
200 -
100 | —&—oF
50 + 3°quartil 150 4
0 ‘ 100
Fumadores  Ex-fumadores Fumadores Ex-fumadores

Obtivémos a representacédo do lado esquerdo, da figura anterior, que depois de arranjada esteticamente, deu lugar a
representagdo que se encontra no lado direito. Chamamos a atengdo para que esta € uma solugdo, de entre muitas
possiveis.

Nota: Numa representagdo correcta da box-plot, &€ pressuposto que, para cada amostra, as linhas que saem da caixa
estejam ligadas ao menor e maior elementos da amostra que ndo sejam outliers, e a partir dai marcam-se os outliers
com *s. Trabalhando na representagao grafica anterior, obtivémos:
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400

330 A #

300 4

230 4

200 4

150 4

100 T )
Fumadares Ex-fumadares

Exercicios
1 - Em 1960 e novamente em 1980 foi feito um inquérito as mulheres americanas sobre o n° de

filhos. Os resultados obtidos foram os seguintes:
Numero_de filhos % mulheres 1960 % mulheres 1980

0 22 29
1 17 16
2 21 22
3 16 15
4 10 8
5 5 4
6 3 2
7 2 1
8 2 1
=9 3 1

Construa uma representagao grafica adequada para os dados anteriores e tire conclusdes.

2 - A tabela seguinte mostra a distribuicdo das frequéncias relativas do ultimo digito das idades
dos individuos adultos. Esta informacgéo foi recolhida relativamente a dois censos diferentes: o
Censo de 1880 e o de 1970.

Digito 1880 1970
0 16.8 10.6
1 6.7 9.9
2 9.4 10.0
3 8.6 9.6
4 8.8 9.8
5 13.4 10.0
6 9.4 9.9
7 8.5 10.2
8 10.2 10.0
9 8.2 10.1

a) Da consulta da tabela verifica a existéncia de algumas anomalias?

b) Construa diagramas de barras relativamente aos dois censos.

c) Em 1880 havia uma nitida preferéncia pelos digitos 0 e 5. Tem alguma explicagdo para este
facto?

d) Em 1970 essa preferéncia € muito mais fraca. Como explica esse facto?

3 - O histograma seguinte representa o rendimento familiar, em milhares de ddlares de familias

americanas.
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]
0 5 10 15 20 25 50

Cerca de 1% das familias tém rendimentos entre 0 e 1000 USD. Estime a percentagem de

familias com rendimentos:

i) a)Entre 1000 USD e 2000 USD
b) Entre 2000 USD e 3000 USD

Entre 3000 USD e 4000 USD

Entre 4000 USD e 5000 USD

Entre 4000 USD e 7000 USD

f) Entre 7000 USD e 10000 USD

ii) a) Havera mais familias com rendimentos entre 6000 USD e 7000 USD ou entre 7000USD e

~_— — — —

c
d
e

8000 USD? Ou sera aproximadamente o mesmo?
b) Havera mais familias com rendimentos entre 10000 USD e 11000 USD ou entre
15000USD e 16000 USD? Ou sera aproximadamente o mesmo?
c) Havera mais familias com rendimentos entre 10000USD e 12000USD ou entre 15000USD
e 20000USD?
R:i)a) 2% b)3% ¢)4% d)5% e)15% f) 15%
ii)a) O mesmo b) Mais entre 10000 USD e 11000 USD
c¢) Mais entre 15000USD e 20000USD
4 - O histograma seguinte mostra a distribuicdo das notas finais de Matematica de uma

determinada turma.

4 8 12 16 20
a) Algum aluno teve nota inferior a 4?
b) 10% dos alunos da turma tiveram nota entre 4 e 8. Qual a percentagem de alunos com
nota entre 8 e 127
c¢) Qual a percentagem de alunos com nota superior a 127
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R: a)Nao b) 20% c) 70%

5 - Recolheram-se os precos, por hora, de 3 tipos de trabalhadores. Os trabalhadores do grupo B
ganham cerca de duas vezes mais do que os trabalhadores do grupo A; os trabalhadores do
grupo C ganham mais 1500$ por hora do que os do grupo A. Qual das manchas seguintes, de

histogramas, pertence a cada um dos grupos?

4000 2000 4000 2000 4000 2000

6 - Seguidamente apresentam-se 6 "manchas" de histogramas, 4 dos quais apresentam os
resultados do estudo, numa pequena cidade, das 4 caracteristicas seguintes :
a) Alturas de todos os elementos das familias, em que os pais tenham idade inferior a 24 anos.
b) Alturas dos casais (marido e mulher).
c) Alturas de todos os individuos da cidade.
)

d) Alturas de todos os automoéveis.

1) @)
125 200 50 125 200
(altura em cm) (altura em cm)
3) /J\ @)
125 200 50 125 200

(altura em cm) (altura em cm)

©) (6)
45 90 125 3200 8000 12800
0 (peso em Kkg) (rendimento em escudos por dia)

Quais dos histogramas podem representar cada uma das varidveis anteriores? Explique porqué.
Ria)-(2) b) - (3) c)-(4) d)-(1)

7 - Um servico de saude registou o n° médio de cigarros fumados por dia por cada doente
(homem) assistido nesse servico. Os dados recolhidos permitiram construir o seguinte

histograma:
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o 1 z0 40 g 0°cigatros

Considerando que a percentagem de fumadores que fuma menos de 10 cigarros por dia é
aproximadamente 15%:
a) A percentagem de fumadores que fuma um mago ou mais por dia, mas menos de 2 magos é

aproximadamente

1.5% 15% 30% 50%

b) A percentagem de fumadores que fuma um mago ou mais por dia, é€ aproximadamente
1.5% 15% 35% 50%

c) A percentagem de fumadores que fuma trés magos ou mais por dia, € aproximadamente
25% 5% 10%

d) A percentagem de fumadores que fuma 15 cigarros por dia, € aproximadamente
.30% 5% 1.5% 3.5% 10%

R: a) 30% b) 50% c) 10% d) 3.5%

8 — Foi feito um estudo sobre os efeitos secundarios da pilula, nomeadamente sobre a tensao
arterial. Esse estudo envolveu um pouco mais de 14000 mulheres e os resultados obtidos

encontram-se na seguinte tabela:

Tensao Idade 17-24 Idade 25-34 Idade 35-44 Idade 45-58
(mm) n. util. Utili. n. util. Util. n. util. Util. n. util. Util.
% % % % % % % %
<90 - 1 1 - 1 1 1 -
[90,95] 1 - 1 - 2 1 1 1
[95,100[ 3 1 5 4 5 4 4 2
[100, 105[ 10 6 11 5 9 5 6 4
[105, 110[ 11 9 11 10 11 7 7 7
[110, 115] 15 12 17 15 15 12 11 10
[115, 120[ 20 16 18 17 16 14 12 9
[120, 125] 13 14 11 13 9 11 9 8
[125,130[ 10 14 9 12 10 11 11 11
[130,135] 8 12 7 10 8 10 10 9
[135,140[ 4 6 4 5 5 7 8 8
[140,145] 3 4 2 4 4 6 7 9
[145,150[ 2 2 2 2 2 5 6 9
[150,155] - 1 1 1 1 3 2 4
[155,160[ - - - 1 1 1 1 3
2160 - - - - 1 2 2 5
Total 100 98 100 99 100 100 99 99
N° elementos 1206 1024 3040 1747 3494 1028 2172 437

a) Construa os histogramas correspondentes as mulheres com idades compreendidas entre 25 e

34 anos. Tire conclusdes sobre a tensao arterial nas utilizadoras e nao utilizadoras da pilula.
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b) Construa histogramas para as tensdes arteriais das nao utilizadoras da pilula, com idades
compreendidas entre 17-24 e 25-34. O que é que conclui?
9 - A seguinte tabela apresenta os indices gerais de produgdo industrial, nos diferentes paises da

comunidade e noutros paises ( Fonte : Anuario Estatistico de Portugal - 1992):

Eur12 1984 Out. paises 1984 Eur12 1990 Out. paises 1990
Alemanha 95.3 Austria 95.4 Alemanha 117.9  Austria 121.2
Bélgica 97.6 Canada 95.0 Bélgica 118.4 Canada 107.0
Dinamarca 95.9 EUA 98.3 Dinamarca 107.8 EUA 115.7
Espanha 98.0 Finlandia 96.6 Espanha 116.1 Finlandia 114.0
Franca 99.8 Japao 96.5 Franca 113.6 Japao 125.4
Grécia 96.7 Noruega 98.0 Grécia 103.3 Noruega 141.1
Holanda 96.1 Suécia 97.3 Holanda 109.1 Suécia 105.2
Irlanda 96.7 Suica 94.2 Irlanda 143.8 Suiga 118.0
Italia 98.6 Turquia 99.0 Italia 117.8 Turquia 138.8
Luxemb. 93.6 URSS 95.8 Luxemb. 118.0 URSS X
Portugal 90.2 Portugal 135.2

Reino Uni. 94.8 Reino Uni. 109.3

Obs: Considerou-se como indice 100 o ano de 1985.

x - Informagao nao disponivel

Faga uma representagao grafica adequada para os dados.

2.4 — Dados bivariados. Diagrama de disperséo. Tabela de contingéncia

Por vezes a Populagao que se pretende estudar aparece sobre a forma de pares de valores, isto
é cada individuo ou resultado experimental contribui com um conjunto de dois valores. E o que
acontece, por exemplo quando se considera para cada aluno candidato ao Ensino Superior, a

nota da PGA e a nota da Prova Especifica.

Hoje andaram a
fazer um inguérito
& perguntaram o
peso e a attural

Como representar e organizar este tipo de informagcédo? A representacdo grafica utilizada é o

diagrama de pontos ou de disperséo.

Diagrama de disperséo - E uma representacéo grafica para os dados bivariados quantitativos,
em que cada par de dados (x,y) é representado por um ponto de coordenadas (x,y), num sistema

de eixos coordenados.
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Este tipo de representagdo € muito Util, pois permite realgar algumas propriedades entre os
dados, nomeadamente no que diz respeito ao tipo de associagcdo entre os x's e o0s y's.

Seguidamente apresentamos alguns exemplos, para ilustrar o que acabamos de dizer.

Exemplo 18 - Considere os seguintes dados que representam as medidas em mm, de ossos do

brago e da perna, de fosseis do periodo Neanderthal. Construa o diagrama de disperséo e

comente-o.
Bragolmero 1 |PernalFémur)
Espécie ® Y 4E|:|Y +

A 3z 430

B 335 458 440 :

C 286 anr 470 A

D 312 440 .

E 305 422 400 4 . . s

2a0 300 320 340 %

Comentario:

Verifica-se uma associagéo linear entre as medidas dos ossos do brago e da perna, isto &, aos
maiores valores de x correspondem os maiores valores de y. Esta concluséo seria de esperar,

pois de um modo geral se as pessoas sao grandes, sdo-no de bragos e pernas!

Exemplo 19 - Considere os seguintes dados, que representam o numero de faltas n&o
autorizadas por ano e a distancia (em km) a que os empregados de determinado armazém estao
de casa.

Construa o diagrama de dispersao e comente-o.

Diztancia | MW faltas
x

=
-

[ R

[ O R I o
*

12
14
16
18

o2 4 & F 10 12 14 16 183

—-
=)
B2 B k3 h L M~ 0

Comentario:
O grafico mostra uma associagéo, de sentido contrario, entre o n° de faltas e a distancia. Assim,

quanto maior é a distancia, menor é a tendéncia para faltar!

Exemplo 20 - Considere os seguintes dados, que representam as notas obtidas por 10 alunos
nas disciplinas de Matematica e Educagéo Fisica.

Construa o diagrama de dispersdo e comente-o.
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Matematica |Ed. Fizsica
x ¥ a0 )
E 1; 15 ¢ *
1 t o *
10 10 ‘e
11 17 [ M
18 18 5 |
186 12
12 15 g ' ' ' ' x
11 15 0 5 10 15 20
18 14
18 12

Comentario:
Aparentemente ndo existe nenhuma associacdo linear entre as notas obtidas nas duas

disciplinas, uma vez que os pontos se encontram dispersos de forma "aleatéria".

Um outro processo de organizar a informacéo correspondente a dados bivariados, normalmente
de tipo qualitativo, é utilizando uma tabela de frequéncias, a que damos o nome de tabela de

contingéncia.

De uma maneira geral, uma tabela de contingéncia € uma representacao dos dados, quer de tipo
qualitativo, quer de tipo quantitativo, especialmente quando séo de tipo bivariado, isto &, podem
ser classificados segundo dois critérios. O aspecto de uma tabela de contingéncia é o de uma
tabela com linhas, correspondentes a um dos critérios, e colunas correspondente ao outro critério.

Seguidamente apresentamos um exemplo, para ilustrar o que acabamos de dizer.

Exemplo 21 — Considerando novamente o exemplo dos passageiros do Titanic (Exemplo 1),
classificando os dados relativamente as duas variaveis Classe e Tipo de Sobrevivéncia, foi

possivel construir a seguinte tabela (os dados originais nao estéao disponiveis):

Classe
Primeira  Segunda  Terceira  Tripulagdo Total
a Vivos 202 118 178 212 710
S | Mortos | 123 167 528 673 1491
? | Total 325 285 706 885 2201

As células da tabela apresentam as frequéncias absolutas para cada combinagdo das
modalidades das duas variaveis em estudo. As distribuigbes das margens da tabela, chamamos
distribuicBes marginais. A coluna da direita representa a distribuicdo marginal da variavel Tipo
de Sobrevivéncia, enquanto que a linha de baixo representa a distribuicdo marginal da variavel

Classe.

Normalmente tem mais interesse utilizar as frequéncias relativas ou percentagens. No entanto,
aqui temos varios processos de as calcular: relativamente ao total de passageiros, ou
relativamente a cada uma das modalidades, de cada uma das variaveis. Foi isso que fizémos na

tabela seguinte:
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Classe

Primeira  Segunda  Terceira  Tripulagdo Total

Freq.abs. 202 118 178 212 710

Vivos %Total 9,2% 5,4% 8,1% 9,6% 32,3%
%Coluna | 62,2% 41,4% 25,2% 24,0% 32,3%
%Linha 28,5% 16,6% 25,1% 29,9% 100,0%

Freq.abs. 123 167 528 673 1491

g Mortos %Total 5,6% 7,6% 24,0% 30,6% 67,7%
3 %Coluna | 37,8% 58,6% 74,8% 76,0% 67,7%
%Linha 8,2% 11,2% 35,4% 45,1% 100,0%

Freq.abs. 325 285 706 885 2201
Total %Total 14,8% 12,9% 32,1% 40,2% 100,0%
%Coluna | 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
%Linha 14,8% 12,9% 32,1% 40,2% 100,0%

Da tabela anterior podemos tirar varias conclusées, como por exemplo:
e 9,2% (=202/2201) do total de passageiros viajavam em 12 classe e sobreviveram;
o 62,2% (=202/325) dos passageiros que viajavam em 12 classe, sobreviveram;

e 28,5% (=202/710) dos passageiros que sobreviveram, viajavam em 12 classe.

Seria interessante verificar se a distribuicdo dos passageiros que sobreviveram ou nao, teria a ver

com a classe em que viajavam. Da tabela anterior, vamos reter as duas tabelas seguintes:

Classe
4 Primeira | Segunda | Terceira | Tripulagcéo Total
g 202 118 178 212 710
> 28,5% 16,6% 25,1% 29,9% 100,0%

e

Classe
” Primeira | Segunda | Terceira | Tripulagao Total
o
5 123 167 528 673 1491
= 8,2% 11,2% 35,4% 45,1% 100,0%

Como se depreende da tabela anterior, parece ndo haver independéncia entre a classe e o tipo de
sobrevivéncia, uma vez que de entre os mortos, predominaram os passageiros que viajavam em
terceira classe e os tripulantes. No capitulo 3 voltaremos a estudar a associagdo entre variaveis

de tipo qualitativo.
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Utilizagdo do Excel na construcédo de uma tabela de contingéncia

Vamos exemplificar a construgdo de uma tabela de contingéncia utilizando a metodologia das PivotTables do Excel.

Exemplo — Admita que a seguinte tabela apresenta os dados referentes a 24 passageiros do Titanic:

_loix

A E C D —
1 |Classe Idade Sexo Sobrev —
2 |Tripulante  Acdufto Fetminino Morto
d |Segunda Acultto Masculino | Vivo
4 |Terceira Acultta Feminino hatta
S |[Tripulante | Adutto Feminino Morto
b |Primeira Crignca Masculino  |Morto
£ |Primeira Aciultto Masculino  Morto
o |Primeira Acultta Maszculing Wivo
S (Tripulante | Adutto Mazculino  Vivo
TU [Tripularte Adutto Feminino Morto
11 [Tripularte | Adutto Ferminino Wivo
12 |Terceira Adutto Mazsculino  |Morto
13 [Terceira Crianca Mazculino | Wivo
14 |Terceira Adutto Masculino  Morto
15 [Tripularte Adutto Mazculing | Wivo
b [Segunds Crianga Feminino | Morto
1/ [Tripularte | Adutto Ferminino harto
10 |Segunda Adutto Mazculing  hiorto
19 |Segunds | Crianca Mazculing  |Wivo
2L | Primeira Ao Mazculing | Morto
21 |Terceira Acutto Ferminino Marto
A2 |Tripulante | Adutto Masculino  |Mortao
23 |Primeira Criancs Femining  %ivo
A4 | Tripulante  Adulto Feminino hiorto
25 | Terceira Atk Mazculing | korto
i |4 [» [M] Sheet / sheetd | 4 ~

Para construir uma tabela de contingéncia idéntica a apresentada no exemplo 21, em que associa a informagao relativa as
variaveis Classe e Tipo de sobrevivéncia, proceda do seguinte modo:
. No menu Data, clique em PivotTable and PivotChart Report,
. No passo 1 da PivotTable and PivotTable Wizard, siga as instrugdes, e clique PivotTable a pergunta What kind of
report do you want to create?;
. No passo 2 siga as instrugdes, seleccionando os dados que pretende usar. Neste caso seleccione as células
A1:D25. Se antes de ir ao menu Data, colocar o cursor em alguma célula da tabela a partir da qual quer construir
a PivotTable, na janela apresentada neste passo da construgdo da tabela, as células da tabela aparecem
seleccionadas por defeito;
. No passo 3 seleccione o lugar onde pretende criar a tabela;
e  Arraste o botdo Sobrev da barra PivotTable, e coloque-o (drop it) no campo Row; Arraste o botdo Classe da
barra PivotTable, e coloque-o (drop it) no campo Column. Arraste um dos botdes e cologue-o (drop it) no campo
Data (nos seleccionamos o botéo Classe):

Ef Titanic.xls

F G H | J ]
1
2 [Count of Classe Clazze -
4 |Sobrev Primeira  |Segunda Terceira  Tripulante
4 |Morto 4 3 4 =
a |Wivo 3 2 1 2
b |Grand Total 7 5 5 7

|4 [ 4 [p [ sheetl £ sheets 'Sheetz ¢ she |4




78 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Do mesmo modo que no exemplo 21, vamos também considerar frequéncias relativas (N6s optamos por considerar as
percentagens de cada célula da tabela, relativas ao total de elementos). Para isso proceda da seguinte forma:

. Faga um duplo clique em Count of Classe;

. Na janela que aparece seleccione Options e em Show Data as, seleccione % of total:

=
F GH||J|K§

[

2 [Count of Clazze | Clazze |

d |Sobrev | FPrimeira Segunda Terceira Tripulante [ Grand Total

4 Moo 12 5% 83% | 208% @ 250% 66, 7%

O |Wivo 8,3% 8,3% 4 2% 12 5% 33,3%

b |Grand Total 20 58% 16,7% | 250% | 375% 100,0% |~|

|4 [4]p [l Shestt £ Sheet ) Sheet2 /5[4

Para obter uma representagéo grafica associada a tabela anterior, proceda da seguinte forma:

. Clicar em alguma parte da tabela e na barra da PivotTable clicar no icone , criando-se um grafico numa folha
chamada Chart1. No menu Chart seleccione Location e na janela que aparece, em As object in, seleccione a
folha onde tem a tabela;

. Esconder os botbes clicando com o lado direito do rato num deles e seleccionando Hide PivotChart Field

Buttons:
1ol x]

[T F T 66T H T 1T 1=
14 e
Il T0,0%

21 60,0% +——

2 50,0% —

24 O Tripulante

r 40,0% T—i O Terceira

25 30,08 +—— | |®Eegqunda

25 200 | | O Primeira

7| oo ﬁ

23 0,0% r

29 Marta Wiva -
|4 4 » [ w] Sheetl £ Sheerd 5 |4 [

Pode ainda a partir da tabela dos dados iniciais fazer outros agrupamentos, nomeadamente entrando com mais do que 2
variaveis, como por exemplo:

_lojx

F G H | J kK | L | MM |
H
T [Court of Sexo [Idade +[Sexo -
11 Adulto Adulto Totall Crianca Crianga Total| Grand Totsl
12 |Claz=e  |Feminino Mazculing Feminino Mazculing
1.3 |Primeira 3 3 1 1 2 5
14 |Segunda 2 2 1 1 2 4
15 |Terceira 2 3 5 1 1 G
16 |Tripulante B 3 9 9
1/ |Grand Total 5] 11 19 2 ] 24
4|4 [»[m] Sheetl £ Sheet4 % Sheet2 / Sheets /|4 | ¥l
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Exercicios

1. Num leildo de computadores em segunda méao verificou-se que, para 10 marcas de
computadores, se obtiveram os seguintes pregcos médios (em escudos) (adaptado de Mendenhall,
1994):

Tipo computador Preco médio de Preco médio Preco médio venda
venda (novo) proposto no leildo no leildo
20MB PC XT 120000 60000 90000
20MB PC AT 210000 120000 172500
IBM XT 089 135000 60000 97500
IBM AT 339 210000 105000 180000
20MB IBM PS/2 30 285000 150000 217500
20MB IBM PS/2 50 315000 210000 262500
60MB IBM PS/2 70 600000 480000 517500
20MB Compaq SLT 360000 210000 262500
Toshiba 1600 300000 210000 270000
Toshiba 1200HB 345000 240000 292500

a) Construa um diagrama de dispersao que relacione os precos medios propostos, com 0s
precos médios com que s&o vendidos os computadores no leiléo.

b) Construa um diagrama de dispersao que relacione os pregos dos computadores novos, com
os pregos médios com que sao vendidos os computadores no leildao

c) Compare os dois graficos. Qual a relagao que parece existir entre as trés variaveis?

2. Sera que o vinho é bom para o coragdo? Ha a convicgdo de que o consumo moderado de
vinho ajuda a prevenir ataques cardiacos. Na tabela seguinte apresentamos, para 19 paises
desenvolvidos, alguns valores respeitantes ao consumo anual de vinho (litros de alcool obtidos a
partir do consumo de vinho, por pessoa) e a taxa de mortes anuais por doengas cardiacas

(mortes por 100000 pessoas):

Pais Alcool Taxa mortes | Pais Alcool Taxa mortes
Australia 2.5 211 Holanda 1.8 167
Austria 3.9 167 N.Zelandia | 1.9 266
Bélgica 29 131 Noruega 0.8 227
Canada 2.4 191 Espanha 6.5 86
Dinamarca 2.9 220 Suécia 1.6 207
Finlandia 0.8 297 Suica 5.8 115
Franca 9.1 71 R. Unido 1.3 285
Islandia 0.8 211 EUA 1.2 199
Irlanda 0.7 300 Alemanha 2.7 172
Italia 7.9 107

A partir dos dados anteriores, qual a resposta que daria a questdo em estudo?
3. A tabela seguinte compara a previsdo do tempo e o tempo que se verificou na realidade,

durante o periodo de 1 ano (De Veaux, 2004):
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Tempo verificado

o Choveu N&o choveu
fg Chove 27 63

[0

a Nao chove 7 268

a) Qual a percentagem de dias em que choveu?

)
b) Qual a percentagem de dias em que estava prevista chuva?
c) Qual a percentagem de vezes em que as previsdes estiveram correctas?
d) Acha que, de um modo geral, as previsdes acertaram? Explique porqué.4
4. Uma empresa fez o rastreio da tensdo arterial aos seus colaboradores, tendo obtido os

seguintes resultados (De Veaux et al, 2004):

Idade
Abaixo dos 30 Entre 30 e 49 Acima dos 50

_| Baixa 27 37 31
8 8

2 &| Normal 48 91 93
o
- ©

Alta 23 51 73

a) Determine a distribuicdo marginal da tenséo arterial;
b) Determine a distribuicdo marginal da tenséao arterial, dentro de cada classe etaria;
c) Compare graficamente essas distribuigoes;

Sugestdo: Com o Excel obtenha uma representagao do tipo:
100
s
&0

LLES O Ala
n."i: B0
50 W Mormal
qi .
20 B Baixa

2
10
o —L 1

Ak-aixo dar 30 Entre 30 od9 Acimadaor 50

Clarre ctdria

d) Comente a associagao entre a tensao arterial e a idade;
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Capitulo 3

Caracteristicas amostrais

3.1 - Introducgéo

Vimos no capitulo anterior, alguns processos de resumir a informacao contida nos dados,
utilizando tabelas e graficos. Veremos neste capitulo, um outro processo de resumir essa
informacao utilizando determinadas medidas, calculadas a partir dos dados, que se chamam

estatisticas.

Das medidas ou estatisticas que iremos definir, para caracterizar os dados, destacam-se as
medidas de localizagdo, nomeadamente as que localizam o centro da amostra, e as medidas de

disperséo, que medem a variabilidade dos dados.

Observemos que ao resumir a informacdo contida nos dados na forma de alguns numeros,
estamos a proceder a uma redugao "drastica”" desses dados. Assim, aquelas medidas devem ser
convenientemente escolhidas, de modo a representarem o melhor possivel o conjunto de dados
que pretendem sumariar. Como veremos, definiremos varias medidas possiveis, mas nao
poderemos dizer, de uma forma geral, que uma € melhor do que outra, ja que a sua utilizagdo
depende do contexto e da situacdo em que necessitam de ser calculadas e como vao ser

utilizadas.

Serd mesmo necessario utilizar os dois tipos de medidas, isto é de localizagdo e de disperséo,

para caracterizar um conjunto de dados? O exemplo seguinte procura responder a esta questao.

Exemplo 1 - Dois alunos do 7° ano obtiveram as seguintes notas no 3° periodo:

Pedro 4 3 3 3 3 3 4 3 4 3
Jodo 5 2 2 3 4 3 5 3 3 3

O Pedro e o Joao tiveram a mesma média de 3.3, mas o Jodo nao transitou de ano, pois teve
duas negativas. Quer dizer que utilizamos uma medida de redugéo dos dados, a média, que nao é
suficiente para caracterizar e diferenciar os dois conjuntos de dados. Efectivamente, se
representarmos num diagrama de caule-e-folhas os dois conjuntos, obtemos duas representacdes
com aspecto diferente, ja que na segunda representagéo se verifica uma maior variabilidade, isto

€, os dados estao mais dispersos:

3| 3333333 2 | 22

4| 444 3| 33333
4| 4
5| 55
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Para definir as medidas que véao ser utilizadas para resumir a informagao contida nos dados, e
lembramos mais uma vez que estamos na fase da analise estatistica conhecida por Estatistica
Descritiva, utilizamos a seguinte notagédo para representar a amostra

Xy Xop Xgy vy X,

onde x,, X,,...., X, representam, respectivamente, a 1% observagéo, a 2% observagéo, a n-esima

n’

observagao, a serem recolhidas para constituir uma amostra de dimensao n. Esta notagcdo nao

pressupde uma ordenagao.

3.2 - Medidas de localizacao

De entre as medidas de localizagdo, merecem destaque especial as que localizam o centro de
uma amostra. Vimos no capitulo anterior, que uma representagdo grafica adequada para um
conjunto de dados continuos era, por exemplo, o histograma. Vimos também que um histograma
pode ter varios aspectos, nomeadamente pode apresentar uma forma simétrica ou enviesada. No
caso particular do histograma ser perfeitamente simétrico, ndo haveria duvida em dizer qual o

centro dessa distribuigcéo:

f

Centro
No entanto, a situagao anterior, a existir, € muito rara, pois devido a aleatoriedade presente nos
dados, os histogramas ndo apresentam aquele aspecto. Por outro lado, quando o histograma é
enviesado, a situagao ainda se torna mais complicada, pois é dificil dizer o que € o centro. Existem
entdo, varios processos para definir o centro, cujas medidas ndo dao necessariamente 0 mesmo

resultado. Destas medidas destacamos a media e a mediana, a definir seguidamente.

3.2.1 - Média

A média amostral ou simplesmente média, € a medida de localizagdo do centro da amostra, mais
vulgarmente utilizada. Representa-se por X e calcula-se utilizando o seguinte processo:
e Somam-se todos os elementos da amostra;

¢ divide-se o resultado da soma, pelo numero de elementos da amostra.

Utilizando a notagao introduzida anteriormente para representar a amostra, a média obtém-se a

partir da expressao:
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n

X = 12—

n

E se os dados se encontram agrupados?
Neste caso podem-se verificar duas situacdes:

» Os dados séo discretos e as diferentes classes sdo os diferentes valores que surgem na

amostra. Entdo ainda se pode calcular a média a partir da expressao

onde: k € o numero de classes do agrupamento
n, € a frequéncia absoluta da classe i

y, € 0 ponto correspondente a classe i

» Os dados sao discretos ou continuos e as classes sao intervalos. Entdo ja ndo temos um

valor exacto para a média, mas sim um valor aproximado, o qual é dado pela expressao

k
2ny;
i=1

n

X =

onde: k € o nimero de classes do agrupamento
n, é a frequéncia absoluta da classe i

y, € o ponto medio da classe i, 0 qual & considerado como elemento representativo
da classe.

A média serd sempre uma medida representativa dos dados?
Ao determinar a média dos seguintes dados

124 135 136 112 151 106 124 143 1135
obteve-se o valor X = 24.1.

Embora todos os dados, menos um, estejam no intervalo [10.6, 15.1], o valor obtido para a média
esta "bem afastado" daquele intervalo! Uma medida que se pretendia representativa dos dados,
nao esta a conseguir esses objectivos, pois se nos disserem que um conjunto de dados tem média

24 .1, imediatamente pensamos em valores que nao se afastem muito deste valor.

O que acontece € que a média é muito sensivel a valores muito grandes ou muito pequenos,

dizendo-se que € uma medida pouco resistente.

No caso do exemplo foi o valor 113.5 que inflacionou a média. Além disso temos alguma razao

para pensar que pode ter havido um erro ao digitar o valor 113.5, digitando um 1 a mais! E se em
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vez de 113.5 o valor correcto fosse 13.5, qual o valor da média? Neste caso para a média dos
seguintes dados
124 135 136 112 151 106 124 143 135

obteve-se o valor X = 13.0, significativamente diferente do obtido no caso anterior!

Sendo a média uma medida tdo sensivel aos dados, € preciso ter cuidado com a sua

utilizacdo, pois pode dar uma imagem distorcida dos dados que pretende representar!

A média da uma boa indicagdo do centro da amostra quando a distribuicdo dos dados for
aproximadamente simétrica. Alias, a sua “popularidade esta associada ao facto de quando a
distribuicdo dos dados é “normal” (o histograma correspondente tem a forma aproximada de um
sino), entdo a melhor medida de localiza¢do do centro € a média. Ora sendo a Distribuicao Normal
(como se vera posteriormente, no moédulo das distribuicbes) uma das distribuigbes mais
importantes e que surge com mais frequéncia nas aplicagbes, esse facto justifica a grande
utilizagdo da meédia. Esquematicamente podemos posicionar a média da forma que se segue,

tendo em conta a representagao grafica na forma de histograma:

média médlia

No histograma do lado esquerdo temos uma figura aproximadamente simétrica, pelo que o centro
estd bem definido. No histograma do centro o enviesamento para a direita provoca uma
deslocacéo da média para a direita; finalmente no histograma da direita o enviesamento provoca

uma deslocacdo da média para a esquerda.

Exemplo 2 - Considerando os valores 2, 3, 3 e 4, fomos construir um diagrama de barras e
posicionar a média e posteriormente alteramos um desses valores para estudar o comportamento

da média.

E interessante verificar que um diagrama de barras (ou histograma) se comporta como um
balancé, em que o ponto de apoio € a média. Ao contrario da mediana, como se vera adiante, a

percentagem de elementos para um e outro lado da média ndo é necessariamente igual a 50%.
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Obzervagdez2 3,3, 4
hiédia =3

l_n“
COnmtm
e
-u s

Obzervaglez2 3,3, 6
hiédia = 3.5

et
3
=t

Chservagdes 2, 3,3, 8
Média = 4

2 3 + 56 7
A média tem uma outra caracteristica, que torna a sua utilizagdo vantajosa em certas aplicagbes:
quando o que se pretende representar € a quantidade total expressa pelos dados, utiliza-se a

média. Na realidade, ao multiplicar a média pelo nimero total de elementos, obtemos a

quantidade pretendida!

Tenho algumas ecanami.as .em.4 Para que figuem todos sa-
bancos, que .pretendcu diztribwir tisfeitos, dé & cada um a
pelos meus filhos, Qual o melhar média dessas quantias!
processa?

Pode-se sempre calcular a média?

Chamamos a atengdo para que com dados de tipo qualitativo ndo tem sentido calcular a média,
mesmo que os dados sejam numeros. Se, por exemplo, temos um conjunto de “1’s” e “2’s” para
representar as classes da variavel sexo, em que se utilizou o 1 para representar o sexo masculino
e 0 2 para o sexo feminino (variavel codificada), ndo tem qualquer significado calcular a média

daquele conjunto de dados.

Vamos ver de seguida uma outra medida de localizagdo do centro da amostra, alternativa a

média, e que é a mediana.
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3.2.2 - Mediana

A mediana é uma medida de localizagéo do centro da distribuicdo dos dados, definida do seguinte
modo: ordenados os elementos da amostra, a mediana é o valor ( pertencente ou ndo a amostra),
que a divide ao meio, isto €, 50% dos elementos da amostra sdo menores ou iguais a mediana e

os outros 50% s&o maiores ou iguais a mediana.

Para a determinagéo da mediana utiliza-se a seguinte regra, depois de ordenada a amostra de n

elementos:

e Sen éimpar, a mediana é o elemento central;

e sen é par, a mediana é a semi-soma dos dois elementos centrais.

Dado um histograma é facil obter a posicdo da mediana, pois esta esta na posicdo em que
passando uma linha vertical por esse ponto o histograma fica dividido em duas partes com areas

iguais.

meu:lﬂ!;na medgna mec&ana
Exemplo 3 - Considere o seguinte conjunto de notas de um aluno de Quimica da FCL:
10 10 10 11 11 11 11 12
A média e a mediana deste conjunto de dados sao, respectivamente,
X =10.75 e m=11
Admitamos que uma das notas de 10 foi substituida por uma de 18. Entao neste caso a mediana

continuaria a ser 11, enquanto que a média subiria para 11.75!

Como medida de localizagdo, a mediana € mais resistente do que a média, pois ndo é tao sensivel

aos dados!

Entdo qual destas medidas é preferivel? Média ou mediana?

¢ Quando a distribuicdo é simétrica, a média e a mediana coincidem.
¢ A mediana nao é tdo sensivel, como a média, as observagbes que sdo muito maiores ou muito
menores do que as restantes (outliers). Por outro lado, a média reflecte o valor de todas as

observagdes.

Assim, ndo se pode dizer, em termos absolutos, qual destas medidas é preferivel, dependendo do

contexto em que estdo a ser utilizadas.
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Resumindo, como a média é influenciada quer por valores muito grandes, quer por valores muito
pequenos, se a distribuicdo dos dados for enviesada para a direita (alguns valores grandes como
outliers), a média tende a ser maior que a mediana; se for aproximadamente simétrica, a média
aproxima-se da mediana e se for enviesada para a esquerda (alguns valores pequenos como
outliers), a média tende a ser inferior a mediana. Representando as distribuicbes dos dados (esta
observagédo é valida para as representagdes graficas na forma de diagrama de barras ou de

histograma) na forma de uma mancha, temos, de um modo geral:

média = mediana média > mediana média < mediana

Observe-se que o simples calculo da média e da mediana nos pode dar informagéo sobre a forma

da distribuicdo dos dados.

Observagao: O calculo da mediana pode ser feito a custa da nogédo de profundidade, como

exemplificamos no capitulo anterior.

Pode-se sempre calcular a mediana?

Para dados de tipo qualitativo pode-se calcular a mediana desde que esteja subjacente uma

hierarquia nas diferentes classes ou modalidades que a variavel pode assumir.

Exemplo 4 - Num posto médico ha 10 funcionarios sendo 4 auxiliares de enfermagem (AE), 3
enfermeiros de 22 classe (E2), 2 enfermeiros de 12 classe (E1) e uma enfermeira chefe (EC). A
mediana deste conjunto de observacdes € “enfermeiro de 22 classe”, pois podemos estabelecer

uma hierarquia entre as categorias obtendo a amostra ordenada
AE AE AE AE E2 E2 E2 E1 E1 EC
mediana

Exemplo 5 - Os salarios dos 160 empregados de uma determinada empresa, distribuem-se de

acordo com a seguinte tabela de frequéncias:

Salario (euros) | [500, 600[ [600, 700[ [700, 800[ [800, 900[ [900,1000[ [2000, 2100]]
N° empregados 24 56 43 23 12 2

Calcule a média e a mediana e comente os resultados obtidos.
Calculo da média:
X = (550 X 24 +650 x 56 + ...+ 950 x 12 + 2050 x 2)/ 160
=730,6
Calculo da mediana:
Calculando as frequéncias relativas e somando, verificara que a soma das duas primeiras
classes € 0,5, pelo que podemos considerar como valor aproximado para a mediana
m = 700
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A média é superior a mediana, pois 2 dos valores do conjunto de dados sdo muito grandes,
quando comparados com os restantes, tendo assim inflacionado a média. A mediana da-nos uma

ideia mais correcta do nivel dos salarios.

A mediana divide a area do histograma em duas partes iguais. A média indica o “ponto de
balango” do histograma, isto €, tem em linha de conta tanto a area das barras, como as suas

distancias ao centro.

No exemplo anterior fomos calcular as areas dos rectangulos ou partes, para cada lado da linha
vertical que passa pela média e multiplicamos pelas distancias a média (consideramos como
distancia de um rectadngulo a média, a distancia entre o ponto médio da sua base e a média) e

somamos de forma conveniente os resultados, como se apresenta a seguir:

[500, 600[ [600, 700[ [700, 730,6[|[730,6, 800[ [800, 900[ [900,1000[ [2000,2100[
lArea rect ou parte| 15 35 8,22375 18,65125 14,375 7,5 1,25
Distancia 180,6 80,6 15,6 34,7 119,4 219,4 1319,4
Areaxdistancia 2709,0 2821,0 128,3 647,2 1716,4 1645,5 1649,3
5658 5658

Assim se compreende que num histograma, quanto mais uma das suas barras estiver afastada

das outras, mais influenciara que o centro se desloque na sua direcgao.

3.2.3 — Quantis. Quartis e quartos

Generalizando a nogédo de mediana m, que como vimos anteriormente é a medida de localizagéo

tal que 50% dos elementos da amostra s&o menores ou iguais a m, e os restantes elementos sédo
maiores ou iguais a m, temos a nogao de quantil de ordem p, com 0<p<1, como sendo o valor Qp

tal que 100p% dos elementos da amostra sé&o menores ou iguais a Qp e os restantes 100(1-p)%

elementos da amostra s&o maiores ou iguais a Qp.
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Tal como a mediana, o quantil de ordem p, Qp, € uma medida que se calcula a partir da amostra

ordenada. Para facilitar a sua obtengdo vamos considerar a seguinte notagdo, ja utilizada

anteriormente, para a amostra ordenada

ordenar

(Xlx sz X3, ey Xn) (X1:n1 X2:ns X3y« ey Xn:n)
Com esta notacéo, a obtengéo do quantil de ordem p faz-se da seguinte forma:
(X se np ndo € inteiro

13 (x,,+X_..)  senpinteiro

onde representamos por [a] a parte inteira de a.

Aos quantis de ordem 1/4 e 3/4 damos respectivamente o nome de 1° quartil e 3° quartil, como ja

vimos no capitulo anterior.

Exemplo 6 - Tendo-se decidido registar os pesos dos alunos de uma determinada turma de
Matematica do 12° ano, obtiveram-se os seguintes valores (em kg):

52 56 62 54 52 51 60 61 56 55 56 54 57 67 61 49
Um aluno com o peso de 62kg pode ser considerado "normal”, isto €, nem demasiado magro, nem
demasiado gordo?

Ordenando a amostra anterior, cuja dimensao € 16, temos
49 51 52 52 54 54 55 56 56 56 57 60 61 61 62 67
Para a obtenc¢éo dos quartis consideramos:

16 x 1/4=4 de onde Q,,=(X,.46X516)2 = 53

16 x 3/4 =12 de onde Q,,=(X19:461X43.46)/2 = 60.5

Um aluno com o peso de 62 Kg é um bocado “forte”, pois s6 25% dos alunos € que tém um peso
superior ou igual a 60.5 Kg.

Outras medidas de localizagéo, ja consideradas no capitulo anterior, sdo as letras-resumo, das

quais se destacam os quartos, que dao informagao em tudo semelhante aos quartis.

3.2.4 - Médias aparadas e trimédia

Vimos nas secg¢des anteriores duas medidas de localizagdo do centro da amostra, nomeadamente
a média e a mediana. Dissemos que a média é muito sensivel a valores muito grandes ou muito
pequenos, sendo portanto uma medida pouco resistente. Ao contrario a mediana € uma medida
resistente, pois ndo é sensivel aos outliers. No entanto a mediana nao representa, tdo bem como
a média, a totalidade dos dados. Seria entdo desejavel arranjar uma solugdo de compromisso

entre estas duas medidas. Surge assim o conceito de média aparada.

Obtém-se uma média aparada, eliminando igual nimero de observagbes em ambos os extremos
da amostra ordenada, onde, se existirem, se situam os outliers, e calculando a média com os

restantes elementos.



Introdug&o a Probabilidade e a Estatistica 90
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Quantos elementos é que se devem eliminar de cada um dos extremos?

N&o existe uma regra fixa, pois depende nomeadamente do numero de outliers existentes. Uma
escolha que se costuma fazer é eliminar 10% dos elementos da amostra em cada extremo,
resultando num total de 20% de elementos eliminados. Quando a percentagem n&o der um valor

inteiro, considera-se o maior inteiro contido no valor obtido.

Exemplo 7 - Para os conjuntos A e B calcule a média, a mediana e a média aparada.

A B A B
198 198 161 96
175 175 Ordenagao 168 161
184 184 175 168
196 196 184 175
168 168 184 184
161 161 185 184
185 185 196 185
184 184 198 196
235 235 235 198
289 96 289 235

Média Mediana Média aparada
Conjunto A: 197.5 184.5 190.6
Conjunto B: 178.2 184 181.4

Outra medida resistente de localizagdo, além da mediana e da média aparada, é a trimédia,

definida por
. , 1 . . 1 . 1 .
Trimédia = Z (quarto inferior) + P (mediana) + Y (quarto superior)

3.2.5-Moda

Para um conjunto de dados, define-se moda como sendo o valor que surge com mais frequéncia,
se os dados séao discretos, ou o intervalo de classe com maior frequéncia, se os dados sao

continuos.

Assim, das representacdes graficas adequadas, para cada um destes tipos de dados, obtém-se

imediatamente o valor que representa a moda ou a classe modal.

Esta medida é especialmente Util para reduzir a informagao de conjuntos de dados qualitativos,
portanto apresentados sob a forma de nomes ou categorias, para os quais ndo se pode calcular a

média e por vezes a mediana ( se ndo forem susceptiveis de ordenagao).
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Exercicios

1 - Considere os seguintes conjuntos de numeros:

12345 23456 35791
Para cada um destes conjuntos calcule a média. Identifique qual a relagdo existente entre os
conjuntos e diga como poderia obter a média dos dois Ultimos conjuntos, a partir da média do
primeiro conjunto.

2 - Considere os seguintes diagramas de barras:

Para cada um deles assinale a posi¢ao da média.

3 - Faga o mesmo que no exercicio anterior para os seguintes diagramas de barras:

1 — ] e

Se as barras representarem criangas, em que as frequéncias absolutas sdo os respectivos pesos
e o eixo horizontal a tdbua de um balancé, o que representa o ponto onde marcou a média,
relativamente ao balancé, se este estiver em equilibrio?

4 - Considere os seguintes diagramas de barras:

e L I R I}
T T T

o S I ) = ]
—

[, [

2 6 7 = o1 2
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T

1
o1 2 3 4 5 6 7 8
Para cada um deles assinale a posi¢do da média e da mediana. O que conclui?
5 - Numa sala de aulas de 21 alunos, 20 desses alunos tém em média a altura de 145 cm. Se o
outro aluno, que no dia em que se fez as medigbes das alturas tinha faltado, tiver de altura 150,
qual é a altura média da turma?
6 - Numa sala de aulas de 21 alunos, 20 desses alunos tém em média a altura de 145 cm. Qual
deve ser a altura do outro aluno, que no dia em que se fez as medigbes das alturas tinha faltado,
para que a altura média da turma aumente de 1 cm?
7 - Num ponto de Matematica com 5 questdes, cada uma valendo 4 valores, verificaram-se os

seguintes resultados:
5% dos alunos tiveram 0

10%" " " 4
25%" " " 8
40% " " 12
15% " " 16
5% " " 20

a) Se o teste foi realizado por 10 alunos, qual a pontuagdo média obtida?

b) Se o teste foi realizado por 20 alunos, qual a pontuagdo média obtida?

c) Sera que pode calcular a média sem saber o niumero de alunos? Deduza uma expresséo para o
calculo da média, quando os dados estdo agrupados e se tem a frequéncia relativa de cada valor.
d) Qual o valor da mediana?

8 - Considere os seguintes diagramas de caule-e-folhas:

7 7
6 6
52 4 5 24 5 6
0123456172829 012345672829
7 7
6 6
2 45 4 2 456 4
01234 5673829 012345672829 90

Para cada um dos conjuntos de numeros representados anteriormente, calcule a média e a
mediana.

Obs: 1) Nas representacdes anteriores desenharam-se os tracos que separam os caules das
folhas horizontalmente, o que torna a representagao em caule-e-folhas semelhante ao histograma.
2) Na ultima representagéo de caule-e-folhas, utilizou-se uma notagéo diferente da habitual, pois
um dos valores do correspondente conjunto de dados é muito maior do que os outros, optando-se

por interromper o trago que separa os caules das pétalas.
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9 - O histograma seguinte representa as notas da prova especifica de uma amostra de alunos que
entraram para a Faculdade de Ciéncias, no ano lectivo de 92/93. Cerca de 1% dos alunos tiveram

nota inferior a 10.
TE ........................................
74

39 .................

24 05 .

o 10 25 40 a0 B0 70 100 notas
Relativamente a amostra considerada:
a) Qual a percentagem de alunos com notas da prova especifica
i) Entre 10 e 257
ii) Entre 25 e 507
iii) Superior a 507
b) Havera mais alunos com nota entre 40 e 50, ou entre 25 e 407? Justifique.
c¢) Indique um valor aproximado para a média.

d) Indique um valor aproximado para a mediana.
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3.3 - Medidas de disperséo

Um aspecto importante no estudo descritivo de um conjunto de dados, é o da determinacao da
variabilidade ou dispersdo desses dados, relativamente a medida de localizagdo do centro da
amostra. Efectivamente as medidas de localizagdo que estudamos, ndo sdo suficientes para

caracterizar completamente um conjunto de dados.

Considerem-se os trés conjuntos de dados:

Conjunto 1 15 15 15 15 15
Conjunto 2 10 13 15 17 20
Conjunto 3 0 7 15 23 30

Embora tenham a mesma média, mediana e média aparada, tém um aspecto bem diferente no

que diz respeito a variabilidade.

L
15
t o o
10 15 15 17 20
a u o u o
n 7 15 23 30

Como a medida de localizagdo mais utilizada € a média, sera relativamente a ela que se define a
principal medida de disperséo - o desvio padréo, apresentado a seguir. Comegamos, no entanto,

por definir varidncia, que serve de base a definicdo de desvio padrao.
3.3.1 - Variancia

A . 2 . .
Define-se a variancia e representa-se por s , como sendo a medida que se obtém somando os
quadrados dos desvios das observacoes relativamente a média, e dividindo pelo niumero de

observagdes menos uma:

n

> (% —%)?

_ =1

n-1

Quais as raz6es que nos levam a considerar aquela definicdo para a varidncia?

¢ Se afinal pretendemos medir a dispersdo relativamente a média, porque é gue ndo somamos

simplesmente os desvios, em vez de os quadrar?

O que acontece é que a soma dos desvios é igual a zero, pois os desvios positivos estdo a

cancelar com os desvios negativos,

- X)+ .+ (x - X)=0!

(X, = X) + (X, - X)+ (%, .

2

Poderiamos ter utilizado modulos, para evitar que os desvios positivos cancelassem com os

desvios negativos, mas € mais facil trabalhar com os quadrados, do que com os mdédulos!
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¢ E entdo porque é que em vez de dividirmos por n, gue € o niumero dos desvios, dividimos por

(n-1)?

Na realidade, s6 aparentemente é que temos n desvios independentes, isto &, se calcular (n-1)
desvios, o restante fica automaticamente calculado, uma vez que a sua soma é igual a zero, como
vimos no paragrafo anterior. Costuma-se referir este facto, dizendo que se “perdeu” um “grau de
liberdade”.

Uma vez que a varidncia envolve a soma de quadrados, a unidade em que se exprime ndo € a
mesma que a dos dados. Assim, para obter uma medida da variabilidade ou dispersdo com as
mesmas unidades que os dados, tomamos a raiz quadrada da variancia e obtemos o desvio

padrao.

3.3.2 - Desvio padréo

Pelas razdes apontadas anteriormente, a medida de dispersdo que se costuma utilizar € o desvio

padréo, que se representa por s e € a raiz quadrada da variancia:

n

> (x, -X)

i=1

n-1

S =

O desvio padrdo é uma medida que s6 pode assumir valores ndo negativos e quanto maior

for, maior sera a disperséo dos dados.

Relativamente aos trés conjuntos de dados apresentados no inicio do estudo das medidas de

dispersao, verificamos que:

- o conjunto 1 apresenta um desvio padrao igual a zero, como seria de esperar, pois se 0s
valores s&o todos iguais, a dispersao € nula;

- os conjuntos 2 e 3 apresentam um desvio padrao igual, respectivamente, a 3.8 e 12.0.

O desvio padrao, da mesma forma que a média, € muito sensivel a presenga de outliers, sendo
portanto uma medida de dispersdo pouco resistente. Assim, um valor grande para o desvio
padrdao, pode ser devido a uma grande variabilidade nos dados, ou entdo a uma pequena

variabilidade, mas a existéncia de um ou mais outliers.

Propriedade para dados com distribuicdo aproximadamente normal:

Uma propriedade que se verifica se os dados se distribuem de forma aproximadamente normal, ou
seja, quando o histograma apresenta uma forma caracteristca com uma classe média
predominante e as outras classes distribuindo-se a volta desta de forma aproximadamente

simétrica e com frequéncias a decrescer a medida que se afastam da classe média, é a seguinte:
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% Aproximadamente 68% dos dados estdo no intervalo [X- s, X+ s]
(%2 3
X+3
pey "
- ‘?"‘? = x
&) o sy Sy =

X

ﬁi‘%;\

.
*

E3% dos dados

»  Aproximadamente 95% dos dados est&o no intervalo [X- 2s , X+ 2s]

95% dos dados

K2

% Aproximadamente 100% dos dados est&o no intervalo [X- 3s , X+ 3s];

Como se depreende do que atras foi dito, se os dados se distribuem de forma aproximadamente

normal, entdo estdo praticamente todos concentrados num intervalo de amplitude 6 vezes o

desvio padrao: quanto menor for o desvio padrao, mais concentrada € a distribuicdo dos dados.

Exemplo 8 - Perguntou-se o prego da "bica" em 5 cafés, tendo-se obtido os seguintes valores:

50 55 55 55 57.5 60

Calculando a média e o desvio padrao daqueles valores, obtém-se:

%= 50+55+55+55+57.5+60_
6
Sz_ (50 — 55.4)2 +36(55— 55.4)2 +(57.5- 55.4)2 + (60 — 55.4)2
5
=10.16
de onde s=3.19

Estes valores significam que, mais de dois tergos das vezes, o prego da bica esta no intervalo

(52.2, 57.6). Obtivemos o intervalo anterior subtraindo e adicionando o valor do desvio padrao a

meédia.
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Exemplo 9 - O que mede o desvio padrdo? Que tipo de variabilidade? (The standard deviation:

some drawbacks of an intuitive approach - Teaching Statistics, vol 7, n.3, 1985)

A variabilidade apresentada por um conjunto de observac¢des pode-se interpretar como:
- uma medida da diferencga entre as obervacdes, umas relativamente as outras;

- uma medida da diferenga entre as observagdes relativamente a uma medida padréo.

A seguinte experiéncia da conta de que nem sempre o desvio padrao € entendido pelos alunos

como uma medida da variabilidade relativamente a média.

Consideremos dois conjuntos formados cada um por dois blocos: no 1° conjunto os blocos tém

altura 45 e 50 cm. No 2° conjunto as alturas dos blocos sdo 5 e 10 cm:

zal dos conjuntos apresenta maior
variahilidade?

Az respostas apresentadas por um
conjunto de 154 estudantes, foram:
- maiarvariab. 0 A-11%

- maiorvariab. 0 B - 69%
-amesmavariab, - 20%

A E
Apresentou-se seguidamente aos mesmos alunos outros dois conjuntos C e D. No conjunto C os
blocos tém alturas 10, 20, 30, 40, 50 e 60 cm; no conjunto D ha 3 blocos de altura 10 cm e outros

3 blocos de altura 60 cm:

zal dos conjuntos apre-
senta maiorvariahilidade’?

Az respostas apresenta-
das pelo conjunto de 154
estudantes, foram:

- maiorvariab. 0 G- 0%
- maiarvariah. 0 D - 36%
- amesmavariab, - 14%

i L

Comentario: o resultado da experiéncia mostra que intuitivamente os estudantes entendem, de
um modo garal, a variabiliadde em termos de "mais ou menos iguais uns relativamente aos
outros", independentemente de considerarem um ponto padrao como referéncia, nomeadamente a

média.
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Assim para visualizar convenientemente o conceito de variabilidade medida pelo desvio padrao,
apresentam-se diagramas de barras. A partir destes graficos os estudantes podem ver que a

variabilidade das alturas pode ser expressa em termos dos desvios relativamente a média:

Freg.abs. Freg.abs.
3 1 3 7
27 27
i |_| l -—l—l
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
A B
Freqg.albs. Freqg.albs.
3 1 3 1
27 27
i l l l I I l i
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
C D

Pedindo para calcular o desvio padrédo das alturas de cada um dos conjuntos os estudantes
facilmente verificam que:

desvio padrao de A = desvio padrao de B

desvio padrao de C < desvio padrédo de D
Confrontados com os resultados intuitivos, os estudantes concluem que o desvio padréo é uma

medida muito especifica da variabilidade.

Expresséo alternativa para o calculo da variancia:

A partir da expressao que define a variancia, pode-se deduzir sem dificuldade uma expressao
mais simples para o seu calculo, assim como o do desvio padrdo, e que é a seguinte:

>

2 n _
s == —. —X

n-— n-

n

Observacao: Por vezes, devido a erros de arredondamento, a férmula anterior da um valor
negativo para a variancia, pelo que é necessario ter cuidado!
3.3.3 - Amplitude inter-quartil

A medida mais simples para medir a variabilidade é a amplitude, que se representa por um R

(range) e se define como a diferenga entre 0 maximo da amostra e o minimo:
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R = maximo - minimo

A medida anterior tem a grande desvantagem de ser muito sensivel a existéncia, na amostra, de
uma observagado muito grande ou muito pequena. Assim, define-se uma outra medida, a amplitude
inter-quartil, que €, de certo modo, uma “solugdo de compromisso”, pois nao é afectada, de um
modo geral, pela existéncia de um numero pequeno de observacdes demasiado grandes ou

demasiado pequenas. Esta medida é definida como sendo a diferenca entre os 1° e 3° quartis:
amplitude inter-quartil= 3° quartil - 1° quartil
ou, utilizando a notagao ja introduzida,

amplitude inter-quartil = Q,,, - Q, ,

Do modo como se define a amplitude inter-quartil, concluimos que 50% dos elementos no centro
da amostra, estdo contidos num intervalo com aquela amplitude. Esta medida ja foi, alias, utilizada
na construgdo da box-plot. Esta medida é ndo negativa e sera tanto maior quanto maior for a

variabilidade nos dados.

Mas, ao contrario do que acontece com o desvio padrdo, uma amplitude inter-quartil nula, nao
significa necessariamente, que os dados ndo apresentem variabilidade. Por exemplo, o seguinte
conjunto de dados

10 20 30 30 30 30 30 30 40 50

tem desvio padrao igual a 10.5 e amplitude inter-quartil igual a zero.
Qual das medidas de disperséo utilizar? Desvio padrdo ou amplitude inter-quartil?

Do mesmo modo que a questdo foi posta relativamente as duas medidas de localizagdo mais
utilizadas - média e mediana, também aqui se pode por o problema de comparar aquelas duas

medidas de dispersao.

1 - A amplitude inter-quartil € mais resistente, relativamente a presenca de outliers, do que o

desvio padrdo, que é mais sensivel aos dados. Por outro lado, a amplitude inter-quartil nao

reflecte o conjunto de todos os dados, como o desvio padrao.

2 - Para uma distribuicdo dos dados aproximadamente normal, verifica-se a seguinte relagao
amplitude inter-quartil = 1.3 x desvio padrao

3 - Se a distribuigéo € enviesada, ja ndo se pode estabelecer uma relagéo analoga a anterior, mas

pode acontecer que o desvio padrao seja muito superior a amplitude inter-quartil, sobretudo se se

verificar a existéncia de "outliers".

3.3.4 - Dispersao relativa

De um modo geral verifica-se que a variabilidade presente num conjunto de dados aumenta com a
localizagdo. Por exemplo se pretendemos comparar varios conjuntos de dados, uma maneira

possivel é utilizar as box-plot paralelas. Quando faldmos nesta representagdo aconselhamos a
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dispor as amostras por ordem crescente da mediana (localiza¢ao), verificando-se normalmente
que os comprimentos das caixas também cresciam com a mediana. Assim, para compararmos
conjuntos de dados diferentes, convém utilizar uma medida, que dé uma ideia da variabilidade
relativamente a localizagdo. Uma medida que se costuma utilizar e que dé a disperséo relativa é o
chamado coeficiente de disperséo ou coeficiente de variagdo:

S
coeficiente de dispersdo = —
X

Ao coeficiente anterior, quando expresso em percentagem, da-se o nome de coeficiente de

variagéo.

Exercicios

1 - Suponha que adicionou 100, a cada um dos valores de uma amostra. O que acontece:

a) ao desvio padrao?

b) a amplitude inter-quartil?

¢) a amplitude?

d) a média?

e) a mediana?
E se em vez de adicionar 100, multiplicar por 100? Generalize as conclusdes anteriores para uma
constante k qualquer.
2 - Suponha que obteve o valor -40.5 para a variancia. O que conclui?
3 - Suponha que a amplitude de uma amostra € 105.4, e que ao calcular o desvio padrao obteve o
valor 160.6. O que conclui?
4 - Suponha que os resultados de um teste de Matematica, em duas turmas, uma de rapazes e
outra de raparigas, se distribuem aproximadamente segundo uma normal. Nesse teste, enquanto
que as raparigas tiveram em média 55 pontos, os rapazes tiveram 50. Para ambas as distribui¢bes
o desvio padréo foi de 10.
a) Qual o valor aproximado para a percentagem de raparigas com nota superior a 75 pontos?
b) Qual o valor aproximado para a percentagem de rapazes com nota inferior a 50 pontos? E a 40
pontos?
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Utilizacdo do Excel na obtencéo das estatisticas descritivas

A utilizagdo do Excel no célculo das estatisticas descritivas ndo apresenta qualquer dificuldade, como exemplificamos a

seguir.

Exemplo — Considere os seguintes dados que representam as notas obtidas por 30 estudantes num teste de Estatistica:

12 15 10
14 13 10
8 10 1"

Utilizando o Excel, calcule a média, variancia, desvio padrao e quartis e amplitude inter-quartil.

9 6 8 10 13
12 11 14 12 13
12 14 15 13 12

Inserimos os dados nula folha de Excel e depois utilizamos as fun¢des apropriadas:

=

=

12 11
10 9
10 11

1=

AB|CIDIE F|IGH[I]|J zi B C ] = B C D

1 (1245108 & & 10131211 5 média = =AYERAGE(A1:.3) 5 média = 11,3
2 (14431012 11 14 1213109 5 mediana = | =MEDIARNCLA1 3] 5] mediana = 115
3 |8 01112141513 1210 11 |= 7 17 guartil = =QUARTILE(A1:.J31) i 1% gquartil= 10
4[4[ [m]sSheet1 { | <] Ev|l 2 | B | =0 cuarti= —GUARTILE(SZ: 043 8 | =oquarti= 13
g waridnoia = =VARIATI3) =] varidncia = 4.5
10 |Des. padréo = =STDEV(A1:)3) 10 Des. padrdo= 2.2

11 Smp g = | =08-07 . 11 Amp g = 3 Iﬂ

I;rilblblhﬁheeu,{’lqg ﬂd CIRNCITINCT KN N AN 7

Uma alternativa para o calculo da mediana, é através da fungédo Quartili(A1:J3;2).

O Excel dispde ainda de uma fungéo que se obtém seleccionando Tools — data Analysis — Descriptive Statistics, onde se
acede a uma janela em que inserimos os enderecos das células com os dados, que devem estar numa Unica coluna, e
onde se selecciona Summary Statistics, obtendo-se a seguinte tabela de estatisticas:

ol

ol

Mean

Standard Errar
Median

Mode

Standard Deviation
Sample Yariance
Kurtosiz
Skewness

Range

hinirmum

haximum

Sum

Count

[ [4[p b1 Sheet |« B B0 |

[

o = o o S w6 T

5| O & 0| e

Na tabela anterior apresentam-se algumas estatisticas, como a kurtosis e a skewness, que tém a ver com a forma da
distribuicdo dos dados, mas que ndo definiremos, assim como néo definiremos Standard Error. As outras medidas sdo a
Amplitude, Minimo, Maximo, Soma dos dados e Nimero de dados da amostra.
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3.4 — Associacédo de variaveis

3.4.1 - Coeficiente de correlagéo

Ja vimos no capitulo das representacdes graficas, que quando dispomos de amostras de dados
bivariados, que vamos passar a representar por (x,y), i=1, ..., n, a sua representagdo num

diagrama de disperséo pode mostrar a existéncia de uma certa associac¢éo linear entre os factores
X e y, que compdem os pares. No que se segue admitimos que as variaveis sao de tipo

quantitativo.

A medida que se utiliza com mais frequéncia para medir o grau desta associagao linear, € o

coeficiente de correlagéo, que se representa por r, e se calcula a partir da expresséao:

S n
r= —"— onde Sxy = X, =X)(y; =Y
5. '—Syy Xy ;( Xy -Y)

Na express&o anterior X e Y, representam, respectivamente, as médias dos xj’s e dos yj's.

Na definicdo do coeficiente de correlagao de pares de variaveis, esta implicita a definicdo de uma
medida que da uma ideia da variabilidade conjunta existente entre as variaveis e que é a

covariancia amostral-
n

1 — —
Covariancia = —— Z:(Xi -X)(Y; -Y)
n-174
Esta medida tem o inconveniente de depender drasticamente das unidades com que se
apresentam os elementos da amostra e dai o facto de normalmente nao ser utilizada, passando-
se imediatamente a definicdo do coeficiente de correlagao (independente das unidades utilizadas),

que como facilmente se verifica da expressao anteriormente considerada, vem:

covariancia
Jvariancia(x) 4 variancia(y)

Correlagéo =

Propriedades do coeficiente de correlacio:

1 — O valor de r esta no intervalo [-1,1]

2 — Quanto maior for o modulo de r, maior sera a relagéo linear existente entre os x.. e
0sy.
3 — O facto de r ser positivo, significa que a relagédo entre os x’s e os y's € do mesmo
sentido, isto é, a valores grandes de X, correspondem valores grandes de y e vice-
versa. Quando r é negativo, a relagdo entre os x’s e os y’s & de sentido contrario, o
que significa que a valores grandes de x, correspondem valores pequenos de y e

vice-versa.
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Interpretacdo geométrica:

1 — Se aos maiores valores de x estao associados os maiores valores de y, entdo r>0.

Efectivamente, quando pensamos num valor grande de x, sera um valor acima da média. Por
outro lado, um valor pequeno de x € um valor abaixo da média. Entao se, de um modo geral, aos
valores grandes de x estdo associados os valores grandes de y, e aos valores pequenos de X

estdo associados os valores pequenos de y, os produtos

X =X)(Y; —=Y)
sdo de um modo geral positivos, ja que ambos os factores sdo positivos ou negativos. Como o
denominador da expressao do coeficiente de correlagdo, ndo depende da forma como os x’s se
associam com os y’s, entdo o facto de no numerador somarmos grande numero de parcelas
positivas, faz com que o valor do coeficiente de correlagéo seja positivo e tanto maior quantas

mais parcelas positivas houver.

¥ - x +
xl ox oz
%
Iz =
- XX X
¥ x | x
x % ox
+ . xxl _
Xx
o x|
%
X |
x %

2 — Se aos maiores valores de x estdo associados os menores valores de y, entao r<0.

Fazendo o raciocinio como no ponto anterior, verificamos que agora as parcelas sao
maioritariamente negativas, ja que quando x € grande (superior a média dos x’s), entédo y é

pequeno (inferior a média dos y’s). Assim, os produtos

X =X)(Y; -Y)
s&o, de um modo geral, negativos.
¥
[
¥ X . | +
X X x|
x ¥ x
¥ X |y
= =i X_’i o o
F I | x X
§| rE Ly x
+ _
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3 — Se nao existe qualquer tipo de associagdo linear entre os x’s e os y’s, entédo r=0.

Neste caso tanto podem surgir produtos negativos, como positivos, distribuindo-se de forma mais

ou menos equitativa. Entdo o valor de r vem proximo de zero.

¥ - bod X

Observagdo: Dada a amostra (x,, X,, Xgy wev s X ), obtém-se a amostra “estandardizada” ou

padronizada (XI, X;, X;, ,X:), subtraindo a cada elemento a média, isto &, centrando a

amostra na origem, e dividindo pelo desvio padréo, ou seja, reduzindo os dados de forma a que o

desvio padrao dos dados transformados venha igual a 1:

X* XI - X
SX

Exercicio: Verifique que o coeficiente de correlacdo da amostra bivariada (x;, y;), i=1,...n, é a

covariancia da amostra padronizada correspondente.

Exemplo 10 (Rossman, 1996) - Considere os seguintes diagramas de dispersao correspondentes

aos resultados de 2 exames de 6 classes (A-F).

90 90
. *
80 80
MERI I ¢ o o .

< * * o ¢ *
N oN
@ 70 s o 7 4
= . £ . * ¢
& ¢ £ A

60 ® ¢ *

50 50 ’

50 60 70 80 %0 50 60 70 80 90
ExamelA ExamelB
90 90
L 4

80 " ’ 80 ’
8 ¢ o) v %
CIE) o * D * *

*
g ¢ g MK
w 60 ®» 5 L>|J< 60 * “.
»
50 50

50 60 70 80 90 50 60 70 80 90
ExamelC ExamelD
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105

Exame2E

50

50 100

ExamelE

90

80
L 4
&
Erleo® &,
1% QQ . L 2
60 Q Q
@ ®
5050 60 70 80 90
ExamelF

A visualizacdo dos gréficos anteriores leva-nos a supor que entre os dois exames se possa admitir

0 seguinte tipo de associagéo:

Forte Moderada Fraca
Positiva E A B
Negativa C D F

O calculo do coeficiente de correlagdo, que

informacao da tabela anterior:

se apresenta na tabela seguinte completa a

Classe

Correlagao

A

0.71

0.47

-0.99

-0.72

0.99

MM O|O|®@

-0.47

Considere agora a seguinte representagéo correspondente aos dados de uma classe G:

105

L 4

Exame2G

L 4

40 50

70 90 100

ExamelG

Como se verifica, existe uma forte associagéo entre os valores do exame 1 e os valores do exame

2. Surpreendentemente ao calcular o coeficiente de correlagdo obtemos o valor 0! Mas sera assim

téo surpreendente? Nao, se nos lembrarmos que o que o coeficiente de correlagdo mede é o grau

de associacao linear e ndo outro tipo de associagdo, como a associagéo curvilinea, presente nos

dados da representagao anterior.

Considere agora as duas representagdes correspondentes as notas obtidas pelas classes H e I:
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O valor para o coeficiente de correlagdo é respectivamente 0.04 e 0.70 para as classes He |, o
que continua a ser surpreendente! Repare-se que relativamente a classe H todos os pares menos
1 seguem um padréo linear, tendo-se obtido para o coeficiente de correlagdo um valor préximo de
zero, enquanto que para a classe |, em que os valores se apresentam mais ou menos dispersos,
obtivemos um valor relativamente alto. No entanto, se retirarmos a cada um dos conjuntos de
dados anteriores o “outlier’, ja o valor do coeficiente de correlagdo passa para 0.9997 e 0.13,
respectivamente para as classes H e |. O exemplo que acabamos de dar mostra que o coeficiente
de correlagédo nao é uma medida resistente, ja que € muito influenciado pelos "outliers”. Este facto
nao é de estranhar, ja que no calculo do coeficiente de correlagdo entramos com a média, que ja

vimos ser uma medida ndo resistente.

Finalmente consideremos o seguinte diagrama de dispersao correspondente a classe J:

90 ’
* *
§ 80 ’0 * ¢
70
§
X 60
N
50
0] % ’0’
wje®e
30 40 50 60 70 80 90 100
ExamelJ

Da analise da representagéo anterior verificamos existirem dois grupos distintos de alunos: uns
muito bons e outros muito maus. Embora para cada um dos grupos se verifique uma ligeira
tendéncia para uma associagao positiva, o facto € que o valor do coeficiente de correlagao é 0.95,

bem superior ao valor que seria de esperar.

Os exemplos que acabamos de ver, elucidam-nos sobre as_limitacdes do coeficiente de correlagéo

como medida de associacao entre duas variaveis.

Antes de calcular e tentar interpretar o coeficiente de correlagéo entre duas variaveis, construa um
diagrama de pontos. Ndo esqueca que o coeficiente de correlagdo s6 mede a intensidade com
que duas variaveis se associam linearmente, pelo que se a representacdo grafica ndo mostrar

evidéncia de associacao linear, ndo tem sentido calcula-lo.
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Um outro aspecto que nao pode deixar de ser referido quando estamos perante uma correlagao

forte entre duas variaveis, é que isso nao significa necessariamente uma relagéo de causa-efeito.

Nao confundir correlagdo com relagéo causa-efeito. Um diagrama de pontos e uma correlagdo nao
provam a existéncia de uma relagdo causa-efeito. Podem existir outras variaveis, que nédo sao
estudadas, mas influenciam as que estdo a ser estudadas e que sdo conhecidas como “lurking
variables” (temos dificuldade em arranjar uma tradugao adequada, pelo que vamos utilizar o termo

“variaveis perturbadoras”).

Exemplo 11 (Rossman, 1996) - A seguinte tabela apresenta para um conjunto de 22 paises, 0

tempo médio de vida e o numero de pessoas por aparelho de televisao:

Pais t.m.v. Pes/TV Pais t.m.v. Pes/TV
Angola 44 200 México 72 6.6
Austrélia 76.5 2 Marrocos 64.5 21
Cambodja 49.5 177 Paquistao 56.5 73
Canada 76.5 1.7 Russia 69 3.2
China 70 8 Africa Sul 64 11
Egipto 60.5 15 Sri Lanka 715 28
Franca 78 2.6 Uganda 51 191
Haiti 53.5 234 ReinoUnido 76 3
Iraque 67 18 EUA 75.5 1.3
Japéo 79 1.8 Vietnam 65 29
Madagascar 52.5 92 Yemen 50 38

O valor do coeficiente de correlagao entre as variaveis t.m.v e Pes/TV é igual a -0.80, o que
significa uma forte correlagdo negativa entre o tempo médio de vida e o nimero de pessoas por
aparelho de TV, ou seja, quanto maior for o nimero de pessoas por aparelho de TV, menor é o
tempo médio de vida. Sera que entdo se pode aumentar o tempo médio de vida da populagéo de
um pais, aumentando o numero de aparelhos de TV? Seria ridiculo pensar desta maneira, pois
este € um exemplo em que sobressai que ndo se pode admitir uma relacdo de causa-efeito.
Obviamente existem outras variaveis ndo observadas -variaveis perturbadoras - relacionadas com
o nivel de vida na populagao, que provocam alteragdes nas duas variaveis que estamos a estudar
e que explicam a forte correlagédo verificada. O diagrama de dispersdo das variaveis estudadas

tem o seguinte aspecto:

250-
S
200{ &
R
< 150
=
[72}
8 100 .
50 ¢
] TS
0 X 4 ’4:—“.—.
40 50 60 70 80 90

t.m.v.
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@ Utilizacdo do Excel na construcdo do diagrama de pontos e no calculo da correlagéo

Exemplo (De Veaux et al, 2004) — Foi feito um inquérito nos Estados Unidos e em 10 paises europeus, para determinar a
percentagem de jovens que usaram marijuana e outras drogas, cujos resultados se apresentam na seguinte tabela.

a)
b)
c)

c)

Construa um diagrama de pontos dos dados

Calcule o coeficiente de correlagéo entre as percentagems de jovens que usaram marijuana e outras drogas
Sera que os resultados confirmam que a marijuana é “uma porta de entrada para a droga”, isto &, o uso da
marijuana conduz ao uso de outras drogas? Explique.

E F [ H | J K

1 |pais Imarijwana Towtras drogas
2 |CzechRep, 22 4
3 |Denmark 17 3 =

0 *
4 [England 40 21
& |Finland 5 1 g *

E oL, *

G |Ireland a7 16 E .
7 ltaly 19 8 e *
8 |Mo.eland 23 14 * +
9 |Morwsy g 3 : > *

L] T T T T T 3
10 Portugal v 3 o 10 20 ) 40 50 0
11 |Scotiand 53 3 mariiuana
12 (=4 34 24

Ready UM £

Para construir o diagrama de pontos anterior, selccionar as duas colunas com os dados, F2:G12, e de seguida :

. Seleccionar, no menu, o icone Chartﬂ;

. Na caixa de didlogo que aparece, seleccionar a opgcéo XY (Scatter) e o primeiro sub-tipo;

. Clicar no botdo Next, duas vezes, para passar dois passos, até aparecer uma caixa de dialogo, que
apresenta varias opgdes: Em Legend, desactivar a legenda e em Titles, acrescentar o titulo no eixo
dos Y’s e no eixo dos X's, e carregar em Finish.

Como a representacéo grafica mostra a existéncia de associagao linear entre as variaveis % de marijuana e %
de outras drogas, fomos calcular o coeficiente de correlagdo. Para isso utilizdmos a fungdo CORREL do Excel,
que nos devolveu o valor 0.9341. Podemos dizer que existe uma forte associagdo positiva entre as variaveis em
estudo.

Nao podemos confundir correlagdo com uma relagéo de causa-efeito. Neste caso existirdo, possivelmente,
outras variaveis que predispdem os jovens ao consumo quer da marijuana, quer das outras drogas.
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Exercicios

1 - Considere o seguinte diagrama de dispersao:

2 + u u
1.5 +
- 1+ [ ] [ ] [ ]
05 +
0 } } i
0 2 4 6
X

Responda as seguintes questdes:

a) A média dos x’s esta préxima de 1, 1.5 ou 3?

b) A média dos y’s esta proxima de 1, 1.5 ou 37

¢) Qual das variaveis apresenta maior variabilidade?

d) Calcule o coeficiente de correlagéo.

2 — Numa Conservatoria de Registo Civil recolheu-se informagéo sobre as idades do homem e da

mulher de uma amostra de 20 casais. Os resultados foram os seguintes:

Par H M Par H M Par H M Par H M

1 20 19 6 38 29 11 26 27 16 36 32
2 25 25 7 35 36 12 32 31 17 19 19
3 26 24 8 27 26 13 54 56 18 29 20
4 22 23 9 42 29 14 45 42 19 32 32
5 28 24 10 25 25 15 28 29 20 45 43

Calcule o coeficiente de correlagao entre as idades do homem e da mulher e interprete-o.

3 — Durante varios anos consecutivos, e para uma determinada regiao, registou-se o consumo de
gelados, em quilos, e o numero de fogos, tendo-se verificado uma forte correlagéo entre estas
duas variaveis. Sera que o consumo de gelados provoca incéndios?

4 — Mostram as estatisticas que existe uma correlagdo negativa entre o nimero de horas gastas a
ver televisdo e a desenvoltura na leitura. Sera que ver televisdo diminui a capacidade para a

leitura?

3.4.2 — Associagdao de variaveis qualitativas

Quando anteriormente estudamos a associagdo de variaveis, utilizando nomeadamente o
diagrama de disperséo e o coeficiente de correlagdo, assumimos que as variaveis eram de tipo
quantitativo. Pode, no entanto, acontecer que estejamos interessados em estudar associagéo de
variaveis de tipo qualitativo como, por exemplo, sexo e religido, ou entdo apesar de as variaveis

serem de tipo quantitativo, procedemos a agrupamentos de forma que obtemos classes ou
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categorias. Como vimos no capitulo 2, uma forma de apresentar os dados é utilizando tabelas de
contingéncia. Vejamos, com um exemplo, uma forma de extrair informacgao a partir das tabelas de

contingéncia:

Exemplo 12 — Suponha que uma universidade decidiu estudar o seu corpo docente quanto ao

estado civil e categoria profissional, tendo obtido os seguintes resultados:

Estado civil | Solteiro Casado Divorciado Viavo Total
Categoria
Assistente 111 43 10 1 165
Prof. Auxiliar 25 54 12 3 94
Prof. Associado 10 58 11 6 85
Prof. Catedratico 8 34 9 10 61
Total 154 189 42 20 405

Na ultima coluna do lado direito apresentamos os totais de linha, que corresponde a distribuigcao
da variavel “categoria profissional”. Analogamente, na ultima linha estdo apresentados os totais de
coluna, que correspondem a distribuigdo da variavel “estado civil’. A estas distribuicbes
chamamos distribuicbes marginais (precisamente por se apresentarem nas margens da tabela!).
Estas distribuigcbes apresentadas separadamente ndo nos dao informagédo sobre a associagao
entre as variaveis em estudo. Tao pouco essa informagdo pode ser dada pelo diagrama de

dispersao ou pela correlacao.

Uma forma de descrever a relagdo entre variaveis qualitativas € através do calculo de
percentagens convenientes. Consideremos a tabela seguinte, obtida a partir da tabela anterior,

dividindo o valor de cada célula pelo total de coluna correspondente:

stado civil | Solteiro | Casado Divorciado | Viuvo
Categoria
Assistente 0.721 0.228 0.238 0.050 0.407
Prof. Auxiliar 0.162 0.285 0.286 0.150 0.232
Prof. Associado 0.065 0.307 0.262 0.300 0.210
Prof. Catedratico 0.052 0.180 0.214 0.500 0.151
Total 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Nesta tabela apresentamos as distribuicbes condicionais da varidvel categoria profissional,
relativamente as classes da outra variavel estado civil. Temos assim que, por exemplo, nos
solteiros a percentagem de assistentes € de aproximadamente 72%, enquanto que nos casados é
de aproximadamente 23%. Estas distribuicbes condicionais podem ser visualizadas graficamente

num diagrama de barras por segmentos, como se apresenta a seguir:
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Se estivéssemos interessados nas distribuicbes condicionais da variavel estado civil, condicional a

variavel categoria profissional, entao a tabela a construir seria:

Estado civil | Solteiro | Casado Divorciado | Viuvo Total

Categoria
Assistente 0.673 0.261 0.061 0.006 1.001
Prof. Auxiliar 0.266 0.574 0.128 0.032 1.000
Prof. Associado 0.118 0.682 0.129 0.071 1.000
Prof. Catedrat. 0.131 0.557 0.148 0.164 1.000
0.380 0.467 0.104 0.049 1.000

A leitura que se deve fazer desta tabela é semelhante a que se fez da tabela anterior, mas tendo
em atencdo que agora a variavel que esta a condicionar é a categoria profissional. Por exemplo
pode obter-se a informacdo de que aproximadamente 67% dos assistentes s&o solteiros,

enquanto que casados sao cerca de 26%. O diagrama de barras por segmentos correspondente a

estas distribuicdes marginais tem o seguinte aspecto:
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Podemos finalmente estar interessados na distribuicdo conjunta das duas variaveis, e entdo em
vez de recolher a informagdo a partir da primeira tabela constroi-se uma outra em que a
frequéncia absoluta de cada célula é substituida pela frequéncia relativa, relativamente ao total de

docentes, pois as frequéncias relativas sdo mais faceis de comparar:

Estado civil | Solteiro Casado Divorciado Viavo Total
Categoria
Assistente 0.274 0.106 0.025 0.002 0.407
Prof. Auxiliar 0.062 0.133 0.030 0.007 0.232
Prof. Associado 0.025 0.143 0.027 0.015 0.210
Prof. Catedratico 0.020 0.084 0.022 0.025 0.151
Total 0.380 0.467 0.104 0.049 1.000

Desta tabela imediatamente se conclui que, do pessoal docente, 3% séo Professores Auxiliares e

casados, enquanto que Assistentes e solteiros sdo mais de 27%.
Paradoxo de Simpson

Vimos na secgao anterior que, por vezes, a interpretacdo do coeficiente de correlagdo nao é
imediata, nomeadamente devido ao facto de ser influenciado por variaveis perturbadoras, que
podem ocasionar que, por exemplo, entre duas variaveis se obtenha uma forte correlagao dificil de
explicar, ja que o que se esperaria seria uma correlagéo fraca, ou até de sentido diferente! Ora, o
mesmo se passa na leitura das percentagens de uma tabela de contingéncia, que podem

ocasionar interpretagdes menos correctas. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 13 (Statistics, 1991) — Foi realizado estudo sobre admissdo de candidatos na
Universidade da Califérnia, tendo-se verificado que durante o periodo envolvido no estudo se
candidataram 8442 homens e 4321 mulheres, tendo sido admitidos cerca de 44% dos homens e
35% das mulheres. Havera discriminagdo sexual contra as mulheres? Admitindo que a partida ndo
ha razao para diferenciar profissionalmente os candidatos quanto ao sexo, os resultados obtidos
mostram uma preferéncia dos supervisores, encarregados da selecgdo, pelo sexo masculino. Sera
verdade? Embora na admissdo do pessoal estivessem envolvidos mais de 100 supervisores,
vamos ver em particular o que se passou com os 6 maiores que seleccionaram cerca de um tergo

dos candidatos:

Homens Mulheres
Supervisor Numero % Numero %
Candidatos | admitidos | Candidatos | admitidos
A 825 62 108 82
B 560 63 25 68
C 325 37 593 34
D 417 33 375 35
E 191 28 393 24
F 373 6 341 7
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Para cada supervisor, a percentagem de mulheres admitidas € sensivelmente igual a percentagem
de homens admitidos, excepto para o supervisor A, que parece ter uma discriminagdo contra os
homens! A maior diferengca a favor dos homens verifica-se unicamente para o supervisor E e &
unicamente de 4 pontos percentuais. Contudo, quando se considera na globalidade o conjunto de
admitidos verifica-se que para os homens a percentagem é de cerca de 44% enquanto que para
as mulheres é de cerca de 30%. Como explicar esta diferenca de 14%? Esta situagéo é paradoxal,
mas tem uma explicacao:

1. Os dois primeiros supervisores eram mais permissivos e tiveram a candidatura de cerca de

50% dos homens.
2. Os outros quatro supervisores eram mais rigidos e tiveram a candidatura de cerca de 90% das

mulheres.

Assim, os homens candidataram-se aos supervisores onde era mais facil de entrar, enquanto que
as mulheres fizeram o contrario. Existe aqui o efeito devido a escolha do supervisor que provoca
uma interpretacdo enganadora quanto a varidvel sexo. Esta situacdo €& conhecida como o
paradoxo de Simpson. O paradoxo de Simpson diz respeito a inversdo na direcgdo da associagao

quando os dados referentes a varios grupos sao combinados para formarem um unico grupo.

Exemplo 14 - Um problema de saldde publica (Tradugéo livre de um exemplo retirado do

endereco www.cawtech.freeserve.co.uk/Simpsons.2.html) - O responsavel pelo Departamento

de Saude (DS) de determinada regido esta a bragos com um grave problema, que diz respeito a
uma doenga, conhecida como doenga de Grott, frequentemente fatal, mas para a qual ndo existia,
até a data, tratamento. Acontece que chegou a informacdo que teria sido descoberto um
tratamento para a dita doenga, havendo até pessoas que ja o tomavam, acreditando na sua

eficacia. O responsavel do DS decidiu encomendar um estudo, cujos resultados foram os

seguintes:
N&o tratamento Tratamento
Vivas 108 153
Moras 123 120

Afinal o tratamento é util, concluiu a comissao encarregada do estudo. Os dados indicam que a
percentagem de pessoas vivas que fizeram o tratamento é de 56% (=153/273), superior a das

pessoas vivas que ndo fizeram o tratamento, que € s6 de 46,7% (=108/231).

Conclusao: Embora ndo sejam uns resultados espectaculares, vale a pena investir, apesar do

tratamento ser bastante caro, pensou o responsavel pelo Departamento de Saude.

Qual nao foi a surpresa deste senhor, quando recebeu uma comissdao de mulheres, colocando
reticéncias ao investimento em causa, ja que alegavam que o tratamento sé beneficiaria os

homens, uma vez que tinham verificado o que se passava com os dados referentes as mulheres e
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estes indicavam até uma diminui¢do ligeira na percentagem de mulheres vivas, de entre as que

tinham feito o tratamento:

Mulheres
N3ao tratamento Tratamento
Vivas 57 32
Mortas 100 57

Efectivamente a percentagem de mulheres vivas de entre as que nao fizeram o tratamento é de
36,3%, enquanto que para as que fizeram o tratamento € de 36%! Esperava-se assim que os
homens fossem largamente beneficiados, tendo em conta os dados da primeira tabela
apresentada. Qual ndo foi o espanto, quando verificaram que, afinal, o tratamento também nao

beneficiava os homens:

Homens
Nao tratamento Tratamento
Vivos 51 121
Mortos 23 63

E mesmo verdade que o tratamento ndo é benéfico para o sexo masculino, ja que a percentagem
de homens vivos sem tratamento é de 69% (=51/74), contra os 66% (= 121/184) dos que fizeram

tratamento.

Conclusao: O tratamento € prejudicial tanto para os homens, como para as mulheres, embora seja

benéfico para o pessoal em gerall

Estava ainda o responsavel do DS atarantado com estas conclusdes, a reflectir sobre o que fazer,
quando recebe a informgédo de que o marido da sua secretaria tinha morrido com a doenga de
Grott. Ndo havia nada a fazer, era uma pessoa com a tensao arterial muito alta. Como se pode
comprovar pelos dados seguintes, o tratamento em estudo tem um interesse limitado para os

individuos de tensao alta, pois ndo consegue sequer uma percentagem de 50% de cura:

Homens tensdo alta

Néo tratamento Tratamento
Vivos 4 51
Mortos 6 57

Repare que a percentagem de vivos é de 40% (=4/10) para os que ndo seguiram o tratamento,

contra 47% (=51/108) para os que seguiram o tratamento.
J& agora, o que se passara com os de tensdo normal ou baixa? Vejamos os dados:

Homens tens&o normal ou baixa

N&o tratamento Tratamento
Vivos 47 70
Mortos 17 6

Também para estes é benéfico pois a percentagem de vivos é de 92% (=70/76).



Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 115
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Conclusao: O tratamento é prejudicial aos homens, mas é benéfico para os que tém a tenséo alta,

e para os que tém a tensdo normal ou baixa, € uma auténtica salvagdo!

Ainda podemos aumentar a perplexidade do responsavel do Departamento de Saude se
considerarmos as mulheres divididas em dois grupos, as jovens e as menos jovens:

Mulheres jovens Mulheres menos jovens

N&o tratamento Tratamento Nao tratamento Tratamento
Vivos 49 25 8 7
Mortos 19 8 81 49

Concluséo: Vimos anteriormente que o fratamento ndo era benéfico para as mulheres, mas agora
concluimos que é benéfico para as mulheres jovens, pois 76% (=25/33) das que receberam

tratamento estdo vivas, contra 72% (=49/68) das que ndo receberam tratamento.
Depois disto o responsavel pelo Departamento de Saude meteu atestado médico.

Atencao — Quando se calculam proporg¢des ou percentagens entre diferentes grupos, € necessario
certificarmo-nos de que os grupos sdo comparaveis. Este problema do paradoxo de Simpson, foi
assim denominado depois que o estatistico Simpson, num seminario em 1951, apresentou
algumas fracgbes com propriedades surpreendentes e que sdo contrarias a intuigdo. Quando
estamos a comparar duas variaveis, para as quais € possivel estar associada uma terceira
variavel, a comparacao deve ser feita para cada nivel ou modalidade desta terceira variavel, pois
quando se comparam os dados para todos os niveis em conjunto, a direcgdo da associagao pode

vir invertida.

Os leitores interessados neste tema, encontram referéncias pesquisando na Internet o assunto

“Simpson’s Paradox”. Além dos exemplos apresentados, encontram outros exemplos

interessantes.

Exercicio
1. Na sua cidade ha duas clinicas A e B. O ministério da Saude pretende tomar uma deciséo de
escolher uma destas clinicas para fazer parte do plano de saude publica, pelo que fez um estudo

sobre o sucesso em 5 tipos de operagdes realizadas nestas clinicas:

Clinica A Clinica B
Tipo operacdo | N° operagdes N° bem suc. % sucesso N° operacdes N° bem suc. % sucesso

A 359 292 .81 88 70 .80
B 1836 1449 .79 514 391 .76
C 299 178 .60 222 113 .51
D 2086 434 .21 86 12 14
E 149 13 .09 45 2 .04

4729 2366 .50 955 588 .62

Repare que em todos os tipos de operagdes a clinica A tem maior sucesso, ainda que na
globalidade a clinica B tenha uma maior percentagem de sucesso. Qual das clinicas escolheria?
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Capitulo 4

Regresséo

4.1 - Introducgéo

Como vimos no capitulo anterior a correlagdo mede o grau e o tipo — positivo ou negativo, da
associagao linear existente entre duas variaveis quantitativas. Quando o diagrama de dispersao
realca a existéncia desta associagao linear, entdo é possivel resumir através de uma recta a forma
como uma variavel resposta y é influenciada por uma variavel explanatéria x — a essa recta damos

0 nome de recta de regresséo.

Um modelo de regressdo ¢ um modelo matematico — equacgéo, que descreve a relagao entre duas
ou mais variaveis. Se 0 estudo s6 incluir duas variaveis — a variavel explanatéria x e a variavel
resposta y, temos uma regressdo simples. Se o modelo matematico utilizado for a equacao de

uma recta, entao diz-se regressao linear simples

Exemplo 1 — Os dados seguintes representam o comprimento do fémur, avaliado através de
ecografia, de fetos humanos na 30% semana de gestagdo (colunas encimadas com X) e o

correspondente perimetro da cabega a nascencga (colunas encimadas com Y).

X Y X Y X Y
73 168 76 172 79 163
73 169 76 154 79 159
73 143 76 167 79 174
73 139 76 154 79 191
74 140 76 178 79 196
74 178 77 160 80 180
74 149 77 185 80 199
74 167 77 172 80 159
74 155 77 167 81 170
74 149 77 153 81 184
74 154 77 154 81 192
74 145 77 190 81 185
74 151 78 152 81 164
74 181 78 158 81 195
74 142 78 154 81 205
75 166 78 194 82 165
75 182 78 183 82 178
75 143 78 155 83 201
75 183 78 177 83 207
75 157 79 201 83 196
75 152 79 162 83 213
75 182 79 199

A representacdo num diagrama de dispersdo dos valores observados para o par de variaveis

(comprimento do fémur, perimetro da cabecga) tem o seguinte aspecto:
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Na representacao anterior verifica-se uma certa tendéncia (linear) para que a medida que o

comprimento do fémur aumente, também aumente o perimetro da cabega.

4.2 — Recta dos minimos quadrados

Quando estamos numa situagdo analoga a anterior em que temos um conjunto de dados (x.Y;),

i=1,...,n, que seguem um padrao linear, pode ter interesse ajustar uma recta da forma
y =a+bx

que dé a informagdo de como se reflectem em y, as mudangas processadas em x. Quando os
dados nao se dispdem segundo uma linha recta, entdo ha transformag¢des adequadas de forma a

lineariza-los.

Um dos métodos mais conhecidos de ajustar uma recta a um conjunto de dados, € o método dos
minimos quadrados, que consiste em determinar a recta que minimiza a soma dos quadrados dos
desvios (ou erros) entre os verdadeiros valores das ordenadas e os obtidos a partir da recta, que

se pretende ajustar.

v=atbx

Esta técnica, embora muito simples, € pouco resistente, j& que é muito sensivel a dados
“estranhos” - valores que se afastam da estrutura da maioria. Efectivamente, quando se pretende
minimizar

e? = Zn:(yi _9i )2

n
i=1 i=1
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facilmente se obtém os estimadores do declive e da ordenada na origem, que sao

respectivamente:

b = Z(Xi_)-()(z/iz_y) a= )7- bX
Z(Xi _X)
O facto de dependerem, de forma muito estrita, de todos os pontos (além de dependerem da
média, que como vimos € uma medida ndo resistente), torna a recta muito vulneravel aos tais
valores “estranhos”, pelo que € necessario proceder a uma analise prévia do diagrama de
dispersao para ver se ndo existem alguns desses elementos — “outliers”. A expresséo que da o
declive da recta dos minimos quadrados, ou também chamada recta de regresséo, pode ser
apresentada com outro aspecto, mais util para efeitos de calculo:

n n n
ny XiY; -2 Xi_Z Y;
i=1 1 'i=1

b= n n
2 2
n_Z Xi - (Z XI)
=1 i=1
Para exemplificar o célculo dos coeficientes da recta de regressdo consideremos o exemplo

seguinte:

Exemplo 2 - Os dados da tabela seguinte representam a idade e a altura das criangas de uma

escola privada.

Crianca Idade(meses) Altura(cm)
1 109 137.6
2 113 147.8
3 115 136.8
4 116 140.7
5 119 132.7
6 120 145.4
7 121 135.0
8 124 133.0
9 126 148.5
10 129 148.3
11 130 147.5
12 133 148.8
13 134 133.2
14 135 148.7
15 137 152.0
16 139 150.6
17 141 165.3
18 142 149.9

Construindo o diagrama de disperséo
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verifica-se a existéncia de uma certa associagao linear entre a idade e a altura, pelo que vamos

construir a recta de regressao da altura na idade. Exemplificamos a seguir a forma de fazer os

calculos:
Cri 2
rianga X X y Xy
1 109 11881 137.6 14998.4
2 113 12769 147.8 16701.4
3 115 13225 136.8 15732.0
4 116 13456 140.7 16321.2
5 119 14161 132.7 15791.3
6 120 14400 145.4 17448.0
7 121 14641 135.0 16335.0
8 124 15376 133.0 16492.0
9 126 15876 148.5 18711.0
10 129 16641 148.3 19130.7
11 130 16900 147.5 19175.0
12 133 17689 148.8 19790.4
13 134 17956 133.2 17848.8
14 135 18225 148.7 20074.5
15 137 18769 152.0 20824.0
16 139 19321 150.6 20933.4
17 141 19881 165.3 23307.3
18 142 20164 149.9 21285.8
22283 2291331 22601.8 2330900.2

Utilizando as expressoes anteriores para o calculo dos coeficientes da recta, temos

b= 18x330900.2 - 2283 x 2601.8 _

0.51
18x 291331- 22837

a= M-O.Slx@ =79.7
18 18

pelo que a recta de regresséo é
y=79.7 +0.51 x
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Uma utilizagdo muito frequente da recta de regresséo é na obtencdo de predigées. Por exemplo,
se estivéssemos interessados em obter o valor para a altura de uma crianga com 150 meses,
bastaria substituir na equagéo da recta o valor de x por 150, obtendo-se um valor aproximado de
156 cm para a altura. E se pretendéssemos a altura de um jovem de 240 meses? Comente o

resultado obtido.

Residuos

Uma forma de verificar se o modelo ajustado € bom ¢é através dos residuos, isto €, das diferencas
entre os valores observados y e os valores ajustados Y :

residuos = dados observados— valores ajustados

pois se estes ndo se apresentarem muito grandes, nem com nenhum padrao bem determinado, &
sintoma de que o modelo que estamos a ajustar € bom. Chama-se a atengéo para o facto de os
residuos gozarem da propriedade (esta propriedade € consequéncia imediata da forma como se

obtém as expressdes para os estimadores a e b da recta de regresséo) de a sua soma ser nula
n N
2 (yi - yi) =0
=1

pelo que uma forma elucidativa de os representar é considerar num diagrama de dispersdo os
pontos (x;, €;), visualizando-se os desvios positivos e negativos para cima e para baixo do eixo dos
x’s. No caso do exemplo tem-se
200 -
150 A
100 4 &
50+ & &
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O facto de os desvios se apresentarem aleatoriamente para um e outro lado do eixo dos x’s é
sintoma de que o modelo utilizado esta correcto. Se por exemplo se tivesse obtido uma

representacéo para os residuos com o seguinte aspecto (depois de ajustado um modelo linear),

y

150
S S
100 ¢
IS
IS
50+
IS
0 . . 2o . . . . . ,
1bo 105 110 115 120 125 130 185 140 us X
*®
-50 .
* *
* o
TS
-100 ¢

seriamos levados a concluir que o modelo que se deveria ajustar seria 0 nao linear.

No contexto da regressao, outliers sao valores com grandes residuos. Se uma observagéo nao
conduzir a um grande residuo, mas tiver grande influéncia na recta dos minimos quadrados diz-se
que € uma observacgdo influente. Assim, um aspecto sobre a recta de regressao que convém nao
descurar, e ja falado quando iniciamos o seu estudo, prende-se com o facto de ser néo resistente,

pois & muito influenciada por valores perturbadores O seguinte exemplo ilustra este facto:

Exemplo 3 - Para alguns paises da Europa, consideramos alguns indicadores econdmicos,
nomeadamente o PIBA (produto interno bruto, originado pela agricultura) e o PURB (percentagem

de populagéo urbana):

Pais PIBA PURB Pais PIBA PURB

Alemanha 2 85 Grécia 16 62
Austria 4 54 Holanda 4 76
Bélgica 2 72 Italia 6 69
Dinamarca 4 84 Noruega 5 53
Espanha 8 74 Portugal 13 31
Finlandia 0 62 Reino Unido 2 91
Franca 4 78 Suécia 3 87

A recta dos minimos quadrados entre as variaveis consideradas &
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Se retirarmos aos dados o ponto correspondente a Portugal, que juntamente com a Grécia
sobressaem de entre os restantes no que diz respeito ao PIBA, obtém-se a seguinte equagéo para

arecta
y=77.308 — 0.967 x

Representando as duas rectas no mesmo grafico, verifica-se a influéncia provocada por um unico

ponto:
100 -
0{ ®
®
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Imediatamente se verifica que a inclinagdo da recta agora considerada é bastante mais pequena
do que a que se obtém quando se consideram todos os pontos. A observagéo correspondente a

Portugal diz-se influente.

Para obviar a este problema, utiliza-se a técnica da recta resistente, que recorre as medianas, que

ja vimos serem medidas resistentes. E um processo que consiste, basicamente, em dividir o
conjunto dos n pontos (xj,yi) , i=1,...,n, em trés grupos, usar a mediana de cada grupo como ponto

representativo do grupo e obter a recta ajustada, a partir dos trés pontos (Hoaglin et al. 1983).

Utilizac&o do Excel na construcdo darecta de regressao

Para construir uma recta de regressao, deve-se comegar por construir o diagrama de pontos. Caso haja evidéncia de haver
associagao linear, entdo vai-se ajustar a recta de regressdo. Para isso seleccione o Diagrama de pontos e no menu, em
Chart, seleccione Add Trendline e a opgao Linear. Ainda na janela de Add Trendline, seleccione Options e Display equation
on chart. A recta de regresséo do exemplo 2 foi obtida por este processo.

Exercicios

1.Suponha que um economista esta interessado em estudar a relagédo entre as despesas mensais
com a alimentacdo e os rendimentos mensais das familias portuguesas. Obviamente que as
despesas mensais com a alimentacdo dependem de varios factores tais como a dimensao do
agregado familiar, os gostos dos elementos do agregado, além do rendimento. Como estamos
interessado num modelo de regressdo simples vamos considerar unicamente como variavel
explanatéria o rendimento. Recolheu-se informagdo sobre 15 familias, tendo-se obtido os
resultados seguintes:

Rendimento Despesas
495 110
340 85
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260 80
450 100
540 120
356 90
250 85
290 80
420 110
560 120
380 110
270 90
330 85
420 120
360 115

a) Represente as observagdes num diagrama de dispersao.

b) A representacdo anterior sugere a existéncia de alguma relagao linear entre as variaveis em
estudo?

c) Se na alinea anterior a sua resposta foi afirmativa, obtenha a expressdo que traduz essa
relagéo. Interprete os coeficientes da recta obtida.

d)Obtenha uma estimativa para os gastos mensais com a alimentagdo de uma familia cujos
rendimentos s&o de 300 contos mensais.

2. A seguinte tabela apresenta, para um conjunto de animais, o tempo médio de vida (em anos) e
periodo de gestagéo (em dias) (Rossman, 1996):

Animal Gestacéo Longevidade Animal Gestagéo Longevidade
Burro 365 12 Porco da Guiné 68 4
Baboon 187 20 Hipopdtamo 238 25
Urso preto 219 18 Cavalo 330 20
Urso cinzento 225 25 Canguru 42 7
Urso polar 240 20 Leopardo 98 12
Castor 122 5 Ledo 100 15
Bufalo 278 15 Macaco 164 15
Camelo 406 12 Veado 240 12
Gato 63 12 Rato 21 3
Chimpanzé 231 20 Opossum 15 1
Esquilo chipmuk 31 6 Porco 112 10
Vaca 284 15 Puma 90 12
Gamo 201 8 Coelho 31 5
Cao 61 12 Rinoceronte 450 15
Elefante 645 40 Ledo marinho 350 12
Alce 250 15 Carneiro 154 12
Raposa 52 7 Esquilo 4 10
Girafa 425 10 Tigre 105 16
Cabra 151 8 Lobo 63 5
Gorila 257 20 Zebra 365 15
a) Obtenha a recta dos minimos quadrados que lhe permita estimar a longevidade a partir do
tempo de gestagéao.
b) Interprete os coeficientes da recta dos minimos quadrados
c) Represente graficamente os residuos
d) Algum dos animais é claramente um outlier tanto em longevidade, como em tempo de
gestagéo?
e) Relativamente ao animal considerado na alinea anterior, calcule o seu residuo. Verifique
se é substancialmente maior que os residuos dos outros animais.
f) Qual dos animais tem o maior residuo em valor absoluto? O seu periodo de gestagdo &
maior ou menor do que se esperaria para um animal com a sua longevidade?
g) Retire a girafa dos seus dados e recalcule a recta dos minimos quadrados. Compare as
duas.
h) Fagca o mesmo que na alinea anterior, mas agora com o elefante. Conclua das duas

alineas anteriores se, no contexto da regressao, alguma das observagdes consideradas é
influente ou outlier.
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Capitulo 5

Probabilidade

5.1 — Introducao

Todos os dias somos confrontados com situagdes, que nos conduzem a utilizar, intuitivamente, a

nogao de Probabilidade. Nos mais variados aspectos da nossa vida, esta presente a incerteza:

e dizemos que existe uma pequena probabilidade de ganhar o totoloto;

e dizemos que existe uma grande probabilidade de chover num dia carregado de nuvens;

e 0 politico interroga-se sobre qual a probabilidade de ganhar as préximas elei¢des;

e 0 aluno interroga-se sobre qual a probabilidade de obter positiva num teste de perguntas com resposta mdltipla, para o
qual ndo estudou e responde sistematicamente ao acaso;

e 0 médico pretende saber se um medicamento novo tem maior probabilidade de cura que o medicamento habitual, para
tratar determinada doenga;

e 0 comerciante pretende saber se deve rejeitar um determinado carregamento de material, pois ao verificar um certo
numero de pegas, encontrou uma determinada percentagem de defeituosas;

e o fabricante desejaria saber se um produto que pretende langar no mercado, tera uma boa probabilidade de aceitacao;

e o corretor da bolsa interroga-se sobre se sera provavel que umas acgdes que tem em vista, aumentem de cotagéo.

Embora ndo saibamos, para ja, atribuir um valor numérico as probabilidades de realizacdo dos
acontecimentos envolvidos nos exemplos anteriores, ha situagdes em que nao temos duvidas
nessa atribuigdo. Por exemplo, ninguém hesita em afirmar que a probabilidade de um bebé nascer
com dentes € igual a zero, assim como também néo tera duvida em dizer que é igual a 1 a
probabilidade de num dia em que esta a chover, haver nuvens! Por outro lado, quando se
pretende tomar uma decisdo ao acaso, para a qual existem duas opgdes, e ndo se sabe qual
escolher, também é usual tomar a decisdo mediante o resultado da saida de cara ou coroa, no
langamento de uma moeda ao ar, pois existe a convicgdo que a probabilidade de sair cara ou

coroa sao iguais a 1/2.

No dia a dia € comum atribuirmos probabilidades a determinados acontecimentos. Ao fazer isto,
ndo estamos mais que a exprimir 0 nosso grau de convicgdo na realizagdo desses
acontecimentos. Podiamos entdo ser tentados a definir probabilidade de um determinado
acontecimento como uma medida da convicgao que temos na realizagdo desse acontecimento.
Mas claro, ndo nos podemos ficar por aqui. Este conceito tdo simples s6 por si € demasiado
precario para ser util a Ciéncia (Graga Martins et al, 1997). Ha necessidade de ir muito mais longe,
ja que ndo havendo mais do que meras conjecturas e convicgdes, diferentes com certeza de

individuo para individuo, e quantas vezes incoerentes, ndo é possivel fazer teoria. Ha assim
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necessidade de saber como quantificar aquela “medida de convicgao” relativamente a qualquer
acontecimento. Se em certas situagbes (como a relacionada com o langamento de uma moeda)
nao temos dificuldade, ha outras em que isso ja se nao nos afigura simples, ou por falta de
informagéo, ou por mera incapacidade devido, por exemplo, a propria complexidade de que o
acontecimento se reveste. Sabemos, se nao por convicgdo, pelo menos pela propria experiéncia,
que a probabilidade de nos sair o totoloto na proxima vez que jogarmos é extremamente pequena.
Mas, quantas pessoas que ndo tenham estudado calculo das probabilidades s&o capazes de
atribuir um numero a essa probabilidade? Ja em face de um dado equilibrado, somos levados a
dizer que a probabilidade de sair um 5 num langcamento é 1/6. Porque é que fazemos tal
afirmag&o? Somos, no entanto, capazes de ficar perplexos quando alguém nos afirma que estudos
estatisticos indicam que a probabilidade de contrair cancro de pulméao, se se fumar mais de 20
cigarros por dia, € de 7%. Com que base € que se pode fazer uma afirmacao desta natureza?

Digamos que, com os dois exemplos apresentados, quantificamos a probabilidade de um
acontecimento por dois processos distintos. No segundo caso, a quantificagdo da probabilidade de
contrair cancro de pulmao se se fumar mais de 20 cigarros, foi feita recorrendo a experiéncia,
identificando empiricamente a probabilidade de um acontecimento com a frequéncia relativa com
que esse acontecimento se observa numa amostra representativa da populacdo em estudo. Em
termos estatisticos “estimamos” a probabilidade (desconhecida) da realizagdo de um
acontecimento pela frequéncia relativa com que esse acontecimento se verifica. No primeiro caso,
o do dado equilibrado, o raciocinio é feito com base no facto de haver uma possibilidade em 6 de,
ao langar o dado uma vez, se observar a face 5. Nao precisamos da experiéncia para quantificar a
probabilidade, j& que estamos a admitir o pressuposto da simetria ou de equilibrio (este
pressuposto da simetria € a base para a definicdo de probabilidade segundo o “conceito classico”
ou de Laplace, de que falaremos posteriormente), isto é, estamos a admitir que devido a simetria

fisica do dado, ndo temos razéo para atribuir probabilidade diferente a saida de cada face.

Imaginemos, no entanto, que estdvamos a jogar um determinado jogo que obrigava ao
langcamento de um dado e que a saida da face 5 implicava um bodnus. Depois de jogarmos um
grande numero de vezes descobriamos que a face 5 quase nunca saia. O nosso senso comum
levava-nos a supor que “algo estava errado com o dado”. Como poderiamos averiguar isso?
Langando o dado um grande numero de vezes, digamos n, e calculando a frequéncia relativa da
realizagdo do acontecimento de interesse, isto é, “saida de um 5”. Estimavamos assim a
probabilidade de no langamento daquele dado sair a face 5. A intuicdo diz-nos que se nao houver

nada de errado com o dado, este valor deve flutuar a volta de 0.166(6).

A palavra probabilidade esta presente sempre que estivermos perante um fenémeno aleatorio, isto
€, um fendémeno para o qual ndo sabemos de antemao o que vai acontecer, na proxima repeticao,
mas para o qual se admite uma certa regularidade a longo termo, ou seja, para um grande numero

de repetigbes do fendmeno. Esta regularidade estatistica € utilizada para definir a probabilidade
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segundo o “conceito frequencista”, de que falaremos a seguir. Como veremos, € uma aproximagao
conceptual da probabilidade, muito utilizada, mas limitativa, na medida em que sé permite definir
a probabilidade de acontecimentos que se possam repetir um grande numero de vezes nas

mesmas condigdes.

Fendmenos aleatérios — sdo fendmenos cujos resultados individuais sdo incertos, mas para os
quais se admite uma regularidade a longo termo, possibilitando a obtengdo de um padrdo genérico

de comportamento.

Associados as seguintes experiéncias ou situagdes temos os seguintes exemplos de fenémenos,
considerados aleatorios:

. Chave do totoloto em cada semana;

. Resposta de uma doenga a um tratamento feito com determinado medicamento;

. Estado do tempo no dia seguinte;

. Comportamento dos eleitores nas préximas eleicdes legislativas;

. Comportamento de um aluno no exame de resposta multipla, para o qual nao estudou;
. Comportamento do mercado perante um produto novo para lavar a roupa;

e FEtc.

E importante apercebermo-nos do que é que significa a regularidade a longo termo de que

falamos anteriormente.

Ser4 que o acaso pode ser governado? Entdo ndo estamos a admitir que a longo termo é possivel

obter um padréo genérico de comportamento do fenémeno aleatério?

Efectivamente, quando observamos o fendmeno em estudo um numero suficientemente grande de
vezes verifica-se um comportamento que pode ser modelado, isto € podemos arrranjar um modelo

para exprimir a aleatoriedade. Mas atengao! Esta regularidade nao existe a ndo ser a longo termo!

Na situagdo comum do langamento de uma moeda ou de um dado, ndo podemos dizer qual a face
que sai no proximo langamento. No entanto se langarmos a moeda ou 0 dado um numero razoavel
de vezes, esperamos que aproximadamente metade das vezes saia cara e aproximadamnete um
sexto das vezes saia a face 1 do dado. Suponha agora que langca a moeda 8 vezes e que obteve a

seguinte sequéncia (representamos a cara por F e a coroa por C):
C,F,C,C,F,F,FF

Se langar novamente a moeda, o que é que espera que saia? Embora Ihe apetecesse dizer que
no proximo langamento é mais provavel que saia coroa (C), para equilibrar o numero de caras com
0 numero de coroas, na verdade no préximo langamento tanto pode sair cara como coroa, ja que
0s sucessivos langamentos da moeda sdo independentes uns dos outros (a2 moeda nio tem

memodria...).

Exemplo 1 (adaptado de Moore, 1997) — A regularidade a longo termo se ndo for bem

compreendida, pode acarretar alguns dissabores! Foi o que aconteceu com aquele casal que tinha
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planeado ter 4 filhos. Depois de nascerem 4 raparigas, e na expectativa de terem um rapazinho,
ainda tentaram mais 3 vezes e ficaram com uma linda equipa de 7 raparigas! Depois destas 7
raparigas o médico assegurou-lhes que era praticamente certo que o bebé seguinte fosse rapaz.
Infelizmente para este casal, os fendbmenos aleatérios que consistem em ter mais uma crianga ou
langar mais uma vez a moeda, sdo idénticos. Efectivamente 8 raparigas de seguida, € muito
improvavel, mas uma vez nascidas 7 raparigas, nao € de todo improvavel que o proximo bebé

fosse rapariga — € era!

O objectivo da Teoria da Probabilidade é o estudo dos fendmenos aleatorios, através de modelos

matematicos, a que chamamos modelos probabilisticos.

Sera possivel fazer Estatistica sem utilizar a Probabilidade?

De um modo geral ndo! A maior parte das vezes em que é necessario utilizar técnicas estatisticas,
estamos perante situagdes em que é necessario fazer inferéncia estatistica, isto €, pretendemos
tirar conclusbes para um grande conjunto de individuos (Populagao), a partir do estudo de um
namero restrito desses individuos (Amostra). Assim, quando a partir do estudo de uma amostra
pretendemos inferir para a populagéo de onde a amostra foi recolhida, existe sempre um grau de
incerteza, associado a aleatoriedade da escolha da amostra, que é medido em termos de

Probabilidade. Alguns exemplos ajudar-nos-ao a desenvolver esta ideia.

Exemplo 2 — Admita que tem uma moeda equilibrada. Mas o que é uma moeda equilibrada? E
aquela em que estamos a admitir, & partida, que existe igual possibilidade de sair cara ou coroa no
proximo langamento que fagamos com ela — estamos a admitir o principio da simetria, de que
falamos anteriormente. Estamos, assim, a admitir, na nossa cabega, um modelo matematico em
que assumimos que em qualquer langamento da moeda, a probabilidade de sair cara é igual a de
sair coroa e igual a 1/2:

Modelo para o resultado do langamento da moeda equilibrada

Resultado Cara (F) Coroa (C)
Probabilidade 1/2 1/2

N&o nos estamos a preocupar, por exemplo, com a forga ou direcgdo com que atiramos a moeda,
nem t&o pouco com o desgaste acusado pela moeda apos sucessivos langamentos! Também nao
estamos a encarar a hipotese da moeda cair de pé! Se nos estivéssemos a preocupar em arranjar
um modelo que traduzisse mais fielmente a realidade, estariamos a arranjar um modelo
matematico tdo complicado que seria impossivel de tratar e ndo nos serviria para nada. O

estatistico George Box dizia:

Todos os modelos sdo maus, alguns modelos sao Uteis.
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Assumindo entdo o modelo anterior, um pouco simplista, para o langamento da moeda, se
lancarmos a moeda repetidas vezes, esperamos que o numero de caras seja aproximadamente
metade do numero de langamentos. Se, por outro lado, recolhermos uma amostra de dimenséo 1,
isto é, fizermos um Unico langamento, ndo sabemos qual o resultado que se vai verificar, se sera

cara ou coroa, mas dizemos que a probabilidade de sair cara é 1/2.

Suponha agora que nao podiamos invocar o principio da simetria, isto €, ndo sabiamos se a
moeda era equilibrada. Neste caso a Populagdo que estamos a estudar ndo € completamente
conhecida, pois conhecemos os resultados possiveis em cada langamento, mas ndo conhecemos

as suas probabilidades - o modelo ndo esta completamente especificado. Como obter alguma

informacao, para especificar um modelo para o langamento da moeda? Um modo possivel de
obter mais alguma informagéo sobre o modelo probabilistico € proceder a um certo nimero de
langamentos e calcular a frequéncia relativa da saida de cara, nos langamentos efectuados. Este
valor vai-nos servir para estimar a probabilidade da saida de cara. Por exemplo, se em 1000
langamentos se obtiveram 324 caras, dizemos que um valor aproximado para a probabilidade de
se verificar cara é 0.324 (ao fim de 1000 langamentos verificou-se uma certa estabilidade a volta

deste valor) e o valor aproximado para a probabilidade de sair coroa sera 0.676.

O comportamento de grandes grupos de individuos, pode ser também considerado aleatdrio e o
processo utilizado para definir um modelo, é o de verificar 0 que é que se passa com um grande

conjunto de individuos.

Exemplo 3 (Moore, 1997) — Se nos perguntassem qual a probabilidade de uma determinada
pessoa morrer no proximo ano, obviamente que nao saberiamos dizer. No entanto, se
observarmos milhées de pessoas, poderemos obter um padrao para o comportamento das mortes.
E assim que poderemos dizer que a proporgdo de homens, com idades compreeendidas entre 25
e 34 anos, que morrerao no proximo ano, anda a volta de 0.0021. Esta proporgéao, verificada para
um conjunto grande de individuos, sera entendida como a probabilidade de que um homem jovem
morra no proximo ano. Para as mulheres com aquela idade, a probabilidade de morrer sera cerca
de 0.0007. Estamos, a partir da observacao de resultados verificados numa amostra, a inferir para
toda a populagdo constituida pelos individuos da classe etaria considerada. Estes modelos tém
muito interesse para as companhias de seguros, quando se trata nomeadamente de seguros de
vida, ja que lhes vai permitir definir uma politica de pregos para as apoélices, sendo até natural que

cobrem mais por um seguro de vida a um homem, do que a uma mulher.

Com os exemplos anteriores tentamos exprimir o papel relativo da Probabilidade e da Estatistica,

que resumimos a seguir:
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Enquanto que ao assumirmos um determinado modelo de probabilidade — Populagéo conhecida, o
que foi feito ao admitir que a moeda era equilibrada, estamos aptos a raciocinar do geral para o
particular, isto €, da Populacdo para a Amostra, quando a Populagdo nao € conhecida utilizamos a
Estatistica para fazer raciocinios no sentido inverso, isto &, inferir para a Populagéo resultados

observados na Amostra.

Para formalizarmos um pouco o conceito de Probabilidade, vamos introduzir alguma terminologia

propria.

5.2 - Experiéncia aleatéria. Espaco de resultados. Acontecimentos.
Dissemos anteriormente que o objectivo da Teoria da Probabilidade € o de estudar fendmenos
aleatérios, construindo modelos matematicos, a que chamamos modelos de probabilidade, que os

possam descrever convenientemente. A nogao mais basica a de experiéncia aleatodria.

Experiéncia aleatoria — € o processo de observar um resultado de um fenémeno aleatério. Numa
experiéncia aleatoria obtém-se um resultado, de entre um conjunto de resultados conhecidos de
antemdo, mas ndo se tem conhecimento suficiente de qual o resultado que sai em cada
realizagdo da experiéncia. Admite-se ainda que a experiéncia se pode repetir e que as repeticoes

sao realizadas nas mesmas circunstancias e sdo independentes.

Observacgao: Esta definicdo de experiéncia aleatoria, segundo a qual a experiéncia se pode
repetir o numero de vezes que se quiser, independentemente umas das outras e sempre nas
mesmas circunstancias, apresentando uma regularidade estatistica, prepara-nos para a definicdo

de probabilidade, segundo a teoria frequencista, como veremos mais a frente.

Sao exemplos de experiéncias aleatorias:
e contar o numero de carros estacionados, na rua, ao sairmos de manha de casa;
e perguntar a uma pessoa ao acaso, quantas sdo as pessoas do seu agregado familiar;
e lancar uma moeda ao ar e ver o resultado que sai;
e langar uma moeda ao ar 20 vezes e ver quantas caras saem;
e medir o tempo que de manha levamos a chegar ao emprego;

e contar o numero de desastres que encontramos, em cada dia, na ida para o emprego.

As situagbes anteriores sdo exemplos de experiéncias aleatérias, pois além de envolverem
aleatoriedade, o resultado da experiéncia esta bem especificado. O mesmo nio se passa com a
seguinte situagdo: ao acordar, de manhd, ir & janela. Efectivamente, na situagdo anterior ndo se
especificou qual o resultado possivel, de modo a termos uma experiéncia aleatéria. No entanto,

associado a situagao anterior sdo experiéncias aleatorias:

e ao acordar, de manha, ir a janela e ver se chove;




Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 131
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

e ao acordar, de manha, ir a janela e contar o numero de carros encarnados, que passam

num periodo de 5 minutos.

Espaco de resultados S - € o conjunto de todos os resultados possiveis, associados a realizagéo

de uma experiéncia aleatoria.

Relativamente a experiéncia aleatéria que consiste em observar o resultado do langamento de
uma moeda ao ar, temos:
S = { cara, coroa}

Relativamente a experiéncia aleatéria que consiste em observar o nimero de caras saidas em 20
lancamentos de uma moeda, temos:

S ={0,1,2,...,19,20}
Relativamente a experiéncia aleatéria que consiste em observar de manha o tempo que se leva a
chegar ao emprego, temos

S=][0, += [

Relativamente a experiéncia aleatéria que consiste em observar o resultado do langamento de
dois dados, temos:
S ={(ij): i=1,2,...,6; |=1,2,...6}

Acontecimento - Define-se acontecimento, como sendo um subconjunto do espago de resultados
S.

Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em perguntar a uma pessoa, escolhida ao
acaso, quantas pessoas constituem o seu agregado familiar, o espago de resultados é constituido

por todos os numeros inteiros n&o negativos (excluindo o zero). Alguns acontecimentos sao:

e 3 pessoas, que podemos representar por {3}

e entre 2 e 4 pessoas (inclusive)" " {2,3,4)

e mais de 3 pessoas " " {4,5,6, ...}
e menos de 10 pessoas " " {1,2,...,9}

De um modo geral os acontecimentos identificam-se com letras maiusculas A, B, etc. Diz-se que

se realizou o acontecimento A, quando o resultado da experiéncia pertence a A.

Alguns dos acontecimentos sdo constituidos por um Unico resultado: chamam-se acontecimentos

elementares.

Exemplo 4 - Considere a experiéncia aleatoria que consiste no langamento de dois dados.
Identifique o espago de resultados e os acontecimentos “0 numero de pintas é igual nos dois

dados” e “a soma das pintas € 7”.
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Para descrever o espaco de resultados vamos considerar dois dados, um preto e um branco, para
os distinguir. O espago de resultados é constituido por todos os pares de dados considerados na

figura a seguir. O numero de elementos do espaco de resultados & 36 = 6X6.

@1 8.1 8. 8C @8c- @
B3 B8l B8l BB BAC- BRI
881 B8l A8 A BBC- ARl
B8 8 ) & &
L) ). . AR R
- O] - ) - ) - ] - Y-

]
L1 3 L= E

Dada 2

Iado 1
DPREEa

O espaco anterior pode ser descrito de forma mais sintética considerando os pares ordenados (i,j),
onde representamos por i o numero de pintas do dado 1, ou seja do dado preto, e por j 0 numero
de pintas do dado 2, ou seja do dado branco:

S ={(i,j): i=1,2,...,6; j=1,2,...6}

Chamamos a atengédo que, por exemplo, o par (1,3) ndo € o mesmo que o par (3,1). No par
ordenado, o primeiro elemento refere-se a um dos dados (neste caso o dado preto) e o segundo

elemento refere-se ao outro dado (o dado branco).

O acontecimento “o numero de pintas é igual nos dois dados” é constituido pelos pares

assinalados na figura seguinte
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ou em notacdo em termos dos pares ordenados
A={(1,1).(2.2), (3,3). (4:4). (55). (6,6)}

Finalmente o acontecimento “a soma das pintas € 7” é constituido pelos pares assinalados na

figura seguinte
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ou em notagao em termos dos pares ordenados
B ={(1.6), (2,5). (3.4), (4.3), (5.2), (6,1)}

Observagao: Qual a diferenga entre o espago de resultados associado a experiéncia aleatéria do
langamento de dois dados e a experiéncia que consiste no langamento do mesmo dado duas
vezes? O espacgo de resultados é idéntico nas duas experiéncias. Consideramos dados de cores
distintas para justificar a nossa opgao para descrever S como um conjunto de pares ordenados,
mas é 6bvio que este mesmo espago serve para modelar o langamento de dois dados idénticosou

dois langamentos de um mesmo dado.

Nota — Associado a experiéncia que acabamos de descrever no exemplo anterior, poderiamos ter

considerado o seguinte espaco de resultados:

S = { sairem dois 1’s, sairum 1 e um 2, sair um 1 e um 3, sair um 1 e um 4, sair um 1 e um 5, sair
um 1 e um 6, sairem dois 2’s, sairum 2 e um 3, sairum 2 e um 4, sairum 2 e um 5, sairum 2 e
um 6, sairem dois 3’s, sair um 3 e um 4, sair um 3 € um 5, sair um 3 e um 6, sairem dois 4’s, sair

um 4 e um 5, sair um 4 e um 6, sairem dois 5’s, sair um 5 e um 6, sairem dois 6’s}

Qual a desvantagem em considerar este espaco de resultados? Como veremos mais a frente, se o
espaco de resultados for constituido por resultados igualmente possiveis, 0 que ndo acontece
nesta situacdo, podemos utilizar a regra de Laplace, para atribuir probabilidades a acontecimentos

associados ao fendmeno em estudo.

Exemplo 5 - Se langar 3 dados como é constituido o espago de resultados? Utilizando uma
generalizagdo da notagdo do exemplo anterior, 0 espacgo de resultados sera constituido por todos
os triplos (i, j, k), em que o i, j € k, podem assumir os valores de 1 a 6. O i refere-se a um dos
dados, por exemplo o 1° a ser langado, ou se os quisermos distinguir a um dado preto, o j refere-
se ao 2° dado a ser langado, ou a um dado branco e finalmente o k refere-se ao 3° dado a ser
langado, ou a um dado vermelho. O nimero de elementos do espago de resultados, ou seja, o
numero de resultados possiveis € 216 = 6 x 6 x 6.

Nota historica (Statistics, 1991) - No século XVII, os jogadores italianos costumavam fazer apostas sobre o numero total

de pintas obtidas no langcamento de 3 dados. Acreditavam que a possibilidade de obter um total de 9 era igual a
possibilidade de obter um total de 10. Por exemplo, diziam que uma combinagao possivel para dar um total de 9 seria
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1 pinta num dos dados, 2 pintas num outro dado, 6 pintas no terceiro dado
Abreviando o resultado anterior para “1 2 6”, todas as combinagdes para dar o 9 sdo:
126 135 144 234 225 333
Analogamente, obtinham 6 combinagdes para o 10:
145 136 226 235 244 334

Assim, os jogadores argumentavam que o 9 e o 10 deveriam ter a mesma possibilidade de se verificarem. Contudo, a
experiéncia mostrava que o 10 aparecia com uma frequéncia um pouco superior ao 9. Pediram a Galileu que os ajudasse
nesta contradigdo, tendo este realizado o seguinte raciocinio: Pinte-se um dos dados de branco, o outro de cinzento e o
outro de preto. De quantas maneiras se podem apresentar os trés dados depois de langados? O dado branco pode
apresentar 6 possibilidades diferentes. Para cada uma destas possibilidades o dado cinzento pode apresentar 6
possibilidades, obtendo-se 6 X 6 possibilidades para os dois dados. Correspondendo a cada uma destas possibilidades, o
dado preto pode apresentar 6 possibilidades obtendo-se no total 6 X 6 X 6 = 216 possibilidades. Galileu listou todas as 216
maneiras de 3 dados se apresentarem depois de langados. Depois percorreu a lista e verificou que havia 25 maneiras de
obter um total de 9 e 27 maneiras de obter um total de 10.

O raciocinio dos jogadores ndo entrava em linha de conta com as diferentes maneiras como os dados se podiam
apresentar. Por exemplo o triplo 3 3 3, que da o 9, corresponde unicamente a uma forma de os dados se apresentarem,
mas o triplo 3 3 4 que da o 10, corresponde a 3 maneiras diferentes:

U E @
ENEE]
HE o

pelo que o raciocinio dos jogadores deve ser corrigido de acordo com a tabela seguinte:

Triplos parao 9 N° de maneiras Triplos para o 10 N° de maneiras
de obter o triplo de obter o triplo

6

W NN 2 o
WN WA ®WN
woh MO
S WO Wwo o
WNRNN = o
AW N WA
AN OO OO
ww o w o

Total 25 Total 27

Extracgdes com reposi¢cao e sem reposicao

Colocaram-se (Graca Martins. M.E. et al, 1999) numa caixa 3 papéis com o nome de 3 meninas:
Ana, Maria e Filipa. Considere a experiéncia aleatéria que consiste em retirar da caixa 2 papéis e
verificar os nomes que sairam. Qual o espago de resultados? Para responder a esta questado é
necessario saber se a extracgdo se faz com reposicao, isto &, se uma vez retirado um papel e
verificado o nome se volta a colocar o papel na caixa, antes de proceder a extracgéo seguinte, ou
se a extraccao é feita sem reposicéo, isto €, uma vez retirado um papel, ele ndo é reposto antes
de se proceder a proxima extracgdo. No esquema seguinte procuramos representar as duas

situacoes.
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17 extraccéo Maria; £
hariz
Cam reposigio Sem reposicio
. Ans :
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Admitimos que na 12 extracgdo saiu o papel com o nome da Maria. Na 22 extracgéo, saiu 0 nome
da Filipa nos dois casos, mas na extracgdo com reposicao havia uma possibilidade em trés de ele
sair, tal como na 12 extracgao, enquanto que na extraccao sem reposi¢do havia uma possibilidade

em duas de ele sair. Quer dizer que neste caso havia uma maior probabilidade de sair o nome da
Filipa. Os espacos de resultados S; e S¢ correspondentes as duas situagdes com reposicédo e sem

reposicao, sao respectivamente:

Sc = {(Ana, Ana), (Ana, Maria), (Ana, Filipa), (Maria, Ana), (Maria, Maria), (Maria, Filipa), (Filipa,
Ana); (Filipa, Maria), (Filipa, Filipa)}

S, = {(Ana, Maria), (Ana, Filipa), (Maria, Ana), (Maria, Filipa), (Filipa, Ana), (Filipa, Maria)}.

O acontecimento “saiu 0 nome da Maria” é constituido pelos seguintes resultados, considerando a
extracgdo com reposicao e sem reposigcao, respectivamente:

A= {(Ana, Maria), (Maria, Ana), (Maria, Maria), (Maria, Filipa), (Filipa, Maria)}

e A, = {(Ana, Maria), (Maria, Ana), (Maria, Filipa), (Filipa, Maria)}.

Exemplo 6 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em extrair 2 berlindes, de um saco

com 3 berlindes vermelhos e 2 azuis. Qual é o espaco de resultados?

Para ja é necessario saber se a extracgdo se faz com reposigdo ou sem reposigdo. Vamos
considerar as duas situagdes. Para identificar o espago de resultados sera mais facil numerar os

berlindes, pelo que vamos numerar os berlindes vermelhos com 1, 2 e 3 e os azuis com 4 e 5.

Com reposigao - Quando se retira um berlinde verifica-se a cor e torna-se a repor o berlinde no
saco antes de extrair o proximo. O espaco de resultados é constituido por todos os resultados, em

numero de 25, do esquema seguinte:
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Sem reposicdo - Neste caso o0 espago de resultados € constituido por todos os resultados do

espaco do esquema anterior, exceptuando os pares constituidos pelo mesmo berlinde:
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O acontecimento “tirar 2 berlindes de cor diferente” é constituido pelos resultados {(1,4), (1,5),
(2,4), (2,5), (3,4), (3,5), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1), (5,2), (5,3)} tanto no esquema com reposigao,

Como sem reposicao.

5.2.1 — Operag6es com acontecimentos

Uma técnica utilizada para visualizar acontecimentos consiste em utilizar um rectangulo para
representar o espago de resultados e circulos para representar os acontecimentos. A essas
representacoes chamamos diagramas de Venn. Vamos utilizar esses diagramas para apresentar a
terminologia utilizada quando falamos de acontecimentos. Assim, representando os

acontecimentos por A, B, C, ..., temos:
» Acontecimento Complementar ou contrario do acontecimento A:

O acontecimento complementar ou contrario do acontecimento A, representa-se porﬁ ouA®eé

o acontecimento constituido por todos os resultados de S, que n&o estdo em A.
A

O acontecimento A implica a realizagdo do acontecimento B, quando todo o resultado de A € um

» Acontecimento A implica B

resultado de B; indica-se este facto escrevendo ACB.
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"
E

Intersecgao dos acontecimentos A e B, AnB , ou (A e B) € 0 acontecimento que se realiza sse A

| A0

» Acontecimento Intersecgéo

e B se realizam simultaneamente.

» Acontecimento Uniao

Uniao dos acontecimentos A e B, AUB , ou (A ou B) é o acontecimento que se realiza sse A ou B

se realizam.

- AUB

] E

» Acontecimentos Disjuntos

Acontecimentos disjuntos ou acontecimentos mutuamente exclusivos, sdo acontecimentos em

que a realizagao de um deles implica a nao realizagao do outro.

P9

» Acontecimento Diferenga

Acontecimento diferenga entre A e B, A-B, é o acontecimento que se realiza sse A se realiza, sem

&«

que B se realize.

» Acontecimento Impossivel

Acontecimento impossivel € o acontecimento que resulta da intersec¢gdo de acontecimentos
mutuamente exclusivos. Analogamente ao que se passa na teoria dos conjuntos, representa-se
por ¢ ( simbolo do conjunto vazio, mas que aqui se |é acontecimento impossivel e nao
acontecimento vazio). Entdo, com esta notacdo introduzida para o acontecimento impossivel,

temos:
Se dois acontecimentos sao disjuntos, entdao AnB = ¢.

Exemplo 7 - Relativamente a experiéncia aleatéria que consiste no langamento de um dado,
represente com a notagéo que achar conveniente:
a) O espaco de resultados

b) O acontecimento A, que consiste em sair uma face par (niUmero de pintas par)
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c) O acontecimento B que consiste em sair face impar

d) O acontecimento C que consiste em sair uma face menor que 3

e) O acontecimento intersecgao de A com B. O que conclui acerca dos acontecimentos A e B?
f) O acontecimento unido de A com B. O que conclui acerca dessa uniéo?

g) O acontecimento intersecgéo de B e C.

Resolugéo:

a)S={1,2,3,4,56}b)A={2,4,6};c)B={1,3,5}

d) C={1, 2}; e) AnB = ¢, pelo que os acontecimentos A e B sdo disjuntos

f) AUB = S, pelo que a unido de A e B é o espago de resultados. Das alineas €) e f) concluimos
que os acontecimentos A e B sdo complementares.

g)BnC ={1}

Exemplo 8 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em verificar os resultados de um

desafio de futebol Benfica-Sporting.

a) Descreva o espaco dos resultados.

b) Represente os acontecimentos : A - empate; B - Benfica ganhou; C - Sporting ganhou.

Resolugéo:

a) S={(,j:i=0,1,2,3,...;j=0,1, 2, 3, ...}, isto &, o espago de resultados é constituido por
todos os pares possiveis de niumeros naturais, incluindo o zero

b) A={(,i):i=0,1,23,..5B={(j:i=1,2,3,...;j=0,1,2,3, ... e i>j}

C={(j:i=0,1,2,3,...;j1,2,3, ... eli<j}

Exemplo 9 - Uma empresa que faz a prospecgao de petréleo, quando faz um furo pode encontrar
petréleo ou gas, ou ndo encontrar nada. A empresa fez dois furos.

a) Descreva o espacgo de resultados associado a experiéncia aleatéria anterior.

b) Represente o acontecimento : a empresa obteve petréleo ou gas.

Resolucgéo:

a) S = {(petroleo ou gas, nada), (petroleo ou gas, petréleo ou gas), (nada, petréleo ou gas), (nada,
nada)}

b) A = {(petréleo ou gas, nada), (petroleo ou gas, petréleo ou gas), (nada, petréleo ou gas)}

5.3 - Probabilidade de um acontecimento

Dissemos anteriormente que o nosso objectivo é definir modelos de probabilidade para fendmenos

aleatorios, que nos interessem estudar. Em espacos finitos, esta definicdo implica:
- Alidentificacdo de um espaco de resultados;

- Uma forma de atribuir probabilidades a cada um dos resultados, isto €&, aos

acontecimentos elementares.
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O processo de atribuir probabilidades deve ser tal, que algumas regras basicas devam ser

satisfeitas para todos os modelos. Vamos entéo considerar as seguintes regras, que sao intuitivas:

Regra 1 — Uma probabilidade deve ser um numero entre 0 e 1;

Regra 2 — O conjunto de todos os resultados possiveis tem probabilidade igual a 1;

Admitamos, para ja, que tinhamos um processo de definir um modelo de probabilidade. Uma vez

definido esse modelo de probabilidade, como obter a probabilidade de acontecimentos?

Uma vez que um acontecimento € um conjunto de resultados, vamos definir a probabilidade do
acontecimento A, que representamos por P(A), a custa das probabilidades dos resultados qur

compdem A:

Em espagos finitos, a probabilidade de um acontecimento A é a soma das probabilidades dos

acontecimentos elementares que compdem A.

A probabilidade € uma medida do grau de incerteza atribuido a realizagao de um acontecimento. A
sua quantificacdo € susceptivel de varias interpretacdes, que apresentamos a seguir. Assim
vamos abordar o conceito de Probabilidade de um acontecimento, fazendo referéncia a
interpretacdo frequencista, classica ou Laplaciana, subjectivista ou Bayesiana e finalmente

introduzimos a definicdo axiomatica de Probabilidade

PROBABILIDADE

Interpretagao Interpretagao Interpretagao
Laplaciana frequencista Bayesiana

—— P Definigio Axiomaética «f4——

5.3.1 — Probabilidade frequencista

Retomemos a definicdo de experiéncia aleatéria. Desta definicdo, vimos que uma das suas
caracteristicas consistia no facto de se poder repetir, nas mesmas circunstancias, apresentando
uma regularidade estatistica. Vamos entao repetir a experiéncia um grande ndmero de vezes e
registar a frequéncia relativa - propor¢do de vezes, com que um determinado resultado

(acontecimento elementar) ocorreu.

A medida que o nimero de repeticdes da experiéncia aleatéria aumenta, a frequéncia relativa do
acontecimento elementar tende para um valor entre 0 e 1. Este limite, é interpretado como sendo a

Probabilidade desse acontecimento elementar.
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Suponhamos, por exemplo, a experiéncia aleatéria que consiste no langamento de uma moeda ao
ar e observar a face que fica virada para cima. Realizaram-se 100 langamentos, tendo-se obtido

0s seguintes resultados:

1 cara 21 cara 41 cara 61 coroa 81 cara
2 coroa 22 coroa 42 cara 62 cara 82 coroa
3 cara 23 cara 43 coroa 63 coroa 83 cara
4 cara 24 cara 44 coroa 64 coroa 84 cara
5 cara 25 coroa 45 coroa 65 coroa 85 coroa
6 coroa 26 cara 46 coroa 66 coroa 86 cara
7 coroa 27 cara a7 coroa 67 coroa 87 cara
8 coroa 28 cara 48 cara 68 cara 88 coroa
9 coroa 29 coroa 49 cara 69 cara 89 coroa
10 coroa 30 cara 50 cara 70 cara 0 cara
11 cara 31 cara 51 coroa 71 coroa 91 coroa
12 coroa 32 coroa 52 cara 72 cara 92 coroa
13 cara 33 coroa 53 cara 73 cara 93 coroa
14 coroa 34 cara 54 cara 74 coroa 94 coroa
15 cara 35 cara 55 coroa 75 cara 95 cara
16 coroa 36 coroa 56 cara 76 cara 96 cara
17 cara 37 cara 57 coroa 77 coroa 97 coroa
18 cara 38 coroa 58 cara 78 coroa 98 cara
19 coroa 39 coroa 59 coroa 79 coroa 99 cara
20 cara 40 coroa 60 coroa 80 cara 100 cara

Se ao fim dos 100 langamentos se verificaram 49 coroas, entdo a frequéncia relativa com que se

verificou coroa foi de 0.49. O limite para que tende a frequéncia relativa da saida de coroa, ao fim

de um grande numero de lancamentos, & interpretado como a probabilidade de saida de coroa .

O grafico obtido para a frequéncia relativa apds cada langamento, tem o seguinte aspecto:

LA
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A frequéncia relativa, a medida que o niumero de provas aumenta, tem tendéncia a estabilizar a

volta do valor 0.5. Assim, dizemos que a probabilidade de sair coroa é 0.5.

Observagao: Chamamos a atencgéo, ainda relativamente a este exemplo, para o seguinte: ndo é
correcto dizer que a medida que o niumero de langamentos aumenta, o niUmero de coroas se
aproxima de metade do numero de langamentos. A regularidade a longo termo significa que a
proporgdo de vezes que saiu coroa tende a estabilizar. Neste caso, ao fim de 100 langamentos o
numero de coroas foi de 49; se continuassemos a fazer langamentos poderia acontecer que ao fim
de 500, 1000, 2000 e 3000 langamentos, o niumero de coroas obtidas fosse respectivamente de

253, 495, 993 e 1510 como se apresenta na seguinte tabela:
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N° langamentos N° coroas obtidas Metade dos lang. ly - X| Freq. relativa
X y
100 49 50 1 0.49
500 253 250 3 0.51
1000 495 500 5 0.50
2000 993 1000 7 0.50
3000 1510 1500 10 0.50

Como se verifica, pode acontecer que o numero de coroas obtidas se afaste de metade do nimero
de langamentos, ndo impedindo que a frequéncia relativa tenha tendéncia a estabilizar a volta do
valor 0.50.

Definicao frequencista de probabilidade - Define-se probabilidade de um acontecimento A e
representa-se por P(A) como sendo o valor para que tende a frequéncia relativa da realizagao de

A, num grande numero de repeticdes da experiéncia aleatoria
- . Ny . .
P(A) = limite da frequéncia relativa — com que se realiza o acontecimento A
n

(na representa o n° de realizagbes de A em n repeticdes da experiéncia)

Exemplo 10 - Suponha que langa um dado 1000 vezes e verifica a face que ficou voltada para

cima, tendo obtido os seguintes resultados:

Face Freq. abs. Freq. rel.(%)
1 159 15.9%
2 163 16.3%
3 160 16.0%
4 161 16.1%
5 86 8.6%
6 271 271%

Perante os resultados anteriores somos levados a sugerir o seguinte modelo de probabilidade
para o fenémeno aleatério que consiste em verificar qual a face que sai no langamento de um
dado:

Face Probabilidade
16%
16%
16%
16%
9%
27%

o s WN -

Os resultados anteriores levam-nos ainda a concluir que estamos perante um dado “viciado”, pois
as faces nao tém todas a mesma probabilidade de sairem, como seria de esperar se o dado fosse

“equilibrado”.
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Exemplo 11 - Qual a probabilidade de ao retirar uma carta ao acaso de um baralho de 52 cartas,
ela ser um As? Suponha que tem um baralho de cartas e pede a alguém para retirar uma carta;
verifica se é As e repde a carta novamente no baralho. Repete esta experiéncia 1000 vezes, tendo
o cuidado de entre duas extracgbes sucessivas, embaralhar as cartas. Os resultados obtidos

foram os seguintes:

N° repeticdes Freq. abs. As Freq. rel. As

1000 78 0.078

Perante os resultados anteriores sugere-se a probabilidade de 8% para a saida de As.
Sera sempre possivel definir a probabilidade de um acontecimento, utilizando a definicdo anterior?

Este processo de submeter a atribuicdo da probabilidade de um acontecimento, a realizacdo do
acontecimento um grande ndmero de vezes, é susceptivel de critica, na medida em que nem
sempre se pode repetir a experiéncia as vezes necessarias, de modo a obter a convergéncia

pretendida.

’_@ Utilizagao do Excel na simulagao de experiéncias aleatérias

Os algoritmos de geragdo de numeros pseudo-aleatérios no intervalo [0,1], estdo concebidos de tal modo, que ao
considerar uma qualquer sequéncia de numeros gerados se obtenha aproximadamente a mesma propor¢cdo de
observagdes em subintervalos de igual amplitude do intervalo [0,1]. Assim, por exemplo, se se fizer correr um desses
algoritmos 100 vezes, é de esperar que caiam 25 dos nuimeros gerados em cada quarto do intervalo [0,1] (Loura, L. e
Graga Martins, M. E., 2001).

De um modo geral quando falamos em ndmeros aleatérios, estamos a referir-nos a obtengao de qualquer real do intervalo
[0, 1], de tal forma que a probabilidade de obter um valor de um subintervalo [a, b] de [0, 1], é igual a amplitude desse
subintervalo, ou seja (b-a). No Excel, obtemos estes nimeros com a fungdo RAND. A fungdo RANDBETWEEN(m;n), ja
utilizada em capitulos anteriores, gera nimeros pseudo-aleatérios inteiros, no intervalo [m,n].

Exemplo — Simule 10 langamentos de uma moeda equilibrada, utilizando a fungdo RAND() do Excel.

Como admitimos que a moeda é equilibrada, vamos utilizar a fungdo RAND() da seguinte forma: se o resultado for menor
que 0,5, simulamos a saida de coroa; caso contrario simulamos a saida de cara. Um procedimento possivel para a
simulagdo em causa é o seguinte:

EEI NamerosAleatdrios I ] 3
A, B C B r—
1 |=RAMD() 0,947EE4443788201 |=IF(B1 =0 5 "coroa™"cara™ 1 |0,947664 cara
2 |=RAND() 0291064707041 3349 =IF(B2<0,5; "coros" "cara") 2 | 0291065 coroa
3 |=RAND() 0,327702896521203 =IF(B3=0,5; "coroa" "cara") 3 | 0327703 coroa
4 |=RAND() 085749245531 8246 =IF(B4=0,5; "coroa" "cara") 4 | 0857492 cara
5 |=RAND() 0,571382593518266 =IF(BS=0,5; "coroa™ "cara") 5 | 0871383 cara
B |=RAND() 0,822363769573869 =IF(BE=0,5; "coroa™ "cara") B | 0522364 cara
7 |=RAND() 0,102489601163353 =IF(B7=0,5; "coroa™ "cara") 7 | 0,102470 coroa
3 |=RAND() 06105681331 7687 | =IF(BE=0,5; "coroa™ "cara") 3 | 0610565 cara
9 |=RAND() 02219237807 76478 =IF(B9=0,5; "coroa™ "cara") 9 | 0221924 coroa
10 [=RAMD0 0,59001 4450461622 =IF(B10=0,5;"coroa", "cara™) 10 | 0590014 cara -
HUM VLK mi 4]
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Para obter a tabela do lado esquerdo, inserimos a fungdo RAND() na célula A1 e replicamos (Fill Down) até a célula A10.
Seguidamente copiamos os valores obtidos — utilizando o Paste Special, para as células B1:B10. Este procedimento é
necessario (se nos quisermos fixar numa determinada amostra), pois a funcdo RAND ¢é volatil, pelo que em cada calculo da
folha, gera um novo nimero. Com a fungéo IF, simuldamos o resultado cara ou coroa, que se apresenta na tabela do lado
direito, da figura anterior.

Exemplo (Exemplo 5.1.1 de Loura, L. e Graga Martins, M. E., 2005) — Suponha um casal que pretende ter um “casal” de
filhos, ndo desejando mais do que 3 filhos e sé tentando o 3° filho se anteriormente tiver tido ou dois rapazes ou duas

raparigas. Qual a probabilidade de ter efectivamente o casalinho?

Admitindo que a probabilidade de nascer rapaz é igual a de nascer rapariga, vamos utilizar a fungdo RAND, para simular
um qualquer destes nascimentos, da seguinte forma: Se o resultado da fungdo RAND for inferior a 0,5, simulamos o
nascimento de um rapaz — M. Caso contrario simulamos o nascimento de uma rapariga. Numa folha de Excel vamos
simular varias repeticdes da experiéncia “nascimento de 3 filhos”. Poderiamos ter optado por comegar por simular o
nascimento de dois filhos e sé simular o 3° filho se ndo houvesse os dois sexos nos dois primeiros filhos. No entanto, este
condicionamento da simulagdo do 3° filho faz com que cada repeticdo da experiéncia dependa do que se obtém
anteriormente, o que torna mais demorado o processo da simulagdo. Assim, simulamos sempre 3 filhos e basta nos dois
primeiros haver os dois sexos, para termos como resultado da experiéncia um sucesso. Assinalamos o sucesso (dois
sexos diferentes logo nos dois primeiros filhos ou sexos diferentes nos trés filhos) com um 1 — esta notagéo facilita-nos o

célculo da frequéncia relativa do n° de sucessos, a medida que repetimos a experiéncia.
Um procedimemto possivel para a simulagdo em causa, pode ser o seguinte:

e Inserir a fungdo RAND() nas células A2, B2 e C2 e nas células D2, E2 e F2 a fungao IF(), como se exemplifica na
figura seguinte:

—Io/x]
A B C D E | F j
17 filho 27 filho 3 filhio
=RAMD(] =RAMD( =RAMDC) [=IFr8220,5 "M F"  =IF(B2=0,5"M"" "F"1  |=IF(C220 5 "8 F")
=RAMDC) |=RAMNDCT =RANMDD =IF(A3=05"M""F" =IF(B3=05"M""F"1 =IF(C3=05;"K","F"
=RAMDC) |=RAMNDCT =RANMDD =IF(A4=05"M""F" =IF{B4=05"M""F") =IF(C4=05;"M","F")
=RAMD() |=RAMDCY =RANMDD =IF(AS<05"M""F" =IF{B5=05"M""F"1 |=IF(C5=05;"M","F"

i 4]» M Shostl Sheetz ¢ Shests 7 <1

. Replicar (Fill down) as células A2:F2, tantas vezes quantas as vezes que se pretende simular a realizagdo da

77| e | D0 | B | e

4

experiéncia. Nos replicamos 400 vezes, colocando os resultados nas células A2:F401;

. Copiar (Paste special) os valores das células D2:F401, para as células H2:J401 (Este passo tem como objectivo
guardar os valores gerados anteriormente, pois a fungdo RAND() é volatil, como ja referimos anteriormente;

. Em cada uma das células da coluna K inserir 1 se o resultado da experiéncia tiver sido sucesso;

. Na coluna L contabilizar o n® de sucessos acumulados;

. Na coluna M contabilizar o n° da experiéncia;

. Na coluna N calcular a frequéncia relativa de sucesso, a medida que se vao realizando experiéncias.

O processo anterior € apresentado na figura seguinte. Por uma questdo de espago s6 apresentamos a parte inicial e a

parte final da tabela:
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1ol x|
H | J K L | M | N
1 [1°filho  2°filho | 3" filho Sucesso HPsuc | Hlexp |fre.rel
2 F F [z 1 1 1 1,000
5 F F M 1 z z 1,000
Fil 1A F I 1 3 3 1,000
i F o I 1 4 4 1,000
[a] F & F 1 5 5 1,000
! 1A F F 1 3 3 1,000
i 1A F F 1 7 7 1,000
= 1A F I 1 ] ] 1,000
(1] F I I 1 3 3 1,000
11 1A o F 1 10 10 1,000
12 1A F I 1 1 1 1,000
1.3 F F 2] 1 12 12 1,000
14 F F M 1 13 13 1,000
(] F o F 1 14 14 1,000
] 1A o F 1 15 15 1,000
17 F F F 15 16 0,358
Iid F F F 15 17 0,652
[l=) 1A F F 1 16 18 0,553
L] 1A & 2] 16 13 0,542
21 F Il M 1 17 20 0,550
22 1A F F 1 18 =l 0,557
23 1A o F 1 13 22 0,564
Jididi 1A [ F 1 230 &7 0,743
i i i &l 230 355 0,747
=N 1 M F 1 231 359 0,745
a1 F il F 1 23z 330 0,743
Jd2 F F F 23z 33 0,747
Jug i ol F 1 233 332 0,747
54 1 F F 1 234 395 0,745
Jd5 1A ul il 234 334 0,746
Jdb F F &l 1 235 335 0,747
= F ol ol 1 236 336 0,747
Jdid i F F 1 237 337 0,745
i) 1A ul F 1 235 335 0,743
4L i F F 1 233 333 0,743
4171 F F ™ 1 400 0,750 |-
[4[ 4 [» [m] Sheet1 ' Sheet2 / sheets | 4§ s

Como se verifica, a frequéncia relativa estabiliza a volta do valor 0,75, pelo que dizemos que 0,75 é uma estimativa para a
probabilidade pretendida (O valor calculado, teoricamente, para esta probabilidade é de 0,75). A titulo de curiosidade
acrescentamos que o resultado da simulagédo ao fim de 100, 200 e 300 repetigdes, foi respectivamente 0,790, 0,775 e
0,753. Apresentamos a evolugao da frequéncia relativa na seguinte representacéo grafica:

EEI Exemplo5.1.1 -0 x|
H | J K L M| N O E'
< Ir—
ﬁ 1,00 = Evalugio da frequingia relativa
5 oasq .
b 0@
v ra
é 0,55 | / ¥
=) 0.50 4 'MM
[or| oS e =
[T o . T T T T T T . \
2 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
(51 -
4 4 » M Sheetl 4 Sheet2 / Sheet3 / |« | ﬂd
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5.3.2 —Probabilidade Laplaciana (ou definigao classica)

Considerando ainda a experiéncia que consiste no langamento de um dado equilibrado, em que
podemos a partida considerar que cada resultado (saida de uma face) é igualmente possivel, qual

a probabilidade de sair a face 4?

Como temos 6 faces e existe uma face com o niumero 4, entdo o numero de possibilidades é de 1
em 6. Assim a probabilidade de sair a face 4 € 1/6. O mesmo se passa com qualquer das outras

faces.

Se dado um baralho de cartas, pretendermos saber qual a probabilidade de sair o as de paus,
como temos uma carta favoravel para a nossa pretensao (as de paus) de entre 52 possiveis,

entdo a probabilidade pretendida é 1/52.

Mais geralmente, se o espago de resultados S é constituido por um numero finito n de elementos -
acontecimentos elementares, todos eles igualmente possiveis, a probabilidade de cada resultado

ou acontecimento elementar é 1/n (principio da simetria ou da raz&o insuficiente).

Considerando de novo a experiéncia do langamento do dado, qual a probabilidade de se realizar o

acontecimento “sair uma face par”?

Neste momento temos 3 faces favoraveis, de entre 6 possiveis, pelo que a probabilidade
pretendida é de 3/6 ou 1/6 + 1/6 +1/6, que € a soma das probabilidades dos resultados que nos

interessam.

Definida intuitivamente a probabilidade de um acontecimento elementar, define-se Probabilidade
de um acontecimento A e representa-se por P(A), como sendo a soma das probabilidades dos

resultados que compdem A.

Definicao classica de Probabilidade — Define-se probabilidade do acontecimento A como sendo
a razao entre o numero de resultados favoraveis a A (resultados que compdem A) - ny e O
numero de resultados possiveis (resultados que constituem S, admitindo-se o principio da

simetria) - n:
nA

P(A) = 2
n

Exemplo 12 - Considere a seguinte experiéncia aleatoria, que consiste em seleccionar dois

macacos ao acaso, de entre a seguinte lista, aos quais sera administrado um certo medicamento.

Macaco Tipo Idade
1 Baboon 6
2 Baboon 8
3 Spider 6
4 Spider 6

Determine a probabilidade dos seguintes acontecimentos:
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A : Os macacos escolhidos sdo do mesmo tipo
B : Os macacos escolhidos sdo da mesma idade
Resolugao: O espaco dos resultados tem a seguinte forma
S ={(1.2), (1,3), (1.4), (2,3), (2,4), (3,4)}
Os acontecimentos A e B séo
A={(1.2),(34)} e B={(1,3),(1.4), (B.4)}
Entéo, de acordo com a definigao classica de probabilidade, temos:
P(A) = ge P(B) = E
6 6
Exemplo 13 - Considere a experiéncia que consiste em registar o dia de anos de cada um dos 10
alunos que foram seleccionados ao acaso, numa determinada turma. Qual a probabilidade de nao
haver dois alunos que fagam anos no mesmo dia? ( Considere o ano com 365 dias)
Resolugéo:

10. O numero de resultados

O numero de possibilidades para os dias de anos dos 10 alunos é 365
favoraveis sera: 365 x 364 x 363 x 362 x 361 x 360 x 359 x 358 x 357 x 356. Entdo a probabilidade

pretendida sera

365 x 364 x 363 x 362 x 361 x 360 x 359 x 358 x 357 x 356
365"

Exemplo 14 - Numa empresa de limpezas com 20 trabalhadores, estes tém de ser distribuidos
pelos 4 servigos existentes. No servigco 1, dos 6 trabalhadores necessarios, 4 pertencem a um
determinado grupo étnico. Os outros servigos necessitam respectivamente de 4, 5 e 5
empregados. Qual a probabilidade de, numa distribuicdo aleatéria, os 4 membros da dita etnia
terem sido colocados no servigco 1?

Resolucgéo:

O numero de maneiras possiveis pelas quais os 20 empregados se podem distribuir pelos 4

servicos é
20!

61415151
Tendo em consideragdao que os 4 elementos foram colocados no servigo 1, sobram 16

trabalhadores e o nimero de maneiras possiveis pelas quais se podem distribuir &
|
16!
2008 = 0031
61415151

Ent&o a probabilidade pretendida é

Quando a hipotese de que os acontecimentos elementares sdo igualmente possiveis ndo se puder

aplicar, e é o que acontece, por exemplo no caso de um dado em que se cortou um canto, e o
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dado deixa de ser equilibrado, como € que poderemos atribuir probabilidade a um determinado

resultado?
Sera sempre possivel definir a probabilidade de um acontecimento, utilizando a definicdo anterior?

Nem sempre é possivel construir um espaco de resultados, em que os resultados sejam
igualmente possiveis. Por outro lado, esta definigdo de probabilidade é grandemente criticavel, sob
diversos pontos de vista, nomeadamente pelo facto de ser uma definicdo que tem por base a
nogao primitiva de igualmente possiveis, que € sindnimo de igualmente provaveis. Aparece assim

o conceito de provavel para definir probabilidade!

5.3.3 - Probabilidade subjectivista ou Bayesiana

A maior parte das vezes nao se pode repetir a experiéncia as vezes que se quer, nem tdo pouco
assumir que os resultados da experiéncia sdo igualmente possiveis. Por exemplo, qual a
probabilidade de um aluno obter uma nota superior a 14 na disciplina de IPE, onde se encontra
matriculado no 1° semestre? Nem é desejavel que a experiéncia se repita, nem devemos atribuir
igual possibilidade aos acontecimentos nota superior a 14 e nota menor ou igual que 14. No
entanto, se formos ver o curriculo do aluno poderemos atribuir uma probabilidade elevada (ou
baixa) ao acontecimento em causa. A probabilidade diz-se, neste caso, subjectiva, pois foi
baseada em informagdo anterior e num julgamento subjectivo. Uma vez que existe algo de
arbitrario na atribuicdo de probabilidades a acontecimentos seguindo esta teoria, € de dificil

aplicagdo, embora recentemente esteja a ter grande sucesso.

Definicao Bayesiana de Probabilidade — atribui-se a um acontecimento uma probabilidade com

base em experiéncia e informacgao anteriores.

Exemplo 15 — (Alpuim, T., 1997) — Suponha que vamos rodar uma roleta calibrada de 0 a 1, duas
vezes consecutivas:

Se designarmos por x4 0 resultado da 12 vez e
por x, o resultado da 2% vez, o espago de
resultados sera S={(x1, X2)g[0,1)x[0,1)}, cuja

repre-sentagéo grafica se apresenta a seguir:

0.5

P

1

Alguns acontecimentos associados a este espago de resultados sdo exemplificados a seguir:
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A= {X2>1/3} B= {X2+X1<1} C= {min(X1,X2)<1/3} D= {X2 > X1}

Como calcular a probabilidade destes acontecimentos e de outros do espago de resultados S?
Teriamos de calcular a frequéncia relativa para um numero suficientemente grande de repetigdes
da experiéncia, para todos os acontecimentos de S, que tem um ndmero infinito, ndo numeravel,
de subconjuntos, o que tornaria a tarefa impraticavel. Neste caso seria intuitivo pensar que a

probabilidade associada a um acontecimento A ¢ [0,1)x[0,1) é proporcional a sua area, ou seja,

P(A) = Area de A/Area de S = Area de A
No entanto, o que pretendemos nao é uma forma de atribuir probabilidades que sirva para um
determinado espago de resultados, mas sim uma forma mais geral, que possa ser aplicada a
todos os espagos amostrais, quer sejam finitos ou infinitos. Somos assim conduzidos a definigao

axiomatica de Probabilidade.

5.3.4 - Definigao axiomatica de Probabilidade

Uma definicdo mais rigorosa e consequentemente mais consistente de Probabilidade, embora
menos intuitiva, pode ser dada introduzindo um conjunto de regras ou axiomas, nomeadamente a
Axiomatica de Kolmogorov, a que deve obedecer uma fungéo P, quando aplicada a subconjuntos

de um espaco de resultados S.

Dado um espaco de resultados S, finito, representemos por W uma familia de subconjuntos de S
(acontecimentos), tais que :

i) Se o acontecimento A ¢ W , entdo Z e W

ii) Se os acontecimentos A e Be W, entdo AUB e W

i) S estaemW
Vamos ver seguidamente o processo de atribuir probabilidades a todos os acontecimentos de W,

construindo uma teoria, a custa de um conjunto de trés axiomas.
Axiomatica de Kolmogorov

Dado o par (S,W) a cada elemento A € W, associa-se um numero que se chama Probabilidade e
se representa por P(A). As probabilidades associadas aos acontecimentos de uma mesma familia
de acontecimentos satisfazem as seguintes condigbes ou axiomas :

1° axioma - Qualquer que seja o acontecimento A, P(A)20
2° axioma - A probabilidade do espaco de resultados é 1

3° axioma - Se os acontecimentos A e B sao disjuntos, isto &,
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AnB = ¢, entdo P(AUB) = P(A) + P(B)

Este axioma é chamado de axioma da aditividade finita e ndo pode ser generalizado para unides
infinitas. Se admitirmos que o espacgo de resultados é infinito numeravel (Um conjunto diz-se
numeravel se pudermos estabelecer uma aplicagéo bijectiva entre ele e os naturais), S={s1, s>, ...},
entdo seria desejavel que para qualquer subconjunto A de S, finito ou ndo, a sua probabilidade
fosse a soma das probabilidades dos acontecimentos elementares que o compéem. Neste caso,

resolve-se o problema substituindo o axioma 3, pelo seguinte axioma:

Axioma 3* - P(LJ; A) = Z;P(Ai) se AinAj=J paratodooi#j

Exercicio: Verifique que a definicdo frequencista e a definicdo classica de Probabilidade,
conduzem a Probabilidades segundo a axiomatica das Probabilidades, isto &, verifica os axiomas

anteriores.

Exemplo 16 - Num estudo sobre o comportamento da gaivota, considere o0s seguintes
acontecimentos: “a gaivota andava a voar’ e “a gaivota estava na agua”. Admita que os
acontecimentos anteriores tém, respectivamente, as probabilidades 0.37 e 0.25. Admitindo ainda
que estes acontecimentos representam o comportamento de uma determinada gaivota, num
determinado instante:

a) Represente a situagéo anterior utilizando diagramas de Venn. Sera que os acontecimentos sdo

disjuntos?

A - Voar

B - Estar na agua

Os acontecimentos s&o disjuntos.
b) Qual a probabilidade de que a gaivota esteja a voar ou na agua?
P(AouB) =P(AUB)=P(A)+ P(B)
=0.37 +0.25
=0.62
c¢) Qual a probabilidade de que a gaivota esteja a voar e na agua? (Ver propriedade 1.a seguir)
P(AeB)=P(AnB)=P($)=0

Observagao: Em linguagem de conjuntos o "ou" é traduzido pela unido, enquanto que o "e" é a

intersecgao.
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Propriedades da Probabilidade

Com a ajuda de diagramas de Venn, e tendo em consideragdo os axiomas das Probabilidades,

facilmente se mostram as seguintes propriedades para a Probabilidade:

1-P(9)=0

S

P(SU¢=P(S) + P(9)
=1

S

P(AUA ) =P(A) + P(A)
=1

>

P(B) = P(A) + P(B-A)
0

4 - Qualquer que seja o acontecimento A, 0 < P(A) <1
Corolario do resultado anterior.
5 - Quaisquer que sejam os acontecimentos A e B,

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

S

G’» P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

AMB

Exemplo 17 - Num restaurante registaram-se, durante bastante tempo, os pedidos dos clientes,
tendo-se chegado a conclusdo que, para terminar a refeicdo, 20% dos clientes pedem soé
sobremesa, 40% pedem so6 café e 30% pedem sobremesa e café.
a) Construa um diagrama de Venn para ilustrar a situagao anterior.

b) Determine a probabilidade do acontecimento “pedir café”.
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c) Determine a probabilidade do acontecimento “nao pedir sobremesa”.

d) Determine a probabilidade do acontecimento “nem pede café nem sobremesa”.
e) Determine a probabilidade do acontecimento “pedir café ou sobremesa”.

f) Os acontecimentos “pedir café” e “pedir sobremesa” sdo disjuntos?

Resolugao: a)

Sob. Café Sob - "Pedir sobremesa"

Café - "Pedir café"

b) P(Café) = .30 + .40 = .70
c) P(Sob) =1-P(Sob)
=1-.50=.50
d) P(Café ou Sob) = 1 - P(Café ou Sob)
=1-.90=.10
e) P(Café ou Sob) =.90

f) Os acontecimentos n&o sao disjuntos

Nota historica (Adaptado de Freedman, 1991) - O paradoxo do Cavaleiro De Méré

No século XVII, os jogadores Franceses costumavam fazer apostas sobre os seguintes acontecimentos: 1° jogo:
lancar 4 dados e sair pelo menos um as (chama-se as a face com 1 pinta); 2° jogo: lancar 24 vezes um par de dados
e sair pelo menos um duplo-as (um par de dados com as faces 1). Um nobre Francés, o Cavaleiro De Méré, pensava
que estes dois acontecimentos tinham igual probabilidade. O seu raciocinio era o seguinte, relativamente ao primeiro

jogo:
. No langamento de um dado, tenho uma probabilidade 1/6 de obter um &s;
e  Assim, em 4 dados tenho uma probabilidade 4x1/6 de obter pelo menos um as:
O seu raciocinio relativamente ao segundo jogo era analogo:
. No langamento de um par de dados tenho uma probabilidade 1/36 de obter um duplo-as.
e Assim, em 24 langamentos, terei uma probabilidade 24x1/36 de obter pelo menos um duplo-as.

Com este argumento, ambos os acontecimentos tinham a mesma probabilidade, igual a 2/3. Mas a experiéncia

mostrava que o primeiro acontecimento se observava mais vezes que o segundo! Esta contradigéo ficou conhecida

como o paradoxo do Chevalier de Méré.

De Méré questionou o filésofo Blaise Pascal sobre este problema, e Pascal resolveu-o com a ajuda do seu amigo

Pierre de Fermat. Fermat era um juiz e membro do parlamento, que é conhecido hoje pelas investigacdes
matematicas que fazia nas horas vagas. Fermat mostrou que De Méré utilizava a regra da adigdo (axioma 3) para
acontecimentos que ndo eram mutuamente exclusivos ou disjuntos. Efectivamente é possivel obter um as tanto no 1°
como no 2° langamento de um dado. Além do mais, levando o argumento de De Méré um pouco mais longe,
concluiriamos que a probabilidade de obter um as em 6 langcamentos de um dado seria 6/6, ou seja 1. Alguma coisa

teria que estar mal.

A questado que se punha agora, era como calcular correctamente estas probabilidades. Pascal e Fermat resolveram o
problema, com um tipo de raciocinio matematico, indirecto — o que normalmente deixa os ndo matematicos com o
sentimento de que estdo a ser enganados. Efectivamente, numa resolugéo directa como a proposta por Galileu (ver
seccdo 5.1) afundar-nos-iamos completamente: com 4 lancamentos de um dado ha 6° = 1 296 resultados possiveis;
com 24 langamentos de um par de dados ha 36* = 2.2 x 10 resultados possiveis. Infelizmente a conversa entre

Pascal e Fermat perdeu-se para a histéria, mas apresentamos seguidamente uma reconstrugao.
Pascal. Olhemos ent&o em primeiro lugar para o primeiro jogo.
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Fermat. Vamos a isso. A probabilidade de ganhar é dificil de calcular, pelo que vamos tentar calcular a

probabilidade do acontecimento complementar: a de perder. Entao
Probabildade de ganhar = 1 — probabilidade de perder

Pascal. De acordo. O jogador perde quando nenhum dos 4 dados mostrar um as. Mas como é que calcula a
probabilidade?

Fermat. Parece complicado. Vamos comegar com um dado. Qual a probabilidade que o primeiro dado ndo mostre
um as?

Pascal. Tem que mostrar entre 0 2 e 0 6, pelo que essa probabilidade sera 5/6.

Fermat. E isso. Agora, qual a probabilidade que os primeiros dois langamentos ndo mostrem ases?

Pascal. A probabilidade que o primeiro langlamento do dado ndo mostre um as é 5/6 = 0.83(3), ou seja, podemos
dizer que se espera que em 83,(3)% das vezes que se faz o primeiro langamento ndo saia as. Para que
ndo haja ases nos dois langamentos, esperamos que em 83,(3)% dessas vezes também néo haja as no
segundo langamento. Como 83.(3)% de 83.(3)% é 83.(3)%x83.(3)%=69,(4)%, deveremos esperar que
em 69,(4)% das vezes nédo haja ases nos dois langamentos. Repare-se que 69.(4)% n&o é mais do que
5/6x5/6=(5/6)?, ou seja, o produto da probabilidade de nZo sair as no primeiro langamento pela
probabilidade de n&o sair as no segundo langamento.

Fermat. Entdo e com 3 langamentos?

Pascal. Sera 5/6x5/6x5/6 = (5/6)°

Fermat. Sim. E agora com 4 langamentos?

Pascal. Deve ser (5/6)*

Fermat. Esta bem. Significa que se tem uma probabilidade de cerca de 48.2% de perder. Agora

Probabildade de ganhar = 100% — 48.2% = 51.8%

Fermat. Entdo a probabiliddae de ganhar o primeiro jogo € um pouco superior a 50%. E no que diz respeito ao
segundo jogo?

Pascal. Bem, no langamento de um par de dados, ha uma possibilidade em 36 de obter um duplo-as, e 35
possibilidades em 36 de ndo o obter. Pelo mesmo argumento utilizado para o primeiro jogo, em 24
lancamentos de um par de dados, a probabilidade de n&o obter um duplo-as é (35/36)%*.

Fermat. Que é cerca de 50.9%. Entdo como esta é a probabilidade de perder, a

Probabildade de ganhar = 100% — 50.9% = 49.1%

Pascal. Exactamente, o que da uma probabilidade um pouco inferior a 50%. Ca esta a raz&o pela qual se ganhava
o segundo jogo com menos frequéncia que o primeiro. Mas teria de langar o dado um grande ndmero de
vezes para se aperceber da diferenga.

5.4 — Probabilidade condicional e independéncia.

5.4.1 — Probabilidade condicional

Num exemplo do inicio do capitulo referimos que a moeda ndo tem memodria.... Efectivamente os

sucessivos lancamentos que se fazem com uma moeda s&o independentes, o que significa que

nao possamos prever o que se vai verificar no proximo langamento, com base no que se passou

em lancamentos anteriores.

Suponhamos agora o seguinte exemplo: Considera-se um baralho de cartas e extrai duas cartas.

Ganha 100 euros se a segunda carta for um rei de copas. Qual a probabilidade de ganhar os 100

euros?

Admita que joga este jogo segundo 2 cenarios:

1° cenario — N&o Ihe permitem que veja a 12 carta;

2° cenario — Quando retira a 12 carta olha e vé que é o 7 de espadas.

Para obter aquela probabilidade podemos fazer o seguinte raciocinio:
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1° cenario - se o baralho esta embaralhado, como é pressuposto, a probabilidade do rei de
copas estar na 22 posicdo é 1/52, ja que ha 52 posicdes possiveis, todas
igualmente possiveis, das quais s6 uma é favoravel. Assim, P(Rei de copas) =
1/52.

2° cenario — Neste caso temos 51 cartas por uma ordem aleatdria, e estamos interessados

numa delas que € o rei de copas. Entdo P(Rei de copas) = 1/51.

Embora o acontecimento de que pretendiamos calcular a probabilidade fosse 0 mesmo nos dois
casos, os contextos eram diferentes. No 1° caso estavamos a procura da probabilidade de na 22
carta estar o Rei de copas, independentemente do que estivesse na 1?2 carta, enquanto que no 2°
caso estavamos a procura da probabilidade de na segunda carta estar o Rei de copas, condicional
a que na 12 carta estivesse o 7 de espadas. A esta probabilidade chamamos probabilidade

condicional.

O conceito de probabilidade condicional € um dos conceitos mais importantes da Teoria da
Probabilidade e esta relacionado com o facto de em muitas situagdes em que se pretende calcular
a probabilidade de um acontecimento, ja se dispor de alguma informagéo sobre o resultado da
experiéncia, a qual permite actualizar a atribuicdo de probabilidade a esse acontecimento. E uma
nogdo, em geral, intuitiva, quando é aplicada no célculo de probabilidades de cadeias de
acontecimentos (ao retirar bolas de uma urna sucessivamente, sem reposi¢ao, a composicao da
urna altera-se e a probabilidade de se retirar certo tipo de bola depende dos tipos que sairam nas

extracgdes anteriores).

Outro tipo de exemplos que conduzem facilmente a nog¢do de probabilidade condicional sdo os
que envolvem a “extrac¢do” (ou escolha) ao acaso de um individuo de uma populagdo cujos
individuos estdo classificados segundo os niveis de duas (ou mais) categorias (escolha ao acaso

de um aluno de uma turma onde ha rapazes, raparigas, filhos Unicos e néo filhos unicos).

Notar ainda que em situagbes de escolha aleatéria de um individuo de uma populacdo, a
probabilidade de ocorréncia de A condicional a ocorréncia de B n&o € mais do que a probabilidade
de ocorréncia de A quando se escolhe ao acaso um individuo da subpopulagéo constituida

unicamente pelos individuos que verificam a caracteristica determinada pelo acontecimento B.

Consideremos (Graga Martins, M. E. et al, 1999), por exemplo, a experiéncia aleatéria que
consiste em langar um dado e verificar o ndmero de pintas que sai. A probabilidade do
acontecimento A, sair “1 ou 3 pintas” é 2/6, ja que o nosso espago de resultados S, é constituido
por 6 casos igualmente possiveis, dos quais 2 sdo favoraveis a realizagdo de A. Se, no entanto,
pretendermos a probabilidade desse mesmo acontecimento, sabendo de antem&o que saiu um
namero de pintas impar, neste momento ja o espago de resultados S’, é constituido por 3
resultados, igualmente possiveis, dos quais 2 s&o favoraveis, pelo que a probabilidade pretendida

€ 2/3, o dobro da obtida anteriormente, quando nao tinhamos nenhuma informagéo.
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Exemplificando com um diagrama de Venn

Vejamos ainda uma outra situagdo. Suponhamos, por exemplo, a experiéncia aleatéria que
consiste em retirar 2 bolas sem reposigdo, de uma caixa contendo 4 bolas brancas B1, B2, B3 e

B4 e 3 bolas pretas P1, P2, P3. Os N diferentes resultados obtidos na realizagdo da experiéncia

Sao.
B1B2 B1B3 B1B4 B1P1 B1P2 B1P3
B2B1 B2B3 B2B4 B2P1 B2P2 B2P3
B3B1 B3B2 B3B4 B3P1 B3P2 B3P3
B4B1 B4B2 B4B3 B4P1 B4P2 B4P3
P1B1 P1B2 P1B3 P1B4 P1P2 P1P3
P2B1 P2B2 P2B3 P2B4 P2P1 P2P3
P3B1 P3B2 P3B3 P3B4 P3P1 P3P2

Representando por n(Branca1) e n(Branca2), respectivamente, o numero de vezes em que se
verificou o acontecimento Branca1 — “saiu bola branca na 12 extrac¢gdo” e o nimero de vezes que
se realizou o acontecimento Branca2 - “saiu bola branca na 2% extracgdo”, e por
n(Branca1lBranca2) o nimero de vezes que se realizou o acontecimento Branca1(lBranca2 —

“saiu branca na 12 e 22 extracgdes”, temos:

P(Branca1) = 24/42, P(Branca2) = 24/42, P(Branca1lliBranca2) = 12/42

Suponhamos, no entanto, que sabiamos que tinha saido branca na 1?2 extracgéo, isto é, que se
tinha verificado o acontecimento Branca1. Qual a probabilidade de sair branca na 22 extracgao,
isto é de se verificar o acontecimento Branca2, tendo em conta esta informagéo adicional? Neste
momento o espacgo de resultados foi substancialmente reduzido, pois o nimero de resultados

possiveis é 24 (ter saido branca na 12 extracgao),

B1B2 B1B3 B1B4 B1P1 B1P2 B1P3
B2B1 B2B3 B2B4 B2P1 B2P2 B2P3
B3B1 B3B2 B3B4 B3P1 B3P2 B3P3
B4B1 B4B2 B4B3 B4P1 B4P2 B4P3

dos quais s6 12 é que séo favoraveis, pelo que

A probabilidade anterior chamamos probabilidade condicional do acontecimento Branca2, sabendo

que (ou dado que)

P(Branca2|Branca1).

P(Branca2 sabendo que Branca1l) = 12/24

se realizou

o acontecimento Branca1,

representamos
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Repare-se que
n(Brancal n Branca2)
n(Branca1)

P(Branca2|Branca1)

n(Branca1n Branca2)

N
n(Branca1)

N
P(Brancal~Branca?2)
P(Branca1)

P(Brancal~Branca?2)
P(Branca1)

ou seja P(Branca2|Branca1) =

Assim, a probabilidade condicional de se realizar o acontecimento Branca2, sabendo que se
realizou Branca1, é o quociente entre a probabilidade da realizagdo de Brancal e Branca2, e a
probabilidade da realizagdo de Brancal. Esta probabilidade condicional s6 tem sentido se

P(Branca1) for superior a zero.

Seja S um espago de resultados e P uma probabilidade nesse espaco. Dados dois
acontecimentos A e B, com P(B)>0, define-se probabilidade condicional de A se B (ou
probabilidade de A condicional a ocorréncia de B) como sendo

P(ANB)

P(AB) = ~5 55

Exemplo 18 (Parzen, 1960) — Consideremos uma familia com dois filhos e suponhamos que
existe igual probabilidade de cada filho ser rapaz ou rapariga. Qual a probabilidade de que ambos
os filhos sejam rapazes dado que: (i) o filho mais velho é um rapaz, (ii) pelo menos um dos filhos &

rapaz.

O espaco de resultados associado ao fenomeno em estudo, isto €, uma familia ter dois filhos & S =
{MM, MF, FM, FF}. Todos estes resultados sdo igualmente possiveis tendo em consideragdo o
facto de ser igualmente provavel um filho ser rapaz (M) ou rapariga (F). Pretende-se a
probabilidade de ambos serem rapazes, sabendo que (i) o filho mais velho é rapaz — este
condicionamento provoca que o espago de resultados se reduza a S’ = {MM, MF}, donde P(MM) =
1/2. Condicionando agora no acontecimento (ii) pelo menos um dos filhos é rapaz, ja o espaco de
resultados é S” = {MM, MF, FM} pelo que a probabilidade pretendida € P(MM) = 1/3.

Nota: Repare-se que a probabilidade de que “ambos os filhos sejam rapazes” é diferente
consoante nada se saiba sobre o sexo dos filhos ou haja conhecimento parcial sobre o sexo de

um dos filhos. No primeiro caso a probabilidade é 1/4.

Exemplo 19 (Siegel et al, 1988) -. Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste em
observar, numa dada multinacional, a impressdo causada (boa ou ma) na entrevista dos

candidatos a um emprego, assim como se conseguem ou ndo o emprego. Pensemos nos
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acontecimentos B — “o candidato causa boa impressao” e E — “o candidato consegue o emprego”.
Suponhamos que os acontecimentos anteriores estdo representados num diagrama de Venn e
que se conhecem as probabilidades assinaladas:

S

No diagrama de Venn os numeros indicados

representam:

P(B-E) = 0.28

P(E-B) = 0.08

P(BIIE) = 0.12

A partir do diagrama anterior sabemos que
P(“Conseguir emprego”) = 0.12 + 0.08 = 0.20

o que significa que 20% dos candidatos, que vao a entrevista, conseguem o emprego. Sera que o
facto de causar boa impressao, aumenta as possibilidades de ser bem sucedido, na obtengéo do
emprego? Isto é, sera que a informacdo adicional de que "um candidato causou boa impressao”
tem efeito na probabilidade de obter o emprego? Para responder a esta questdo, temos de nos
cingir unicamente aos candidatos que causam boa impressao, em vez de considerarmos todos os

candidatos. A dimensao deste grupo é 40% de todos os candidatos, ja que
P("Causar boa impressao") = 0.28 + 0.12 = 0.40

Para este totao de 40%, qual o contributo dos que conseguem o emprego? A resposta obtém-se

restringindo este grupo aos que conseguem o emprego
P("Causar boa impressao e Conseguir o emprego") = 0.12

Finalmente podemos calcular a probabilidade de uma pessoa que causou boa impressao,
conseguir o emprego. Esta probabilidade é dada pela resposta a seguinte questdao " 0.12 que
percentagem é de 0.40"? , resposta esta que se obtém dividindo 0.12 por 0.40, como alias se

deduz da definicao anteriormente dada de probabilidade condicional:

12
P("Conseguir o emprego" | "Causou boa impressao") = 8—4 =0.30

o

Vemos que a probabilidade de conseguir o emprego aumentou de 20% para 30%, com a
informacao adicional disponivel. Isto significa que 30% dos candidatos que causam boa
impressdo, conseguem o emprego, comparados com unicamente 20% dos candidatos em geral
(causando ou ndo boa impressao). Intuitivamente esperavamos que o facto de um candidato
causar boa impressdo, aumentasse as suas possibilidades de sucesso, e o que acabamos de

medir foi precisamente quao grande é esse efeito.
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Exemplo 20 (Pestana, D. et al, 2002) - Numa caixa estdo 5 moedas, duas delas com face (F) em
ambos os lados, duas com coroa (C) em ambos os lados, € uma com F num dos lados e C no
outro. Escolhe-se uma moeda ao acaso, observando-se no lado que fica virado para cima F. Qual

a probabilidade do outro lado ser C?

Estao em jogo 5 faces favoraveis num total de 10 lados, pelo que

loB |-
[
al=

P(C; "Fy) = 7o peloque P(C, [F) =

-
o

Arvore de probabilidades

Uma arvore de probabilidades € uma representagdo esquematica, especialmente pensada para
apresentar todos os casos possiveis e respectivas probabilidades, em situagdes que envolvam
uma sequéncia de experiéncias aleatdrias cujos espagos de resultados sejam de dimensao
reduzida. Do né inicial da arvore partem tantos ramos, quantos os acontecimentos elementares do
espaco de resultados correspondente a primeira experiéncia aleatéria. No extremos de cada ramo
indica-se o0 acontecimento respectivo e por cima do ramo a sua probabilidade. Passando ao nivel
seguinte, o extremo de cada ramo sera um né para a segunda experiéncia aleatoria. A informagao
é registada de forma idéntica a descrita para o primeiro n6, mas tendo agora em conta que as
probabilidades sao as condicionais ao acontecimento que figura no novo né. O processo repete-se

até atingir a ultima experiéncia aleatéria (Graga Martins, M. E. e Loura, L. C. C, 2003).

Exemplo 21 - Duas equipas de baseball, muito equilibradas, disputam um torneio de 4 jogos.
Regista-se o resultado de cada jogo (ndo esta previsto o empate).

a) Descreva o espaco de resultados.

b) Seja A o acontecimento: A equipa 1 ganha exactamente 3 jogos. Quais os acontecimentos
elementares que compdem A?

c) Determine a probabilidade do acontecimento A.

Resolucéo:

a) O espaco de resultados é constituido por todos os conjuntos de 4 elementos da figura seguinte,
onde representamos por G e P respectivamente a equipa 1 ganha ou perde .

b) Os acontecimentos elementares que compdem A encontram-se assinalados com **.

c) Como os resultados favoraveis séo 4 e os possiveis sdo 16, todos igualmente provaveis,
obtemos que P(A) =4/16 = 1/4
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1° jogo 2° jogo 3° jogo 4° jogo Resultados
G —» (GGGG)

G< 6——F —» (o) =

G —» (GGPG) **

P—p —» (GGPP)

G
G— (GPGG) **
P G——_ p —® (GPGP)
< G— (GPPG)
P—" p —® (GPPP)
G— (PGGG) **
P P=—— p—= (pcPP)

G —» (PPGOG)
C—— p —» (PPGP)

G —» (PPPG)

G—— r —» (PGOP)
G G —» (PGPG)

P—" p __ (PPPP)
Exemplo 22 - Um individuo que trabalha em Lisboa, mas reside na margem Sul do Tejo, tem
diariamente duas possibilidades para se dirigir ao trabalho: o barco ou o autocarro. Ele gosta muito
de ir de barco, pelo que escolhe o barco 75% das vezes. A probabilidade de chegar atrasado ao
trabalho é 16.25%. sabe-se ainda que a probabilidade de ir de barco e chegar atrasado & 11.25%.
Qual a probabilidade de chegar atrasado, sabendo que veio de barco?

Vamos tentar construir uma arvore de probabilidades onde entre a informacéo anterior

AtrasadoP{Barco e Atrasi = 011 25— —

\

Bario
J4h

-
[=2]
]
h

MEo Atrasado

tragado PiAute Arag)=7 -y —

\

Autacarro

/

MaoAtrasado

A informagéo dada esta representada no diagrama anterior. Contudo, a custa dessa informacao
podemos ir um pouco mais longe, calculando a probabilidade dos acontecimentos
complementares.

Qual a probabilidade de chegar atrasado dado que veio de barco?

P("chegar atrasado"/"veio de barco")= P("vir de barc_o e chegar atrasado")
P(" vir de barco")

1125

.75
=15
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Esta probabilidade condicional coloca-se ao longo do trago superior, como se indica na figura
seguinte, onde também preenchemos as bolas do lado direito com as respectivas probabilidades,
0 que nos permitiu chegar a seguinte arvore:

4 Atrazado FiBarco & Atraz)= 0.1125 "_.
/5/ ,
Barco a5 :
75 \ ' 1825

Nio Atrazado PiBameo e ni Atras)= 6275 5

N 1

Lo
25 :
20 __-Atrasado Fiaut e Atras) = 0500 -

6 ? * B3TS

\

Autocarro
&0

4

Nz Atrasado PlAut & NS atras) = 2000 * -

Considerando a arvore anterior, vemos que:

P("chegar atrasado dado que nao veio de barco") = % =.20

P("chegar atrasado ou vir de barco") = .1625 + .6375 = .80

ou

P("chegar atrasado ou vir de barco")= P("chegar atrasado")+P("vir de barco") - P("chegar atrasado
e vir de barco")=.1625 + .75 - .1125 = .80

P("vir de barco" dado que "chegou atrasado") = % =.69

P("n&o chegar atrasado e n&o vir de barco")=1-P("chegar atrasado ou vir de barco") = 1 - .80 =.20

Exercicio: Seja Pg(A) uma fungéo definida da seguinte forma: dado o acontecimento B, com

P(B)>0, entéo para qualquer acontecimento A tem-se Pg(A)= P(A|B). Mostre que Pg(A) € uma

Probabilidade, isto é, satisfaz a axiomatica de Kolmogorov.

5.4.2 - Probabilidade da intersecgcdo de acontecimentos ou probabilidade conjunta dos

acontecimentos A e B ou regra do produto

Atendendo a que

vem

P(A e B) = P(B) P(A/B) ou P(Ae B) = P(A) P(B/A)

ou com a notacao de intersecgao

P(A ~B) = P(B) P(A/B) ou P(A N B) = P(A) P(B/A)




160 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

5.4.3 - Acontecimentos independentes

O conceito de probabilidade condicional permite-nos definir acontecimentos independentes, como
sendo aqueles em que a informagao acerca de um nédo ajuda a determinar a probabilidade de
ocorréncia do outro. De forma mais rigorosa, dados os acontecimentos A e B, com P(A)>0 e
P(B)>0,

O acontecimento A é independente do acontecimento B, se a probabilidade de A se verificar, é

igual a probabilidade condicional de A se verificar, dado que B se verificou

P(A) = P(A/B)

Se A é independente de B, entdo B é independente de A?

Efectivamente assim é! Repare-se que

_ P(AnB) _ P(B)P(A/B)_ P(B)P(A)
PER="pmy - PA) | PA)

=P(8)

Outra definicdo de independéncia de acontecimentos

Dois acontecimentos A e B, sdo independentes se a probabilidade conjunta é igual ao produto

das probabilidades de cada um deles

P(A N B) = P(A) P(B)

Esta definicdo de independéncia, embora ndo seja to intuitiva, & utilizada com muita frequéncia,
pois ndo é necessario impor restricbes aos valores de P(A) e P(B). Verifique que as duas

definicbes sdo equivalentes desde que P(A)>0 e P(B)>0.

Exercicio ( Teaching Statistics, vol16, n° 2) - Tendo dois dados de 12 faces, em que cada um tem
7 faces vermelhas e 5 brancas, perguntou-se a 40 estudantes qual dos acontecimentos era mais
provavel, no langamento dos dois dados:

i) Sair 2 faces vermelhas, ou

ii) Sair1 face vermelha e 1 branca.

Trinta e seis estudantes responderam que era mais provavel sair 2 faces vermelhas. Esta de

acordo? Justifique.

Aos mesmos estudantes, mostraram-se 3 dados de 4 faces, cada um com 3 faces vermelhas e
uma branca. No langamento dos 3 dados, qual o acontecimento mais provavel:

i) Sair 3 faces vermelhas, ou
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ii) Sair 2 faces vermelhas e 1 branca?
Todos os estudantes responderam que o acontecimento i) era 0 mais provavel. Esta de acordo?

Justifique.

Exemplo 17 (cont.) - Considere de novo os dados do exemplo 18. Calcule as probabilidades dos
seguintes acontecimentos:

a) Pedir café dado que pediu sobremesa R: .6

b) N&o pedir café dado que pediu sobremesa R: .4

c) Pedir sobremesa dado que pediu café R: 3/7

d) Pedir sobremesa dado que n&o pediu café  R: 2/3

e) Sera que o café e a sobremesa "ligam" bem? Ou seja, € mais provavel um cliente pedir café se
pediu sobremesa ou se nao pediu sobremesa?

R: E mais provavel pedir café se nao pediu sobremesa (.8)

f) Os acontecimentos pedir café e pedir sobremesa sido independentes? R: N&o sé&o

independentes.

Exemplo 23 - Um rato apresenta-se na entrada de um caminho com varias bifurcagdes, como se

apresenta a seguir:

Sempre que se apresenta uma bifurcag@o o rato tem de optar por virar a esquerda ou a direita,
nunca podendo voltar para trds. Em duas das saidas encontram-se dois belos queijos. Qual a
probabilidade de o rato chegar a qualquer um dos queijos:

a) Se a probabilidade de virar a esquerda for igual a de virar a direita para todos os cruzamentos.
b) Se a probabilidade de virar a esquerda for 0.3 e a de virar a direita for 0.7.

Resolugéo: a) Como o rato tem sempre igual probabilidade de virar a esquerda ou a direita, as 8
saidas sao todas igualmente possiveis. Como existem duas favoraveis, a probabilidade pretendida
sera 2/8 = 1/4.

b) Para chegar ao queijo 1 o rato tem de fazer o percurso (DeE,eD3), enquanto que para chegar
ao queijo 2 tera de fazer (EieE.eE;), onde representamos por D; virar a direita no primeiro

cruzamento, E, virar a esquerda no 2° cruzamento, etc. Entao
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P(D:eExeD;) = P(Dy) P(E,) P(Ds)

= 0.7x0.3x0.7

= 0.147

P(EieEzeEs) = P(E+) P(E2) P(Es)

= 0.3x0.3x0.3

=0.027
porque os acontecimentos sdo independentes, ja que a probabilidade de o rato virar a esquerda
ou a direita num determinado cruzamento nado depende do que € que ele fez antes. Assim, a
probabilidade pretendida é

0.147 + 0.027 = 0.174

Chamamos a atengao para o facto de neste caso néo ser possivel utilizar a definicao classica de

probabilidade, pois as chegadas nédo sao todas igualmente possiveis.

Exemplo 24 - Imagine a seguinte experiéncia laboratorial:

Comida Choque

A primeira vez que se apresenta o cruzamento, o rato tem igual probabilidade de virar & esquerda
ou a direita. A segunda vez, o rato se recebeu comida & primeira vez, vira & esquerda com
probabilidade 0.6 e se recebeu um choque a primeira vez vira a direita com probabilidade 0.2.
Calcule a probabilidade do rato virar a direita a segunda vez.

Resolugéo: Pretende-se a probabilidade do acontecimento “virar a direita a 22 vez” que vamos
representar por D,. Repare-se que para que o rato tenha virado a direita (ou a esquerda) a 2° vez,
€ necessario que tenha feito uma de 2 coisas a 12 vez: ou virar a direita ou a esquerda. Assim

D, ={(D+eD,) ou (E4eD,)}

Os acontecimentos (DseD,) e (EieD,) s&o disjuntos, pois ndo se podiam ter verificado
simultaneamente, pelo que a probabilidade da sua unido é igual a soma das probabilidades. Entdo
P(D2) = P(D+eDy) + P(EeD,)

Vejamos agora a que é igual cada uma das parcelas da soma anterior:
P(DseDz) =P(D1) P(D|D4)
=0.5x0.2
=0.10
P(E1eD;) = P(E+) P(D2|E4)
=0.5x(1-0.6)=0.20 donde P(D,)=0.30
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5.5 - Teorema de Bayes

O interesse do teorema de Bayes para problemas bioldgicos e em particular de genética, reside no

facto seguinte:

Observa-se um acontecimento B, que nds sabemos ser susceptivel de ter sido ocasionado por um
qualquer dos acontecimentos A4, Ao, ... , Ap, mutuamente exclusivos. Pretende-se saber qual a

probabilidade de ter sido o acontecimento A; e n&o outro qualquer a ocasionar B,
A

AW
.—> B

A

n

Exemplo 25 - Um homem de grupo sanguineo AB e uma mulher de grupo sanguineo O tém dois
rapazes gémeos, de grupo sanguineo A. Sendo os gémeos idénticos! (no nosso exemplo vamos
considerar que idénticos significa terem 0 mesmo sexo e mesmo grupo sanguineo) pretende-se

calcular a probabilidade de serem monozigéticos.

monozigdticos
idénticos
dizigdticos
De acordo com a notagdo introduzida para a probabilidade condicional, pretendemos calcular
P(monozigético / idéntico) = ?
Para facilitar a escrita, vamos introduzir a seguinte simplificagdo na notagéo:
monozigético - M; dizigdtico - D; idéntico - |

Repare-se agora no seguinte esquema:

1 Dois gémeos sdo idénticos para um certo nimero de caracteres, cuja determinagio genética esta bem
estudada. Para cada um destes caracteres esta identidade pode resultar de uma monozigotomia ou de uma
coincidéncia entre irméos dizigoticos, podendo-se medir esta coincidéncia em termos probabilisticos.
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M
I=(leM)ou(leD)
D
/ N
leM leD

Por outro lado, existe a seguinte informacao disponivel, fornecida pelos bidlogos:

P(M) = .30 e P(D) = .70
Como consideramos o acontecimento "idéntico" equivalente a ter o mesmo sexo e 0 mesmo grupo
sanguineo, obtemos as seguintes probabilidades

P(I / M) = P(mesmo sexo e mesmo grupo sang./M)=11

1
P(I / D) = P(mesmo sexo e mesmo grupo sang./D)=E X E

Para calcular esta ultima probabilidade deve ter-se em ateng&o o seguinte: a probabilidade de que
0 2° gémeo seja um rapaz, assim como o 1°, é 1/2, e a probabilidade de que o grupo sanguineo
seja A é também 1/2, porque o grupo AB da em média uma vez A e outra vez B e o grupo O é
recessivo. Como estes acontecimentos sdo independentes, porque fazem intervir cromossomas
diferentes, vem que a probabilidade conjunta pretendida é o produto das probabilidades dos

acontecimentos envolvidos.

O nosso objectivo é o calculo da probabilidade P(M / | ), a qual, de acordo com a expresséo da
probabilidade condicional, é dada por

(1) P(MII)=P(|':\)/|TI(;|)

No entanto, temos
P(Mel)=P(M)P (/M)
=.30x1=.30
P(1)=P[(leM)ou(leD)]

=P(leM)+P (leD) porque os acontecimentos | e

M e | e D sao disjuntos

=P(M)P(I/M)+P (D)P(1/D)

30x1+.70x.25

= .475

1Dois gémeos monozigdticos (gémeos verdadeiros) tém necessariamente 0 mesmo Sexo e grupo sanguineo.
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Substituindo estes valores na formula (1), vem

.30
P(M/1)=—=.
(M7T) 475 63
O resultado anterior € uma aplicacdo de um teorema atribuido a um padre presbiteriano inglés,

Thomas Bayes, cuja generalizagéo para n causas Aq, Ao, ..., Ap, € a seguinte:

Teorema de Bayes: Se {Aq, Ay, ..., Ap} constituem uma particdo do espacgo de resultados, isto €,

Aje Aj s&o disjuntos dois a dois e a unido dos acontecimentos A;, é igual ao espago, com P(A;)>0,

i=1,2,... ,n, entdo dado qualquer acontecimento B, com P(B)>0, tem-se

P(A;) P(B/Aj)
> P(Aj) P(B/A;)

P(A/ B) =

Observacdo: o teorema de Bayes permite-nos rever as probabilidades, mediante informacéo
entretanto disponivel. Assim, enquanto que as probabilidades P(A;) chamamos probabilidades a

priori, as probabilidades P(Aj/B), calculadas apos a realizacdo do acontecimento B, chamamos

probabilidades a posteriori. Estas probabilidades sdo a base da teoria subjectivista das

Probabilidades, ja referida anteriormente.

No denominador da expressdo que da a probabilidade condicional, aparece uma expressao que
sO por si merece relevo especial, dada a sua importancia, e que € a base da demostragdo do

teorema de Bayes:

Teorema da Probabilidade Total

Se {A1, Ao, ..., Ap} constituem uma particéo do espago de resultados, isto €, A; e Aj sao disjuntos

dois a dois e a unido dos acontecimentos A;, é igual ao espago, com P(A;j)>0, i=1,2,... ,n, entdo

dado qualquer acontecimento B, com P(B)>0, tem-se

P =Y. PEIA)P(A)
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Dem: P(B) = P(BrS) = P(BmUAi)zp(LJ(BﬁAi)):ZP(Bm A;) porque se os A

i=1 i=1 i=1

constituem uma particdo, o mesmo acontece com BNA..

Exemplo 26 - Num centro de calculo existem trés impressoras A, B e C, que imprimem a
velocidades diferentes. Os ficheiros sdo enviados para a primeira impressora que estiver
disponivel. A probabilidade de um ficheiro ser enviado para as impressoras A, B ou C é
respectivamente .6, .3 e .1. Ocasionalmente a impressora avaria e destroi a impressado. As
impressoras A, B e C avariam com probabilidades .01, .05 e .04. A impressao do seu ficheiro foi
destruida! Qual a probabilidade de ter sido enviada para a impressora A?
Resolugao: Vamos utilizar a seguinte notagéo para referenciar os acontecimentos:

A - enviar para a impressora A

B - enviar para a impressora B

C - enviar para a impressora C

D - impressao destruida
Dados: P(A) = .6 P(B)=.3 P(C)=.1

P(D/A)=.01 P(D/B)=.05 P(D/C)=.04

Pretende-se  P(A/D)="7?

De acordo com a expressao da probabilidade condicional, temos

P(AeD
P(A/D) = I(D(D) )
Mas P(AeD)=P(A)P(D/A)
P(AeD)=.6x.01=.006 e
P(D)=P(AeD)+P(BeD)+P(CeD)
P(D) = P(A) P(D/A) + P(B) P(D/B) + P(C) P(D/C)
P(D)= .6x.01+.3x.05+.1%x.04
P(D) = .025 P(A/D) = %22= 24
Exercicios

1. Considere a experiéncia aleatéria que consiste em langar uma moeda ao ar até sair coroa duas
vezes consecutivas ou até se realizarem 4 langamentos. Qual o espago de resultados associado a
este acontecimento?

Resolucgéo:

Consideremos os dois resultados possiveis do langamento da moeda: Coroa - C e Cara - F

Vamos construir um diagrama para exemplificar os sucessivos langamentos:
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1° lang. 2° lang. 3° lang. 4°lang.  Resultados

CC

c — C CFCC

/ c=——  _F  CFCF

c c CFFC
F

CFFF
FCC

C1:::::::::C_—’——_____,_ c FCFC
_— F FCFF

- FFCC
P—Cc—

FFCF
T —c FFFC
— . FFFF

S ={CC, CFCC, CFCEF, ..., FFFC, FFFF}

2 . Sejam A, B e C trés acontecimentos associados a um espacgo de resultados S. Exprima com

notagao conveniente:

a) Pelo menos um dos acontecimentos ocorre

b) Quando muito um dos acontecimentos ocorre

¢) Um e um s6 dos acontecimentos ocorre

d) Pelo menos dois dos acontecimentos ocorrem

e) Exactamente dois dos acontecimentos ocorrem

Resolugéo:

a)AouBouC

b)(AeBeC)ou(AeBeC)ou(Ae
u(Ae

) eC)ou(AeBeC)
c)(AeBeC)ou(AeBeC) ou( eC

)

)

B
( BeC)

d)(AeB)ou(BeC)ou(AeC)

e)(AeBeC) ou(AeBeC)ou(AeBeC(C)

3 . Considere a experiéncia aleatéria que consiste no lancamento de dois dados. Calcule a
probabilidade do acontecimento "soma das pintas igual a 5".

Resolugéo:

S={(i,j):i,j=1,..., 6}

"soma das pintas igual a 5" = A = {(1,4), (2,3), (3,2), (4,1)}

Utilizando a definicdo classica de probabilidade, j& que todos os resultados do espagco de
resultados s&o igualmente possiveis, temos P(A) = % = %

4. Para confeccionar um prato de bacalhau com natas, pode-se optar por bacalhau médio ou
bacalhau grande, cujo prego é respectivamente 1200$00 e 1400$00. As batatas podem custar
150%$00 ou 180$00 e por outro lado as natas variam entre 125$00, 140$00 ou 165%$00. Existe igual

probabilidade de escolher qualquer um destes ingredientes. Considerando desprezavel o preco
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dos outros produtos que entram na confecgao do prato, qual a probabilidade do preco da ementa
ser superior a 1700$007?

Resolugéao:

Vamos identificar cada uma das possibilidades pelo respectivo preco. Temos de considerar todas

as combinagdes possiveis e uma maneira simples de o fazer é considerando um diagrama em

arvore:

Bacalhau Batatas Natas Preco total

— 1475
7 TT—165 — 1515
1200

125 — 1505
\ 180 = 140 — 1520
165 — 1545

125 — 1675
150 = 140 — 1690

7 T 185 — 1715

1400 \ 1705
125 —

180 <— 140 — 1720

165 — 1745

Do diagrama anterior verificamos que das 12 combinagdes possiveis s6 4 é que tém um preco
superior a 1700$00. Assim a probabilidade pedida é 4/12 ou seja 1/3.
5. Numa determinada Universidade, verificou-se que de entre os alunos do 1° ano:

51 % estdo inscritos em Analise

62 " " " Algebra

40 " " " Probabilidades

28 " " " simultaneamente em Analise e Algebra

217 " " " simultaneamente em Andlise e Probabilidades
24 " " " simultaneamente em Algebra e Probabilidades
10 " " " simultaneamente em Analise, Algebra e Prob.

a) Represente num diagrama de Venn, os acontecimentos anteriores.
b) Calcule a probabilidade de um aluno escolhido ao acaso:

1) Estar inscrito em Analise ou Algebra

2) Estar inscrito s6 em Andlise e Algebra

3) Estar inscrito em pelo menos uma das cadeiras

4) Estar inscrito s6é em Probabilidades

5) Nao estar inscrito em nenhuma das cadeiras consideradas
Resolugéo:

a)
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1°no

Para construir o diagrama anterior, comegamos por preencher com a probabilidade .10, o espago
correspondente a intersecgao dos 3 acontecimentos. Seguidamente a partir do conhecimento das
probabilidades das intersec¢des dois a dois, preenchemos os espagos correspondentes as
probabilidades .18, .14 e .11. Finalmente preencheram-se os espacos resultantes, a partir do
conhecimento das probabilidades de cada um dos acontecimentos "estar inscrito em Analise",
"estar inscrito em Algebra" e "estar inscrito em Probabilidades".

b)1) P(Anal. ou Alg.) = P(Anal.) + P(Alg.) - P(Anal. e Alg.)
=51+ 62-.28= .85

ou, a partir do diagrama de Venn

P(Anal. ouAlg.)= .12+ .11+ .18 + 10 +.20 + .14 = .85

2) P(Anal. e Alg. e Prob ) =P(Anal. e Alg.) - P(Anal. e Alg. e Prob.)
=.28-.10=.18

ou, a partir do diagrama de Venn
P(Anal. e Alg. e Prob ) =.18

3) P(Anal. ou Alg. ou Prob.) = P(Anal.) + P(Alg.) + P(Prob.) - P(Anal. e Alg) - P(Anal. e Prob.) -
P(Alg. e Prob.) + P(Anal. e Alg. e Prob.)

51+.62+.40-.28-.21--24+ .10
.90

ou, a partir do diagrama de Venn

P(Anal. ou Alg. ou Prob.) = .12 + 18 + 11 + 10 + .20 + .14 + .05 = .90
4) P(Prob. e Anal.e Alg.)=P(Prob)-P(Prob. e Anal.)-P(Prob. e Alg.)+P(Prob. e Anal. e Alg.)
=.40-.21-.24+.10=.05

ou, a partir do diagrama de Venn
P(Prob.e Anal.e Alg.) =.05

5) P(Anal.ou Alg. ouProb.) =1 -P(Anal. ou Alg. ou Prob.)
=1-.90=.10
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6 . De um lote de 20 rifas, em que 8 tém prémio e 12 ndo tém, retiraram-se 7. Qual a probabilidade
de nas rifas retiradas, haver 3 premiadas e 4 ndo premiadas?

Resolugéo:

Vamos utilizar a definigéo classica de probabilidade, para calcular a probabilidade pretendida.

Assim, do conjunto de 20 rifas de quantas maneiras possiveis se podem retirar 7 rifas? Sera as

20
combinacgdes de 20, 7 a 7 ou seja ( 2 ] Destas, nem todas sao favoraveis, pois s6 o seréo as que
N . ~ . . . . . (8 ~
tém 3 premiadas e 4 nao premiadas. O n° de possibilidades de tirar 3 premiadas é 3 e nao

12
premiadas é(4j. Entdo, como cada uma das possibilidades das 3 premiadas se conjuga com

todas as possibilidades das ndo premiadas, o n° de maneiras possiveis de 3 premiadas e 4 nao

8) (12
premiadas é (SJX( 4} donde a probabilidade pretendida é

8) (12) (20

)
7 . Suponha que uma andorinha entrou inadvertidamente numa sala com 4 janelas, em que uma
estava aberta e as outras fechadas. A andorinha ndo se apercebia de qual a janela aberta, de
forma que ao tentar sair da sala dirigia-se aleatoriamente para qualquer uma das 4 janelas. Por
outro lado, como era uma andorinha esperta, se ao fazer uma tentativa ndo acertasse com a
janela certa, ja ndo tornava a essa janela na tentativa seguinte. Qual a probabilidade de conseguir
sair:
a) A primeira tentativa?; b) A segunda tentativa?;c) A terceira tentativa?; d) A quarta tentativa?
Resolucgéo:
a) P(1? tentativa) = P(escolher a janela aberta) = 1/4
b) P(22 tentativa) = P(escolher uma fechada a 12 tentativa e a aberta a 22 tentativa) = P(escolher
uma fechada a 1?2 tentativa) P(escolher a aberta a 2?2 tentativa| escolheu uma fechada a 12

3
tentativa) = — x—=1/4
4 3

c) P(32 tentativa) = P(escolher uma fechada a 12 tentativa e uma fechada a 22 tentativa e a aberta
a 32 tentativa) = P(escolher uma fechada a 12 tentativa) P(escolher uma fechada a 22 tentativa|

escolheu uma fechada a 12 tentativa) P(escolher a aberta a 32 tentativa| escolheu uma fechada a

2 1 1
12 tentativa e uma fechada a 2% tentativa) = — x—x —= —
4 3 2 4
. 3 2 1 L . . .
d) P(42 tentativa) = ... = Z X E X E x 1 ( por um raciocinio analogo ao da alinea anterior)

8 . O José esta indeciso em ir passar o fim de semana fora e telefonou para o servigo
meteorolégico para saber qual a previsdo do tempo. Disseram-lhe que havia 20% de
possibilidades de chover. Se chover o José tem uma probabilidade de .25 de ir para o Algarve. Se

nao chover esta probabilidade aumenta para .85.
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a) Qual a probabilidade do José ir para o Algarve?
b) O José foi passar o fim de semana ao Algarve. Qual a probabilidade de ter chovido?
Resolucgéo:
a) P(ir Algarve) = P(chover e ir Algarve) + P(n&o chover e ir Algarve)

= P(chover) P(ir Algarve / choveu) + P(ndo chover) P(ir

Algarve / ndo choveu)

.20x.25+.80x.85

=.73
b) P(ter chovido / foi Algarve) =

P(chover e ir Algarve)
P(ir Algarve)

.05

.73

=.07

Exercicios propostos

1. Numa cervejaria trabalham 3 empregados: o Anténio, o Bernardo e o Constantino. O Antonio
serve 40% dos clientes e os outros dois dividem entre si a restante clientela. Ao pedir uma
cerveja, o acompanhamento desta por tremogos € deixada ao critério do empregado. O Anténio é
sécio da cervejaria, pelo que apenas traz tremogos em 10% das vezes. O Bernardo oferece
tremogos em 40% dos casos, enquanto que o Constantino apenas oferece os tremogos a 20% dos
clientes.

a) Ao pedir uma cerveja, calcule a probabilidade de que esta venha acompanhada de tremocos.

b) Se ao chegar a mesa de um amigo verificar que ele esta a beber cerveja, acompanhada de
tremocos, calcule a probabilidade de ele ter sido servido pelo Constantino.

2. a) Numa determinada cidade, existem em média 2 dalténicos em cada 1000 individuos. Num
cruzamento de ruas dessa cidade, o transito é regulado por semaforos. Quando algum condutor
passa o sinal vermelho, ou é por ser dalténico ou por ser atrevido. Supondo que a probabilidade
de um condutor passar o sinal vermelho se for daltonico é .5 e se nao for dalténico é .1, determine
a probabilidade de um individuo ser daltonico, se passou o sinal vermelho.

b) calcule a probabilidade de em 100 individuos que passaram o sinal vermelho, ndo haver
nenhum dalténico.

3. Estao a decorrer as filmagens do novo filme de um famoso cineasta portugués, célebre pelo
ritmo estonteante que impde as cenas. Numa cena particular intervém dois actores, Arnesto e
Bicente, tendo cada um de dizer apenas uma frase.

O primeiro a falar é Arnesto que se engana com probabilidade .3. Se Arnesto falha, Bicente que
fala de seguida, falha também com probabilidade .9. Porém, se Arnesto acertar na sua frase,

Bicente pode falhar a sua com probabilidade .05. A cena é repetida até que ambos acertem as
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suas frases. Admita que as diversas filmagens sdo independentes e que as probabilidades
indicadas se mantém para cada filmagem.
a) Calcule a probabilidade de

i) Arnesto ter falhado a sua frase, sabendo que Bicente falhou a sua.

ii) Arnesto ter acertado a sua frase, sabendo que Bicente acertou a sua.

b) Calcule a probabilidade da cena ter de ser filmada 1, 2, 3, ... vezes.
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Capitulo 6

Variaveis Aleatorias

6.1 - Introducgéao

Ja definimos experiéncias aleatorias, espacos de resultados e acontecimentos. Também ja vimos
alguns processos de atribuir probabilidades a acontecimentos. Assim, a uma experiéncia aleatoria,
pode-se associar um modelo de probabilidade, que pressupbe a construgdo de um espaco de
resultados e a atribuicdo de uma probabilidade a cada um dos resultados (acontecimentos

elementares).

Os resultados de uma experiéncia aleatéria, seriam analisados mais facilmente quando
associados a numeros, mas nem todos os resultados de uma experiéncia sado resultados
numeéricos! Basta pensar na experiéncia aleatoéria, que consiste no langamento de uma moeda ao

ar e verificar qual a face que fica voltada para cima.

Veremos, no entanto, um processo de associar valores numeéricos aos resultados de uma

experiéncia aleatdria, entrando com o conceito de variavel aleatdria, introduzido a seguir.

6.2 - Variavel aleatoria

Consideremos uma experiéncia aleatéria, com o espago de resultados S, associado.

Uma variavel aleatoéria (v.a.) X € uma fungao que associa a cada ponto do espago de resultados

S, um nUumero.

Exemplo 1 - Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste em perguntar a uma pessoa, ao
acaso, quais as suas habilitagdes literarias. As respostas possiveis sdo: analfabeto, instrugao

primaria, liceal, curso médio ou curso superior, que representamos no seguinte esquema

S
a - analfabeto

®, @ p - instrugéo primaria

| - liceal

- médi
@ (m) @ gn - sumpeerligr

Podemos associar aos acontecimentos anteriores valores numéricos da seguinte forma:
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X (analfabeto) =1
Xiprimério) = 2

X{supenor) =5

A fungdo X é uma variavel aleatéria, que assume os valores 1, 2, ..., 5.
Seguidamente apresentamos outros exemplos de variaveis aleatérias.

Exemplo 2 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em langar um dado ao ar e observar a
face que fica voltada para cima. Associada a esta experiéncia podemos definir a variavel aleatoria.

X, que a cada face associa o0 numero de pintas; entao os valores que X pode assumir sao

X-1,2,...,6

Exemplo 3 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em lancar ao ar uma moeda 50
vezes. Associada a esta experiéncia, podemos definir a variavel aleatéria Y, que representa o

numero de vezes que saiu cara, nos 50 lancamentos; entdo os valores que Y pode assumir séo
Y-0,1,..,50

Exemplo 4 - Considere a experiéncia aleatéria que consiste em langar uma moeda ao ar até sair
cara. Associada a esta experiéncia, podemos definir a variavel aleatéria Z, que representa o
numero de langamentos necessarios para sair cara; entao os valores que a variavel aleatéria Z

pode assumir s&o
Z-1,2,3, ...

Exemplo 5 - Considere a experiéncia aleatdria que consiste em observar a chuva que cai, num dia
ao acaso. Associada a esta experiéncia, podemos definir a variavel aleatéria U, que representa a

quantidade de chuva (em mm); entdo U pode assumir qualquer valor real, ndo negativo.

Exemplo 6 — Considere a variavel aleatéria que consiste em observar o resultado de um desafio
de futebol. Aos 3 resultados possiveis — perde a equipa visitante, empatam ou ganha a equipa
visitante, associamos os valores —1, 0 e 1 através da variavel aleatéria V da seguinte forma:
V(perde a equipa visitante) = -1
V(empate) =0

V(ganha a equipa visitante) = 1
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pelo que a variavel aleatoria V assume os valores —1, 0 ou 1.

Observacao: Ao definir variavel aleatéria, deve-se ter o cuidado de ndo a confundir com o valor
observado, que ela pode assumir. Assim, no exemplo 2, considerado anteriormente, a variavel
aleatdria X, antes de se lancar o dado, pode assumir qualquer valor do conjunto {1, 2,... , 6}.
Depois de se ter realizado a experiéncia, se se obteve o valor 4, por exemplo, diz-se que 4 € um
valor observado da variavel aleatéria. Geralmente representa-se um valor observado de uma
variavel aleatéria pela mesma letra com que se representa a variavel, mas mindscula. Entdo se Y

for uma variavel aleatoria, representamos por y um valor observado dessa variavel aleatoria.

Populagao e variavel aleatéria?

No inicio do nosso curso dissemos que o objectivo da Estatistica € o estudo de Populagoes. Mas
entdo qual a entidade que representa a Populagao? A partir deste momento ja estamos aptos a
responder a esta questdo, pois 0 que acontece é que identificamos Populagdo com a variavel
aleatdria associada. Vamos tentar explicitar um pouco melhor esta associagdo, com o seguinte

exemplo:

Suponhamos que estavamos interessados em estudar a Populagao constituida pelas alturas dos
Portugueses. Podemos considerar a experiéncia aleatéria que consiste em perguntar a um
portugués, escolhido ao acaso, qual a sua altura. Os resultados desta experiéncia constituem a
Populacéo que se pretende estudar, que é o conjunto de todas as alturas possiveis (ver secgéo 1,
capitulo 2). Entdo, associada a esta experiéncia podemos considerar a variavel aleatéria X, que
representa a altura de um portugués, escolhido ao acaso. Esta variavel aleatéria pode assumir

qualquer valor positivo.

Suponhamos ainda, que estavamos interessados em estudar a Populagdo constituida pelo
namero de chamadas telefénicas, que chegam a uma central, num determinado intervalo de
tempo. Entdo podemos representar essa Populacao pela variavel aleatéria. Y, que da o nimero de

chamadas telefonicas nesse intervalo de tempo e que assume os valores 0, 1, 2, ....

6.2.1 - Variavel aleatéria discreta

Uma variavel aleatéria diz-se discreta, se s6 assume valores de um conjunto, para o qual se
possa estabelecer uma correspondéncia biunivoca com um subconjunto dos nimeros inteiros, isto

€, s6 assume um numero finito ou infinito numeravel de valores distintos.

As variaveis aleatérias consideradas nos exemplos 2, 3, 4 e 6 sdo exemplos de variavel aleatéria

discretas.

Tera sentido falar na probabilidade de uma variavel aleatéria assumir um determinado valor?

Vamos ver que sim!
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Efectivamente, ja que aos acontecimentos atribuimos probabilidades, € natural definir

probabilidade de uma variavel aleatéria assumir um determinado valor, como sendo a

probabilidade do acontecimento, que fez com que a variavel aleatéria tivesse esse valor! Por

exemplo, quando consideramos a experiéncia aleatéria do langamento da moeda, os
acontecimentos elementares (resultados) séo "cara" e "coroa". Se a esta experiéncia associarmos

a variavel aleatdria X, tal que

X(cara) = 0 e X(coroa) = 1

entédo dizemos que

P(X=0)=1/2 porque P("cara")=1/2
e
P(X =1)=1/2 porque P("coroa")=1/2

Observacgao: Através da Probabilidade introduzida para os acontecimentos, estamos a induzir uma

Probabilidade para a variavel aleatéria.

Exemplo 7 — Considere a experiéncia aleatdria que consiste em verificar o nimero de caras que
saem no langamento de 3 moedas. Associada a esta experiéncia consideremos a variavel
aleatoéria X que assume os valores 0, 1, 2 ou 3, conforme for 0, 1, 2 ou 3 o numero de caras
obtidas no langamento das 3 moedas. Qual a probabilidade de a variavel aleatéria assumir
aqueles valores? Representando por F — cara e C — coroa, o espaco de resultados S é constituido

pelos seguintes resultados

1 1
P(X=0) = P(CCC) = E XE XE =5 (no calculo desta probabilidade entramos com o

facto de as moedas serem equilibradas e os langamentos serem independentes uns dos outros)

P(X=1) = P(CCF U CFC U FCC) = P(CCF)+P(CFC)+P(FCC) (Porqué?)

N |
Il

oo |lw

+ +

N =
N |
N |
N =
N |
N |
N =
N =

P(X=2) = P(FFC UFCF UCFF) = P(FFC)+P(FCF)+P(CFF)
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I
N |
N |
N =
N =

1]
o |lw

11 1 1
X=+ = X— X— +
2 2 2 2

N =

P(X=3) = P(FFF) = = x— x

a
8

N =
N |~

a
2
Fungao massa de probabilidade

Atendendo a que a variavel aleatéria discreta associa numeros aos resultados de uma
experiéncia, em vez de falarmos nas probabilidades dos acontecimentos elementares (resultados),

podemos falar nas probabilidades dos valores que a varidvel aleatéria assume.

A fungdo que da a probabilidade associada a cada valor numérico, que a variavel aleatéria

assume, chamamos fungdo massa de probabilidade.

Uma variavel aleatoria. X fica perfeitamente identificada pela sua f.m.p., isto é, pelos valores xj

que assume e pelas probabilidades de assumir esses valores

pi = P(X = xj)

Atendendo a definicao de probabilidade € imediato que:

a)piz0

b)z pi =

Funcao massa de Probabilidade

versus

diagrama de barras

Recordando a definicdo de diagrama de barras, construido com as frequéncias relativas, e tendo
em consideragao a teoria frequencista da Probabilidade, podemos concluir que o diagrama de
barras é a imagem estatistica da fung&o massa de probabilidade! Efectivamente, se a amostra que
se recolhe para estudar uma Populagdo ou variavel aleatéria, tem dimensdo suficientemente
grande, podemos interpretar as frequéncias relativas dos valores observados na amostra, como as

probabilidades dos valores que a variavel aleatéria pode assumir.

Amostra Populagéo

|IH\I -_in

Diagrama de barras Funcéo massa de probabilidade
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Vem a proposito recordar o que dissemos, no inicio do curso sobre o que é fazer inferéncia
estatistica: consiste em, a partir das propriedades verificadas na amostra, tentar transportar essas
propriedades para a populagdo. Entdo, se ao estudar uma determinada amostra obtivermos um
diagrama de barras com um determinado aspecto, esperamos que a fungdo massa de
probabilidade da Populagao — representada pela variavel aleatdria associada, de onde foi extraida

a amostra, tenha um aspecto semelhante. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 8 - Consideremos a experiéncia aleatdria que consiste em langar um dado e verificar a
face que fica voltada para cima. Associada a esta experiéncia, pensemos na variavel aleatoéria que
representa o numero de pintas dessa face. Precisamos de arranjar um modelo de probabilidade
para esta variavel aleatéria!

Suponhamos entdo que langamos o dado 1000 vezes e registamos o nimero de vezes que se

observou cada face, tendo-se verificado os seguintes resultados:

Face 1 2 3 4 5 6
fi 163 160 167 .168 162 170

#— Diagrama de barras

L | e—
T —

Tendo em atengdo os resultados anteriores, em que os valores para as frequéncias relativas sao

muito , serd natural considerar como modelo de probabilidade para X, o seguinte:

X 1 2 3 4 5 6
Pi 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -}— Fun;gio massa de probab.
1 2 3 4 5 a

Uma vez feita esta hipotese, de que o dado é equilibrado, existem métodos estatisticos (testes),
que nos permitem guantificar o erro que se comete ao admiti-la. Nao esquegcamos que estamos a
admitir que a populagédo goza de uma determinada propriedade (todos os valores da variavel
aleatéria sdo igualmente provaveis), a qual foi sugerida por uma propriedade verificada na
amostra. Devido a aleatoriedade presente na amostra, existe a possibilidade de estarmos a

cometer um erro, ao transportar a propriedade para a populagao.

Vamos apresentar seguidamente alguns exemplos onde se consideram variaveis aleatorias

discretas.
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Exemplo 9 - Considere a variavel aleatdria X, que representa a soma das pintas das faces que
ficam voltadas para cima, quando se langam dois dados. Defina completamente essa variavel.
Resolucgéo:

Seja X - v.a. que representa a soma das pintas de dois dados. Podemos representar os valores

possiveis para X, assim como as respectivas probabilidades, na seguinte tabela:

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Pi 136 2/36 3/36 4/36 5/36  6/36  5/36  4/36 3/36 2/36  1/36

O processo de obter cada uma das probabilidades anteriores foi o seguinte: representando as
faces que ficam voltadas para cima, nos dois dados, pelo par ordenado (i,j), com i,j=1,...6, temos,

por exemplo,

e | e | @® —> (1,1)

® |c|®@®]| g ®e . ® _> (1,2) ou (2,1)

P(X=2) = P(1,1) = P(1) x P(1) porque os acontecimentos "saida de 1" num

dado e "saida de 1" no outro dado sdo independentes.

1 1 1
= ——=—
6 36
P(X=3) = P((1,2) ou (2,1)) = P(1,2) + P(2,1) Porque os acontecimentos (1,2) e
(2,1) sao disjuntos.
1 1
=——— = —
36 36 36

1 1 1 3
P(X=4) = P((1,3) ou (2,2) ou (3,1)) = % % %

Analogamente se calculam as outras probabilidades.

Exemplo 10 — Considere a v.a. Z que representa a soma das faces que ficam voltadas para cima,

quando lanca 3 dados. Calcule a probabilidade de Z ser maior que 13.

Este problema é idéntico ao anterior, s6 que agora temos mais casos possiveis. Assim, no
langamento dos 3 dados temos 6° = 216 possibilidades, todas igualmente possiveis, das quais s6
nos interessam aquelas cuja soma seja superior a 13. Vamos ver entdo qual a probabilidade da

variavel aleatéria Z assumir os valores 14, 15, 16, 17 ou 18:

O calculo destas probabilidades reduz-se a contagem do nimero de possibilidades de obter cada

um daqueles valores, como se apresenta a seguir.
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Resultado 7=z P(Z=z)
(2,6,6), (6,2,6), (6,6,2), (3,5,6), (3,6,5), 14 15/216
(5,3,6), (5,6,3), (6,3,5), (6,5,3), (4,4,6),
(4,6,4), (6,4,4), (4,5,5), (5,4,5), (5,5,4)
(3,6,6), (6,3,6), (6,6,3), (4,5,6), (4,6,5), 15 10/216
(5,4,6), (5,6,4), (6,4,5), (6,5,4), (5,5,5)
(4,6,6), (6,4,6), (6,6,4), (5, 5,6), (5,6,5), 16 6/216
(6,5,5)
(5,6,6), (6,5,6), (6,6,5) 17 3/216
(6,6,6) 18 1

Assim, a probabilidade de Z>13 sera igual a 35/216 = 0,162.

Utilizagao do Excel na simulagéo da experiéncia do langamento de trés dados

Vamos utilizar o Excel para simular a experiéncia que consiste em langar trés dados e estimar a probabilidade da soma das
pintas das faces que ficam voltadas para cima, ser superior a 13.

Nesta simulagdo vamos utilizar a fungdo LOOKUP((lookup value; lookup vector; result vector). Esta fungdo pesquisa no
vector lookup vector o maior valor que néo seja superior a lookup value e de seguida devolve o valor que esta na posigao
correspondente em result vector. Assim, na folha de Excel comegamos por considerar estes dois vectores e depois
utilizamos a fungdo RAND para simular o langcamento dos dados. Apresentamos de seguida parte da tabela onse se
visualiza a simulagéo correspondente ao 1° dado. Para os outros dados ¢ idéntico:

=
A B c | DE‘

4 ¥ PCx=i) Probacun =
a1 0,1 GEREEERT =85 0

b |2 0,1 GEREEERT =BE+C5  |0,1GEEEEEET

7|3 0,1 GEREEEET =B7+C6 |0,333333334

a |4 0,1 GEREEEET =B5+C7  |0,500000001

9 |5 0,1 GEREEEET =B9+C5 |0 BEEEEGREGS

10 |5 0,1 66666667 =B10+C9 |0,533333335

11 =5UMIBS:B10) 1,000000002

12

13 1° dado 2°dacio

14 |=RAND( SLOOKUP(A1 4, 5055301 1,345 34F10) =RAND() =LOOKUR(C1 43055 51
15 |=RAMD ELOOKUP(M 5 3035 50%11; 5435 45100 =RAND() }Loowup(m 550553

H‘1 FC‘ —I:.I'I.:IIFKHSI;‘IE:FIVI DSEhanEEt.ZEDJ?EE;hEED:thj.ﬁgsg.sggj Hpnhln(i =1 Tl DT R-\ani- ﬁ

Depois de simularmos os trés dados, procedemos aos seguintes calculos:
. Na coluna G calculamos a soma das faces;
. N coluna H testamos se temos sucesso;
. Na coluna | inserimos o nimero da experiéncia;
. Na coluna J calculamos a frequéncia absoluta de sucesso;
. Na coluna K calculamos a frequéncia relativa de sucesso.
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10/ x]
G H | J ok E‘
13 | 2oma dus faces Tucesso? Meuxp. | Freqabs.cucesso | Freqrelsucesso Lo
14 [=B14+D144F14  =IF(314=131;001 =H14 =Mam4
15 [=B15+D15+F15 =IF(315=131;00 2 =M4+H1s  |=H5MS
16 [=B16+D1B+F16 =IF(316=131;01 3 =M5+H1E  |=MEME
17 [=B17+D17+F17  =F(e1 7=131;00 4 =ME+HIT  |=HMTMT
18 [=B18+D18+F18  =IF(S18=131;01 5 =M7+HIE  |=HEME
19 [=B19+D19+F19 =IF(S19=131;01 6 =ME+H1T  |=H9M9
20 |=B2o+D20+F20 =F(S20=131;00 7 =MO+H20  |=J20420
21 |=B21+D21+F 21 =IFrz21=131;01 8 =J20+H21 =J21021
22 |=B22+D22+F22  =F(S22-131;01 9 =J21+H22  |=J2z2M22
23 |=B23+D23+F23  =F(E23=131;00 10 =I22+H23 | =J23023 -
4 4 » M[ Sheetl { Sheetz f Sheetd / 1K} | le
Ao fim de 1000 simulagdes obtivémos o seguinte resultado:
(=
G H | J | K| A
Zama daz Freq.abs | Freqrelsuce —
1 3 Faces Suceszof NEuxp, | .sucesso | s50
14 10 oo 1] 1]
15 G ooz 1] 1]
15 10 n 3 1] 1]
17 G n 4 1] 1]
15 13 n 5 1] 1]
19 5 n & 1] 1]
N 1n no7 n nl 1B
1010 12 0 aa7 162 0162457 =
1011 13 0 993 162 | 0162325
1012 7 0 999 162 0162162
1013 7 0 1000 162 0,162/ [+
4 4 » MiSheetl fsheet|«] | ][

Pelo que consideramos a frequéncia relativa de 0,162, como uma estimativa para a probabilidade pretendida.

Nota — Sempre que recalcular a folha de Excel, obtém um valor diferente para a estimativa da probabilidade, ja que, como

dissemos varias vezes, a fungdo RAND é volatil.

6.2.2 - Variavel aleatéria continua

As variaveis aleatérias que possam assumir todos os valores de um intervalo, sendo nula a

probabilidade de assumirem valores isolados, dizem-se variaveis aleatorias continuas. Enquanto

que uma variavel aleatéria discreta se refere a qualquer tipo de contagem, uma v. a. continua

refere-se a uma medida, como por exemplo o peso, a altura, o tempo, etc.

Exemplos:

¢ tempo que um cliente espera numa "bicha" dum supermercado

¢ peso de um bebé de 6 meses
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+ tempo entre chegadas telefénicas consecutivas

Se s6 posso falar na probabilidade da v.a. assumir valores

num intervalo, entdo ndo tem sentido, neste caso, falar em

funcdo massa de probabilidade!

De acordo com a definigdo de variavel aleatoria continua, esta ndo assume valores em pontos
isolados, com probabilidade diferente de zero, ao contrario do que se passa com as variaveis
aleatdrias discretas. Assim, ndo tem sentido falar na probabilidade de uma variavel aleatéria X,

continua, assumir determinado valor x, uma vez que esta probabilidade € sempre nula.

Entdo ndao podemos definir fungdo massa de probabilidade de uma variavel aleatéria

continual.

Existe, no entanto, uma funcao - a fungédo densidade de probabilidade (f.d.p.), que definiremos
mais a frente, e que vai assumir, para as variaveis aleatérias continuas, o papel da fungdo massa

de probabilidade no caso das variaveis aleatérias discretas.

6.3 - Fungao distribuicao

Outro processo (além da f.m.p. para as v.a. discretas e da f.d.p. para as v.a. continuas) de

exprimir as probabilidades associadas a variavel aleatéria X, é utilizando a Fungao distribuigao
Fx(x), ou simplesmente F(x), fungdo que para cada valor x € R, acumula as probabilidades de

todos os valores menores ou iguais a x. Assim

Funcgao distribuigao de uma variavel aleatéria X (discreta ou continua), é a fungao F(x) tal que
V x € R, F(x) = P(X<x)

Para poder calcular P(X<x), significa que a X<x deve estar associado um acontecimento!
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Na realidade, dado um ponto qualquer x, X<x refere-se ao acontecimento constituido pelos
resultados de S, tais que os valores associados pela v.a. X s&o menores ou iguais a x. Vamos ver,

seguidamente, um exemplo de uma fungao de distribuicdo, para uma variavel aleatéria discreta.

Exemplo 11 - Construa a fungdo distribuicdo da v.a. definida pela seguinte fungdo massa de

probabilidade

Pi .04 .50 .24 A2 .10

e

FX(x)=0 parax<1
0.04 para 1=x<2 e -—:»

0.54 para 2<x<3

0.78 para 3=x<4 :
0.90 para 4=x<5
1 para x=5 —:» :
1 2 3 4 2 x

Como se viu no exemplo anterior, a fungao de distribuicdo de uma v.a. X discreta, € uma fungéo
em escada, com saltos nos pontos xj onde a v.a. assume valores com probabilidade diferente de

zero. Os saltos tém amplitude pj, onde pj = P(X = x;)

De uma forma genérica, consideremos a v.a. X, discreta, com fun¢gdo massa de probabilidade

X X4 Xy X3 . X
P(X=Xi) p1 p2 p3 pm

A fungéo distribuigao da v.a. anterior, tem o seguinte aspecto:
F(x)

1 —
Pm

X X2 %3 % *m X

Exercicio: Dada a fungao distribuicdo de uma v.a. discreta, verifique como é que pode obter os

valores da v.a. associada.
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Propriedades da fungao distribuicao de uma variavel aleatéria X ( discreta ou continua)
1. F(-0) = 0 (limite de F(x) quando x — —©) porque P(Xs-«)=0
F(+) = 1 (limite de F(x) quando X— +0) porque P(X< + « ) =1
2. F(x) é uma fungcdo nado decrescente

3. F(x) é continua a direita (decorre da forma como foi definida)

A funcdo distnbuicdo é contitua
a direttal E & escquerda?

Dada uma fincio distribuigio Fix),
"‘\... de uma v.a. X, tem-se que o limite a

esquerda num ponto a &

lim F(x) =TF(a) - P({=a)

H—*a

Entao:

e Seav.a. X é discreta, a fungédo distribuicdo € descontinua (s é continua a direita) - € uma

funcdo em escada, com saltos nos pontos onde a v.a. assume valores com probabilidade

diferente de zero.
e Seav.a. Xé continua, a fungdo distribuicdo é continua, porque, qualquer que seja o ponto a,

tem-se P(X=a)=0, pelo que a funcdo também é continua a esquerda. Uma funcéo distribuicdo

continua tem o seguinte aspecto

F(x

Qual a utilidade da fungao distribuicao?

Sera que o conhecimento da fungao distribuigdo, permite o calculo da probabilidade de uma v.a.

assumir valores num determinado intervalo?
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Consideremos uma v.a. com fungao distribuigdo F(x). Entdo, dados dois pontos quaisquer x1 € x2,
tem-se

P(x1 < X = x2) = F(x2) - F(x1)

P(¥4x,)
P(<x ) i
_*—
I
4 | %,
P(X1 =X 42,

O conhecimento da fungéo distribuicdo, permite o calculo da probabilidade da v.a. X assumir

valores num intervalo da forma Jx, , x,]

E se o intervalo nido for dessa forma, isto €, aberto a esquerda e fechado a direita? Entdo temos

de distinguir os casos em que a v.a. é discreta e continua:

Variavel aleatoéria X

Discreta Continua
P(x,<X<x,) = F(x,) - F(x,) - P(X=x,) P(x,<X<x,) = F(x,) - F(x,)
P(x,sX<x,) = F(x,) - F(x,) - P(X=x,) +P(X=x,) P(x,sX<x,) = F(x,) - F(x,)
P(x,sX=x,) = F(x,) - F(x,) + P(X=x,) P(x,sX=x,) = F(x,) - F(x,)

Se a variavel aleatéria for continua, ndao ha diferenga para o calculo da probabilidade de um

intervalo, se esse intervalo é aberto ou fechado, ja que a probabilidade de um ponto é igual a 0.

Funcao distribuicao

versus

funcao distribuigcao empirica

Ao fazer o estudo descritivo dos dados de uma amostra, uma das representagées utilizadas foi a

da Fungao distribuigao empirica, que como vimos, da para cada x, a propor¢éo de elementos da

amostra menores ou iguais a x. E uma funcdo ndo decrescente, continua & direita, que assume

valores entre 0 e 1.
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Repare-se na analogia entre esta fungdo e a Fungao distribuigao, a que também chamamos
Funcao distribuicdo populacional, por dizer respeito a populagéo, ou seja a variavel aleatéria X.
Efectivamente a fungéo distribuicdo da para cada x, a probabilidade dos valores da variavel

aleat6ria serem menores ou iguais a Xx.

Assim, mais uma vez invocando a teoria frequencista da Probabilidade, podemos dizer que a

Funcao distribuicdo empirica € uma imagem estatistica da Funcao distribuicdo (populacional), ja

que, se a amostra com que se construiu a f.d.e. for suficientemente grande, interpretamos as

proporgées como probabilidades.

6.4 - Funcao densidade de probabilidade (para v. aleatérias continuas)

Do mesmo modo que a fungao distribuicdo empirica é a imagem estatistica da funcéo distribuigéo,
podemos dizer que o histograma - representacdo utilizada para dados de tipo continuo, € a
imagem estatistica de uma funcéo definida para variaveis aleatérias continuas, a que damos o

nome de fungao densidade de probabilidade. De uma forma mais correcta:

Define-se fungao densidade de probabilidade da v.a. X continua, e representa-se por f(x), como

sendo a derivada, se existir, da fungéo distribuicdo F(x):

f(x) = F'(x)

Atencao: A fungdo densidade so6 esta definida para v.a. continuas! Para as v.a. discretas, temos
uma fungdo que desempenha papel analogo, a fungdo massa de probabilidade! (Em alguma

bibliografia, a fungdo massa de probabilidade também chamam fungéo densidade)

A partir da definicdo de fungdo densidade, e das propriedades da fungéo distribuigédo, facilmente

se demonstra que:

F) = [ (1) dt

(Esta é a notacgao utilizada para a primitiva de f(x), que se anula em -[1). Entdo, do mesmo modo
que a partir da fungdo massa de probabilidade das v.a. discretas, se pode obter a funcéo
distribuicdo, também no caso das v.a. continuas, o conhecimento da fungédo densidade, permite a
obtencéao da funcéo distribuicdo. Temos assim:

F(x) Derivacdo f(x)
f(x) Primitivacdo F(x)

A operagao de primitivagéo, ao contrario da derivagéo, € definida a menos de uma constante, pelo
que utilizamos a notagao anteriormente considerada, para representar a primitiva especial, que se

anula em -, pois F(-<) = 0.
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Propriedades da funcdo densidade

1. f(x)20 (porque é a derivada de uma fungéo nao decrescente
+00

2. j f(x) dx=1 (porque F(+w) = 1)
b

3. I f(x) dx = F(b) - F(a) ( propriedade do integral)
a

Propriedade:

Também da definigdo de integral, pode-se mostrar que o célculo de 3. se resume a calcular a

area compreendida entre o eixo dos xx, o grafico da fun¢do densidade f(x) e as rectas x=a e x=b,

como se ilustra na figura seguinte:

=)

Funcéao densidade

versus

histograma

Ao construirmos o histograma, chamamos a atencado para que os rectangulos, que o compdem,

deviam ter areas iguais as frequéncias relativas das respectivas classes. Assim, a area total

ocupada pelo histograma € igual a 1. Ora o histograma € a imagem estatistica da funcéo

densidade, que é uma funcéo tal que a area total compreendida entre o seu grafico e o eixo dos

XX, é igual a 1 (veja-se a propriedade enunciada anteriormente sobre areas e a propriedade 2. das

fungcbes densidades). Assim a imagem do histograma sugere a da funcdo densidade, da

populagéo subjacente a amostra, com a qual se construiu o histograma:

Histograma — Fungio densidade

Z

iy
S
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Se os histogramas anteriores foram obtidos para determinadas dimensdes das amostras, ao
aumentar substancialmente as dimensdes dessas amostras, iriamos considerar um maior n° de
classes, o que conduziria a que a amplitude de classe fosse diminuindo. Quanto menor for a
amplitude das classes, melhor sera a imagem que o histograma da da fungédo densidade, que

pretende ilustrar:

{11 . aflb /N

Exemplo 12 - Consideremos a v.a. X, que representa o tempo que uma pessoa leva para ir de

carro de Lisboa a Coimbra. Admitamos que esse tempo se distribui uniformemente no intervalo [2h
, 2h 20m].

a) Qual a probabilidade de que a viagem dure entre 2h e 2h10m?

b) Qual a probabilidade de que a viagem dure entre 2h5m e 2h10m?

Resolugdo: A v.a. X é continua, pois pode assumir qualquer valor do intervalo considerado. Além
disso tem uma distribuicdo uniforme ( este modelo sera estudado mais a frente, no capitulo 8 -
Algumas distribuicbes importantes) , pelo que a fungéo densidade € constante nesse intervalo e

tem o seguinte aspecto:

120 140 x

Observe-se que a area compreendida entre o grafico da fungao e o eixo dos xx, é efectivamente
igual a 1. Como a funcgédo é ndo negativa, estéo satisfeitas as propriedades da fun¢do densidade.

A expressao da fungdo densidade é

(i 120 <x <140
=120 _
| 0 caso contrario

a) Para calcular a P(120<X<130), basta calcular a area da parte a tracejado, pelo que a

probabilidade pretendida & 1/2.
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120 130 140 =

b) Analogamente o célculo da P(125<X<130) se reduz ao calculo da area a tracejado

(=)

120125130 qap

obtendo-se para a probabilidade 1/4.

Exercicios
1. Apresentam-se a seguir exemplos de experiéncias aleatorias e variaveis aleatérias associadas.
Para cada um dos casos identifique quais os valores que a v.a. pode assumir e diga se é discreta

ou continua.

a) Realizar um exame de 20 questdes N° de questdes respondidas correctamente

b) Observar os carros que chegam a uma portagem N° de carros que chegam a portagem

durante uma hora

c) Observar a chuva que cai num dia de inverno Quantidade de agua, medida em mm, num certo
observatério meteorologico

d) Langar um dado até sair a face 6 N° de langam. necess. para sair a face 6

2 . Quais das seguintes fungdes , sdo fungdes massa de probabilidade

X=X Pi Y=y Pi Z=z; pi
0 .20 -2 25 -1 20
1 .30 2 .05 0 50
2 25 4 10 1 -.10
3 35 6 60 2 40

3. Diga se as seguintes fungcbes podem ser fungbes de distribuicdo (f.d.) de alguma variavel

—

aleatéria. Se alguma for f.d. diga qual a v.a. associada.

F(x)= 0 X< -2 F(x)=0 X<2
1/4 2<x<2 1/4 2<x<3
1/5 2<x<3 1/3 3<x<4
1/2 3<x<5 1/2 4<x<5
1 5<x 1 5<x
F(x)=0 X <-2
1/4 2<x<2
1/3 2<x<3
1/2 3<x<4
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4. Diga quais dos seguintes graficos podem ser representagdes de fungcbes densidade de v.a.

continuas:
a) b)
1 1
0 2 -1 1\/2
2
c
) ) d)
T
-1 0 1 -1 1

5 . Relativamente a fungao densidade da alinea c) do exercicio anterior, calcule, para a v.a. X
associada

P(X<0); P(X<0); P(X>0)
6 . A probabilidade de em cada instante, se conseguir fazer o "login" num determinado
computador, a partir de um terminal remoto, é .70. Seja X a v.a. que representa o n° de tentativas
necessarias, até se obter a ligagao.
a) Determine os 4 primeiros termos para a f.m.p. de X
b) Determine uma expresséo genérica para a f.m.p. de X
c) Determine P(X=6)
d) Determine a expresséo de F(x)
e) A partir de F, determine a probabilidade de que sejam necessarias, no maximo, 4 tentativas
para conseguir ligar o computador
f) A partir de F, determine a probabilidade de que sejam necessarias, no minimo, 5 tentativas para
conseguir ligar o computador.
7 . A quantidade de bacalhau (expressa em Kg) vendida diariamente no supermercado do Sr.

Manuel é uma variavel aleatéria X com a seguinte fungao densidade de probabilidade:

kx 0<x<5
f(x)=1k(10-x) 5<x<10
0 X<0oux=>10

a) Determine k de forma a f(x) poder ser considerada funcéo densidade da v.a. X.

b) Calcule a fungéo distribuigao de X.
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c) Calcule a mediana da variavel aleatéria X ( Resolva esta alinea depois de ter estudado o
capitulo seguinte).

d) O Sr. Manuel vende o bacalhau ao preco de 1500$00/Kg. Sabendo que ao fim da manha
tinham sido vendidos 4.5 Kg, calcule a probabilidade de até ao fim do dia o Sr. Manuel fazer no
maximo 12 000$00.

8 . Considere a seguinte funcao:

[k(x+2)/2 -2<x<0

|k 0<x<2
=1 y3x)  2<x<3

[ 0 X<-20UXx2=3

a) Determine k de forma a f(x) poder ser considerada fungéo densidade de uma v.a. X.
b) Determine a fungao distribuicdo de X.

c) Determine a mediana de X ( Resolva esta alinea depois de ter estudado o capitulo seguinte).

6.5 - Pares de variaveis aleatdrias
6.5.1 - Introducéo

Apesar das distribuicbes de probabilidade estudadas até aqui envolverem uma unica variavel,
pode acontecer que tenhamos de analisar duas ou mais variaveis em conjunto. Nestas situagoes,

a distribuicao de probabilidade resultante é referida como distribuigédo de probabilidade conjunta.

6.5.2 - Distribuicao de probabilidade conjunta

Vamos considerar unicamente o caso de termos um par de varidveis aleatorias discretas, que
representaremos por (X,Y). Admitindo que X assume os valores x, € Y os valores Y definimos

fungdo massa de probabilidade conjunta, que representamos por pjj, como sendo
p=P(X=x,Y=y)

As probabilidades anteriores costumam-se representar numa tabela com o seguinte aspecto:

Y Y, Yy, . Y; s Y
X
X4 P11 P12 Py Pk
X, Py P2 P, Py
xl p|1 F)i2 pl] plk
Xm Pm1 l:)m2 pml Prni
1

Suponhamos que pretendiamos a P(X = x,). Como calcula-la a partir da tabela anterior?
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Repare-se que o acontecimento traduzido por X=x,, &€ equivalente a

(X=x1)z[(X=x1eY=y1)ou(X=x1eY=y2)ou...(X=x1eY=yJ.)ou...ou(X=x1eY=yk)]

Entéo, PX=x,)=p;y + Py + ... + Py ¥ Py

Representando esta probabilidade por p1., e utilizando a mesma metodologia para calcular a

probabilidade de X assumir outro valor qualquer ou Y assumir qualquer dos seus valores, temos a

tabela com as margens preenchidas:

Y Y, Y, Y, Y,
X
X, Py P Py; P Py,
X, Py P2 - P, - Py Py,
xl p|1 P|2 pij plk pl
X, [ Po Pri P P
P, [ P, Py 1
As funcées P, =Z pi, i=1,2,..,m
i
e p.j=z Pi. =12 ...k
i

chamamos fungdes massa de probabilidade marginais de X e Y, respectivamente.

Exemplo 13 - Suponha que se escolhem 3 pilhas, de um conjunto constituido por 3 pilhas novas,
4 usadas, mas a trabalhar e 5 estragadas. Representando por

X - v.a. que da o n° de pilhas novas no lote das 3 pilhas retiradas

Y- " " usadas " "
determine a fungao massa de probabilidade conjunta de (X,Y) e as f.m.p. marginais de X e Y.
Resolugéo: Os valores que a v.a. X pode assumir sdo: 0, 1, 2 ou 3, o mesmo acontecendo com a

va.y.

3 Y
Px=0,¥=0)= 2= 10 PO=0,Y=1)= 1 =
) 3)

ﬂ
3 1
P(X=3,Y=0)=

12) 220
3

De um modo geral, temos a seguinte expressao para calcular a f.m.p. conjunta
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IR v 1) )

CIREA A N comi,j=0,1,2,3ei+<3
12
3
Depois de calculadas, as probabilidades apresentam-se no quadro seguinte, onde se incluem as

f.m.p. marginais de X e Y:

Y
X 0 1 2 3 Pi.
0 10/220 40/220 30/220 4/220 84/220
1 30/220 60/220 18/220 0 108/220
2 15/220 12/220 0 0 27/220
3 1/220 0 0 0 1/220
Pj 56/220 112/220 48/220 4/220 1

6.5.3 - Variaveis aleatorias independentes

Limitando-nos ainda as variaveis aleatorias discretas, dizemos que as variaveis aleatérias X e Y
sdo independentes, se e s6 se , para todo o par (xi,yj) em que (X,Y) esta definido, se tem

P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)
ou seja, utilizando a notagao introduzida anteriormente,

V(i) Py=p,P;

Relativamente ao exemplo anterior, imediatamente se verifica que as variaveis X e Y ndo séo
independentes. Efectivamente, basta existir um zero no interior da tabela para que ndo se possa

verificar a independéncia.

Exercicios

1. Sejam X e Y duas v.a. tais que:

X - assume os valores 0 ou 1, conforme seja a maquina A ou B, que produz determinado artigo

Y - assume os valores 0, 1, 2 ou 3 e representa o n° de defeitos de um artigo produzido pelas
maquinas A ou B

A seguinte tabela, apresenta a distribuicdo de probabilidade conjunta das v.a. Xe Y:

Y
X 0 1 2 3
0 1250 .0625 1875 1250
1 .0625 .0625 1250 .2500

a) Verifica-se que um artigo ndo tem defeitos. Qual a probabilidade de ter sido produzido pela
maquina A?

b) Sabe-se que um artigo foi produzido pela maquina A. Qual a probabilidade de n&o ter defeitos?
c) Sabe-se que um artigo tem dois ou mais defeitos. Qual a probabilidade de ter sido produzido

pela maquina A?
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d) O n° de defeitos de um artigo, € influenciado pela maquina que o produz?
2 . Considere a seguinte tabela que representa a fungdo massa de probabilidade conjunta do par

aleatorio (X,Y):

X 0 1 2 3
Y
1 0.1 0.15 0.2 p
2 P 0.15 0.15 0.05
3 0.05 0 P 0

a) Encontre o valor de p e obtenha as fungdes massa de probabilidade marginais de X e Y.
b

C

)

) Verifiqgue se X e Y sdo variaveis aleatérias independentes.

) Defina a variavel aleatéria Z = X+Y e calcule o seu valor médio e variancia.

d) Calcule P(X+Y<3|Y é impar)

3. Considere dois acontecimentos A e B tais que P(A)=1/4, P(B|A)=1/2 e P(A|B)=1/4. Considere as

variaveis aleatdrias definidas do seguinte modo:
X=1 se A ocorre X=0 se A nao ocorre

Y=1 se B ocorre Y=0 se B n&o ocorre

a) Determine a funcdo massa de probabilidade conjunta do par (X,Y).

b

c

)
) Determine as fungbes massa de probabilidade marginais de X e de Y.
) Verifiqgue se X e Y s&o variaveis aleatorias independentes.

d) Defina a variavel aleatéria Z=X+Y

4. Determine, designando por:
X1 um numero escolhido ao acaso do conjunto {ieN:1<i<4}

X2 um segundo numero, escolhido ao acaso do conjunto {ieN:1<i<X1}
a) i) P(X2)=1
ii) P(X1=2|X2=1)

b) Diga, justificando, se X1 e X2 s&do independentes.
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Capitulo 7

Caracteristicas populacionais

7.1 - Introdugéao

Quando pretendemos estudar uma populagdo, que representamos pela variavel aleatoria X, ja
vimos que o processo que, de uma maneira geral, se segue, é recolher uma amostra da referida
populagdo e calcular as suas caracteristicas amostrais, além das representacdes graficas

adequadas.

O objectivo do estudo da amostra é tentar "inferir" para a populacdo, de onde a amostra foi
recolhida, algumas propriedades. Assim, veremos que existem para a populagdo X, medidas

analogas as definidas para as amostras.

Populaggo —— P Amostra

Caracteristicas populacionais «— Caracteristicas amostrais
(Parémetros) (Estatisticas)

Exemplo 1 - Consideremos a populagéo, ou v.a. que representa o n° de pintas que se obtém no
langamento de um dado. Para estudar esta populagdo, que pode assumir os valores 1, 2, 3, 4, 5
ou 6, fomos recolher uma amostra de dimensdo 20, constituida pelo n° de pintas em 20

langamentos. Suponhamos que os resultados obtidos foram os seguintes:

1 4 2 1 5 2 3 6 2 1
5 6 4 5 5 3 4 2 3 3
Para calcular a média, podemos comegar por agrupar os dados, pelo que obtemos:
X= 1><—+2><—+3><—+4><—+5><—+6><£
0 20
=1x.15+2x.20+3x.20+4x.15+5%x .20+ 6x .10

=3.35

Para o calculo da média utilizamos a férmula

X = Y xf
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pois somamos os produtos dos diferentes valores que surgem na amostra pelas frequéncias

relativas, respectivas. Mas se o n° de provas fosse suficientemente grande, as frequéncias

relativas utilizadas anteriormente para calcular a média, poderiam ser interpretadas como as

probabilidades de uma v.a. assumir os valores de 1 a 6 (teoria frequencista da probabilidade).

Entéo, utilizando uma expressédo analoga, vamos multiplicar os valores que a v.a. assume, pelas
respectivas probabilidades, tendo em conta o modelo utilizado para modelar a populagédo em
estudo:

1 1 1 1 1 1
Ix—=+2x—=+3x—+4x—+5x—+6x— =35
6 6 6 6 6 6

Mas agora ndo deveriamos continuar a chamar média a este valor, ja que utilizamos as
probabilidades e ndo as frequéncias. Neste momento deixdmos de ter uma caracteristica
amostral, para termos uma caracteristica populacional, equivalente a caracteristica amostral
média. Vamos ver na secgao seguinte que a esta caracteristica populacional, chamamos valor

médio.

7.2 - Valor médio

Consideremos uma populacgao representada pala v.a. X, discreta, que assume os valores x1, x2,
X3, ... , com probabilidades p1, p2, p3, .... Entdo define-se valor médio e representa-se por E(X)

ou y,, como sendo a caracteristica que se obtém a partir da seguinte expressé&o:

E(X) = 2xp,

Chamamos a atencao para que o valor médio € um parametro, isto €, uma quantidade numérica
fixa, embora por vezes seja desconhecida, que descreve uma caracteristica populacional. E um
parametro de localizagao, que pretende localizar o centro da distribuicdo de probabilidades, do

mesmo modo que a média € uma medida de localizagao do centro da amostra.

Ao contrario do valor médio que é um numero fixo, a média € uma variavel aleatéria -
efectivamente, conforme a amostra recolhida (para uma determinada dimensao), assim obtemos
um valor diferente para a média.

Podemos ainda acrescentar o seguinte: a média € uma estatistica, pois € uma variavel aleatéria
que s6 depende dos valores da amostra e ndo depende de parametros desconhecidos. Assim,

utilizando a terminologia ja referida para as variaveis aleatérias, representaremos por X a v.a.

média e por X um valor observado da variavel aleatéria média.

Entao, voltando ao exemplo 1, dizemos que 3.35 € um valor observado da v.a. Y(_ Se a amostra
recolhida tivesse sido a seguinte
1 4 1 1 3 2 3 5 2 1
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5 6 4 5 5 3 6 2 3 3

obteriamos um outro valor observado para a v.a. média: o valor 3.25.

Qual a importancia da média, para o estudo da populagado?

Quando recolhemos uma amostra, o nosso objectivo, como ja temos referido varias vezes, é
retirar conclusdes para a populagdo subjacente & amostra. E precisamente a média, que nos
fornece informacédo sobre o valor médio! Assim, ao recolhermos a amostra anterior e ao obter o
valor 3.25 para a média, dizemos que este valor € uma estimativa do valor médio da v.a. X,
caracterizada por assumir os valores 1, 2, ...,6, com probabilidades 1/6. Mas a amostra
inicialmente recolhida tinha dado o valor 3.35 como estimativa para o valor médio! Alias se
continuassemos a recolher amostras diferentes, embora com a mesma dimensao, continuariamos
a obter valores ligeiramente diferentes para as respectivas médias, que seriam outras tantas
estimativas para o valor médio. Quer dizer que a v.a. X é uma funcéo que fornece estimativas

para o valor médio - diz-se que € um estimador do valor médio.

X e um estimador do

— valor médio

X & uma estimativa do ~

Sera um bom estimador? Isto é, as estimativas serdo boas? Dardo valores aproximados do

parametro que pretende estimar?

Se é um bom estimador ou ndo depende das suas propriedades, nomeadamente da variabilidade
apresentada. Voltaremos a este assunto numa secgdo posterior dedicada a média, mas
acrescentamos desde ja, que efectivamente a média €, de um modo geral, um bom estimador
para o valor médio, que é alias traduzido pela seguinte versdo da chamada Lei dos grandes

numeros:

Lei dos grandes nimeros
Se uma experiéncia aleatéria se repetir muitas e muitas vezes, a média dos resultados obtidos

aproxima-se do valor médio da variavel aleatoéria associada.

Observacgao: Sobre este ponto gostariamos ainda de observar que podemos a partida dispor de
um bom estimador e obter mas estimativas, quando as amostras que serviram para obter essas
estimativas ndo forem representativas da populagéo (relembrar o que foi dito no Capitulo 1 sobre o

problema da amostragem).

Exemplo 2 (adaptado de Moore, 1997) — Uma companhia de seguros instituiu um seguro de vida
com a duragdo de 5 anos, para individuos de 21 anos, do sexo masculino, segundo a seguinte

modalidade: a companhia paga uma indemnizagao de 20 mil contos se o segurado morrer nos
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préximos 5 anos, sendo o prémio anual de 50 contos. Pretende-se saber qual o lucro esperado

para a companhia de seguros, tendo em conta as seguintes probabilidades:

Idade morte

21

22

23

24

25

226

Probabilidade

.0018

.0019

.0019

.0019

.0019

.9906

Resolucgéo:

Seja X a v.a. que representa o lucro auferido pela companhia de seguros ao longo dos anos em

que o seguro é valido:

Idade morte 21 22 23 24 25 226
X -19950 -19900 -19850 -19800 -19750 250
Probabilidade .0018 .0019 .0019 .0019 .0019 .9906

Entao tendo em conta a expresséao para o calculo do valor médio temos que o lucro esperado € de
aproximadamente 61 contos.
Tendo em conta o resultado anterior estaria disposto a assumir perante um amigo a

responsabilidade que a companhia de seguros assume perante os seus segurados?

Valor médio de uma fung¢ao da v.a. X

Dada a v.a. X, discreta, e av.a. Y, fungdo de X por intermédio da funcéo g, isto &, Y = g(X), tem-se

E(Y) =E[g(X)]= ) gx) p

Exemplo 3 — Na produgéo de determinado tipo de vidro é necessario que a temperatura a que se
aquece o forno atinja uma temperatura C rondando os 550° centigrados. No entanto verificam-se
algumas flutuacdes em torno desta temperatura de acordo com a seguinte distribuicdo de

probabilidades

Temperatura C 540° 545° 550° 555° 560°

Probabilidade .10 15 .50 .20 .05

- Calcule o valor médio de C
- Calcule o valor médio das flutuagdes verificadas

- Calcule o valor médio da temperatura medida em graus Fahrenheit

Resolugéo:
a) E(C) = 540 x.10 + 545 x.15 + 550 x .50 + 555 x .20 + 560 x .05
= 549.75°
b) Consideremos uma nova variavel aleatéria Y = 550° - C, cuja f.m.p. é
Y=550-C 10° 5 0 -5 -10°
Probabilidade .10 .15 .50 .20 .05

donde E(Y) = 10x.10+ 5 x.15 +0 x .50 + (=5) x .20 + (~10) x .05
= 25°
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c) A temperatura medida em graus — F - obtém-se da temperatura medida em graus centigrados —
C - a partir da seguinte expressao

9
F==C+32
5
Pelo que a f.m.p. da variavel aleatoria F é a seguinte:
F 1004° 1013° 1022° 1031° 1040°
Probabilidade .10 15 50 .20 .05

Donde E(F) = 1004 x.10+ 1013 x .15+1022 x .50 +1031x .20 + 1040 x.05
=1021.55°

Observagao: A definicdo de valor médio para populagdes continuas, € uma generalizagdo da
definigdo de valor médio para populagdes discretas, em que agora utilizamos o integral em vez do

somatério: assim, dada a v.a. X, continua, definida em R, com fungao densidade f(x), tem-se

E(X) = j x f(x) dx

—00

7.2.1 - Propriedades do valor médio
1. Dadas duas v.a. X e Y, com valores médios respectivamente E(X) e E(Y), entdo
E(X*Y)=E(X)TE(Y)
2. Dadaav.a. X e as constantes a e b, tem-se
E(aX+b)=aE(X)+b
3. Seasv.a. Xe Y sdo independentes, entao
E(XY)=E(X)E(Y)
Atencao: O valor médio do produto so6 é igual ao produto dos valores médios, se as v.a. forem
independentes.

Exemplo 3 (cont) — As alineas b) e c) deste exemplo poderiam ser imediatamente calculadas a
partir da alinea a), tendo em conta a propriedade 2 do valor médio:
E(Y)=E(550 - C)
=550 — E(C)
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Exemplo 4 - O gerente de um restaurante verificou que o n° de pessoas, que compdem 0s grupos

que pretendem mesa segue o seguinte modelo de probabilidade:

n° pessoas/grupo 1 2 3 4 5 6 7 8
probabilidade .10 .30 .10 .20 .08 A1 .03 .08
Determine o tamanho médio dos grupos.
Resolucéo:
O que se pretende é o valor médio da v.a. X que representa o tamanho do grupo, donde
E(X)=1x.10+2x.30+3 x.10+ 4 x.20+5 x.08+ 6 x.11+7 x.03 + 8 x.08
=3.71

Se considerarmos a v.a. Y=5X2, tem-se

E(Y)=5(1x.10+4x.30+9x.10+16 x.20 +25 x .08 + 36 x .11+ 49 x .03+ 64 x.08)

=89.75

7.3 - Quantil de probabilidade p

Continuando a estabelecer o paralelismo entre caracteristicas amostrais e caracteristicas
populacionais, vamos definir uma outra medida de localizagdo, além do valor médio, e que é o

quantil de probabilidade p ou quantil de ordem p, onde 0<p=<1.

Assim, define-se quantil de probabilidade p da v.a. X e representa-se por yp, como sendo o

menor valor da v.a. X tal que

PsF(xp)sp+P(X=yp)
onde representamos por F(x) a funcao distribuigdo da v.a. X.

A notagédo agora utilizada para o quantil populacional, é diferente da utilizada para o quantil
amostral, o qual se representou por Qp.

Da definicao de quantil, apresentada anteriormente, verifica-se que para as probabilidades p e p'

os quantis sdo os valores representados na figura seguinte, representados respectivamente por y,

e %pt
Fixz)
1
Pl _°'
p fr—
Ip Ip’ .
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Observagdo: Quando a v.a. X é continua, podemos dizer que o quantil de probabilidade p, x,, € o
valor tal que F(y,) = p. Efectivamente, se a v.a. é continua, a probabilidade de assumir valores em

pontos isolados é igual a zero.

Fix

Como se vé pela figura, dado qualquer valor de p, no intervalo (0,1), o quantil fica univocamente

determinado.

Mediana

A mediana é o quantil de probabilidade .5 e representa-se por ys

F(x)
1
gl 5
1_5 -

Quartis

Quartis sao os quantis de probabilidade .25 - 1° quartil e .75 - 3° quartil

Fix)
1 -
231
—_—
L X 15 X

Exemplo 3 (cont) - Determine a mediana e os primeiro e terceiro quartis.
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P(X<1)=.10
P(X<2)= .40  donde y 25 =2
P(X<3) = .50
P(Xs4) = .70
P(X<5)=.78 dondey75=5

7.4 - Variancia (populacional)

Por oposicdo a varidncia amostral, podemos definir também um paréametro populacional
equivalente, a que chamamos variancia e representamos por Var(X) ou o’x. Define-se variancia de

X como sendo o valor médio do quadrado da diferenga entre X e o seu valor médio

Var(X) = E{ [X - E(X)I’}

Limitando-nos ao caso de populagdes discretas, e utilizando a notagao introduzida na definicdo do

valor médio, define-se variancia da v.a. X como sendo:

Var(X) = Z [xi — E(X)1°p;

Observacao: Repare-se na analogia entre a definicdo da varidncia populacional e a variancia

amostral.

Propriedades da variancia

1. Dada a v.a. X e as constantes a e b, tem-se
Var(aX+b)= a2Var(X)
2. Dadas as v.a. X e Y independentes, tem-se

Var(XtY) = Var(X) + Var(Y)

7.4.1 - Desvio padrao (populacional)

Do mesmo modo que fizemos para a amostra, também se define o desvio padrao populacional,

ou unicamente desvio padrao, quando nao houver duavidas a qual nos estamos a referir, que se
representa por c,, como sendo a raiz quadrada da variancia

o =\LE { [X - E(X)1%}
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Observacao: Enquanto que a medida de localizagdo do centro da amostra se chama média e a do
centro da populagdo se chama valor médio, no caso da varidncia ou desvio padrdo, nao existem
nomes diferentes, conforme estejamos na amostra ou na populagéo. Assim, quando houver o
perigo de confusdo, falaremos em desvio padrdo amostral ou empirico e em desvio padrdo

populacional.

O desvio padrdo populacional € uma medida da variabilidade da populacéo, relativamente a
medida de localizagdo - valor médio. Assim, quanto maior for o desvio padrdo, maior sera a

dispersao apresentada pela variavel aleatoria.

O desvio padrdo amostral, da mesma forma que a média, também é uma variavel aleatéria, que
representamos por S. Quando se observa uma determinada amostra, entdo obtemos um valor

observado para a v.a. S, que representamos por s.

Do mesmo modo que a média se utiliza como estimador do valor médio, também o desvio padrao

amostral se costuma utilizar como estimador do parametro desvio padrao populacional

S é um estimador de \
desvio padrao

) o populacional
S € uma estimativa de/v

Assim, gquando pretendemos estudar uma populacdo X, recolhemos uma amostra dessa

populagao, e calculamos a média e a variancia amostral. Estas medidas déo-nos informagéo sobre

os parametros populacionais valor médio e variancia populacional, respectivamente.
Outra expressao para o calculo da variancia:

A partir da definicdo de variancia, pode-se deduzir uma expressdo mais simples para efeitos de
calculo, e que é a seguinte:
var(X) = E(X2) - E2(X)

Exemplo 5 - Suponha que Ihe propdem o seguinte jogo:
- Receber mil contos sem ter que fazer nada ou
- Receber dois mil contos, se sair cara no langamento de uma moeda ( se sair
coroa nao recebe nada).

Qual das situagoes prefere? Porqué?

Resolugéo:

As duas situagdes podem ser caracterizadas pelas v.a. X e Y, respectivamente em que

x | 1000 vy | 2000 0
S i | e 112
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E(X) = 1000 E(Y) = 1000
Var(X) =0 Var(Y) = 10002
ox=0 oy = 1000

As duas v.a. sdo caracterizadas por terem o mesmo valor médio, o que significa que, ao fim de
varias jogadas, em média, o jogador ganharia o mesmo. No entanto o risco que corre ao aceitar a
primeira situagdo € nulo, enquanto que o que corre ao aceitar a segunda situacdo € bastante
grande. Assim, a primeira situagdo é preferivel a segunda ( a ndo ser que o jogador goste de

correr riscos!).
Exercicios

1 - O Jodo apostou com o seu amigo Pedro que no proximo jogo Benfica - Sporting, o Benfica
ganharia. O Jodo recebe 300$ se ganhar a aposta e paga 200$ de perder. Para quem é que é
favoravel a aposta:

a) Se a probabilidade do Benfica ganhar ao Sporting for de .5?

b) Se a probabilidade anterior for de .3?

Se os montantes implicados na aposta forem respectivamente 200$ e 100$, e tendo em conta a
alinea a), o risco corrido pelo Jodo é maior ou menor, do que com os montantes iniciais?

2 - Um jornal de desporto publica anuncios nas suas péaginas, verificando-se que cada pagina ou
ndo contém anuncios, ou tem 1/3, 2/3 ou a pagina inteira preenchida com publicidade. O modelo
de probabilidade que descreve a proporgdo da pagina ocupada com publicidade é dado pela

seguinte tabela:

Prop. da pag. 0 1/3 2/3 1
p 408 .017 .025 .550

a) Determine a proporgéo média de cada pagina ocupada por anuncios.

b) Determine o desvio padrao do modelo de probabilidade definido anteriormente

c) Determine a fungdo de distribuicao e represente-a graficamente. Obtenha a mediana.

3 - A percentagem de pecas defeituosas produzidas por uma maquina € de 10%. Se se
escolherem aleatoriamente 2 pegas dessa maquina, qual o n® médio de pecas defeituosas? E a
variancia do n° de pegas defeituosas?

4 — Calcule o lucro médio esperado para um jogador que joga na raspadinha.

7.5 - Covariancia

Dadas duas variaveis aleatérias X e Y, existe uma medida adequada para medir a maior ou menor
intensidade, com que as v. a. se associam (linearmente) ou acompanham, que se chama

covariancia entre X e Y e se representa por Cov(X,Y):

Cov(X,Y) = E{[X - E(X)I[Y - E(Y)]}
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Tendo em consideracdo as propriedades do valor médio, tem-se:
Cov(X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y)
Propriedades da covariancia
1-Se as v.a. X e Y sdo independentes, entdo
Cov(X,Y)=0

Obs: A propriedade inversa néo € necessariamente verdadeira. As variaveis podem ter covariancia

nula, sem que sejam independentes.
2-Dadas asv.a. XeY, tem-se
Var(X £ Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2 Cov(X,Y)

Das propriedades anteriores deduz-se imediatamente que

Se as v.a. X e Y sdo independentes, entédo

Var(X £ Y) = Var(X) + Var(Y)

7.5.1 - Coeficiente de correlagao

A covariancia depende das unidades com que se exprimem as variaveis aleatérias X e Y. Sendo
assim, é conveniente introduzir uma nova medida, chamada coeficiente de correlagao entre X e
Y, que se representa por p, e se obtém dividindo a covariancia pelo produto dos desvios padrdes
de XeY

_ Cov(X,Y)
~ Jvar(X) var(Y)

P

Como é evidente, p é a caracteristica populacional correspondente a medida empirica ou amostral
r.
Do mesmo modo que o coeficiente de correlacdo empirico r, também o coeficiente de correlagéo p

assume valores do intervalo [-1,1].

Assim:

e um valor de p_préximo de 1, significa uma forte associacdo linear, positiva, entre as

variaveis X e Y;

e um valor de p_proximo de -1, significa uma forte associacéo linear, negativa, entre as

variaveis X e Y;
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e um valor de p_proximo de 0, significa que essa associacdo linear ndo existe ou é muito

pequena. Chamamos a atencéo para o facto de que, neste caso, as v.a. X e Y, podem

estar correlacionadas n3o linearmente.

No caso em que o coeficiente de correlagédo é igual a 1 ou a -1, temos que Y € uma funcéo linear

de X, respectivamente crescente ou decrescente, pelo que o conhecimento de uma das variaveis

permite conhecer a outra das variaveis.

Exemplo 6 - Dado o par de v.a. (X,)Y) pela seguinte tabela

Y
X 1 2
0 1/21 2/21
1 3/21 4/21
2 5/21 6/21

verifiqgue se sdo correlacionadas linearmente.
Resolugdo: Comegamos por calcular as f.m.p. marginais e a seguir os valores médios, desvios

padrdes e covariancia.

Y
X 1 2 f.m.p.X
0 1/21 2/21 3121
1 3/21 4121 7121
2 5/21 6/21 11/21
f.m.p.Y 9/21 12/21 1
E(X) = 29/21 E(Y) = 33/21
o2y = 5215 o2y = .2449
1 3 5 6 45
E(XXY) = (0x1)x 21+(1><'I)>< 21+(2><1)><21 +...+(2><2)><21 =1
45 29 33
Cov(X,Y) =7~ 5% x 20 = ~0272
-.0272

p =—F——==-.0761 = Existe correlagdo linear de tipo inverso, mas
v.5215 x 2449

muito fraca, entre X e Y.

7.6 — Regressdao de Y em X

Vimos no capitulo 4 que a recta dos minimos quadrados nos da uma descrigdo linear da relagdo
(linear) existente entre uma variavel explanatéria X e uma variavel resposta Y. Neste capitulo
vimos que para cada caracteristica amostral, existe a caracteristica populacional correspondente.
Serad que poderemos continuar a estabelecer esse paralelismo, agora que estamos no dominio
dos pares aleatorios? Sera que existe algo de semelhante, para a Populagéo, a recta dos minimos
quadrados definida para as amostras? Efectivamente assim é, pois podemos dizer que a recta dos
minimos quadrados é a imagem estatistica da regressao populacional de Y em X. No entanto para
definirmos este modelo é necessario admitir determinadas hipéteses que neste momento saem for

a do contexto destas folhas:
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Exemplo 7 — Uma determinada Universidade que lecciona um curso de gestdo fez durante alguns
anos um estudo sobre a integracdo dos seus alunos no campo de trabalho, nomeadamente
recolhendo a informagédo sobre quanto tempo (em meses) tinha decorrido desde que tinham
terminado a licenciatura e arranjado emprego e qual o salario auferido no inicio do trabalho.
Obviamente que uma informagéao relevante para este estudo seria a nota final de curso, na posse
dos servigos académicos da Universidade. Apresenta-se a seguir uma amostra dos resultados

obtidos:

Estudante Média Tempo proc. Emp. Salario inicial
1 15 1 200
2 13 2 150
3 12 3 135
4 16 0 220
5 12 4 140
6 1 5 145
7 14 3 155
8 17 0 220
9 1 5 135
10 15 2 170
11 13 3 145
12 14 2 160
13 14 1 190
14 12 4 135
15 13 3 140
16 13 4 165
17 15 1 150
18 16 1 180
19 13 4 135
20 1 5 110
21 12 4 140
22 14 2 165
23 16 1 185
24 11 6 130
25 12 5 155
26 13 3 145
27 12 5 150
28 13 4 145
29 14 2 165
30 11 4 120

Os valores anteriores podem ser considerados observagbes de variaveis aleatorias que
representam o comportamento dos estudantes do curso de gestdo da dita Universidade, no
passado e no futuro (proximo). Vamo-nos ocupar particularmente das variaveis aleatérias X e Y
que representam respectivamente a nota final de curso e o salario inicial. A representagao em box-
plot da amostra correspondente aos salarios mostra que se distribuem de forma aproximadamente
simétrica e nao apresentam uma grande variabilidade, ja que a amplitude inter-quartil é de 30

contos
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A média é igual a 156 contos, ligeiramente superior a mediana que ¢é igual a 150 contos,

inflacionada devido a existéncia dos dois valores “outliers”. Os alunos que terminem a licenciatura

este ano lectivo podem recorrer a esta informagao para ter uma estimativa de qual ira ser o seu

salario inicial. Poderdo nomeadamente servir-se da informacdo de que 50% dos alunos que

terminam a licenciatura ganham entre 135 contos e 165 contos. Um destes alunos pensou que

dispunha de mais alguma informagéo que lhe poderia ser util para ter uma ideia de qual o salario

que iria auferir, pois s6 lhe faltavam 3 disciplinas que nao iriam afectar muito a nota final de curso.

O aluno tinha construido um diagrama de disperséo dos pares (X,Y) e tinha verificado a existéncia

de uma certa associacao linear entre os pares representados:

240
220 L L 4
200 >
@
© 180 ‘
3 ®
& 160 ® t
140 ® z g ®
120 <
L 2
100 : : r . . . .
10 11 12 13 14 15 16 17
Nota final

18

Sera que o facto de conhecer a média final de curso, pode tornar um pouco mais precisa a

informacdo sobre o seu salario inicial? Para ja, vejamos o que se passa com os saldrios

respeitantes a cada uma das notas:

11 12 13 14 15 16 17
120 135 150 190 200 220 220
130 140 145 160 170 185
135 135 140 155 150 180
110 140 165 165
145 155 135 165

150 145

145
Y, =128 Vi, =142.5 Y5 =146.4 Y14 =167 V151733 Y;=195 Y7 =220

Efectivamente a medida que a nota final de curso cresce, cresce a média dos salarios associados

com cada uma das notas, isto €, em média os salarios estao a crescer com a nota final. Repare-se
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que as médias calculadas anteriormente sdo médias condicionais ao conhecimento do valor da

variavel X. A representacdo grafica destas médias da-nos ideia da forma como se processa o

crescimento médio da variavel Y, em fungao de X:

240

220 * ‘v
200

180

L 3
<
160
I M
140

120

&

Salario

100

12 13 14 15 16 17 18
Nota final

=R L 44

10

As consideragdes anteriores levam-nos a definicdo de valor médio condicional da variavel
aleatodria Y, assim como a definigcdo de regressdo de Y em X (analogamente se definiria regresséo
de XemY).

Valor médio condicional

Dado o par de variaveis aleatérias (X, Y), define-se valor médio condicional de Y dado X=x e
representa-se por Ele(Y) como sendo o valor médio de todos os valores de Y que

correspondem ao mesmo valor de x.

Regressao de Y em X

Uma vez que para cada valor da variavel aleatéria X se pode definir o valor médio condicional
Eyx(Y). considere-se a fungéo definida pelos pontos (x, Ey «(Y)). A esta fungdo chamamos
regressao (populacional) de Y em X. Quando esta fungédo é linear dizemos que temos a

regressao linear e o modelo utilizado é
Evx(Y) =a+px

Para estimar a fungéo de regresséo a partir de uma amostra de dados bivariados, podemos utilizar
varios processos, nhomeadamente considerar a curva constituida pelos pontos (x, Y/X), como

apresentamos a seguir
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240
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200 *

180 hd /{
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120

Salério

100 T T T T T T T
10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nota final

Para utilizar este processo de estimar a curva de regressdo é necessario dispormos de um
nuamero suficientemente grande de obervagdes, em que os valores de x se repetem muito.
Quando pudermos assumir a regresséao linear, isto é, quando a representagdo dos pontos num
diagrama de dispersdo sugerir que estes podem ser aproximados por uma linha recta, entdo o
processo utilizado para estimar os coeficientes da recta de regressdo é o método dos minimos
quadrados, ja estudado no capitulo 6. A utilizagdo deste método conduz-nos a seguinte equagéo

para a recta de regressao

y =-22.277 + 13.498x
que se apresenta no diagrama de disperséo

240

220 * ‘v
200

180 hd ’/{

0 o/g/:

140 ®
120
100 T T T T T T T
10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nota

Coeficiente de determinagao

Embora o assunto da regresséo n&o seja, no ambito deste curso, mais aprofundado, refira-se que
o quadrado do coeficiente de correlagéo, r?, chamado coeficiente de determinagao, da-nos a
proporgéo da variabilidade existente em Y que é explicada pela recta de regressdo. No caso do
exemplo apresentado r? = 74.3, pelo que podemos dizer que a recta de regressao ajustada aos

pontos explica cerca de 74% da variabilidade existente em Y.
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Como interpretar os coeficientes o e § da recta de regressao?

Ainda referindo-nos ao exemplo anterior, suponhamos que um aluno que tinha terminado a
licenciatura com nota final de 0 (obviamente que esta situagdo seria impossivel no contexto em
que estamos, isto €, ndo teria sentido considerar para a variavel X o valor 0). Entdo de acordo com
a equagao da recta de regressao esperar-se-ia que o salario inicial fosse de aproximadamente —22
contos. Ao considerarmos anteriormente para a variavel X o valor O para preveremos o valor para
o salario inicial, estamos a cometer dois erros: em primeiro lugar ndo tem sentido no estudo em
causa atribuir a X o valor 0; em segundo lugar, quando se pretende prever um valor para Y,
utilizando a recta de regressao, ndo se deve considerar para X um valor que saia fora do intervalo
que se considerou para construir a recta de regressao. No caso em estudo os valores para a

variavel X devem estar incluidos no intervalo [11, 17].

Vejamos agora o que acontece quando aumentamos na equacéao da recta de regressao o valor de

X de uma unidade:

Y (x+1) - Y (x) = -22.277 + 13.498(x+1) — (-22.277 + 13.498x)
= 13.498

isto é, o acréscimo de uma unidade no valor de X, provoca em Y um acréscimo igual ao valor
estimado para 3. Podemos entdo dizer que um acréscimo, em média, na nota final, provoca um
acréscimo, em média, de aproximadamente 13.5 contos no salério inicial. Nao esquegamos que o
que a equacgao da recta de regressado nos da é a variagao em média de Y para um determinado
valor de X. Assim, para um aluno particular que aumente de uma unidade a sua nota, nao
podemos garantir que o seu salario tenha um aumento de 13.5 contos. O que podemos dizer é
que relativamente a todos os alunos que tenham aumentado a nota de uma unidade, em média o

salario aumentara de 13.5 contos.

Este modelo sera objecto de um estudo posterior, pois neste momento sai fora do dmbito deste
curso um estudo mais desenvolvido. Um dos problemas que sera abordado nessa altura é o da

explicitacao das hipoteses subjacentes, que conduzem a sua aplicacao.
Exercicios

1. Hoje em dia, uma das preocupagdes das companhias de seguros € estudar a desvalorizagao
dos carros, com a idade. Assim, com o objectivo de estudar esse fendmeno recolheu, para um
determinado modelo, uma amostra de 10 carros, tendo obtido a seguinte informagéo sobre a idade

(em anos) e o preco (em milhares de escudos):

Idade 6 4 3 4 5 3 8 4 9 3

Preco 650 800 890 750 700 850 500 790 300 930
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a) Represente graficamente os dados num diagrama de dispersao

Qual o prego previsto para um carro de 7 anos?

Interprete os valores obtidos para os coeficientes da recta de regresséo

Estime o prego de um carro de 15 anos. Interprete o valor obtido.

Obtenha a recta de regresséao, considerando a variavel prego como variavel dependente

2. Um professor de ginastica que treina alunos de uma Universidade, pretende investigar o efeito

do treino na redugédo do tempo que leva a correr a maratona. Assim, pés 9 alunos num plano de

treino de 3, 5 ou 7 semanas, tendo obtido os seguintes resultados:

Redug&o do tempo(minutos)

1.6,0.8, 1.1

2.0,1.7,2.6

3.6,2.8,3.2

Duracéo do treino (semanas)

3

5

7

Analise os dados e retire conclusoes.

3. Uma agéncia de aluguer de automoveis tem o seguinte plano de aluguer, por um dia, de um

determinado modelo de carro: paga-se uma quantia fixa de 10 mil escudos e por cada quildmetro

percorrido paga-se 75 escudos. Ao fim do dia a quantia, y, paga por um cliente sera fungédo do

numero de kms percorridos de acordo com a seguinte equagao

y=10+.075x

a) Qual a quantia paga por um cliente que percorra 100 kms?

b) Suponha que 25 pessoas alugam o carro por um dia e percorrem exactamente 100 kms. Sera

que cada uma delas vai pagar exactamente a mesma quantia pelo aluguer? Explique.
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Capitulo 8

Alguns modelos de probabilidade

8.1 - Introducgao

Nos capitulos anteriores, nomeadamente nos que dizem respeito as caracteristicas amostrais e
populacionais, realcamos o facto de que o estudo das caracteristicas amostrais tem como
objectivo principal, a obtencdo de informacdo sobre as correspondentes caracteristicas
populacionais - € esta parte da andlise estatistica, que nos referimos como sendo a Inferéncia

Estatistica.

E nesta perspectiva que, por exemplo, a média e a variancia amostral podem ser usadas para
fazer inferéncia sobre os parametros populacionais desconhecidos, respectivamente valor médio e

variancia da Populagéo, de onde foi recolhida a amostra (da v.a. X que representa a Populagao).

Pretendendo entdo estudar uma Populagdo X (que representamos, portanto, pela v.a. X), o nosso
objectivo final sera obter o modelo de probabilidade para X. Recordemos que, no ambito da
estatistica descritiva, se estudaram varios processos de resumir a informagao contida nos dados
da amostra, que se recolheu da Populagdo em estudo. Alguns desses processos foram as

representagoes graficas.

Precisamente a representagéo grafica dos dados pode dar uma informagéo importante sobre a
distribuicdo da Populagao, ja que para dados discretos se pode interpretar o diagrama de barras
como a imagem estatistica da funcdo massa de probabilidade, enquanto que para dados
continuos o histograma é a imagem estatistica da fun¢éo densidade de probabilidade. Por outro

lado a funcéo distribuicdo empirica € a imagem estatistica da fungéo distribuigao.

Por exemplo as seguintes representagdes do diagrama de barras e do histograma sugerem que a

f.m.p. ou a fungéo densidade das v.a. subjacente as amostras, sejam simétricas:

Diagrama de Funcdo massa de Hiztagrama Fungdo densidade
barras prababilidade

||“|.4 ||‘||. b *

3 5 H
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Embora possa haver uma grande variedade de formas para as distribuicbes de probabilidade
(quando falamos em distribuicdes de probabilidade, estamos a referir-nos indiferentemente a
funcdo massa de probabilidade ou funcdo densidade, conforme as v.a. sejam discretas ou
continuas, ou a fungdo distribuicdo), existem alguns modelos que, pela frequéncia com que

surgem nas aplicagbes, merecem destaque especial.

Desses modelos realgamos trés, nomeadamente o Binomial e o Poisson, para populacdes

discretas e o Normal para populag@es continuas.

8.2 - Modelo Discretos
8.2.1 — Modelo Uniforme

Este € um dos modelos mais simples & €& caracterizado por ter uma fungdo massa de

probabilidade em que a probabilidade é constante, para um conjunto finito de pontos.

Diz-se que a variavel aleatéria X tem uma distribuicdo uniforme em n pontos, se assumir os
1

valores X1, X2, ..., X», com probabilidade P(X=x;) = —
n

O exemplo mais conhecido é o modelo que descreve o langamento de um dado equilibrado.

No caso em que x;=i, i=1, 2, ..., n, de que o modelo referido anteriormente € um caso particular
n+1 n?-1
2

com n=6, tem-se E(X) = e Var(X) = .

2
8.2.2 — Modelo Binomial
Para introduzirmos o modelo Binomial, vamos considerar a seguinte situago:

Um gerente de um centro comercial, mandou fazer publicidade do seu centro, na televiséo,
durante uma semana. Passados 15 dias, sobre a apresentacdo do anuncio, os clientes eram

abordados para responderem se a sua visita se devia, ou ndo, ao anuncio.

Admitindo que o ndmero de clientes a quem foi feita a pergunta é n, que as respostas que cada
um da sdo independentes umas das outras, e que cada cliente tem igual probabilidade de

responder afirmativamente, a experiéncia anterior tem as seguintes caracteristicas:

e a experiéncia € constituida por n provas, entendendo-se por prova uma repeticdo em
condigbes idénticas

e as provas sao independentes

e em cada uma das provas pode-se verificar um de dois resultados a que chamamos sucesso
e insucesso, sendo constante a probabilidade de sucesso em cada prova; esta probabilidade

representa-se por p.

A provas com estas caracteristicas, chamamos provas de Bernoulli.
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Seja X a v.a. que representa o nimero de sucessos em n provas de Bernoulli, em que a

probabilidade de sucesso € p.

Relativamente ao exemplo anterior, X é a v.a. que representa o nimero de clientes, em n, que

responderam afirmativamente, isto €, que tinham sido influenciados pelo anuncio.
E evidente que X é uma v.a. discreta que assume os valores
0,1,2,...,n1,n

Exemplo 1 - Suponhamos, para simplificar, que foram 4 os clientes a quem foi feita a pergunta,
isto é, n=4. Suponhamos ainda que o anuncio influenciou 25% dos potenciais clientes do Centro
Comercial. Entdo a probabilidade de um cliente dizer que foi influenciado é de .25 (probabilidade
do sucesso), enquanto que a probabilidade do cliente responder que nao foi influenciado é de .75
(probabilidade do insucesso). Se representarmos por X, a v.a. que da, de entre os 4 clientes, o
numero de clientes que responderam afirmativamente, temos que os valores possiveis para X sao:
X-0 1 2 3 4
Vejamos como obter a fungdo massa de probabilidade de X: Representando por S - influenciado e

por N - ndo influenciado, temos

P(X=0)=P(NNNN)=.75"

P(X=1)=P[(SNNN) U (NSNN) U (NNSN) U (NNNS)] = 4 x .25 x .75

P(X=2)=P[(SSNN) U (SNSN) U (SNNS) U (NSSN) U (NSNS) U (NNSS)]
=6x 25 x .75

P(X=3)=P[(SSSN) U (SSNS) U (SNSS) U (NSSS)] = 4 x .25 x .75

P(X=4)=P(SSSS) = .25

A f.m.p. encontra-se na tabela seguinte

X=X, 0 1 2 3 4
P, 316 422 211 .047 .004

Apresenta-se a seguir a fungéo de distribuigdo da v.a. X

Flz)=0 5 x=0 FOI s s s e e
=316  se Osx<l o
= 738 se lex<2 = ' :
=949 se  22x<3 S
=996  se 3ex<d .
1 el z 4

=H] se A<z

No caso geral, em que o numero de provas € n, entdo
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n
Seja X uma v.a. tal que P(X=k) = [k] pK(1-p)n-k ,k=0,1,2,...,n
A uma v.a. X com esta fungdo massa de probabilidade chamamos v.a. Binomial de parametros n
€ p e representamos este facto por
X~ B(n,p)

A sua distribuigdo chamamos distribuigdo Binomial.

Sera que as probabilidades anteriormente consideradas constituem efectivamente uma fungéo

massa de probabilidade?

Para responder a esta questao é necessario verificar que
n
> PX=k)=1
k=0
Na verdade

n n n
2. )P =P =p+ (1) =1
k=0

Aplicacdo do modelo Binomial

O modelo Binomial aplica-se sempre que estejamos perante uma situagéo de n provas repetidas e

independentes, em que em cada prova se possa verificar um de dois resultados, geralmente

chamados de sucesso e insucesso, e em que se mantenha constante a probabilidade de sucesso.

A variavel aleat6ria de interesse € o nimero de sucessos nas n provas.
Situagbes destas surgem frequentemente em problemas de:

- prospecgao de mercado
- controlo de qualidade

- etc
A partir da definigao de valor médio e de variancia , obtém-se
E(X) =np e Var(X) = np(1-p)
Relativamente ao exemplo considerado em que n=4, temos
E(X)=4 x .25=1

0 que estd de acordo com a intuicdo, pois se a 4 pessoas se fizer uma pergunta, para a qual

existe uma probabilidade de 25% de dizer "sim", esperamos obter, em média, 1 resposta "sim"!

Exercicio: Verifique que E(X)=np e Var(X)=np(1-p)
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Tabelas com as probabilidades da Binomial

No caso do exemplo considerado anteriormente, o valor de n=4, é suficientemente pequeno, para
que o calculo das probabilidades n&o seja muito trabalhoso, o que ndo aconteceria para valores
grandes de n. Assim, existem tabelas que, para alguns valores de n e de p, nos dao
imediatamente os valores das probabilidades, assim como as probabilidades acumuladas, para a
construgdo da funcgao distribuicdo. Como alternativa as tabelas, temos, por exemplo, o Excel,

como veremos mais a frente.

Exemplo 2 - Outra situagdo que surge com frequéncia e em que se aplica o modelo Binomial, é no
lancamento de uma moeda. Mais propriamente, 0 que se passa € o seguinte: langa-se uma moeda
ao ar um certo numero de vezes e pretende-se estudar a v.a. X, que representa o nimero de
"caras" saidas nesses langamentos. Suponhamos entdo que se langou ao ar 20 vezes, uma
moeda "equilibrada". Pretende-se estudar a v.a. X. que representa o niumero de caras saidas nos
20 langamentos.

Resolugdo: A v.a. X assume os valores 0,1, 2,..., 20 e ficara perfeitamente definida depois de
calcularmos as probabilidades de assumir esses valores. Esquematicamente, podemos escrever

[k k=0,1,2, ...,n
X%ka =P(X =K)= (zf).Sk.Szo_k

Consultando as tabelas da Binomial com n=20 e p=.5, obtemos:

P(X=0)=.0000 P(X=4)=.0046 P(X=8)=.1201  P(X=12)=.1201
P(X=1)=.0000 P(X=5)=.0148 P(X=9)=.1602 .ccovvcerrrrrrn.
P(X=2)=.0002 P(X=6)=.0370 P(X=10)=.1762
P(X=3)=.0011 P(X=7)=.0739 P(X=11)=.1602

Neste caso, em que a moeda é equilibrada, tem-se que p=1-p= .5, pelo que imediatamente se
conclui que P(X=k) = P(X=20-k) com k=0, 1, ..., 9. A funcdo massa de probabilidade tem o

seguinte aspecto

Cara ou Coroa? .|_|______|
012345 67 291012 14 16 12 Z0

No que diz respeito a fungéo distribuicédo, temos
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01234567 221012 14 15 18 20

Exemplo 3 - Um estudante que nao teve tempo para se preparar para um exame, em que cada
questao tinha 6 respostas possiveis, em que 1 Unica é a correcta, decide responder ao acaso. Se
o exame for constituido por 18 questdes:

a) Qual a probabilidade de responder certo a uma questéo?

b) Qual o numero esperado de respostas certas que espera obter?
d) Qual a probab. de responder certo a um nimero de questdes entre 2 e 5?

0 melhor & langar
urn dado ao ar!

u. @

)
)
¢) Qual a probabilidade de responder certo, a pelo menos11 das questbes?
)
)

a

Porque é que o estudante decidiu langar um
dado ao ar, para ver qual a questdo a que
devia responder?

C-correcto E-errado P(C)=1/6

b) Seja X a v.a. que representa o n° de respostas correctas, nas 18 questdes. Entdo X tem uma
distribuicdo Binomial de parametros 18 e 1/6, e o que se pretende é E(X)=18 x 1/6=3.

c) P(X211)=1 - P(X<10) = 1 - .9998=.0002

d) P(2<X<5)=P(X=3)+P(X=4)~= .2297+.2154=.4441

Obs: As probabilidades anteriores foram obtidas a partir de tabelas com p=.2, em vez de p=.17,

pelo que os valores obtidos s&o aproximados.

E se o parametro p da Binomial for desconhecido?

Existem muitas situagbes em que se pode aplicar o modelo Binomial, mas o parametro p &
desconhecido, ao contrario do que se passa com o valor de n, que normalmente & conhecido, pois
€ possivel contar o n° de provas realizadas. Entdo uma maneira de rodear o problema, € estimar

o valor de p, isto é tentar obter um valor aproximado para p.
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X

Um estimador que se costuma utilizar para estimar p e que se representa por f) é —, onde X
n

representa o n° de sucessos em n provas. Estamos assim a estimar p pela frequéncia relativa de

sucesso. Quando n for suficientemente grande, temos uma boa aproximacao da probabilidade (é

altura de recordar o que aprendeu sobre a teoria frequencista da probabilidade!)

~ X
Exercicio: Verifique que efectivamente p = —, onde X representa o n° de sucessos em n provas,
n

em que cada prova tem probabilidade de sucesso p, € um bom estimador da probabilidade p. Por
outras palavras, pretende-se provar que a frequéncia relativa, se aproxima da probabilidade,

quando o numero de provas for suficientemente grande.

~ A

Sugestéo: Calcule E(P) e Var(p).

Amostragem com reposigao

No processo de amostragem que consiste em retirar aleatoriamente uma amostra de uma
populagédo, com reposi¢do, em que para cada individuo recolhido se verifica se sim ou n&o tem
determinada propriedade, repondo o elemento recolhido antes de proceder a nova extracgao,
estamos em condigbes de aplicar o modelo binomial, quando se pretende estudar a variavel

aleatdria que representa o numero de individuos da amostra, com a dita propriedade.

Exemplo 4 — O gerente de uma casa que vende material informatico fez uma encomenda de 20
impressoras de determinada marca, que sera aceite mediante a inspecc¢do de 3 das impressoras,
para ver se funcionam ou estdo avariados. Quando a encomenda chega o gerente analisa as 3
primeiras impressoras a serem descarregadas. Embora o gerente ndo saiba, 2 das impressoras
tém avarias. Sera que estamos perante uma experiéncia binomial? Resolugao: Estamos perante
uma experiéncia constituida por 3 provas, em que em cada prova se pode verificar 0 sucesso
(impressora avariada) ou insucesso (impressora boa). A probabilidade de seleccionar uma
impressora defeituosa € 2/20, admitindo que qualquer uma das impressoras poderia ter sido
colocada no meio de transporte, em melhores condi¢des de ser a primeira a ser descarregada. No
entanto as provas ndo sao independentes, ja que a probabilidade de obter uma impressora
defeituosa na 22 prova ou na 32 prova depende do que aconteceu nas provas anteriores, pelo que
a probabilidade de sucesso ndo se mantém constante ao longo das provas. Assim, ndo estamos

perante uma experiéncia binomial.

Amostragem sem reposigdo em populagoes “infinitas”

Se na experiéncia anterior a dimensado N da populagéo, de onde foi recolhida a amostra, fosse
suficientemente grande, relativamente a dimensdo n da amostra recolhida, entdo a probabilidade

de sucesso nao sofreria alteragbes significativas de prova para prova. Nestas condigbes
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poderiamos ainda utilizar o modelo Binomial. Como indicagcdo, para as aplicagdes, o modelo
Binomial ndo deve ser aplicado se n/N=.05 (Mendenhall, 1994) (Ha autores que consideram que
ainda se pode aplicar o modelo Binomial se a dimensdo da amostra for inferior a 10% da

dimensao da populagéo).

Somas de variaveis aleatérias independentes com distribuicao Binomial

Propriedade: Dadas as v.a. X, independentes, com distribuigdo Binomial, XNB(n,,p), i=1, 2, ..., n,

entdo a soma § = X, + X, + ... +X , também tem distribui¢cdo Binomial

Snt(Zn:ni,p)

i=1

Dem: Para demonstrar o resultado anterior, basta fazer a demonstragéo para n=2 (Porqué?).

Consideremos entao as v.a. X, e X,, com XiﬂB(ni,p), i=1,2e SZ=X1 +X,.

P(S,=k) = P(X1=i e X2=k-i) = Z( Il)p|(1 _ p)nl—l (k -2 I) pk-l(l_ p)nszﬂ
i=0

k
i=0

k nl n2 k n,+n,-k
IO D

+n

1 2"

n,+n
( 1k 2)pk(l- P ™ emquek=01,...,n

Como consequéncia da propriedade anterior, temos que uma v.a. X com distribuicdo Binomial de

parametros n e p, pode ser considerada a soma de n variaveis aleatérias, independentes, cada

uma com distribuicdo Binomial de pardmetros 1 e p ( variaveis aleatdrias de Bernoulli).

Exercicio: Tendo em consideragao o que foi dito anteriormente, determine o valor médio e a

variancia de X.

8.2.3 - Modelo Binomial Negativa

Consideremos ainda uma sucesséao de provas de Bernoulli, isto €, provas independentes, em que
em cada prova a probabilidade de sucesso é constante e igual a p (sendo a de insucesso igual a
g=1-p). Suponhamos que estamos interessados na variavel aleatéria X que representa o numero
de provas necessdrias para se obter r sucessos. Repare na analogia com o modelo Binomial:
enquanto que neste o numero de provas é fixo e 0 nimero de sucessos € aleatério, na Binomial
negativa o que é fixo € o numero de sucessos, enquanto que o numero de provas é aleatorio.

Vejamos quais os valores que a variavel aleatoria X assume e com que probabilidades:




Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 221
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

X pode assumir os valores k = r, r+1, r+2, .... Por outro lado, para que na k-ésima prova se
verifique 0 r-ésimo sucesso, € necessario que nas (k-1) provas anteriores se verifiquem (r-1)
sucessos:

k-ézima prova

............. —t————————— t
L o o m - - .- _ _ 1 r-&zimo sUCessE0

Em (k-11 provas verificam-ze (r-1) sucessos
Assim, a probabilidade de serem necessarias k provas, para se verificarem r sucessos, é
P(X=K) = P(em (K-1) provas verificarem-se (r-1) sucessos e na K-ésima prova verificar-se
sucesso)

(em (K-1) provas verificarem-se (r-1) sucessos) xP(sucesso na k-ésima prova)

P
k—
= [r_ Jp"l(l—p)k‘rx p

=P

k-1 r k-r
l_
r_ljp a-p)

Pode-se mostrar que E(X) = r/p e Var(X) = r(1-p)/p>.

Uma variavel aleatéria X com fungdo massa de probabilidade

P(X=k) = [k_ljp’(l—p)“ k=r, r+1, r+2 O<p<1
r_l ’ ’ b b b b

diz-se que tem distribuicio Binomial Negativa e representa-se simbolicamente por
XNBinNeg(r,p).

Caso particular — No caso em que r=1, diz-se que se tem o modelo Geométrico, que representa,
portanto, o nUmero de provas necessarias para se verificar sucesso (pela 12 vez), representando-

se por Geom(p). A funcdo massa de probabilidade € dada por
P(X=k) = (1-p)"'p, comk =1, 2, 3, ...

Exemplo 5 — Um individuo faz anos em Junho. Resolve, na rua, perguntar as pessoas que
encontra, qual o més em que fazem anos, até encontrar duas que fagam anos no mesmo més.
Qual a probabilidade de ter de importunar 10 pessoas? E se pretender encontrar 1 pessoa a fazer
anos em Junho, em vez de 2? Em média a quantas pessoas tem de fazer a pergunta, até

encontrar uma a fazer anos no mesmo més?

Seja X a v.a. que representa o nimero de pessoas a quem tem de importunar, para encontrar 2 a
fazerem anos em Junho. Entdo XNBinNeg(2,1/12), se admitirmos que existe igual probabilidade
de fazer-se nos em qualquer um dos 12 meses, donde

10-1

P(X=10) = (2_1]%)2(1—%)“"2

=9 x (1/12)° x(11/12)®
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= 0.031
Quando r=1, temos YNBinNeg(1,1/12) e P(Y = 10) = (11/12)° x1/12 = 0.038. Neste caso E(Y) = 12

Exemplo 6 (adaptado de De Veaux et al, 2004) — Os individuos com sangue de tipo O, RH-, séo
chamados de dadores universais. S6 6% da populacdo tem este tipo de sangue. a) Quantos
dadores espera observar, na unidade mével que costuma estacionar em Entrecampos, Lisboa, até
obter alguém que seja dador universal? Qual a probabilidade de que o primeiro dador universal se
encontre entre os 4 primeiros dadores? b) Suponha que chegam 20 dadores a unidade movel.
Quantos dadores universais espera encontrar? Qual a probabilidade de encontrar 2 ou 3 dadores
universais?

a) Se representarmos por X o numero de dadores até obter 1 que seja dador universal, podemos
considerar que X tem uma distribuicdo geométrica de parametro 0.06.

Entdo E(X) = 1/0.06 = 16.7, pelo que se espera examinar em média 16.7% de pessoas até
encontrar um dador universal.

A probabilidade de que se encontre um dador de tipo O-, nos 4 primeiros é dada por
P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4) = 0.2193, pelo que cerca de 22% das vezes encontra-se um
dador universal nos primeiros 4 dadores que se apresentam.

b) Neste caso temos uma variavel aleatdria Y com distribuigdo Binomial de paradmetros 20 e 0.06.
Entdo E(Y) =20%0.06 =1.2e P(Y =2 ou 3) = P(Y =2) + P(Y = 3) = 0.3106.

Exemplo 7 (adaptado de Murteira et al, 2002) — A probabilidade de que determinada maquina se
avarie quando efectua uma série de fabrico € p=0.1; quando a maquina se avaria, a série em
curso considera-se perdida. As avarias sdo reparadas por substituicdo de uma pecga, de que a
unidade fabril tem duas em reserva. Supde-se que as avarias sido independentes do que se
passou nas séries anteriores e que a maquina esta presentemente em boas condi¢cdes de
funcionamento. Representando por Y o numero de séries completas produzidas até a maquina
parar por ndo haver mais pegas de reserva, determine:

e 0 numero esperado de séries completas;

e a probabilidade de se completarem mais de 30 séries;

e 0 numero de pecgas de reserva R que assegura a producao de pelo menos 50 séries com

probabilidade 0.95.

Se Y é a v.a. que representa o numero de séries completas até a maquina parar, podemos
considerar X =Y + 3, o numero de séries completas e incompletas, em que 3 sédo as pegas que

foram substituidas — as duas suplentes e a que a maquina tinha e X NBinNeg(3,0.1):

28rks compke T serks compk: T 2ETks compkt T
26Tk hcompkt 26Tk hcompkt 2Erk hoompkt

Na linguagem até aqui utilizada, podemos dizer que se X é uma variavel aleatoria que representa

0 numero de provas até se obter r sucessos, entao Y = X-r, € a v.a. que representa o numero de
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insucessos, até se verificarem r sucessos. Facilmente se mostra, a partir da distibuicdo de

k-1
XNBinNeg(r,p), que P(Y = k) = (Hk jpr(l— p)¥, com k=0, 1, 2, ..., com E(Y) = r(1-p)/p e Var(Y)
= r(1-p)/p>.
x 30 (3+k-1) 3 K
Entao E(Y) =27 e P(Y>30) =1 -P(Y=<30)=1 - Zk:o K 0.1°x0.9% =0.345

Se R representa o numero de pecas de reserva, entdo pretende-se calcular P(X=50+R+1) com

XNBinNeg(R,0.1) e vai-se procurar o menor R tal que

w k-1
Zk—SHR(R ljo.lR x0.9%R 20.95. Substituindo R por varios valores obtemos o seguinte gqadro

R | 7 8 9 10 11
P(X250+R+1) | 066 078 087 093 096

donde concluimos que o valor de o numero de pecgas de reserva eve ser 11.

8.2.4 - Modelo de Poisson

Vamos introduzir seguidamente um outro modelo de probabilidades, também discreto e que se
aplica em situagdes em que se esta interessado em estudar o numero de ocorréncias de um

acontecimento, num determinado intervalo de tempo ou espaco.

Suponhamos que se verificam as seguintes hipéteses:

e A probabilidade de uma ocorréncia do acontecimento, € a mesma para quaisquer dois
intervalos de igual amplitude.
e A ocorréncia ou ndo ocorréncia do acontecimento num determinado intervalo, é independente

da ocorréncia ou nao ocorréncia do acontecimento num outro qualquer intervalo.

Representando por X a v.a. que da o numero de ocorréncias na unidade de tempo, entdo X tem

uma distribuicdo de Poisson, com f.m.p. dada por

Ake™?
k!

P(X=k) = , >0, k=0,1,2, ...

Na expresséo da fungdo massa de probabilidade aparece a constante A, que é o Unico parametro

da distribuicdo e a que normalmente se da o nome de intensidade da distribuigao.

Uma v.a. com distribuicdo de Poisson, chama-se v.a. de Poisson e representa-se este facto com
a seguinte notagao
XN P@R)

Dada uma v.a. X com distribuicdo de Poisson de parametro A, pode-se mostrar que

E(X) =A e Var(X)=A
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Exercicio: Verifique que E(X)=A e Var(X)=A

Repare-se na particularidade do valor médio e da variancia serem iguais.

Aproximacgao da distribuigdo Binomial pela Distribuigao de Poisson

Propriedade: A distribuigdo Binomial B(n,p) converge para a distribuigdo de Poisson P()), quando
n— (0 nimero de provas aumenta), p — 0 (a probabilidade de sucesso tende para zero) e o
produto np se mantém aproximadamente constante, np = A > 0 ( o n°® médio de sucessos mantém-

se aproximadamente constante ao longo das provas).

Dem: Fazendo p= A/n, na expressao da P(X=k) da Binomial

n n
k n-k k n-k
(k)p (1-p) (k)(k/n) (1-"/n)

_ nn-1) "'k(”'k+1) (1 - M) (1 - Mn)" A¥K!
n

e calculando o limite da expressao anterior quando n—«~ e p—0, obtemos a formula que nos da a

fungdo massa de probabilidade da Poisson.

O resultado anterior da-nos as condigbes em que o modelo Poisson aparece como limite do

modelo Binomial, raz&o pela qual é conhecido como lei dos acontecimentos raros. Temos:

e uma situagdo de muitas provas de Bernoulli (n—>);
e com pequena probabilidade de sucesso (p—0);

e e em que o numero esperado de sucessos se mantém constante (np = 1).

Seguidamente apresentamos alguns exemplos de Binomiais para elucidar a aproximagao anterior.

Bi{10..1) Bi{15..1) Bi(10,.05)
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U Bin(10,.1) I Bi(15..1) I Bi(10,.05)
g P(1) g P(1.5) g Pi5)

Aplicacao do modelo de Poisson

O modelo de Poisson aplica-se em situagdes em que estamos interessados em estudar o nimero
de ocorréncias de determinado acontecimento num certo intervalo de tempo ou num certo espaco.

Exemplos concretos em que se utiliza este modelo sdo nomeadamente no estudo:

e do numero de particulas radioactivas recebidas por um contador Geiger, num determinado
intervalo de tempo

e do numero de clientes chegados a um servigo, num determinado intervalo de tempo

e do numero de chamadas telefénicas chegadas a uma central, num determinado intervalo de
tempo

e do numero de bactérias num certo reticulado.

Exemplo 8 - O numero de pedidos de ambulancias que chegam, por dia, a determinado posto de
socorros, € em média de 2. Calcule a probabilidade de que:

a) Num dia, haja pelo menos um pedido.

b) Num dia haja pelo menos um pedido, sabendo que no dia anterior ndo se registou nenhum.

¢) Num dia haja dois pedidos e no dia seguinte também se verifiquem dois pedidos.

Resolugao: Seja X a v.a. que representa o numero de pedidos de ambulancias por dia. Podemos
considerar que X tem distribuicdo de Poisson de parametro A=2.
a) P(X21)=1 - P(X<1)= 1 - P(X=0)=e2 2/0! = .865
b) Esta probabilidade é igual a anterior! (Basta ter em atengdo a forma como foi introduzido o
modelo de Poisson)
c) Vamos representar por

X1 -n°de pedidos num dia; X2 - n° de pedidos no dia seguinte

entdo, pela mesma razéo invocada na alinea anterior, temos
P(X1 =2 e X2 =2)=P(X1 =2) P(X2 =2) = .271 x .271 =.073



226 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

Exemplo 9 - Em 1945 os alemaes bombardearam Londres com as bombas V2. A regido londrina
esta dividida em 576 distritos de superficies semelhantes, pelo que admitimos que cada distrito
tem probabilidade idéntica de ser bombardeado. Calcula-se que o nimero de bombas recebidas
por Londres foi de 535. Calcule as probabilidades de cada distrito receber 0, 1, 2, ..., bombas.

Resolugédo: Seja X a v.a. que representa o n° de bombas recebidas por cada distrito. Entao

podemos assumir que XNBi(535,1/576) donde:

P(X=0)=.3947 021

P(X=1)=.3672 04 _

P(X=2)=.1705 N

P(X=3)=.0527 0.3 1

P(X=4)=.0121 -

P(X=5)=.0023

P(X=6)=.0003 0.1

535

2 P(X=19=0002 S |_|m .
o i1 2 3 4 5 6 7

Como n é grande e p é pequeno, vamos aproximar a Binomial por uma Poisson com parametro
A=535/576. Os resultados obtidos considerando XnP(535/576) sao os seguintes:

P(X=0)=.3950 031
P(X=1)=.3669 0ad
P(X=2)=.1704 N
P(X=3)=.0528 031
P(X=4)=.0122 -
P(X=5)=.0023
P(X=6)=.0003 01
S P(X = k) =.0001
k27 a ; ; |_| |
u} 1 2 3 4 5 E T

Comparando estes resultados, com os obtidos anteriormente, verificamos que sao muito

semelhantes.

Exemplo 10 — Qual a probabilidade de que numa empresa com 550 empregados, exactamente k
fagam anos no dia de Natal?

Resolugdo: Podemos considerar um esquema de provas de Bernoulli de 550 provas e em que se
considera a probabilidade de sucesso p=1/365. Nestas condigdes, como n é grande e p é
pequeno, podemos utilizar a aproximagao da Binomial pela Poisson com A=550/365=1.5 e vem

para as probabilidades
K | o 1 2 3 4 5 >6
Prob. ] 223 335 .251 125 .047 .015 .003
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E se o valor do parametro A for desconhecido?

Por vezes acontece que estamos em situagdo de aplicar o modelo de Poisson, mas
desconhecemos o valor do parametro. Nestas circunstancias o que se faz, é estimar o parametro
desconhecido. Tendo em ateng&o que o parametro A a estimar é o valor médio da distribuicao, e a
analogia existente entre caracteristicas amostrais e populacionais, uma estimativa natural para o

parametro A € a média.

Exemplo 11 - Apresentamos seguidamente os resultados das experiéncias de Rutherford e
Geiger. Estes cientistas observaram o nimero de particulas o emitidas por uma substancia
radioactiva, durante 2608 periodos de 7.5 segundos, obtendo os resultados apresentados na

tabela seguinte:

i nj i N
0 57 5 408
1 203 6 273
2 383 7 139
3 525 8 45
4 532 9 27

10 16

Estamos a representar por n, o nimero de periodos em que foram emitidas i particulas.

Representando por X a v.a. que da o numero de particulas radioactivas emitidas em cada periodo,
podemos considerar que esta v.a. tem distribuicdo de Poisson. A partir da tabela anterior &
possivel calcular quantas particulas foram emitidas em média, valor esse que sera considerado
para estimativa do parametro da distribuicdo considerada. Representando o parametro estimado
por 7: , temos .

A= Z% = 3.87

B 387| e—3.87

Entéo p= P(X=i) .

parai=0,1, 2, ...

Soma de variaveis aleatdrias independentes com distribuicdo de Poisson

Propriedade: Dadas as v.a. Xj, independentes, com distribuicdo de Poisson, XjnP(Aj), i=1, 2, ...,

n, entdo a soma Sp= X1 + X2 + ... +Xp, também tem distribuicdo de Poisson

5,1 PO

Dem: A demonstragéo é analoga a que foi feita para o caso da Binomial.

Como consequéncia da propriedade anterior, temos que uma v.a. X com distribuicdo de Poisson
de parametro A, pode ser considerada a soma de n variaveis aleatorias, independentes, cada uma

com distribuicdo de Poisson de parametro A/n.
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8.2.5 — Modelo hipergeométrico

Vimos, no estudo do modelo Binomial, que o modelo Binomial podia ser aplicado para estudar a
v.a. que representa o numero de elementos de uma amostra que possuem determinada

caracteristica, quando a amostra é extraida com reposicdo ou no caso de ser sem reposicao, se a

dimensdo N da populacao for suficientemente grande, quando comparada com a dimensdo n da

amostra. Esta situagdo advinha do facto de nestas condigbes as provas (extrac¢des sucessivas)
poderem ser consideradas independentes mantendo-se constante a probabilidade de sucesso (o
elemento recolhido possuir a caracteristica). Efectivamente a probabilidade de sucesso que é
dada pela proporgdo p de elementos da populagdo possuindo a caracteristica, ndo se altera

substancialmente de prova para prova.

Entéo o que acontece quando se procede a uma extracgdo sem reposi¢cao, numa populagao finita

(que néao é suficientemente grande)? Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 12 — Uma caixa contém 12 garrafas de vinho, das quais 3 sdo de vinho branco e as
restantes de vinho tinto. Retira 4 garrafas da caixa. Qual a probabilidade de 2 serem de vinho
branco?
Resolucdo: O numero de maneiras possiveis de retirar 4 garrafas da caixa se 12 é dado pelas
combinacgdes de 12, 4 a 4. Destas maneiras possiveis s6 sado favoraveis as que tiverem 2 garrafas
de vinho branco e 2 de vinho tinto, cujo numero se obtém multiplicando as combinacdes de 3, 2 a
2 pelas combinagbes de 9, 2 a 2. De seguida basta usar a definigdo classica de probabilidade.
Formalizando o raciocinio anterior, vem:
Seja X a v.a. que representa o numero de garrafas de vinho branco existentes na amostra de 4
garrafas retiradas de uma populagao constituida por 12 garrafas — 3 de vinho branco e 9 de vinho
tinto

3.9

()

P(X=2) = 1> = 218

A v..a. X pode assumir os valores 0, 1, 2 ou 3, pois embora a amostra tenha dimenséao 4, o
numero de garrafas de vinho branco sé&o s6 3. Analogamente se calculavam as probabilidades da

v.a. X assumir os outros valores 0, 1 ou 3.
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Consideremos uma populagdo de N elementos dos quais N4 possuem determinada caracteristica
— sucessos, enquanto que os restantes N,= N — N4 elementos ndo a possuem. Seja n a dimensao
de uma amostra retirada da populagédo e X a v.a. que representa o numero de sucessos na
amostra. Entdo a v.a. X tem uma distribuicdo Hipergeométrica cuja funcdo massa de

probabilidade &

PX=k) = ————— k = max(0, Ny+n —N), ..., min(N4,n)

Exercicio: Verificar que as probabilidades anteriores definem efectivamente uma fungdo massa

de probabilidade.

Dada uma v.a. X com distribuicdo Hipergeométrica de parémetros N, ne p =

N
W (probabilidade de

sucesso num elemento extraido ao acaso), pode-se mostrar que

E(X) = np e Var(X) = np(1-p) —
N-1

Exercicio: Mostrar que E(X) = np e Var(X) = np(1-p) %]

Resolugdo: Embora a demonstracdo das propriedades anteriores possa ser feita por calculo
directo, vamos utilizar o seguinte raciocinio: Seja uma populagdo constituida por N4 elementos
possuindo determinada propriedade (sucessos) e N, elementos sem essa propriedade
(insucessos). Retiremos, sem substituicdo, uma amostra de dimensao n e seja S, 0 numero de
sucessos obtidos. Seja X uma v.a. que assume os valores 1 ou 0, conforme o k-ésimo elemento

da amostra for sucesso ou insucesso. A probabilidade de X, serigual a 1 € N4/(N1+N;), donde

N NN
1 e varx)=—125
N1 + N2 (N1 + N2)

E(X¢) =

Por outro lado, se j#k, entdo XjX,=1 se os j-ésimo e k-ésimo elementos da amostra forem 1, e isto
verifica-se com probabilidade N4(N4-1)/(N4+N;)(N4+N;-1) donde

N, (N, —1) —-NN,
E(XXi) = e Cov(XXy)= 2
(N1+N2)(N1+N2_1) (N1+N2) (N1+N2_1)
donde
N, nN;N, n-1
E(Sn)= E(X1+Xo*...+X) =n———— e Var(S,)= 51—
N, +N, (N, +N,) N,+N,-1
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n n
tendo em consideragdo que Var(z X,) :Z Var(X,) + 22 Cov(X;,X,) com este somatério
K=1 K=1 jk

n
estendido aos (2) pares (X;X) com j<k.

Ao estudar o modelo Binomial dissemos que numa situagdo de amostragem sem reposi¢cao em
populacdes “infinitas”, esse modelo ainda poderia ser aplicado, quando efectivamente o modelo
correcto € o Hipergeomeétrico, como foi agora estudado. Verifique que as expressdes para o valor

médio e variancia anteriormente consideradas justificam essa aplicagéo.

Exemplo 13 — Uma loja que vende componentes electronicas, recebe-as em lotes de 12. Algumas
das componentes vém avariadas pelo que o gerente da loja, com o objectivo de minimizar o tempo
dispensado a verificar se todas funcionam, estabeleceu o seguinte plano de amostragem: retira 4
e aceita o lote se ndo encontrar nenhuma defeituosa. Qual a probabilidade de néo rejeitar o lote,
sabendo que existem 3 componentes defeituosas?

Resolugéo: O lote sera aceite se na amostra recolhida nao se verificar nenhuma componente
defeituosa. Seja X a v.a. que representa o n° de componentes defeituosas (sucessos) em 4
componentes retiradas de uma populacado constituida por 9 componentes boas e 3 defeituosas.
Pretende-se calcular P(X=0)

9. 3
()¢
P(X=0) = 7~ .25

()

A probabilidade do lote n&o ser rejeitado € aproximadamente de 25%.

Exemplo 14 (Feller, 1968) — Num pais com 50 estados, cada estado tem dois senadores. Num
grupo de 50 senadores, qual a probabilidade que um determinado estado esteja representado?

Resolugédo: Temos N=100 senadores dos quais N;=2 representam o tal estado. Representando
por X a v.a. que da o n° de senadores do tal estado, numa amostra de 50, pretende-se

P(X=1)+P(X=2) ou 1-P(X=0), donde
2. 98

()
P(X=0) = % =247

(cp)

pelo que a probabilidade pretendida é .753.

E qual a probabilidade de que todos os estados estejam representados?
Neste momento ja ndo estamos em condi¢cdes de aplicar o modelo Hipergeométrico, mas o
problema é suficientemente simples para poder ser resolvido utilizando a definigdo classica de

probabilidade. Entdo o nimero de casos favoraveis que podemos considerar ¢ 2°°, uma vez que

se pretende construir uma amostra de dimensao 50, em que cada elemento seja proveniente de
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um conjunto de 2. Como o numero de casos possiveis é dado pela combinagdes de 100, 50 a 50,

vem para a probabilidade pretendida o valor
50

100

(gp)

~4.126. 10"

A distribuigdo hipergeométrica tem sido sido aplicada com sucesso na estimagéo da dimensao de

populagdes animais, utilizando métodos de captura e recaptura (Feller, 1968).

Utilizacado do Excel para calcular probabilidades dos modelos discretos

O Excel disipde de fungdes que déo as probabilidades dos modelos discretos considerados anteriormente. Assim, temos:

Modelo Binomial
Fungédo BINOMDIST(number_s; trials; probability_s; cumulative), onde:
. Number_s é o niUmero de sucessos nas provas;
e  Trials € o nimero de provas independentes;
. Probability_s é a probabilidade de sucesso
. Cumulative € um valor I6gico: para obter a funcéo distribuicdo, usar TRUE; para obter a fungdo massa de
probabilidade, usar FALSE.

Exemplo — Para calcular as probabilidades necessarias na alinea b) do exemplo 6, basta considerar:

=TT <l vodelos =Tk
A B = A B o

3 |2 =BINOMDIST(AS;20:0,06,FALSE) 3 0,22457 2962
4 |3 | =BINOMDIST( A4 20,0 06, FALSE) « 4 0086006666 &

M4 4 v wWySheet1 {:|4]] [ IR

Modelo Binomial negativa
Fungdo NEGBINOMDIST(number_f; number_s; probability_s), onde:
. Number_f é o nimero de falhas ou insucessos;

. Number_s é o nUmero se sucessos;
. Probability_s é a probabilidade de sucesso.

Exemplo — Para calcular as probabilidades necessarias na alinea a) do exemplo 6, basta considerar

=10l x| =10/ x|
A E j A E j

13 |0 =MEGBINCOMDIST(O;0,08) 13 |0 0,06

14 |1 =MEGBINCOMDIST(A141;0,08) 14 |1 0,0564

15 |2 =MEGBINOMDIST(A1S1;0,08) 15 |2 0,0530M6

16 |3 =MEGBINOMDIST(A1E1;0,08) [ 16 |3 0,04953504 [

17 =SUMIB1 3:B16) - 17 021925104 =

4 4 » mysheetl ]| 4] ] L|J_J w4 > mpst| 4]

Nota — Repare-se que Number_f é o numero de falhas ou insucessos antes de um sucesso, enquanto que nés definimos a
Binomial negativa como o numero de provas até se obter sucesso, isto, € contamos os insucessos e a prova em que se
deu sucesso.

Modelo Poisson

Fung&o POISSON(x; mean; cumulative), onde:
. X & o niUmero de acontecimentos;
. Mean é o valor médio
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. Cumulative € um valor l6gico: para obter a fungéo distribuicdo, usar TRUE; para obter a fungdo massa de
probabilidade, usar FALSE.

Exemplo — Para calcular as probabilidades do exemplo 10, basta considerar:

x
A B 3'

=10l x|

20

21

22

23

24

25

26

2

23

W mh B L k= O

=POISSOMAZ0 5 FALSE)
=POISSOM A2 5FALSE)
=POISSOMAZ2 5FALSE)
=POISSOMAZS1 5 FALSE)
=POISSOMA24:1 5FALSE)
=POISSOMAZS1 5FALSE)
=POISSOMAZE 1 5 FALSE)
=POISSOMAZT:1 5FALSE)
=POISSOMAZE 1 5 FALSE)

Modelo Hipergeométrico

-

M 4 » »PSheetr 4] |

5 Modelos R I=TEY

A, B 3’

20| 0 022315016
21| 1| 033469524
22| 2 025102143
23|35 042551072
24 | 4 0,04706652
25| 5 0,01411996
26 | 6 0,00352999
27 | 7 0,00075643
28 |8 000014183 -
"IN

Fungdo Hypgeomdist(sample_s; number_sample; population_s; number_population), onde

. Sample_s é o nimero de sucessos na amostra;

e Number_sample é a dimens&o da amostra;

. Population_s é o nimero de sucessos na populacéo;

e Number_population é a dimens&o da populago.

Exemplo — Considerando o exemplo 13, a probabilidade pretendida pode ser calculada da seguinte forma:

Il Lo

A B = Al B —
30 j 30 :II
310 =HYPGEOMDIST(A31:4:312) = 31| 0 025454545
M 4 » M[ySheet1 | 4]] DRy
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8.3 — Modelos Continuos
8.3.1 - Modelo Normal

As distribuigdes consideradas anteriormente referem-se a v.a. discretas, isto €, v.a. que sé podem
tomar um numero finito (modelo Binomial ou hipergeométrico) ou infinito numeravel (modelo de

Poisson, modelo Binomial negativa) de valores distintos.

Vamos seguidamente estudar uma v.a. de tipo continuo, isto €, uma v.a. que pode assumir

qualquer valor de um intervalo e que ¢é identificada pela sua fungdo densidade de probabilidade.

Antes de prosseguirmos, convém recordar alguns aspectos do tratamento das v.a. continuas, que

se distinguem do das v.a. discretas. Assim:

o Na&o falaremos da probabilidade da v.a. tomar um determinado valor, ja que esta probabilidade
€, para as v.a. continuas, nula. Falar-se-a, no entanto, da probabilidade da v.a. assumir
valores de um intervalo.

e Por outro lado, o calculo da probabilidade da v.a. assumir qualquer valor de um intervalo [a,b],
sera dado pela area compreendida pelo grafico da fungdo densidade de probabilidade, o eixo

das abcissas e as rectas x=a e x=b.

A distribuicdo Normal, das distribuicdes continuas, a mais conhecida, foi obtida
matematicamente por Gauss, como a distribuicdo dos erros de medidas, tendo-lhe dado o nome
sugestivo de "lei normal dos erros". A partir dai, astronomos, fisicos e mais tarde, cientistas de
outros campos, que manipulavam dados, verificaram que muitos dos histogramas que construiam
apresentavam a caracteristica seguinte: comegavam a crescer gradualmente, até atingirem um

ponto maximo, a partir do qual decresciam de forma simétrica.

Este aspecto apresentado pelos histogramas, foi o suficiente para desencadear um entusiasmo
pela distribuigdo (Populagao) Normal, com fungéo densidade em forma de sino, a qual se admitia
como subjacente aos dados. Chegou-se ao ponto de duvidar de dados, cujos histogramas nao
tinham aquele comportamento!

Desfeito o mito da distribuicdo normal, podemos dizer que ela tem ainda hoje um papel importante
em estatistica, ja que muitos dos processos de inferéncia estatistica classica, tém por base,

precisamente a distribuicdo Normal.

Ao falarmos na distribuicdo Normal, estamos na realidade a referir-nos a uma familia de

distribuicbes, indexadas pelos parametros p e o. Assim, para cada par de valores destes
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parametros temos uma distribuicdo normal, cuja fungdo densidade de probabilidade tem o

seguinte aspecto:

Uma v.a. X com distribuicdo Normal de parémetros u e o representa-se por

XNN(p,0)
Pode-se mostrar que:
E(XX)=p e Var(X) = 62

Vejamos algumas propriedades, relativamente a representagédo grafica, da fungdo densidade

2
normal, que se deduzem da sua expressao analitica f(x) = _r exp(—l( X—ﬂj , XeR:

V2ro? 2\ o

e & simétrica relativamente ao seu valor médio p, de modo que duas curvas correspondentes a
duas distribuigbes com o mesmo desvio padrao tém a mesma forma, diferindo unicamente na

localizagao.

e ¢é tanto mais achatada, quanto maior for o valor de o, de modo que duas curvas
correspondentes a duas distribuicbes com o mesmo valor médio, sdo simétricas, relativamente

ao mesmo ponto, diferindo no grau de achatamento.

71 <0

ny By Rn
Se deixasse cair um peso em cima da curva da fungéo densidade, ela ficaria mais achatada, o que

implicaria um maior desvio padréo!
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Para dar uma ideia da concentragdo da distribuicdo normal, em torno do seu valor médio,

apresentamos seguidamente algumas probabilidades:

P(un—-o<X=<pu+o5)=683
P(u-20<X<p+20)=.954
P(p-30< X<+ 30)=.997

Area total=1

N

p-2o peo 1) pr ptio

Area total=1

A distribuicdo normal que tem valor médio 0 e desvio padrdo 1 chamamos distribuicdo "standard "

ou reduzida, e representamos por
ZNN(0,1)

a;.r'ea=.683

X—p
(¢}

Se a v.a. X tiver valor médio p e desvio padréo o, entdo av.a. Z = , tem valor médio 0 e

desvio padrao 1. Assim

X—p
XnN(wo) < = —— N N(0,1)
o
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A fungao distribuicdo da normal reduzida, tem uma notagdo especial. Assim, se Z for uma v.a.

normal reduzida, representamos

P(ZS2)=d(2)

Propriedade:

Da simetria da curva normal, deduz-se imediatamente a seguinte propriedade:

b(-z)=1-®(z)

Existem tabelas extensivas da funcdo distribuicdo da normal standard, pelo que o calculo de
quaisquer probabilidades, referentes a v.a. Z é imediato (veremos mais adiante a utilizagdo do
computador para o calculo das probabilidades da Normal). A propriedade enunciada anteriormente

também permite concluir, que basta haver tabelas para os valores de z=0 ou de z<O0.
Exemplo 15 - P(Z<1.37)

P(Z<1.37) = ©(1.37)
= .9147

Exemplo 16 - P(Z>1.37)

P(Z>1.37) = 1 - P(Z<1.37)
=1-.9147
= .0853

Exemplo 17 - P(-.155 <Z<1.60)

P(-.155 <Z<1.60) = ©(1.60) - ©(-.155)

= ®(1.60)-1+ ®(.155) (a tabela disponivel s¢ tinha os
valores positivos(

==.9452 -1 + .5616

== .5068
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Exemplo 18- Determinar o valor de z, tal que P(Z<z) = .975

Neste caso a consulta da tabela tera de ser feita de maneira inversa.

Temos

O(z)=.975 = z= - 1(.975)
=1.96

Exemplo 19 - Determinar o valor de z tal que P(Z>z) = .025

1-d(z)=.025 = z= o 1(.975)
=1.96

Mas se a Normal nao tiver valor médio nulo e desvio padrao 1, ja nao temos tabelas! Como

é que vamos calcular as probabilidades?

Para o calculo das probabilidades correspondentes a uma distribuicdo normal de parametros p e
o, vamo-nos servir das tabelas da normal reduzida, tendo em atengao a seguinte relagédo, ja
apresentada anteriormente:

X—p
XNN(p,o) = Z=——"—nN(0,1)
o

donde:

P(asxsb) = Pt < < b ) P(asXsb) = d( ) - d( )
O o o O

Exemplo 20 - Se XnN(60,4) calcular P(X<63)

P(X< 63) = @ 63;60 )
= ®(.75) 52 55 £0 63 E;Ei
= 7734 ' - :

-2 -1 0 1 2

Exemplo 21 - Se XnN(60,4) calcular P(55<X<63)

P(55sx<63) = p(22—80 L X ~60  63-60

)

4 4 4
= B(.75). - O(-1.25) i

= 7734 - 1056 52 55 60 63 68
= .6678 : : :
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Exemplo 22 - Na pastelaria "Gulosa" a quantidade de farinha F utilizada semanalmente, é uma
variavel aleatéria com distribuicdo normal de valor médio 600kg e desvio padrdo 40kg. Havendo
no inicio de determinada semana, um armazenamento de 634kg e ndo sendo possivel receber
mais farinha durante a semana:

a) Determine a probabilidade de ruptura do stock de farinha.

b) Qual deveria ser o stock, de modo que a probabilidade de ruptura fosse de .01?

Resolucgéo:

a) Pretende-se calcular a probabilidade de ruptura do stock, isto &€, P(F>634), com FnN(600,40)

< 634-600

P(F > 634)=1 - P(F < 634)=1 - PZ < =) = 1- 0(85)
= 1-.8023 =.1977
b) P(F > s)= .01 = 1- a( 5‘4200 )=.01
(32890 - g9 o, 5600 _, 356
40
s = 693kg

Enunciamos seguidamente uma outra propriedade da distribuicdo normal:

Propriedade: A soma de variaveis aleatérias independentes, com distribuicdo normal, ainda tem

distribuicdo normal:

XinN(pi,oi), i=1, 2, ..., n, independentes

ixi M N(i“’i' iciz)

Obs: A propriedade anterior € um caso particular de uma propriedade mais geral que se pode

enunciar da seguinte forma:

Qualquer combinacéo linear de variaveis aleatérias independentes, com distribuicdo Normal,

ainda tem distribuicdo Normal.

8.3.2 - Modelo Uniforme

Uma v.a. X diz-se que tem distribuicdo Uniforme no intervalo [a,b], se a sua fungéo densidade de

probabilidade for dada por:

Da definigdo de fungao distribuicdo a partir de fungao densidade, obtemos
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0 x<a
F(x)= ;%Z a<x<b
1 x=>b

Pode-se mostrar que E(X) = 2 ;b e Var(X)= £b1;23£ .
Caso particular - Se U for uma variavel aleatdria uniforme no intervalo (0, 1), entdo a sua fungéo
distribuicdo sera F(u) = u, com ug(0, 1) (ndo esquecer que ¢é indiferente o intervalo ser aberto ou
fechado, ja que para as variaveis continuas, a probabilidade num ponto é igual a 0), pelo que a
probabilidade da v.a.U assumir valores num subintervalo (a, b) de (0, 1) é igual a amplitude desse
subintervalo:

P(a<U<b) = F(b) — F(a) = b-a

Exemplo 23 — Um gerador de numeros aleatérios, gera numeros com distribuicdo uniforme no
intervalo (0, 1). Calcule a probabilidade de um ndmero gerado:

a) Ser menor que 0,5

b) Estar no intervalo (0.15, 0.86)

c) Ser maior que 0.55
Res: a) Seja UNUniforme(0,1). Entdo P(U<0.5) = F(0.5) = 0.5, onde representamos por F, a fungéo
distribuicdo de U.
b) P(0.15<U<0.86) = 0.86 — 0.15 = 0.71
c) P(U>0.55) = 1 - P(U<0.55) =1 - 0.55 = 0.45

Exemplo 24 - Os automdveis de determinada marca tém averbado no livrete o peso bruto de 1200
kg. Tendo um dos possuidores destes automoveis mandado proceder a algumas modificagdes, o
peso actual varia uniformemente entre 1150kg e 1250kg.

a) Qual a expressao da fungao densidade da v.a. que representa o peso?

b) Qual a probabilidade de que o carro pese menos de 1190kg?

c)Qual o peso meédio dos carros que sofreram as mesmas alteragdes?

Res:a)
i {01 1150< x < 1250
X =

0 fora

017

. 1

[l 1

) ;

1 1 . ’_
1150 1190 1250

P(X<1190)= A =40 x .01= .4
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¢) E(X)= 1200 Kg.

Propriedade — Tranformagao uniformizante - Dada a variavel aleatodria X, continua, com fungao
distibuicao F, entao a variavel aleatéria U, que se obtém transformando X através de U, U = F(X),
tem distribuigdo uniforme, no intervalo (0, 1). De facto, se U = F(X), entdo a fungao distribuicao de
U, que vamos representar por G, sera:

G(u) = P(Usu) = P(F(X) <u) = P(X<F"(u)) (onde representamos por F', a fungdo inversa de F),
donde G(u) = F(F"(u)) = u.

Esta propriedade, conhecida como transformagio uniformizante, ja4 que transforma qualquer
variavel aleatoria continua X, cuja fungdo distribuicdo tenha inversa, numa variavel aleatéria com
distribuicdo uniforme no intervalo (0, 1), € muito importante, pois permite simular variaveis

aleatdrias com distribuigéo F, a partir de uma uniforme, como exemplificaremos mais a frente.

8.3.3 - Modelo Exponencial
Diz-se que uma variavel aleatéria X tem distribuicdo Exponencial, com parametro 0, se e s6 se a

sua funcéo densidade tiver a forma

e X0 g0 x>0
L0 x<0

(1
)
A fungao distribui¢ao correspondente tem a forma
0 x<0
F(x)= —

Uma v.a. X com distribuicdo Exponencial de parametro 0, representa-se por
XME(0)
Pode-se mostrar que
E(XX)=0 e Var(X) = 02

O modelo exponencial aplica-se frequentemente quando se pretende estudar o tempo até a falha
de componentes electronicas, em que se admite que o tempo que a componente ainda vai durar,
ndao depende do tempo que ja durou. Uma componente com tempo de vida com distribuigdo

exponencial é tdo boa nova como velha (Diz-se que ndo tem memodria)!
Propriedade — Mostre que P(X 2 t+h | X =t) = P(X =2 h)

Exemplo 25 - O tempo de vida, em horas, de certo tipo de componentes electronicas tem a

seguinte funcédo densidade:
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(Lewn 4
f(x)=1 100
0 x<0
Um aparelho tem trés destas componentes, que operam independentemente e o aparelho falha se
pelo menos duas das componentes falham. Qual a probabilidade de que o aparelho esteja a
funcionar, sem falhas, pelo menos 200 horas?
Resolugéo:
Representemos por Componente - componente a funcionar
componente- componente a ndo funcionar
P(aparelho funcionar) = 1 - P(aparelho falhar)
P(aparelho falhar) = 3 P(componente,componente,componente) +

+ P(componente,componente,componente)
1-¢72001100 - 462 - gg5

P(componente) =
P(aparelho falhar) = 3 x (1-.865) x .8652+ .8653 = .95
P(aparelho funcionar) = 1 - .95 = .05

Utilizagao do Excel para calcular probabilidades dos modelos continuos

O Excel disipde de fungdes que déo as probabilidades dos modelos continuos considerados anteriormente. Assim, temos:

Modelo Normal
Fungdo NORMSDIST(z), calcula o valor da fungéo distribuicdo de uma normal reduzida, no ponto z.

Exemplo — Para calcular a probabilidade pretendida no exemplo 15, basta fazer:

_in/x]

A B —
1 =K
2 1,37 =PORMSDIST(A2) - 21 09146565 -

o owhshe || [ [fc k[

Fungdo NORMDIST(x; mean; standard_dev; cumulative), onde:
. x € o valor para o qual pretendemos calcular a distribuicéo;
. Mean é o valor médio da distribuicao;
. Standard_dev é o desvio padrado da distribuigao;
. Cumulative € um valor I6gico: para obter a funcéo distribuicdo, usar TRUE; para obter a fungdo massa de
probabilidade, usar FALSE.

|
I
1l

1

Exemplo — Para calcular as probabilidades pretendidas no exemplo 21, basta fazer:

=1 o

[x

A B = Al B |—
4 — 4 —
5 |55 =MORMDIST(AS;60; 4, TRUE) 5 95 0105649774
B |63 =MNORMDISTAG B0, 4, TRUE) | 5] B3 0773372645
M 4 » mpsheett o] »|[ L |Iw o« r mfs|4] ol

Funcdo NORMSINV(Probability), calcula o valor da inversa da distribuigho Normal reduzida, para a probabilidade
Probability, como se exemplifica a seguir:
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Exemplo — Para calcular o valor de z, tal que a fungéo distribuigdo nesse ponto é 0.975, como se pretende no exemplo 18,
basta fazer:

_igix] —ioi x|

A B — A B
7 e 7 :||
B 0975 =NORMSINW(SE) 8 | 0975 1950963085 -
w4 » wPsheet [4]] ] w4« » uishe|4|| ][

Funcdo NORMINV/(probability; mean; standars_dev), calcula o valor da inversa da distribuigdo Normal, onde:
. Probability & o valor da probabilidade;
. Mean é o valor médio da distribuicdo Normal;
. Standard_dev é o valor do desvio padréo.

Exemplo — No exemplo 22, para determinar o valor de s tal que P(F>s) = 0.01, tem que se formalizar o problema em
termos da funcéo distribuigdo, pelo que a igualdade anterior é equivalente a considerar P(F<s) = .99. Para calcular o valor
de s, basta fazer:

o] _inix]
A B = A B —

9 B I =
10 099  =MORMIMNY(AT0;G00,40)0 - 10 0899 B93053915 -

i 4 » mpsheets (4] ][ w4 r mpsk|a] | e[

Modelo Exponencial

Funcdo EXPONDIST(x; lambda; cumulative), calcula o valor da fungéo distribuicdo, onde:

e  xé o valor onde se pretende calcular a distribuigéo;

. lambda é o valor do parametro (Chamamos a atengdo para que no Excel a fungdo distribuigdo exponencial de
parametro lambda, apresenta a seguinte expressao: F(x) = 1 — exp(lambda x), pelo que o parametro é, no Excel,
igual ao inverso do parametro da definigdo que foi dada da distribuigdo Exponencial);

. Cumulative € um valor I6gico: para obter a fungéo distribuicdo, usar TRUE; para obter a fungdo massa de
probabilidade, usar FALSE.

Exemplo — No exemplo 25, para calcular o valor da probabilidade da variavel aleatéria, com distribuigdo Exponencial de
parametro 100 ou 0.01 no Excel, ser inferior a 200, basta fazer:

1= ol

A B =~ A B —
11 ﬂ 11 :,l
12 200  =EXPONDIST(A12:0,01;TRUE) = 12 | 200 0564664717

M 4 » M[\Sheetl <] «]] v M4 » uisshed <] ][

8.4 — Compreender a simulagao

No capitulo 5, utilizamos o Excel para simular experiéncias aleatoérias. Dissemos na altura, e
repetimos agora que, de um modo geral, quando falamos em gerar numeros aleatérios, estamos a
referir-nos a obtengdo de qualquer real do intervalo [0, 1], de tal forma que a probabilidade de
obter um valor de um subintervalo [a, b] de [0, 1], € igual @ amplitude desse subintervalo, ou seja
(b-a). No Excel, podemos obter estes numeros com a fungado RAND. Agora ja sabemos que estes
nameros aleatérios ndo sdo mais que numeros com a distribuigdo uniforme, no intervalo [0, 1]

(recorde que ¢ indiferente se o intervalo é fechado ou aberto). Além da funcdo RAND, podemos
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utilizar no Excel, uma componente do Analysis ToolPaK, para gerar nimeros pseudo-aleatorios
com distribuicdo uniforme (ou outros tipos de distribuigcdo, de que falaremos mais a frente). Estes
numeros séo gerados por algorirmos (deterministas) especificos, que geram cada numero a partir
do anterior e que comegam com um valor a que se chama “semente”. Assim, se se utilizar a
mesma semente pode-se gerar a mesma sucessao de numeros. Se os algoritmos que geram os
nuameros forem bons, estes comportam-se como se fossem aleatérios, com a distribuigdo
desejada. Assim, temos numeros que se comportam como se fossem aleatorios, mas que sao

obtidos por mecanismos deterministas, e dai o chamarem-se pseudo-aleatorios.

Suponhamos agora, que se pretendia simular a chegada de chamadas telefonicas a uma central,
durante um periodo de tempo especificado. Estudos anteriores permitem-nos afirmar que a
variavel aleatdria que representa o tempo entre as chamadas sucessivas, pode ser bem modelada
por uma distribuicao exponencial, com parametro igual ao inverso do nimero médio de chamadas
recebidas no periodo referido, sendo, por sua vez, o nimero de chamadas recebidas, bem
modelado por uma Poisson de parametro 2. Admita que, em média, s&o recebidas 2 chamadas
por periodo. Como € que podemos simular os tempos entre chegadas sucessivas de chamadas a
tal central telefonica? Vamos admitir que dispomos de uma série de numeros aleatérios, us, U,, ...,
U, (com distribuicdo uniforme no intervalo (0,1)), obtidos através de uma tabela ou gerados em
computador. Sera que nestas condigbes conseguimos simular os valores da distribuicdo
exponencial? A resposta é sim, e para o fazer basta lembrar a propriedade que apresentamos

como transformacao uniformizante. De facto:

Se P(X=x) = F(x), entdo U = F(X) tem distribuicdo uniforme = a tranformada de U por intermédio
da inversa de F, tem distribuicdo F, isto &€ se Y = F(U), P(Y<y) = P(F(U) <y) = P(X<y) = F(y).
Assim, dado o conjunto de valores aleatorios uniformes, u4, uy, ..., U,, 0s transformados x1=F'1(u1),
%=F(Up), ..., Xo=F " (uy), tém distribuicio F. Vejamos o caso da exponencial:

In(1-F(x)) .

1) Se XNExp(1/2) entdo F(x) = 1 — e, donde x = - 5

2) Substituindo na expressao anterior F(x) por numeros aleatdrios (uniformes), obtemos

numeros aleatérios exponenciais;

3) Na tabela seguinte apresentamos uma série de numeros aleatérios com distribuigéo
uniforme e os correspondentes nimeros exponenciais:

Unif.  Exp(1/2) _ Unif.  Exp(1/2) _ Unif.  Exp(1/2) _ Unif. _ Exp(1/2) _ Unif. _ Exp(1/2)

0,2349 0,1339 0,3456 0,2120 0,4563 0,3047 0,5670 0,4185 0,6778 0,5662
0,4315 0,2824 0,8566 0,9710 0,2816 0,1654 0,7067 0,6132 0,1317 0,0706
0,0747 0,0388 0,7600 0,7135 0,4452 0,2946 0,1305 0,0699 0,8158 0,8458
0,1346 0,0723 0,0020 0,0010 0,8694 1,0176 0,7367 0,6673 0,6041 0,4633
0,4196 0,2720 0,1355 0,0728 0,8515 0,9535 0,5674 0,4190 0,2834 0,1666
0,3714 0,2321 0,5073 0,3539 0,6432 0,5153 0,7791 0,7550 0,9150 1,2326
0,9939 2,5494 0,5216 0,3687 0,0493 0,0253 0,5771 0,4303 0,1048 0,0554
0,4986 0,3452 0,2492 0,1433 0,9999 4,8520 0,7506 0,6943 0,5012 0,3478
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0,9498 1,4955 0,7757 0,7474 0,6017 0,4602 0,4276 0,2790 0,2535 0,1462
0,9556 1,5576 0,5052 0,3518 0,0548 0,0282 0,6044 0,4636 0,1539 0,0836
0,5939 0,4506 0,5791 0,4327 0,5644 0,4155 0,5496 0,3989 0,5349 0,3827
0,0097 0,0049 0,5031 0,3497 0,9966 2,8349 0,4899 0,3366 0,9833 2,0473
0,3752 0,2352 0,9944 2,5966 0,6137 0,4755 0,2329 0,1325 0,8521 0,9556
0,1252 0,0669 0,1289 0,0690 0,1326 0,0711 0,1362 0,0732 0,1399 0,0754
0,7805 0,7582 0,2064 0,1156 0,6323 0,5003 0,0582 0,0300 0,4841 0,3310
0,2642 0,1534 0,1126 0,0598 0,9611 1,6240 0,8096 0,8294 0,6581 0,5366
0,4683 0,3159 0,7332 0,6606 0,9980 3,191 0,2629 0,1525 0,5277 0,3751
0,3797 0,2388 0,0875 0,0458 0,7953 0,7930 0,5030 0,3496 0,2107 0,1183
0,1045 0,0552 0,1751 0,0963 0,2457 0,1410 0,3163 0,1901 0,3869 0,2446
0,9609 1,6213 0,5656 0,4169 0,1702 0,0933 0,7748 0,7455 0,3795 0,2386

Construindo um histograma dos numeros exponenciais, obtemos um grafico com o seguinte
aspecto,

10 4
a y

070 133 203 2TE 348 40T 455

que sugere o modelo Exponencial, como esperavamos. Ndo esquega que o histograma é a
imagem estatistica da funcdo densidade de probabilidade. O passo seguinte seria testar a
adequabilidade do modelo proposto, o que seria feito com instrumentos disponiveis na inferéncia

estatistica, mas que saem fora do ambito deste curso.

Utilizacdo do Excel para gerar numeros pseudo-aleatérios com determinadas

distribuicoes

O Excel dispde de uma componente no Analysis ToolPaK que permite obter nimeros pseudo-aleatérios, que se
comportam como numeros aleatdrios, com determinadas distribuicdes. Estdo disponiveis os modelos Uniforme, Normal,
Bernoulli, Binomial, Poisson ou modelos discretos com determinada fungdo massa de probabilidade. Para obter o gerador
destes numeros seleccione:

Tools —Data Analysis—»Random Number Generation—»OK.

Obtém uma janela, onde deve seleccionar o nimero de amostras -Number of Variables e a dimensdo dessas amostra —
Number of Random Numbers. Tem ainda possibilidade de escolher um valor para a semente — Random Seed, se pretende
reproduzir o conjunto de nimeros a gerar. Selecciona ainda a Distribuigdo a gerar, em Distribution e de acordo com a
distribuicdo seleccionada, assim tera de introduzir alguns valores para os parametros, em Parameters.

Exemplo — Utilize o gerador de nimeros aleatérios do Excel para gerar um conjunto de nimeros com a distribuigdo Normal
(4, 2).

Em Distribution seleccionamos o modelo Normal e em Parameters escolhemos 4 para Mean e 2 para Standard Deviation.
Geramos uma Unica amostra (Escrevendo 1 em Number of Variables) de dimens&o 1000 (Escrevendo 1000 em Number of
Random Numbers) e apresentamos a seguir o histograma correspondente
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Exemplo — Utilize o gerador de nimeros aleatérios do Excel para simular o langamento de um dado equilibrado.

Para simular esta experiéncia construimos uma fungdo massa de probabilidade de uma distribuigdo uniforme discreta em 6
pontos, que foi utilizada pelo Random Number Generation para simular a experiéncia pretendida:

A, B 20%
. e 15% ]
1 i Px=i) B S v (N I IS Y
2 1 0,16EEET 14%
12% 1
3 2 0,16B6G7 by
4 3 0,1BEEET % 4
6% 4
5 4 0,165E67 Py
5] 5 0,1BEEET 2% 4
IEY T T T T T
/ﬁ 1 2 k] 4 5 &

O processo é idéntico ao do exemplo anterior, com a diferenga que, em Distribution, seleccionamos Discrete.Geramos 500
numeros e construimos o diagrama de barras da amostra obtida. Nao obtivémos uma distribuicdo perfeitamente uniforme,
como se vé pela figura.

Nota — Alguns testes tém revelado algumas deficiéncias no gerador de nimeros aleatérios do Excel. Assim, para trabalhos
de responsabilidade, recomenda-se a utilizagéo de outros processos.

Exemplo — Utilize o gerador de nimeros aleatérios do Excel para simular a experiéncia que consiste em verificar o nimero
de ambulancias que chegam a determinado hospital, durante um ano, sabendo que em média, por dia, chegam 10
ambulancias.

Vamos modelar a chegada das ambulancias, por dia, por um modelo de Poisson, de parametro 10. Assim, ndo temos mais
que gerar uma amostra de dimensao 365, de uma Poisson, com aquele valor para o parametro:

Valor Total

3 0,25%

4 0,88%

5 2,07% | 14%

6 4,81%

7 619% | 4% HH!

8 9,96%

9 1120% | 9%

10 11,89% I

11 12,47% 5 ] O Gerados
13 ouw | % il Ll

y (]
14 7,36% 1
’ 4% H HIH

15 3,32%

16 5,75% 2, | | N

17 0,94%

18 2,49% 0% - NN AN I

19 2,10% 304 05 B T & 4 40 M 12 45 14 15 16 A7 15 18
Total 100,00%
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Obtivémos uma amostra cuja tabela de frequéncias e diagrama de barras se apresenta em cima. Para comparacédo
consideramos também a fungdo massa de probabilidade de uma Poisson, de parametro 10, que representamos por P(10).

Exercicios

1. Num grupo de 40 caes, 20 ladram, 14 ndo ladram e mordem e 26 mordem.

a) Calcule a probabilidade de ser verdadeira a seguinte frase: "Cao que ladra ndo morde".

b) Suponha que passa diariamente junto da matilha anterior e selecciona um dos caes
aleatoriamente, para fazer festas. Ao fim de uma semana, qual a probabilidade de nunca ser
mordido.

¢) Num dia em que passam 50 pessoas, em que cada uma selecciona aleatoriamente um dos
caes para fazer festas, qual a probabilidade de no maximo serem mordidas 10 pessoas.

2 - Uma fonte radioactiva é observada durante 4 intervalos de tempo disjuntos, de 6 segundos
cada um, tendo-se registado o n° de particulas emitidas em cada intervalo. Admitindo-se que o n°
de particulas emitidas segue uma lei de Poisson, em que o n® médio (taxa) de particulas emitidas
por segundo é .5, determine a probabilidade de:

a) Em cada um dos 4 intervalos de tempo sejam emitidas 3 ou mais particulas.

b) Em pelo menos um dos 4 intervalos de tempo, sejam emitidas 3 ou mais particulas.

3 - O Glorioso tem no seu avangado Marquinhos o seu maior trunfo. E tal a influéncia deste jogador,
que o numero de golos marcados pelo Glorioso num jogo em que ele alinha é uma Poisson de valor
meédio 3, sendo uma Poisson de valor médio 2, quando ele ndo alinha. Marquinhos é intempestivo,
estando vaérias vezes sujeito a castigos, para além das naturais lesbes, pelo que joga apenas 60%
dos jogos de uma temporada. Admita que os jogos sdo independentes.

a) O Glorioso marcou trés golos num jogo. Calcule a probabilidade de Marquinhos ter jogado.

b) No final da época, Marquinhos foi vendido. Calcule o numero esperado de golos, a marcar pelo
Glorioso na proxima época, sabendo que esta é constituida por 30 jogos.

c) Calcule ainda a probabilidade, de na mesma época considerada na alinea anterior, o Glorioso
marcar pelo menos 80 golos.

4 - Pretende-se estudar a incidéncia de doenga pulmonar, numa populagdo em que existem trés
vezes mais individuos ndo fumadores do que fumadores. Sabe-se que a percentagem de doentes
entre os fumadores e os ndo fumadores é respectivamente de 60% e 20%.

a) Determine a probabilidade de um individuo ter doenga pulmonar.

b) Determine a probabilidade de um doente pulmonar ser fumador.

¢) Qual a probabilidade de numa amostra de 10 doentes, pelo menos 3 serem fumadores?

5. Na mercearia da D. Ana vendem-se magas vermelhas e amarelas. 70% dessas macgas sao
vermelhas. Como as macgés ndo séo tratadas quimicamente, 20% das macéds amarelas estéo

bichosas, enquanto que das vermelhas s6 5% ¢é que tém bicho.
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a) Determine a probabilidade de uma maca escolhida ao acaso ser sa.

b) A D. Ana resolveu comer uma maga. Trincou e ... tinha bicho. Qual a probabilidade de se tratar
de uma macga vermelha?

c) Um cliente comprou uma duzia de magés amarelas. Qual a probabilidade de encontrar, no
maximo, 4 macas bichosas?

6 - O I.N.I.P. esta a proceder a um estudo sobre a sensibilidade ao envenenamento por mercurio
de duas variedades de lagostim. Para o efeito foram recolhidas amostras de dimensé&o variavel,

mas contendo um n°® apreciavel de espécimes das variedades A e B. Sejam X; e X, as v.a. que

representam o n° de lagostins das variedades A e B, respectivamente, em cada amostra recolhida.
Admite-se que X, e X, tém distribuicdo de Poisson de parametros A,=8 e 21,=12.

Numa das amostras foi observado um total de 15 lagostins das variedades A e B. Qual a
probabilidade de que 10 desses lagostins sejam da variedade A?

7 - A produgéo diaria de determinado artigo, segue uma distribuigdo Normal com valor médio igual
a 185 unidades e desvio padréo igual a 4.5 unidades.

a) Determine a probabilidade da producgéo diaria ser inferior a 190 unidades.

b) Determine a probabilidade da produgéo diaria estar compreendida entre 160 e 190 unidades.

c) O fabricante afirma que 80% das vezes a produgéo diaria € superior a P. Qual é o valor de P?

8 - As quantidades de margarina (medidas em n° de pacotes de 500g), vendidas por semana em 3
supermercados, P&o Doce, Pinga Pouco e Paga Acucar, podem ser consideradas v.a.
independentes e com distribuicbes N(551,33), N(250,28) e N(831,42) respectivamente. Determine
as probabilidades dos seguintes acontecimentos:

a) O Pao Doce vende numa semana entre 250 e 570.

b) O n° total de vendas numa semana nos 3 supermercados, excede 1800.

¢) Numa semana, o n° total de vendas do P&o Doce e do Pinga Pouco excede o n° de vendas do
Paga Agucar.

9 - Verificou-se que o tempo médio entre acidentes de avido tem uma distribuicdo exponencial
com valor médio de 44 dias. Se ocorreu um acidente no dia 1 de Julho, qual a probabilidade de
nesse més se verificar novo acidente?

10 - Estima-se em 5% a percentagem de pessoas com mais de 60 anos que sofrem da doenca de
Paget. Sabe-se que uma medigao efectuada por analise ao sangue tem distribuicdo normal, tanto
nos doentes como nos individuos que ndo sofrem desta doenca, apresentando valores
anormalmente elevados entre os doentes. Um valor superior a 14 (resultado positivo da analise) &
motivo para que o individuo seja posteriormente submetido a exames, de modo a que seja
possivel um diagnéstico rigoroso. Apenas sao sujeitos a analise os individuos com mais de 60
anos.

Sejam X, e X, as variaveis aleatorias que representam o valor da referida medig&o num individuo

doente e num individuo saudavel, respectivamente, sendo os valores dos parametros os
seguintes: X, X,
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Valor Médio 16.4 7.2
Desvio Padréao 6.0 3.0

a) Qual a probabilidade de um individuo saudavel ser submetido a exames por ter apresentado um
resultado positivo na analise?

b) Calcule a probabilidade de um individuo doente n&o ser diagnosticado.

¢) Numa populagdo em que todas as pessoas com mais de 60 anos foram sujeitas a analise ao
sangue, que percentagem apresenta resultados positivos?

d) Determine a probabilidade de uma dessas pessoas, que teve resultado positivo na analise, e
que sera portanto submetida a exames sofra realmente da doenga de Paget ?

11. Dadas as v.a. X; e X, independentes com distribuicdo de Poisson de parédmetros A; € A,

respectivamente, mostre que X; dado X;+X; & Binomial, isto é
Ay
n, )
A+ A,

P(X1 =k|X1 +X2=n)=B(

12. Mostre que se X e Y forem varidveis aleatérias independentes com distribuigdo Binomial de
parametros (m,p) e (n, p) respectivamente, entao a distribuicdo condicional de X, dado que X+Y=k,
é
M)

imK-i

n+m

C )

13. Preservacdo da Poisson, perante uma selecgdo aleatéria. Suponha que numa situagéo

P(X=i[X+Y=k) =

adequadamente descrita pelo modelo de Poisson, nem todos os acontecimentos sé&o
contabilizados, isto €, cada acontecimento pode ser ou n&do contabilizado e a probabilidade de o
ser é p. Serd que o numero de acontecimentos contabilizados ainda segue um modelo de
Poisson? A questado anterior pode ser equacionada da seguinte maneira: Se X tem distribuigdo de
Poisson de parédmetro A e a distribuicdo condicional de Y dado X=n, é Binomial de parametros n e

p, entdo Y tem distribuicdo de Poisson de parametro Ap.

Demonstragdo: P(Y=k) = Z P(Y =k |[X =n)P(X=n)
n=k
© n /’Ln
=2 () A-p) et =
Z& k n! o D)
) k!

_ APk 1 n-k
- T %k!(n-k)![/l(l_p)]
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Capitulo 9

Distribuic6es de amostragem

9.1 - Introducgao

Ja vimos no modulo caracteristicas amostrais, que podemos resumir a informagao contida na

amostra, utilizando as estatisticas, isto &, fungdes unicamente dos dados amostrais.

Mas, do mesmo modo que duas amostras extraidas da mesma populagéo, apresentam uma certa
variabilidade, também as estatisticas calculadas com amostras diferentes, apresentam

variabilidade.

Por exemplo, dada a populagdo X, constituida pelas alturas dos alunos inscritos na cadeira de
IPE, no ano lectivo de 98/99, se recolhnermos uma amostra das alturas de 10 estudantes, a
estatistica média apresentara um certo valor, por exemplo, 1.64m. No entanto, se recolhermos
outra amostra, da mesma populagdo, € natural esperar que a média para esta nova amostra seja

diferente daquele valor, embora nao se afaste muito!

Generalizando o exemplo anterior, podemos considerar o seguinte esquema, se tivermos k

amostras de dimenséo n, recolhidas da Populagéo X:

Populacédo X

12 amostra 22 amostra k-ésima amostra
X
Xi4 Xy Xqz - Xqp| [*21 Xzz Xzg Xgq - - - k1 XKz Xz Xkn
X4 Xz Xy

Relativamente as amostras anteriores, podemos considerar o seguinte:

X, ., X X, sdo os valores observados de uma v.a. com distribuicido idéntica a de X,

117 77217 "7

mas que representamos por X,, para significar que foi o 1° elemento

recolhido nas diferentes amostras;
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D SHD U sdo os valores observados de uma v.a. com distribuicdo idéntica a de X,
independente de X, (numa amostra aleatoria, os valores ndo podem

depender uns dos outros), mas que representamos por X,, para significar

que corresponde ao 2° elemento recolhido;

Xy Xopr oo ¥ sdo os valores observados de uma v.a. com distribuicido idéntica a de X,
independente de X,, X,,... que representamos por X , para significar que
foi o enésimo elemento a ser recolhido.

Com esta notagao, as amostras (x11, X1 Xygoeer Xqp ), (x21, Xgns Xpzseres Xon ) e ( Xiqr Xiegr Xegoeoer Xy )

sdo amostras observadas da amostra aleatéria

Xy X5 o0y X))

19 Noy oee n

Admitindo que a populagdo X, que estavamos a estudar, constituida pelas alturas (em cm) dos
alunos inscritos na cadeira de IPE, no ano lectivo de 89/90, era tal que XnN(165,10), podemos

obter varias amostras observadas, de dimensao 10:
(158, 163, 171, 150, 149, 167, 158, 172, 149, 150)

(167, 149, 168, 153, 162, 160, 170, 161, 160, 149)

(170, 160, 158, 168, 165, 159, 163, 159, 172, 150)

da amostra aleatoria (X,, X,, ..., X,,), em que todas as v.a. X, i=1,...,10, s&o independentes e tém

distribuicdo Normal de valor médio 165 e desvio padrao 10.

Tendo em consideragéo o que foi dito anteriormente, podemos afirmar que 7(1, 7(2, coy Xy, S@0

valores observados da variavel aleatdria

>

Y - i=1
n
onde X,, X,, ... , X, s&o variaveis aleatérias independentes e com a mesma distribuicdo que uma

variavel aleatéria X ( populagdo em estudo). Sendo a estatistica uma variavel aleatéria tem uma

distribuicdo de probabilidades, a que damos o nome de distribuicado de amostragem.

Distribuicdo de amostragem - Distribuicdo de amostragem de uma estatistica € a distribuigéo
dos valores que a estatistica assume para todas as possiveis amostras, da mesma dimenséo, da

populacgao.
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Sao as distribuicbes de amostragem das estatisticas que nos vao permitir fazer inferéncias sobre
os parametros populacionais correspondentes. Ao aleatoriezarmos o processo de selecgao das
amostras, faz com que se possa utilizar a distribuicdo de amostragem de uma estatistica para
descrever o comportamento dessa estatistica, quando se utiliza para estimar um determinado
parametro. Por outro lado, para podermos utilizar os resultados da Teoria das Probabilidades, o
processo de amostragem que se considera é o de amostragem com reposi¢céo. Esta observacgéo &
relevante, sobretudo para populagcées de dimensao pequena, em que a composicdo da populagéo,
relativamente a caracteristica de interesse, se altera quando se retiram alguns elementos; esta
situagdo nao se verifica com populagdes de grande dimenséo, que € normalmente a situagéo de

interesse em Estatistica.

Assim, se uma populacdo tiver N elementos, para obter as distribuicbes de amostragem de
estatisticas, a partir de amostras de dimensao n, teriamos de seleccionar N" amostras distintas.
Entéo, para calcular a distribuicdo de amostragem da média, sera necessario considerar todas as
amostras possiveis e calcular as respectivas médias? Felizmente ndo é necessario estar com
tanto trabalho, gragas a um dos resultados mais importantes da Teoria das Probabilidades,
conhecido como Teorema Limite Central, que nos fornece um modelo matematico para a

distribuicdo de amostragem da média, como veremos a seguir.

9.2 - Distribuicdo de amostragem da média

Vamos comecgar por estudar a distribuicio de amostragem da variavel aleatéria média,
considerada anteriormente. Veremos como esta distribuicdo de amostragem nos vai permitir fazer
inferéncias sobre o valor médio da populacdo de onde foi retirada a amostra que serviu para

calcular a média.

Algumas questbes que se podem levantar acerca da distribuicdo de amostragem da estatistica
média, sdo as seguintes:
e Addistribuicdo da média, depende da distribuicdo da populagéo X, subjacente as amostras?

e Sera sempre possivel conhecer essa distribuicao?

No que se segue procuraremos responder a estas questdes, adiantando desde ja que, na

verdade, a distribuicio de amostragem da média depende da distribuicdo da populacdo

subjacente as amostras. Veremos também, que nem sempre € possivel obter a distribuicdo exacta
da média, mas sim uma distribuicdo aproximada.
9.2.1 - Valor médio e desvio padrao da média

Dada uma populagéo X de valor médio p e desvio padréo o, entdo, tendo em consideragao as

propriedades do valor médio e da variancia, pode-se mostrar facilmente que
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_ _ 2
E(X)=pn e Var(X)=%

Obs: Nio esquecer que X é uma combinagéo linear de variaveis aleatorias independentes e com

a mesma distribuicio.

Chamamos a atengédo para o facto do valor médio da v.a estimador )—( coincidir com o parametro
que estamos a estimar, o valor médio, M, da populagédo. Dizemos que o estimador é centrado ou
nao enviesado. Além disso, a variancia do estimador decresce com a dimensdo da amostra, o
que permite concluir que, a medida que aumentamos a dimensao da amostra a variabilidade do
estimador, em torno do parémetro, diminui. Diz-se entdo que o estimador é consistente. Estas

propriedades de ndo enviesamento e de consisténcia fazem com que a média seja um “bom”

estimador do valor médio.

9.2.2 - Distribuigdo da média, para populagoes Normais

Para calcular a distribuigdo de X, vamos distinguir o caso de a populagédo X ser Normal e ndo

Normal, distinguindo ainda se o desvio padrdo ¢ é conhecido ou n&o.
9.2.2.1 — Desvio padrao o conhecido

Ja dissemos quando estudamos a distribuicdo Normal, que qualquer combinagado linear de
variaveis aleatorias independentes, com distribuicdo Normal, ainda tem distribuigdo Normal. Como
a média € uma combinagdo linear de variaveis aleatorias X;, independentes, com distribuicdo
idéntica a de X, que por hipotese é Normal(u,c), vem imediatamente que X tem distribuicéo

T . ~ O
Normal, com valor médio p e desvio padrao T
n

, pelo que procedendo a standardizagao, se obtém

o seguinte resultado

Populagcdes Normais, c conhecido

X-p
Z= A N(0,1)
G/'JFI

9.2.2.2 — Desvio padrao c desconhecido

Quando o pardmetro ¢ é desconhecido, situacdo que ocorre com frequéncia, ja o resultado
anterior ndo é valido. Assim, estima-se o desvio padrdo desconhecido pelo desvio padrédo

empirico, S, em que

>0, Xy
n-1

s2=
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e tem-se o seguinte resultado

Populagdes Normais, ¢ desconhecido

X
T—imt(n 1)

Jn

0 que significa que se conhece a distribuigdo exacta da variavel aleatoria T, que é a chamada

distribuicado t-Student (t de Student), com (n-1) graus de liberdade e que se representa por t(n-1).

Este modelo tem uma funcao densidade semelhante a da Normal, mas com as caudas mais altas,
isto &, ndo é tdo concentrada. No entanto, a medida que o nimero de graus de liberdade aumenta
(isto é, a medida que n aumenta), a t-Student confunde-se com a Normal. Do mesmo modo que a

Normal, também a distribuicao t-Student se encontra tabelada.

9.2.3 - Distribuicdo da média, para populagdes ndo normais. Teorema Limite Central

Quando a distribuicdo da populagédo X ja ndo é Normal, a distribuicdo de amostragem da média
dependera da distribuicdo de X, ndo sendo em geral conhecida. No entanto, um dos teoremas

fundamentais das probabilidades, da-nos uma indicagdo do comportamento da distribuicdo da

média de um_ numero suficientemente grande de varidveis aleatérias independentes e

identicamente distribuidas:

Teorema limite central
Se X,, X,, ..., X s&o variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a uma

2
variavel aleatéria X com valor médio p e variancia o , finita, ent&o a distribuicdo da soma §_ = X, +
< S
X,+ ..+ X, ou da média X = —* tende a aproximar-se da distribuicdo Normal, para n
n

suficientemente grande

P(MSz)zCD(z) e P(
ovn

XI

.

£z)=0(2)

5o

O teorema limite central, da-nos uma justificagéo tedrica para a grande utilizagdo da distribuicdo
Normal, como modelo de fendmenos aleatérios. Quantidades tais como alturas e pesos de uma
populagédo relativamente homogénea, podem ser consideradas como somas de um grande
numero de causas genéticas e efeitos devido ao meio ambiente, mais ou menos independentes

entre si, cada um contribuindo com uma pequena quantidade para a soma.

O que é que se entende por um valor de n suficientemente grande?
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Uma questado que se pode por é a seguinte: quando queremos aplicar o teorema do limite central:
qual o valor de n, para que se possa considerar que temos uma boa aproximacdo para a

distribuicdo Normal?

Este valor de n, depende da distribuicdo subjacente a amostra e sera tanto maior quanto mais
enviesada for a distribuicdo da populagdo (o termo enviesado aplica-se como contrario a
simétrico). No entanto, de uma maneira geral a aproximagao € "rapida", como sugere o exemplo

que se segue.

Exemplificagao do Teorema Limite Central:

Cinco equipas de futebol, resolveram organizar um torneio entre si. As equipas eram todas muito
equilibradas, de modo que a classificacao final pelo 1°, 2°, ..., 5° lugares pode ser considerada
perfeitamente aleatéria. O torneio correu tdo bem, que resolveram repeti-lo, continuando as
equipas equilibradas entre si.

Pretende-se estudar a distribuicdo da média dos pontos obtidos, nos dois torneios, por uma
qualquer das equipas, escolhida ao acaso. Considera-se que uma equipa que ficou em 1° lugar

tem 1 ponto, em 2° lugar 2 pontos, etc.

Seja X a v.a. que representa a pontuagéo obtida por uma equipa, escolhida ao acaso. Como as
equipas sao equilibradas, a probabilidade de cada uma se classificar em qualquer dos lugares é

igual a 1/5, pelo que af.m.p. dav.a. X é

5
S L

1 2 3 4 5

Considerando os dois torneios, o espago dos resultados possiveis é constituido por todos os pares

X| 1234
P|.2.2.2.2

(i,j), com i,j=1, 2,..., 5, em que a pontuacao i se refere ao 1° torneio, enquanto a pontuacao j se

refere ao 2°.

Em termos de variaveis aleatorias podemos considerar duas v.a. X, e X,, para identificar

respectivamente o 1° e o 2° elemento do par (ij), sendo as v.a. X, i=1,2, independentes e
identicamente distribuidas a X. Com esta notacao

X, + X,
2

X =

Vejamos quais os valores que a v.a. X assume:
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(X, X,) A1) (12 (1,3) (1.4 (15 (25) (35 45 (55)
21 (22) 23) (23) (34) 44 (54)
&1 B2) (33) (43 :
@1 (42 (52
(5,1)
X > 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

Observacao: Os pares considerados anteriormente correspondem a todas as amostras possiveis
de dimensao 2, com reposic¢ao, extraidas de uma populagdo que pode assumir os valores 1, 2, 3,
4 ou 5 com igual probabilidade. Estamos numa situagéo simples em que € facil considerar todas

as amostras possiveis, porque sdo em numero de 52=25.

Tendo em atengcdo os resultados anteriores, vem imediatamente para a fungdo massa de

probabilidade de )—( a seguinte fungao:

X 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Pi 1/25 2/25 3/25 4/25 5/25 4/25 3/25 2/25 1/25

Obs: Para calcular a probabilidade de ;( ser igual a 1, temos em consideragao que dos 25 pares
possiveis, s6 um dos pares € que conduz a que a média seja igual a 1. Estamos assim a aplicar a

definigao classica de probabilidade!

A f.m.p. tem a seguinte representagao grafica:

1 2 3 4 5

Se em vez de considerarmos dois torneios, isto € n=2, considerarmos trés torneios, portanto agora
n=3, teremos de considerar uma nova v.a. X3, independente das anteriores, mas com distribuicéo

idéntica, a qual vai representar a pontuagao obtida no 3° torneio.

Entéao
X = X+ X, +X,
3
O processo seguido para calcular a distribuicdo da média, agora com n=3, é analogo ao que foi
feito com n=2 ( embora um pouco mais trabalhoso, pois temos de considerar todas as

possibilidades para o terno (i,j,k) com, j, k=1,...,5), em nimero de 125, obtendo-se a f.m.p.:

)_( 1 1.33 1.67 2 233 267 3 3.33 3.67 4 433 467 5

Pi .008 .024 .048 .08 A2 144 152 144 A2 .08 .048 .024 .008
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com a seguinte representacao grafica.

3

Considerando finalmente o caso em que n=5, isto €, em que se consideram 5 torneios, obtemos

1] L.
1 5

2 Fl

para a distribuicdo de amostragem da v.a. X

X< X+ X, +...+ X,
5
a seguinte fm.p.:
X Pi X pi
1 0 3.2 .1168
1.2 .0020 34 1024
1.4 .0048 3.6 .0813
1.6 .0112 3.8 .0592
1.8 .0224 4 .0387
2 .0387 4.2 .0224
22 .0592 4.4 .0112
24 .0813 4.6 .0048
26 .1024 4.8 .0020
28 .1168 5 0
3 1226
cuja representacao grafica se apresenta a seguir

Observagado: O numero de amostras de dimenséo 5 que consideramos para obter a distribuigdo

anterior foi de 5° = 3125, o que ja comeca a ser complicado!

Podemos visualizar melhor o processo anterior considerando as f.m.p. todas seguidas:

2
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2
|
| |
i 1 F. 4 9
2
Ll 1,
1 2 3 94 a3
2
1. ||I|H _ Hllll
1 2z F. 4 a3

O processo descrito anteriormente serve para chamar a atengdo de que a aproximagado da
distribuigdo da média pela distribuicdo Normal se faz, mesmo que o n°® de parcelas néo seja muito
grande. E evidente que nZo basta somar 5 parcelas, mas com mais algumas teriamos ja uma

aproximagao razoavel (como tudo leva a indicar!).

Repetimos o0 que ja dissémos no inicio, nomeadamente que o numero de parcelas necessarias
para se obter uma aproximacao razoavel depende da forma da distribuicdo subjacente a
populagdo. Nao é indiferente, por exemplo, se temos uma populagdo com uma distribuigdo
simétrica ou bastante enviesada. Esta aproximagéo sera um pouco mais desenvolvida a seguir,

nas aplicagdes do Teorema Limite Central.
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Aplicag6es do Teorema Limite Central

Aproximacao da distribuicao Binomial pela distribuicdo Normal

Ja vimos, quando do estudo da distribuicao Binomial, que uma v.a. X com distribuicdo Binomial de
parametros n e p, pode ser considerada a soma de n variaveis aleatérias, independentes, cada
uma com distribuicdo Binomial de parametros 1 e p (variaveis aleatdrias de Bernoulli). Entéo,

invocando o Teorema do Limite Central, temos o seguinte resultado

Se Xn B(n,p), entdo para n suficientemente grande

X—np
np(1-p)

P( <z)=0(2)

Seguem-se alguns exemplos de f.m.p. para alguns valores dos parametros n e p:

fan.p

0 2 =
m.p

n=5
p=4

o

n=10¢
p=.4

0 4 10

f.m.p
n=15

H p=.4
II| III-
5]

15

Regra pratica: Considera-se que se tem uma aproximacao razoavel da distribuicdo Binomial pela

Normal, quando np>10 e ng>10. Porqué?

Vimos quando estudamos o modelo Normal, que a probabilidade de uma v.a. Normal, com valor
médio p e desvio padrao o, assumir valores menores que p-3c e maiores que p+3c, €
desprezavel. Como o suporte da Binomial é constituido pelos inteiros entre 0 e n, inclusivé, vamos
exigir que p-3c > 0 ou seja p >3o.

No caso da Binomial esta desigualdade implica que np>3m, ou seja, n’p®>9np(1-p), de

onde np>9-9p. Como 0=<p<1, exigimos np>9. Para simplificar, exige-se np>10 e n(1-p)>10, para a

outra cauda, para fazer a aproximagao desejada.
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Exemplo 1 - Numa determinada cidade, a taxa de desemprego é de 7,9%. Tendo-se recolhido
uma amostra de 300 pessoas, aptas para o trabalho, calcule um valor aproximado para a
probabilidade de:
a) Haver menos de 18 desempregados na amostra recolhida.
b) Mais de 30 desempregados na referida amostra
Resolugéao:
a) Representando por X a v.a. que da o n° de desempregados em 300 pessoas, temos
X mnB(300,.079)

P(X<18)=P(X<17)= J17_300X'079 )=~ .076
300x.079x.921
30-237

b) P(X>30)=1-P(X<30)= 1-a )=1-.901 = .089

4.67

Exemplo 2 — A policia estima que 85% dos condutores usam cinto de seguranga. Decidem fazer
uma operacao stop para controlar a sua urilizagao.
a) Quantos carros esperam fazer parar, até encontrarem um condutor sem cinto?
b) Qual a probabilidade de o primeiro condutor a prevaricar no que diz respeito a utilizagao
do cinto, seja o sétimo que mandam parar?
c) Qual a probabilidade de que os primeiros 12 condutores que mandam parar utilizem todos
cinto?
d) Se na primeira hora mandarem parar 30 condutores, quantos condutores esperam
apanhar sem cinto?
e) Se mandarem parar 150 condutores durante a operagdo stop, qual a probabilidade de

encontrarem pelo menos 25 condutores sem cinto?

Aproximacao da distribui¢cao de Poisson, pela distribuigao Normal

Ao estudarmos a distribuicdo de Poisson, vimos que uma v.a. X com distribuicdo de Poisson de
parametro A, pode ser considerada a soma de n variaveis aleatorias, independentes, cada uma
com distribuicdo de Poisson de parametro A/n. Entdo, invocando o Teorema do Limite Central,

temos o seguinte resultado

Se XnP(}), entdo para A suficientemente grande

P( XJ{ <z )= d(2)

Seguem-se alguns exemplos de f.m.p. para alguns valores do parametro A:
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f.an.p

a=1
..
a 2 5
f.m.p
A=2
e
0 10
f.m.p
=4
1 I | | I I |
1] 15

Regra pratica: Considera-se que se tem uma aproximagéo razoavel da distribuicdo de Poisson

pela Normal, quando A>20.

Exemplo 3 - Durante um dia (de 10 horas), registou-se o niumero de doentes que chegam a um
servigo de urgéncia, por periodos sucessivos de 15 minutos. Representando por Y o n° de doentes
que chegam em intervalos de 15 minutos, os resultados obtidos foram os seguintes:

Y ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

Freq. ‘5 1 117 4 1 0 1

a) Admitindo que o n° de chegadas em cada unidade de tempo(periodo de 15 minutos), segue

uma distribuicao de Poisson, obtenha um estimador para o parametro da distribui¢ao.

b) Determine um valor aproximado para a probabilidade de o numero de doentes que chegam ao
fim de 3 horas, ser superior a 30.

Resolucéo:

a)
7’\:_ O><5+1><11+2><11+...+6><O+7><1_

5+11+11+...+0+1

b) Seja X a v.a. que representa o n° de doentes que chegam ao fim de 3 horas. Admitindo que

2.05

existe independéncia entre as chegadas em periodos sucessivos, e atendendo a que em 3 horas
temos 12 periodos de 15 minutos, vem que
XNP(12x 2.05)

P(X>30)=1 - P(X<30)= 1 @(w)~1 862 = .138
IR 7 -

No seguinte esquema, resumimos os resultados obtidos, no que diz respeito a aproximacdes.
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/. Normal{ p, o)

n grande h grande
(np=10 & nil-p=10 [ & =200
Binomial{n, p} Poisson{x)
KL =np . L=%
o =~Tpi -p) n grande, p peguena =%
nip finita, ngp= A

Exemplo 4 - A altura dos homens pertencentes a classe etaria [30,35], segue um modelo Normal
de valor médio 165 cm e desvio padrao 30 cm. Recolhida uma amostra de dimensao 50, daquela
populacéo, qual a distribuicdo da média das alturas? Essa distribuicdo é exacta ou aproximada?
Calcule a probabilidade da média ser inferior a 160 cm.
Resolugéo:
Seja X a v.a. que representa a altura dos homens pertencentes a classe etaria [30,35]

X nN(165,30)

X+ Xo +...+ Xzq
50

X= emque X N(165,30), i=1,2,...,50

Entao  XN(165, 30A/50 )

P(X <160 )= o 22=185) L p(1.18) = 12
30/4/50

Exemplo 5 - O gerente da fabrica "Confie", afirma que a percentagem de artigos defeituosos
produzidos é de 8%. Um cliente que pretende comprar um lote de 100 pegas, diz que n&o pagara
o lote e o devolve, no caso de verificar que existem mais de 10 artigos defeituosos. Qual a
probabilidade de o lote ser devolvido?
Resolucéo: Seja N a v.a. que representa o nimero de pecgas defeituosas no lote de 100. Entéo
N~Bi(100,.08)
N 10-100x.08

P(N>10)=1-P(N<10)= 1 - O(———mm)
¥100 x 08 x .92

~1- ®(.74)= .23

Exemplo 6 - O numero médio de avides que chegam a determinado aeroporto € de 1 em cada 40
segundos. Qual a probabilidade aproximada de que numa hora, seleccionada ao acaso, ocorram:
a) Pelo menos 75 chegadas.

b) Menos de 100 chegadas.
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Resolugdo: Seja Y a v.a. que representa o numero de avides que chegam ao aeroporto, num
periodo de 40 segundos. Entao esta v.a. pode ser bem modelada por uma distribuigdo de Poisson
YnP(1)

Seja S a v.a. que representa o numero de avides que chegam durante 1 hora (90 periodos de 40

segundos). Entéao

S ~P(90)
a) P(S=275)=1-P(S<74) =1 @(M)w ®(-1.69) = .9545
I T

b) P(s<100)—P(s<99)~cp(M)
ST oo

= 8289

9.3 — Distribuigdo de amostragem da proporgao

Suponhamos que temos uma populagao constituida por individuos que pertencem a uma de duas
categorias, que representamos por A e AC. Representemos por p a proporgao (desconhecida) de
individuos que pertencem a categoria A. Um exemplo desta situagédo € o que se passa quando se
considera a a populagdo de uma determinada cidade e a proporgéo p de eleitores dessa cidade
que estao dispostos a vota num determinado candidado a presidente da Camara, nas préximas

eleigbes autarquicas.

Pretendemos fazer inferéncia sobre o pardmetro p, pelo que se recolhe da populagdo uma
amostra de dimensdo n. Seja X a v.a. que representa o n° de individuos da amostra que

. . . R . N X
pertencem a categoria A. Um estimador natural para o parametro p, é a frequéncia relativa —,
n

que representamos por P. Do mesmo modo que a média X é uma variavel aleatéria, também p

€ uma v.a. cujo valor depende amostra recolhida, por intermédio da v.a. X. Vejamos entdo como

obter a sua distribuigdo de amostragem.

Exemplo 7 — No Departamento de Estatistica de uma determinada Faculdade, ha 5 docentes que
sao professores associados, dos quais 3 sdo mulheres — Maria, Ana, Rita e 2 sdo homens — Pedro
e Tiago. Se representarmos por p a percentagem de homens que sado professores associados,
temos que p=2/5. Suponhamos que pretendiamos estimar esta proporgéo utilizando amostras de
dimenséo 2, pelo que vamos construir todas as amostras desta dimenséao para obter a distribuigéo

de amostragem da estatistica utilizada:

Amostra ﬁ) Amostra E)
Maria, Maria 0 Rita, Pedro 1/2
Maria, Ana 0 Rita, Tiago 1/2
Maria, Rita 0 Pedro, Maria 1/2
Maria, Pedro 1/2 Pedro, Ana 112
Maria, Tiago 1/2 Pedro, Rita 1/2
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Ana, Maria 0 Pedro, Pedro 2/2
Ana, Ana 0 Pedro, Tiago 2/2
Ana, Rita 0 Tiago, Maria 1/2

Ana, Pedro 1/2 Tiago, Ana 1/2

Ana, Tiago 1/2 Tiago, Rita 1/2
Rita, Maria 0 Tiago, Pedro 2/2
Rita, Ana 0 Tiago, Tiago 2/2
Rita, Rita 0

A partir da tabela anterior é possivel obter a distribuicdo de amostragem da estatistica f):

P 0 5 1
Probabilidade 9/25 12/25 4/25

E(P) = 2/5 e Var(p)= 3/25

Repare-se que o valor médio da estatistica P coincide com o valor do parédmetro p que se esta a

estimar.

No exemplo anterior foi facil de obter a distribuicdo de amostragem da proporcao, pois a dimenséo
da populagdo era pequena, 0 que ndo € o caso na maior parte das aplicagbes. Vejamos outro

exemplo.

Exemplo 8 (Adaptado de De Veaux et al, 2004) — No dia 27 de Outubro de 2000, a menos de 2
semanas para as eleigdes presidenciais, uma sondagem da NBC, em que foram inquiridos 1000
eleitores seleccionados aleatoriamente, dava um resultado de 46% a favor de Al Gore, contra 43%
a favor de Bush. Ao mesmo tempo, uma sondagem da CNN, dava 46% para Bush, contra 42%
para Al Gore. Sera que alguma das sondagens estava errada? Sera possivel obter estes
resultados quando as amostras sao bem recolhidas e a populagdo ¢ a mesma? Qual a
variabilidade que esperamos numa sondagem? Como €& que varia a proporgao amostral? Como é
que sondagens feitas ao mesmo tempo, pela mesma organizagéo, sobre as mesmas questdes,
podem dar resultados diferentes? A resposta a esta questdo estd no d&mago da Estatistica — a
compreensdéo da variabilidade, para melhor compreender o mundo. Efectivamente cada sondagem
é baseada numa amostra de 1000 pessoas, mas as pessoas sdo diferentes e por isso as
proporcoes também sao diferentes. A Estatistica vai-nos permitir estudar, compreender e prever

esta diferenca!

Vamos imaginar todas as amostras possiveis, de dimensao 1000, que poderiam ser recolhidas da
populagao constituida pelos eleitores (no exemplo anterior a populagéo era de dimenséo pequena,
pelo que foi possivel considerar todas as amostras possiveis, de dimensdo 2). Como sera o
aspecto do histograma construido para as propor¢des de eleitores que pensam votar Bush, em
todas as amostras possiveis de dimensao 1000? Em vez de imaginar, vamos simular uma
quantidade razoavel dessas amostras, considerando como probabilidade de sucesso o valor de

p=0.46. Simulamos no Excel 2000 amostras e calculamos a percentagem de sucessos em cada
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uma dessas amostras. Obtivémos uma amostra de dimensdo 2000 em que obtivémos para a

média o valor 0.46, para o desvio padrédo 0.016 e para a qual construimos o seguinte histograma:
250 4
200 4
150 ]

100 4

(Observagao: Os valores que aparecem no eixo dos xx, debaixo de alguns intervalos, sdo limites superiores desses
intervalos)

Obtivémos um histograma aproximadamente simétrico, centrado no verdadeiro valor do parametro
p, cuja forma imediatamente nos faz lembrar o modelo Normal. Efectivamente o modelo Normal é
o modelo certo para a distribuicdo de amostragem da proporgao. Para utilizar o modelo Normal, é
necessario especificar o seu valor médio e o seu desvio padrao. Como o centro do histograma € p,
vamos escolher para p o valor de p. E no que diz respeito ao desvio padrao? De um modo geral o
conhecimento do valor médio ndo nos da qualquer informagao sobre o desvio padréo. No entanto,
no caso de termos uma proporgao, a situagao € diferente. Como veremos na secgao seguinte, o
conhecimento de p implica o conhecimento do desvio padrdo para a proporgédo, que € igual a

M. Entdo um bom modelo para a distribuicdo de amostragem da proporgdo p, como
n

estimador de p, é dado pela Normal(p, 1}@ ), como se apresenta a seguir (com p=0.46):

T oW M ¢ ¢ = = W oo = = 0 0 B W o o = = =&
B T T T T T T A S T A A . S S S S SO, S St S
2 f g o o o o o o 2 9 o o @ ° o o o o =9 o

Quando seleccionamos varias amostras aleatérias simples de n individuos, a proporgdo de
individuos com a caracteristica em estudo, varia de amostra para amostra, de acordo com o

modelo da Normal considerado anteriormente.

No caso da eleigédo presidencial, foi conhecido o valor da verdadeira proporgao dos eleitores que

votaram Bush, que foi de 47.9%. No dia 27 de Outubro esta prépria propor¢gdo poderia ser
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diferente. Nunca saberemos o verdadeiro valor desta proporgdo, enquanto decorriam as

sondagens. Conheciamos sim um intervalo que a continha, como veremos mais a frente.

9.3.1 — Valor médio e variancia do estimador f) da proporgao p

O estimador p é a frequéncia relativa com que se verifica na amostra de dimens&o n, a

- L, X
caracteristica em estudo, ou seja, é dado por F onde X — n° de elementos na amostra com a

caracteristica, € uma v.a. com distribuicdo Binomial de parametros n e p. O facto de da v.a. X ter
distribuicdo Binomial, de parametros n e p, resulta de termos admitido a hipotese de a selecgéo da
amostra ser feita com reposi¢do, o que implica que a composi¢ao da populagéo relativamente a

caracteristica de interesse nao se altera. Entao

p(1-p)
n

E(p)=pe Var(p)=

Repare-se que o valor médio do estimador P coincide com o parametro a estimar. Esta

particularidade ja havia sido observada com o estimador do valor médio, ou seja a média, pelo que
mais uma vez temos um estimador ndo enviesado. Além de ndo enviesado, P também é

consistente, como ja havia sido observado com a média X. Repare-se que, a medida que a
dimensao da amostra aumenta, a variabilifdade de p em torno de p, tende para 0. Mais uma vez
estamos a utilizar um “bom” estimador para estimar um parametro desconhecido, neste caso a

proporgéo.
9.3.2 - Distribuicdo de amostragem de E)

Vimos também ao estudar a v.a. Binomial X, que para n suficientemente grande a sua distribui¢cao

pode ser aproximada pela distribuicado Normal,
X—-np
np(1-p)

P( £z)=0(2)

de onde
l(—p
P(E—1=<z7)=d(2)
p(1-p)
n

Entdo a forma da distribuicdo de amostragem da proporgdo é aproximadamente Normal, como

consequéncia do Teorema Limite Central.

Para n suficientemente grande a distribuigio de amostragem da proporgao f) pode ser
aproximada pela distribuigdo Normal, com valor médio p e variancia p(1-p)/n
PP _<z)=a()

p(1-p)
n
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Como ja dissemos neste texto “todos os modelos sdo maus, alguns modelos sdo uteis”. Vem de
novo esta citagdo de Box, a proposito do seguinte: se a amostragem nao tiver sido feita com
reposicao, ja o modelo Binomial utilizado para obter a distribuigdo de amostragem da proporgéo,
nao deveria ser aplicado, uma vez que a probabilidade de sucesso se altera a medida que
seleccionamos os elementos para a amostra, uma vez que a composi¢ao da populacao se altera.
Assim, para que a probabilidade de sucesso se mantenha aproximadamente constante, é
necessario que a amostra seja suficientemente pequena, quando comparada com a populagéo.
Mas, por outro lado, para se poder aplicar a aproximagéo da distribuicao Binomial pela Normal, é
necessario que a dimensao da amostra seja suficientemente grande. Chegamos assim a uma
contradi¢gdo! De um modo geral esta contradicdo ndo causa problemas, pois a maior parte das
vezes a dimensao da populagéo € mais do que 10 vezes superior a dimensdo da amostra. No que
diz respeito a dimensao da amostra exigida, para podermos inferir para a populagéo, propriedades
verificadas na amostra, veremos mais a frente que essa dimenséo tera de ser tanto maior, quanto

mais proximo de 0.5 for o valor de p.

Exemplo 9 — De acordo com o censo de 91 a percentagem da populagdo portuguesa (residente
em Portugal) feminina é de 51.74%. Numa amostra de dimensao 240, escolhida aleatoriamente de
entre a populagéo portuguesa, qual a probabilidade da percentagem de mulheres ser superior a
56%7?

Resolugéo: Seja [3 a percentagem de mulheres na amostra de dimensao 240. Entéo

p-.5174 N .56-.5174

\/.5174(1- 5174) \/ 5174(1- .5174)
240 240

P(p >.52) = P(

)=1-d(1.32)= .0934

Exercicios
1. Pretende-se adicionar numeros num computados. O computador ao receber os numeros
arredonda-os segundo as regras habituais. Admitindo que os erros de arredondamento sdo
independentes de numero para nimero e tém distribuicdo uniforme no intervalo [-.4, .6],
determine:
a) A probabilidade de que o erro total seja maior do que 7, se se adicionarem 75 nameros (admita
que o erro da soma € igual a soma dos erros das parcelas).
b) Quantos nimeros poderao ser adicionados de modo que o erro total seja menor do que 6, com
probabilidade .54787?
2. Trés espécies diferentes de determinada planta s&o dificeis de distinguir uma semana apés a
germinagao, altura em que devem ser transplantadas. Metade das plantas s&o de tipo A, 3/8 sédo
de tipo B e 1/8 sao de tipo C. Uma semana depois da germinacao, a altura (em cm) das plantas de
cada tipo segue uma distribuicdo Normal com os seguintes parametros:
Valor médio Variancia
Tipo A 6.2 1.00
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Tipo B 4.9 0.36

Tipo C 3.3 0.25
a) Uma semana apds a germinacgao, que proporcao de plantas de tipo B tém altura inferior a 4 cm?
b) O terreno para o qual as plantas vao ser transplantadas encontra-se dividido em trés lotes, cujo
solo foi especialmente preparado para cada um dos trés tipos de plantas. As plantas de altura
inferior a 4 cm séo colocadas no solo preparado para o tipo C, as que tém altura entre 4 cm e 5.2
cm sao colocadas no solo preparado para o tipo B e as restantes plantas sdo colocadas no solo
preparado para o tipo A. Determine a proporgao de plantas de tipo A que foram transplantadas
para o lote de terreno apropriado.
¢) Numa amostra de 70 plantas com altura inferior a 4 cm, qual a probabilidade de que pelo menos
12 dessas plantas sejam de tipo B?
3. Supde-se que numa populagdo existem trés vezes mais individuos fumadores do que néo
fumadores. Sabe-se que a percentagem de doentes com determinada doencga pulmonar , entre os
fumadores e ndo fumadores é respectivamente de 60% e 20%.
a) Determine a probabilidade de um individuo ter doenga pulmonar.
b) Determine a probabilidade de um doente pulmonar ser fumador.
¢) Qual a probabilidade de numa amostra de 10 doentes, pelo menos trés serem fumadores?
d) Qual a probabilidade de numa amostra de 225 doentes, mais de metade serem fumadores?
4. O numero de nascimentos verificados por dia , numa certa maternidade, € uma variavel
aleatéria com distribuicdo de Poisson.
a) Sabendo que a probabilidade de n&o haver nascimentos num dia €& .368, determine a
probabilidade de ocorrerem pelo menos 3 nascimentos por dia.
b) Determine um valor aproximado da probabilidade de se registarem entre 28 e 32 nascimentos
(inclusivé) no més de Abril, sabendo que o nimero de nascimentos é independente de dia para
dia.
c) Sabe-se que com probabilidade igual a .95, o numero de nascimentos no més de Abril ndo
excedera determinado valor. Determine esse valor.
5. Num prédio habitam 60 pessoas: 40 adultos e 20 criangas. Admita que os pesos dos adultos e
das criangas s&o variaveis aleatorias N(75,10) e N(35,10), respectivamente.
a) Calcule a probabilidade de um individuo do prédio ter peso inferior a 55 Kg.
b) Dado um individuo desse prédio com peso superior a 55 Kg, qual a probabilidade de ser
crianga?
c) O elevador do prédio s6 funciona com carga inferior a 300 Kg. Duas criangas ja o ocupam,
quando trés adultos pretendem entrar. Qual a probabilidade de poderem seguir juntos?
6 . A quantidade diaria de potassio necessaria para o organismo varia entre 2000 a 6000 mg,
sendo necessario maiores quantidades nos dias de verdo, com o tempo quente. A quantidade de
potassio existente nos alimentos varia de alimento para alimento, sendo por exemplo em média de

7 mg numa coca cola, 46 mg numa cerveja, 630 mg numa banana, 300 mg numa cenoura, etc.
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Admitindo que o potassio se distribui normalmente nas bananas e nas cenouras, com desvio
padrdo respectivamente igual a 40 mg e 15 mg, determine a probabilidade de que a quantidade
minima necesséria seja excedida se comer 3 bananas e 1 cenoura. Se num dia s6 comesse
bananas, qual o nimero minimo de bananas que teria de comer para que com uma probabilidade
de .95, excedesse a quantidade maxima de potassio necessaria?

7 . Suponha que o tempo de estudo semanal dos alunos de determinado colégio tem uma
distribuicdo enviesada para a direita com valor médio 9 horas e desvio padrdo 3 horas. Determine
a probabilidade de que em média o tempo gasto a estudar por 40 estudantes

a) estejaentre 8.5 e 9 horas

b) seja inferior a 8 horas
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Capitulo 10

Introducgao a estimagao

10.1 - Nogoes preliminares sobre estimagdao. Estimadores pontuais e
intervalares.

Dada uma amostra, vimos que é possivel fazer a sua redugdo, através do calculo de certas
estatisticas. No entanto, a importancia destas caracteristicas amostrais néo se fica por aqui, pois o
nosso objectivo vai ser utiliza-las para inferir algo sobre a populagéo subjacente a amostra. Foi

nesta perspectiva que falamos em utilizar:

i) a média X como estimativa do valor médio y;
ii) a proporcdo P=x/n, onde x representa o n° de sucessos obtidos numa certa amostra de

dimenséao n, como estimativa da probabilidade p de sucesso, na distribuicdo Binomial, etc.

Quer dizer que as estatisticas referidas permitem-nos obter determinados valores que servem
como estimativas dos parémetros (desconhecidos) ou caracteristicas das distribuicbes
populacionais - a estes valores chamamos estimativas pontuais. Por vezes interessa-nos obter,
ndo um valor que estime o parametro em causa, mas um intervalo que contenha, com
determinada probabilidade, esse parametro - neste caso pretendemos uma estimativa intervalar

ou um intervalo de confianga.

Um estimador é uma variavel aleatéria, fungao da amostra aleatéria, que para valores observados
da amostra fornece estimativas pontuais ou estimativas intervalares do paradmetro populacional

. ~ Y - . - . ~ X .
desconhecido. Entdo, a v.a. X é um estimador do valor médio, assim como p=; € um estimador

da probabilidade p. De um modo geral quando nos referimos ao estimador utilizamos letra
maiuscula, enquanto que a estimativa se representa com letra mindscula. Esta metodologia por

vezes nao é seguida, como é por exemplo, no caso anteriormente considerado da proporgéo.
O que é um "bom" estimador?

O facto de termos escolhido a média como estimador do valor médio, ndo se deve unicamente a
analogia existente, entre parametros populacionais e parametros amostrais. Existem alguns
critérios que definem a partida, se um estimador € "bom" ou "mau". Assim, o critério mais utilizado
exige que o estimador seja ndo enviesado ou centrado, isto €, que o seu valor médio coincida com
o parametro populacional a estimar, e de entre os que satisfazem esta condi¢ao deve ter variancia

minima. Estas duas propriedades sado, de certo modo intuitivas, pois ao considerar um estimador
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esperamos que as estimativas que ele fornece coincidam, em média, com o parametro a estimar,
e além disso a variabilidade dessas estimativas, em torno do parametro, deve ser pequena. Por
exemplo, no caso concreto de populagdes simétricas, podem existir varios estimadores centrados
para o valor médio, nomeadamente a média e a mediana. No entanto, escolhe-se o que tem

variancia minima, que é a média.
No que diz respeito a variancia populacional 62, alguns estimadores possiveis sdo

= (X; —X)? = (X; —X)?
n-1 n
Ao considerar estas duas estatisticas, costuma-se dizer que por razdes que se prendem com a

inferéncia estatistica, a estatistica mais utilizada é S2. Neste momento ja podemos dar a razao

T (X: — X)2 T (X: — X)2
que nos leva a escolher (n ) - é o facto de este estimador, ao contrario de i('n—), ser
2 2
centrado, pois pode-se mostrar que E [S ]=c com X, i=1,.,n variaveis aleatorias

2 2
independentes e identicamente distribuidas a X, enquanto que E [S’ ]= nT_l o . Assim, quando a

2

. o . _ < e s .. n-=1

dimensao da amostra é suficientemente grande, S’ € assintéticamente centrado, pois — — 1,
n

sendo indiferente utilizar um ou outro estimador.

10.2 - Estimacgao da proporgao. Intervalo de confianga para a proporgao

Ja vimos no capitulo 9 que se tivermos uma populagao constituida por individuos que pertencem a
uma de duas categorias, que representamos por A e AC em que p é a proporgéo (desconhecida)
de individuos que pertencem a categoria A, um estimador desta proporgéo é f) Vimos que f) é
um estimador centrado ou nao enviesado e tem uma variabilidade que tende para 0, a medida que
a dimensao da amostra recolhida aumenta. Podemos dizer que temos um bom estimador, pelo

menos relativamente ao critério considerado anteriormente!

Entdo, quando pretendemos fazer inferéncia sobre p, recolhemos uma amostra de dimenséo n e
calculamos f) O valor obtido € uma estimativa pontual de p. Se recolhermos varias amostras da
mesma dimensao e calcularmos outras tantas estimativas para p, nao temos possibilidade de
saber qual o erro associado com cada uma dessas estimativas, pelo que nao temos possibilidade
de saber qual a que devemos utilizar. Por exemplo, se dois jornais distintos apresentarem, no
mesmo dia, as percentagens de 45% e 52% de pessoas que votardo “Sim” a Constituicdo
Europeia, ndo sabemos qual a que nos merece mais confianga. Assim, por vezes €& preferivel
utilizar uma estimativa intervalar, ou seja um intervalo aleatério que, como veremos a seguir, nos

da uma ideia do erro cometido, ao ser utilizado para estimar o parametro.
J& que, como vimos na secgdo anterior, a distribuicado de amostragem de P pode ser aproximada

pela distribuicdo Normal, quando a dimensdo n da amostra utilizada for suficientemente grande,

entdo é possivel, dada uma probabilidade P, por exemplo .95, obter o valor de z tal que se tenha
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p(1P=Pl <= o5
p(1-p)

n

Se P(Ms z) = .95 entdo z=1.96, ou seja P(Ms 1.96 ) = .95.
p(1-p) p(1-p)
n n

Trabalhando a expressao anterior obtemos

P(p -1.96 ,/@sm p+1.96 ,/@F 95

Se n é suficientemente grande f) esta suficientemente proximo de p, pelo que na expressao
p(1-p)
n

anterior vamos substituir p por p em

P(P-1.96 1/@sps p+1.96 ‘/@)z.gs
Dizemos que o intervalo [6—1.96 1/M f)+1.96 1/M] € um intervalo aproximado de
n n

confianga para p, com uma confianga de 95%.

, obtendo-se

De um modo geral se considerarmos uma confianga de 100(1-a)% (representamos por o uma
probabilidade pequena, que associamos a desconfianga ou ao erro cometido na obtengao do

intervalo de confianga), o intervalo de confianga para p assume o aspecto

A [ba-p) = p(L-p
[P-Z1-g/2 p(np), P+z1.q/2 @]

onde representamos por z4_4/> 0 quantil de probabilidade (1-a/2) da N(0,1) e }5 € a proporgao de

elementos da amostra pertencentes a categoria em estudo.

itfe f2

=

Ttz Iy

Exemplo 1 (Adaptado de De Veaux and al, 2004) — Os corais estdo em declinio, em todo o
mundo, possivelmente devido a poluicdo ou mudanga da temperatura da agua do mar. A morte

dos recifes de corais pode ser um aviso das mudangas climaticas e podera ter um impacto




272 Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

econdmico ainda nao calculado. Uma espécie muito bonita de coral, conhecida como Leque do
Mar, é particularmente afectada pela poluigao e pela doenga aspergillosis. Em Junho de 2000,
uma equipa de investigadores recolheu uma amostra de corais desta espécie, a uma profundidade
de 40 pés, em Las Redes Reef, Akumal, México. Verificaram que 54 dos 104 corais que
recolheram, estavam infectados com aquela doenga. O que € que se pode dizer sobre a
prevaléncia desta doencga, sobre aquele tipo de corais? Para ja, temos uma proporgao de corais
doentes de 51.9%, mas ninguém nos garante que os investigadores obteriam a mesma proporgao
se recolhessem outra amostra de 104 corais.O que é que podemos dizer efectivamente sobre a
proporgéo p de corais infectados? Apresentamos a seguir uma lista de coisas que poderiamos

dizer, ou que por vezes se dizem, e a razao pela qual ndo sao correctas a maior parte delas:

1. “51.9% de todos os corais da espécie Leque do Mar, em Las Redes Ref, estdo infectados” —
Nao temos informagédo suficiente para fazer esta afirmagdo. Sé poderiamos fazer esta
afirmacéo se tivéssemos investigado o que se passava com todos os corais. Assim, se

recolhessemos outra amostra, obteriamos outra percentagem.

2. “Provavelmente é verdade que 51.9% de todos os corais da espécie Leque do Mar, em Las
Redes Ref, estejam infectados” — Nao podemos fazer esta afirmacdo. Podemos ter quase a
certeza de que, qualquer que seja a verdadeira proporgédo de corais infertados, ela ndo sera

exactamente igual a 51.900%.

3. “Nao sabemos exactamente qual a proporgdo de corais infectados, da espécie Leque do Mar,

em Las Redes Ref, mas sabemos que essa proporgdo esta no intervalo 51.9% +1.96
0.519x% (1-0.519)

™ , OU seja 51.9%+9.6%, ou seja ainda entre 42.3% e 61.5%". Ainda nao

podemos fazer esta afirmacgdo, pois ndo podemos ter a certeza que a verdadeira proporgao

esteja neste intervalo, ou noutro qualquer.

4. “N&o sabemos exactamente qual a propor¢éo de corais infectados da espécie Leque do Mar,
em Las Redes Ref, mas o intervalo de 42.3% a 61.5% provavelmente contém a verdadeira
proporgéo”. Agora sim, podemos fazer esta afirmagao. Comegamos por dar o intervalo e em
seguida admitir que pensamos que esse intervalo provavelmente contém o verdadeiro valor

da proporgao.

Esta ultima afirmacgdo esta correcta, mas podemos quantificar o que € que entendemos por
provavelmente. Podemos dizer que 95% das vezes que construirmos intervalos do tipo
considerado anteriormente, conseguimos cobrir o valor de p, pelo que podemos estar 95%

confiantes de que aquele intervalo seja um dos que contém p.

5. Temos uma confianca de 95% de que o intervalo entre 42.3% e 61.5% contenha a
percentagem de corais infectados, da espécie Leque do Mar, em Las Redes Reef. A este

intervalo chamamos um intervalo de confianga.
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Confianca e precisao

Qual a dimenséo da amostra necesséria para obter um intervalo de 100(1-a)% de confianga, cuja
amplitude ndo exceda d? Repare-se que a amplitude do intervalo nos da a precisdo — quanto
menor for a amplitude, maior sera a precisao. Efectivamente ndo estamos interessados em obter
um intervalo com uma grande amplitude, pois nhuma situagdo extrema dizemos que o intervalo [0,
1] contém a probabilidade p, que pretendemos estimar, com uma confianga de 100%!

Da forma do intervalo de confianga para p, verificamos que existem duas maneiras de diminuir a
p(1-p)

n

sua amplitude, que € igual a 2 zq_ /> . Assim:

i) Ou diminuimos a confianga, o que implica obter um valor mais pequeno para o quantil
Z1-g/2, OU
ii) aumentamos a dimenséo da amostra.

A solugdo apresentada em i) ndo é aconselhavel - num caso extremo obteriamos um intervalo de

amplitude nula (estimativa pontual!), mas com uma confianga de 0%!

Entado vejamos como proceder adoptando a solu¢ao preconizada em ii). Pretendemos que

YT
2Z4.g/2 w =d
de onde )
Z,_ ”
nz ;“ﬂz P(1-p)

Se nao tivermos uma estimativa de p, entdo devemos considerar o valor maximo do 2° membro da

.1
desigualdade anterior, que se obtém quando p= E donde um limite superior para n sera

2

Zl—a/Z
d

Chamamos a atengado para que este valor de n, de um modo geral, peca por excesso, ja que foi

n= (

)

obtido para a pior situagdo do valor do parametro a estimar estar proximo de 0.5. Assim, é
aconselhavel proceder a um estudo prévio, ou recolher informagéo eventualmente existente, para

ter uma ideia do valor do parametro, se os custos com a recolha da amostra forem elevados.

Chama-se margem de erro, a metade da amplitude do intervalo de confianga. Representando a
margem de erro por ME, temos na expressao anterior que da o valor adequado para a dimenséo

da amostra:

~ Z1-a/2 \2
( 2ME )

Repare que, fixando a dimens&o da amostra, quanto maior for a confianga, maior serd a margem

n

de erro. Podemos aumentar a confianga até 100%. Mas, na verdade, qual a utilidade de um

intervalo, com essa confianga?
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Exemplo 2 - Numa cidade com 25000 habitantes considerou-se uma amostra de 1600 pessoas
para estimar a percentagem de eleitores que votavam num certo candidato. Dos 1600 inquiridos,
917 declararam ter a intencédo de votar no dito candidato. Determine um intervalo de 95% de

confianga para a proporgao de eleitores da cidade que pensam votar no candidato.
Resolugdo: Uma estimativa de p é f)=917/1 600=.57. O intervalo de confianga pretendido sera

57x.43 57 +1.96 57x.43

1600 1600 1, ou seja [.55, .59], pelo que o intervalo tem amplitude .04.

[.57 - 1.96

Qual a dimensdo da amostra necessaria para reduzir a metade a amplitude anterior? Como

2
consideramos 0 mesmo nivel de significancia vem n = % = 9604. Repare-se que neste caso ja
.02

nao estao satisfeitas as condigbes para podermos aplicar o modelo Binomial, pois a dimensao da

amostra & muito grande, quando comparada com a dimensao da populagéo.
Interpretagao do intervalo de confianga

Ao interpretar o intervalo de confianga deve-se ter em atencédo que o que é aleatério é o intervalo
e nao a percentagem p desconhecida - a variabilidade existe no processo de amostragem e nao

no pardmetro. Quando se recolhem vérias amostras, o valor de p é diferente de amostra para

amostra, pelo que os limites do intervalo variam.

Ao calcular um intervalo com 95% de confianga (a partir de uma amostra entretanto recolhida),
nao significa que a probabilidade do intervalo conter o pardmetro é .95, ja que o intervalo contém
ou nao contém o parametro. Como deve ser interpretado o intervalo de confianga é da seguinte

forma: ao recolher 100 amostras da mesma dimens&o e ao calcular os intervalos correspondentes,

aproximadamente 95 destes intervalos contém o pardmetro p, enqguanto que 5 ndo o contém,

T
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com a= ‘/M Na figura anterior representamos 3 intervalos, dos quais 2 contém p,
n

enquanto um terceiro ndo contém o valor de p. Chamamos a atengéo para que quando calculamos
um intervalo de confianga para a proporg¢ao, nunca sabemos se ele contém ou nao o verdadeiro
valor da proporcéo. Estamos confiantes que sim, ja que em 95% das vezes que calculamos esses
intervalos, eles contém o valor de p. Ja seria muito azar, o nosso intervalo ser um dos 5% de

intervalos que ndo contém o valor de p!

10.3 - Estimacgao do valor médio. Intervalo de confianca para o valor médio

Dada uma populagéo X, com valor médio y, desconhecido, e desvio padréo o, suponhamos que
se pretende estimar o parametro p. Ja vimos que um bom estimador para o valor médio é a média,
pelo que a maneira de proceder é a seguinte: recolhe-se uma amostra de dimensdo n da

populagdo a estudar, x,, X,,..., X,, € calcula-se a média X=5xi/n. Este valor é considerado como

estimativa pontual de p.

No entanto, se tivesse sido outra a amostra recolhida, nomeadamente x',,x',,...,.x', seria natural
que a estimativa obtida para p através desta amostra, diferisse da iniciaimente obtida. Qual a
confianga que devemos atribuir a uma ou a outra? Surge assim, intuitivamente, a necessidade de
um outro processo, que nao so nos fornega o método de estimar, mas permita simultaneamente

saber qual a confianga que devemos atribuir ao resultado obtido, tal como no caso da proporgéo.

10.3.1 - Intervalo de confianga para o valor médio - ¢ conhecido

Consideremos a populagdo X com distribuicdo Normal de parametros p e o, em que o parametro
o é conhecido. Entdo, como vimos no capitulo 9, para a distribuicdo da média, tem-se,
XA N(,o/n)

pelo que é possivel obter o valor de z tal que

X
LS D P = z=1.96
G/'JF]

A probabilidade anterior pode-se escrever

P[X -1.96c/nspus X+1.96c/V/n]=.95

ou seja, [)—(—1.96 o/, X+ 1.96 c/\/ﬁ] € um intervalo aleatério, que contém o valor médio p,
com uma probabilidade ou confianga igual a .95, ou por outras palavras, se recolhermos um
grande numero de amostras (de igual dimens&o), esperamos que cerca de 95% dos intervalos [X-

1.960/\5, X+ 1.960/\5] obtidos, contenham p, enquanto 5% dos intervalos ndo o conterao.

Para considerar um exemplo concreto, admitamos por exemplo, que o peso dos individuos do

sexo masculino, de 1.65 m de altura, tem distribuigdo normal com valor médio 60 e desvio padrao
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4. Nas cidades de Lisboa, Porto, Coimbra, Braga e Evora recolheram-se amostras de pesos de 10

individuos escolhidos ao acaso (com 1.65 m de altura), tendo-se obtido os seguintes resultados:

Média
L 55.9 56.3 56.8 57.2 61.2 61.9 62.5 63.8 64.4 68.2 60.82
P 55.7 55.8 57.0 57.4 59.0 59.5 59.9 60.4 64.2 67.7 59.66
C 53.0 54.6 54.7 54.8 57.6 58.6 62.4 63.5 65.5 66.6 59.13
B 57.3 58.1 58.6 58.7 59.0 61.9 62.6 64.4 64.9 66.7 61.22
E 49.5 504 52.8 54.3 55.3 57.0 61.2 62.6 63.2 64.1 57.04

Qualquer uma das médias obtidas pode ser considerada como estimativa pontual do valor médio
60. Pensemos ainda na mediana amostral, como estimador de p (nas distribuicdes simétricas o

valor médio coincide com a mediana). As estimativas obtidas para as diferentes amostras seriam:

L 6155
P 59.25
C 58.10
B 60.45
E 56.15

Dispondo os valores obtidos para as médias e as medianas, num segmento de recta, verificamos
que a mediana apresenta maior variabilidade do que a média, em relagao ao valor médio (embora

uma amostra de dimens&o 5 ndo seja significatival).

= L 1 A e b e e |
56 57 58 59 (1] 61 62
* - média < - mediana

Vejamos agora o que se passa com a estimagao intervalar. Considerando o intervalo aleatério

= 4 < 4 . ;

[X-1.96x——, X+1.96x——1], com confianca de 95%, para as amostras consideradas
Jio J10.

anteriormente, chegamos aos seguintes resultados:

Cidade X [X-2.48 , X+2.48]
L 60.82 [58.34 , 63.30]
P 59.66 [57.18 , 62.14]
c 59.13 [56.65 , 61.61]
B 61.22 [58.74 , 63.70]
E 57.04 [54.56 , 59.52] ***

Dos intervalos obtidos, concluimos que 4 contém o valor médio enquanto que um n&o o contém

(assinalado com ***).
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Uma questdo que se levanta neste momento € a seguinte: o que acontece se exigirmos um
intervalo de confianga com uma probabilidade de 99% em vez de 95%? Facilmente se conclui, que
quanto maior for o nivel de confianca exigido, maior serd a amplitude do intervalo obtido. Para um
nivel de confianga de 99% o intervalo de confianca sera [)—(—2.58 o/n, X+ 2.58 cs/\/ﬁ] e na

realidade a amplitude pode ser tdo grande que deixe de ter significado o calculo do intervalo. No

limite temos um intervalo de amplitude infinita, mais precisamente R, com uma confianga de 100%!

De um modo geral, dada uma populagéo N(u,c), um intervalo de confianga para o valor médio,

com um nivel de confianga de 100(1-a))%, obtém-se considerando

X—p
Pl-z1.q/2 % oidn = o2 1=1-a
onde representamos por z4_q/2 0 quantil de probabilidade 1-a/2, da normal (0,1).

A partir da probabilidade anterior conclui-se imediatamente, que o intervalo de confianga para o

valor médio tem a forma
[X -2z, 0NN, X + 2z, oln]
para uma confianga de 100(1-a)%, e qualquer que seja a dimensao da amostra considerada.

Admitamos agora, que a distribuicao da populacdo de que se pretende estimar o valor médio ja
nao é normal. Neste caso, as conclusdes anteriormente obtidas continuam a ser validas, mas
exige-se que a dimensdo da amostra seja suficientemente grande (n>30), para ser possivel

aplicar o teorema do limite central - os resultados agora ndo serdo exactos, mas sim aproximados.

Resumindo

Dada uma populacao N(u,0) e uma amostra de dimensao qualquer, ou uma amostra de dimenséo
suficientemente grande (n>30), no caso de a populacdo ja ndo ser normal, ¢ conhecido, um
intervalo de confianga para o valor médio, com um nivel de confianga de 100(1-a) %, tem a

forma
[X -z, ,0N, X +2z,,0clNn]

onde representamos por z4_y/2 0 quantil de probabilidade 1-a/2, da N(0,1).

Suponhamos ainda que a populagdo X tem distribuicdo normal de valor médio y desconhecido e
desvio padrao ¢ conhecido, ou que a dimensao da amostra é suficientemente grande. Pretende-se
determinar para o valor médio, um intervalo de confianga com um nivel de confianga de 100(1-a)%
e cuja amplitude ndo exceda d. Qual a dimensao exigida para a amostra? Tendo em conta a forma

para o intervalo de confianga, concluimos ainda, que um processo para diminuir a amplitude do

intervalo de confianga, sera aumentar a dimensao da amostra e essa dimenséo tera de ser tal que:
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22Z9.q/2 G/'JF]S d

ou n2(2zq.yy old)?

Repare-se que da expressao anterior podemos concluir, para ja, que a dimensao da amostra que
deve ser recolhida, depende da variabilidade existente na populacao.

10.3.2 - Intervalo de confianga para o valor médio - ¢ desconhecido.

Em todas as conclusdes obtidas até aqui, no que respeita a estimagéo do valor médio, admitimos
que o parametro ¢ era conhecido. No entanto na situagdo mais vulgar, tanto y como o séo

desconhecidos. Para resolver o problema, vamos distinguir dois casos:

a) Se a dimensdo da amostra for suficientemente grande (n>30), utiliza-se a estatistica S como

estimador de o e o intervalo de confianga, para um nivel de confianga de 100(1-a.)% tem a forma

[X - 212 SIVN, X +244/, SIVN ]

onde representamos por z4_,/» 0 quantil de probabilidade 1-0/2, da normal (0,1), pois para n

grande, \/ﬁ(y(—u) IS continua a ter distribuicdo aproximadamente normal.

b) Se a dimensao da amostra for pequena, mas a populagdo tem distribuicdo normal, entéo
Jﬁ(X—p.) IS ja nao tem distribuicdo normal, mas sim a chamada distribui¢do t de Student com

(n-1) graus de liberdade, como ja vimos no capitulo 9, no estudo da distribuicdo de amostragem da
média. Nestas condigdes o intervalo de confianga para a média, para um nivel de confianga de
100(1-0)% €&

[ X~ t4-/a(n-1) SIVN , X+ tq_gp(n-1) SIVN |

onde representamos por t1_4/2(n-1) o quantil de probabilidade 1-a/2, da distribuigéo t de Student,

com n-1 graus de liberdade. Esta distribuicdo, assim como a normal, encontra-se tabelada.

Convém ainda observar que a distribuicdo t-Student se aproxima da distribuicdo normal reduzida,
a medida que o numero de graus de liberdade aumenta. Assim, tem toda a propriedade utilizar a

aproximacao feita em a), para grandes amostras.

Observacao — Para usar o modelo de Student, é necessario que a populacado seja Normal. Na
pratica, é suficiente que os dados sejam provenientes de uma populagdo unimodal e simétrica, se

a dimensao da amostra for superior a 15 (De Veaux and al, 2004).

Qual a dimensao da amostra necessaria para que o intervalo de confianga tenha alguma

utilidade?

Ja anteriormente definimos margem de erro (ME), como sendo metade da amplitude do intervalo
de confianga e dissemos que quanto menor for a margem de erro, maior sera a precisdo, mas

menor sera a confianga, para uma mesma dimensao da amostra. Qualquer intervalo de confianca
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€ uma solugédo de compromisso entre confianga e precisdo. Entdo o que se faz é fixar a confianca
em determinados valores, tais como 90%, 95% ou 99% e recolher uma amostra de dimensao tal
que mantenha a margem de erro dentro de certo limite. Considerando entdo determinados valores

para a margem de erro e para a confianga, vejamos qual a dimenséo da amostra necessaria:

ME = t1_q/o(n-1) s/n

de onde

N= (t1.¢/2(n-1) SIME)?

Na expressao anterior podemos fixar um determinado valor para a margem de erro ME, mas
estamos perante algumas situagdes problematicas. Nao conhecemos s, antes de termos recolhido
a amostra e precisamente queriamos conhecer n para recolher a amostra! Normalmente o que se
faz nestes casos é fazer um estudo piloto que nos da uma ideia do valor de s. Alias esta situagao

€ idéntica a que ja nos deparamos quando do estudo do intervalo de confianga para a proporgéo
ou probabilidade p, em que era necessario conhecer a estimativa de p, p. E no que diz respeito

ao valor de t1_q/2(n-1)? Novamente precisamos de conhecer n para calcular o valor do quantil de
probabilidade (1-a) de uma t-Student com (n-1) graus de liberdade! Neste caso o que se pode
fazer € substituir o quantil da t-Student pelo quantil zq_,/2 da N(0,1) e ver qual o valor que vem
para n. Se este valor for suficientemente grande, podemos utiliza-lo como dimens&do da amostra a
recolher, ja que os quantis da t-Student e da Normal(0,1) s&o idénticos. Caso contrario, utilizamo-
lo para obter o quantil da t-Student e posteriormente recalcular o valor (de n) a partir da férmula

respectiva.

Exemplo 3 - Uma maquina esta afinada para produzir pegas de um certo comprimento. Todavia,
observa-se uma certa variagao de comprimento de uma pecga para outra, podendo tal comprimento
ser considerado uma variavel aleatéria normal.
a) Suponha que foi extraida uma amostra de 16 pecas, tendo sido medido o comprimento de cada
uma. Os resultados obtidos foram os seguintes:

in =80cm in2= 535 cm2
Determine um intervalo de 95% de confianga para o valor médio do comprimento das pegas.
b) Admita que o verdadeiro valor da varidncia é igual a estimativa obtida naquela amostra.
Determine novo intervalo de confianga, com esta informagéo adicional. Que conclusées tira?
c) Repita a alinea b) admitindo que a amostra recolhida tinha dimenséao 25.

Resolugéo:

0]
o

(2. 535 16x25
15" 15

I
I
()}

n=16 X= =9

-
»

t 975(15) = 2.131
a) Intervalo de confianga [5-2.131x% % ,5+2.131x% %] = [3.40, 6.60]
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b) Intervalo de confianca [5-1.96% % 5+ 1.96 % %] =[3.53,6.47]

O intervalo de confianga agora calculado tem uma amplitude inferior a do calculado na alinea a), o
que seria de esperar pois dispomos de mais informacgao.

c) Intervalo de confianga [5-1.96x % 5+ 1.96x g] =[3.82, 6.18]

A amplitude do intervalo é inferior a do intervalo calculado na alinea b) pois consideramos ainda

mais informagéo ao dispormos de uma amostra de maior dimensao.

Exemplo 4 — Numa rua que passa a frente de uma escola, chamada Rua Nova, existe uma
passadeira para os pedes e um sinal a limitar a velocidade a 50 km por hora. No entanto, a maior
parte das vezes, os carros nem sequer abrandam! A policia, frequentemente, coloca um radar
para controlar a velocidade e motivar ao cumprimento daquela regra de transito. Os pais das
criangas € que nao acreditam que esta medida seja suficiente e pretendem que seja colocado um
semaforo, que passa a encarnado com velocidade superior aos 50 Km/h. Para poderem ter
argumentos perante as instancias camararias, resolvem fazer um controlo de velocidades € num
certo dia util, pensam recolher as velocidades médias de alguns dos carros que passarem.
Quantos carros devem observar, para obterem um intervalo de confianga de 95%, cuja margem de
erro nao ultrapasse 2 Km?

Resolugéo:

Para determinar a dimenséo da amostra a recolher, & necessario ter uma ideia de como é que se
distribuem as velocidades, nomeadamente se a distribuicdo dos dados é unimodal e simétrica.
Além disso é necessario ter um valor aproximado para a variabilidade. Suponhamos entdo que se
recolheu uma amostra piloto, para recolher a informagéo necessaria:

50 48 57 57 43 50 48 63 52 42 57 53

52 45 62 48 43 40 57 60 52 57 60 35

O histograma que fizémos dos dados mostra que a distibuicdo € unimodal e aproximadamente
simétrica. Nao temos razdes que nos levem a duvidar da independéncia dos dados (estamos a

admitir que a recolha dos dados nédo se fez em hora de ponta...).

.

Para a variancia amostral obtivémos o valor de s=7.33. Consideranto o quantil de probabilidade
0.975 da normal, que ¢é igual a 1.96, temos

= (1.96>2<7.33)2 -515
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donde necessitamos de uma amostra de dimensdo 52. Refazendo os calculos para a
determinacdo da dimensao da amostra, considerando agora o quantil da t-Student com 51 graus

de liberdade, que é igual a 2.008, obtivémos para n o valor de 54.

Facilmente se verifica que a margem de erro do intervalo de 95% de confianga, construido com os

dados recolhidos para a amostra piloto, & de 3 Km.

Utilizagao do Excel para obter quantis da Normal e da t-Student

O Excel ndo é de grande ajuda na obtencédo dos intervalos de confianga. Pode-nos servir unicamente para obter os
quantis, nomeadamente da Normal e da t-Student. Assim, para obter:

. Z1.42, faga: Insert — Function - NORMSINV e em Probability escreva o valor de (1-a/2);
Ex: O valor de z 475, obtém-se escrevendo em Probability, 0,975.

o tiap(n-1), faga: Insert — Function — TINV e em Probability escreva o valor de o e em Deg_freedom escreva o
numero de graus de liberbade, ou seja o valor de (n-1).

Ex: O valor de tg75 (51), obtém-se escrevendo em Probability 0,05 e em Deg_freedom, 51.

Nota: Repare-se na falta de coeréncia no modo como se obtém os quantis dos dois modelos, para o mesmo valor da
probabilidade. Assim, ao utilizar uma fungéo do Excel, recomenda-se uma leitura atenta das indica¢des para a utilizagdo da

E]

referida funcdo, nomeadamente no que diz respeito ao dignificado dos seus parametros.

Exercicios

1. Uma fabrica produz pegas, havendo uma certa percentagem de defeituosas. O departamento
de controlo de qualidade recolheu uma amostra de 30 pegas, encontrando 4 defeituosas.
Determine um intervalo de 95% de confianga para a percentagem de pegas defeituosas
produzidas pela dita maquina.

Qual a dimensdo da amostra necessaria para obter um intervalo com 95% de confianga, cuja
amplitude ndo exceda .1?

2. Perguntou-se a cada um dos 80 estudantes de um determinado curso, qual o seu grau de

satisfagéo relativamente ao curso que frequenta. Obtiveram-se os seguintes resultados:

NS MB B S NS NS SP SP
NS B NS NS SP B B MB
SP NS NS MB SP B NS B
SP S SP SP NS NS SP S
MB S B MB NS S S S
SP S B NS S S SP B
B B MB NS B S NS NS
B S MB S MB NS MB SP
S S NS B MB NS MB NS
B MB SP MB S SP SP MB

NS-"N&o Satisfaz"; SP-"Satisfaz Pouco; S-"Satisfaz"; B- "Bom"; MB- "Muito Bom".
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a) Faca uma representacdo grafica adequada para os dados e indique uma caracteristica
amostral.

b) Admitindo que as opinides destes estudantes sao representativas das opinides dos estudantes
dos outros cursos, construa um intervalo de 95% de confianca para a probabilidade de um
estudante, escolhido ao acaso, ter uma opinido positiva (Satisfaz, Bom ou Muito Bom) sobre o
curso em que esta inscrito.

3 . Um inquérito realizado a 100 potenciais compradores de um carro novo para o proximo ano,
revelou que estao dispostos a pagar em média 14750 euros, com um desvio padrdo de 4250
euros.

a) Calcule um intervalo de 95% de confianga para a quantia média que os compradores estdo
dispostos a pagar.

b) Foi posto a venda um novo tipo de carro, ao preco de 22500 euros. Sera que este valor excede
significativamente o que os compradores pretendem gastar em média?

4. Ao Instituto para a defesa do consumidor tém sido apresentadas queixas, dizendo que as
embalagens de determinado produto congelado tém menos peso do que o indicado nas
embalagens. Uma recolha preliminar de 40 destas embalagens indicou um peso médio de 975
gramas, com um desvio padrao de 85 gramas. Quantas embalagens devem ser examinadas, de
forma a obter uma estimativa do peso médio com erro inferior a 25 gramas, com uma confianga de
95%7?

5. Os seguintes dados representam o tempo de reacgéo (em segundos), de 42 individuos, a um

estimulo luminoso :

13.8 19.1 20.4 21.8 223 24.0 24.6 25.2 26.1 26.5 26.6 28.7
28.8 30.2 31.2 317 31.7 33.6 34.6 34.8 35.4 36.0 36.3 36.8
37.1 38.1 40.3 40.4 41.8 42.2 42.4 43.7 43.8 44.0 44.4 44.6

46.5 48.1 49.9 50.0 50.2 56.4

a) Determine as seguintes caracteristicas amostrais : média, variancia, mediana, Q eQ .
3/5 5/14

b) Escolha uma amplitude conveniente para o intervalo de classe e construa o histograma
correspondente aos dados.

c) Construa um intervalo de 99% de confianga para o tempo médio de reacgéo.

6. Os seguintes dados representam o tempo de CPU (em segundos), gastos por um programa que

utiliza um determinado software de estatistica :

6.2 5.8 46 4.9 71 5.2 4.4
8.1 3.2 34 4.4 8.0 7.9 3.1
6.1 5.6 55 3.1 6.8 4.6 7.8
3.8 2.6 4.5 4.6 7.7 3.8 2.9
41 6.1 41 4.4 5.2 1.5 5.6

a) Determine as seguintes caracteristicas amostrais : média, variancia, mediana , Q2/5 eQ 34

b) Escolha uma amplitude conveniente para o intervalo de classe e construa o histograma

correspondente aos dados.
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c) Admitindo a normalidade dos dados, construa um intervalo de 95% de confianga para o valor

médio dos tempos de CPU gastos pelo programa.

7 . Recolheu-se uma amostra de 40 alunos a frequentarem o tronco comum de Matematica Aplicada

no ano lectivo de 98/99, tendo-se verificado que 10 destes alunos frequentam o curso em 12 opgao.

a)

b)

c)

Com base nos resultados determine um intervalo de 95% de confianga para a verdadeira
percentagem de estudantes do 1° ano que efectivamente escolheram o curso em 1° opgao.

Se pretendesse reduzir a metade a amplitude do intervalo obtido anteriormente, com uma
amostra da mesma dimens&o, qual o maior nivel de confianga com que devia trabalhar?

Se recolhesse 200 amostras de dimensao 40, a partir das quais construisse outros tantos
intervalos de confianga, quantos destes intervalos esperaria que contivessem o verdadeiro valor

da percentagem de estudantes que frequentam o curso em 12 opgao?

8. Verifique que o intervalo de 90% de confianca para os dados do exemplo 4 é [47.9km; 54.1km].

Explique, porque é que nao é correcto dizer o seguinte (Adaptado de De Veaux and al, 2004):

a)

90% de todos os veiculos que passam na Rua Nova, vao a uma velocidade entre 47.9km e
54.1km. (Res: O intervalo de confianca diz respeito a velocidade média dos veiculos e nédo a
velocidade de cada um dos veiculos).

Temos uma confianga de 90% de que um veiculo seleccionado aleatoriamente, va a uma
velocidade entre 47.9km e 54.1km. (Res: Como no caso anterior, estamos a referir-nos a um
Unico veiculo, quando, na verdade, estamos 90% confiantes que o intervalo [47.9km; 54.1km]
contenha a velocidade média de todos os veiculos que passam na Rua Nova).

A velocidade média dos veiculos, é 51km, 90% do tempo. (Res: esta afirmagéo da a ideia que a
verdadeira velocidade média varia, quando o que varia é o intervalo, que sera diferente, sempre
que recolhermos uma amostra diferente).

90% de todas as amostras tém velocidades médias entre 47.9km e 54.1km. (Res: Esta afirmacéo
da a ideia de que este intervalo goza de algum privilégio, relativamente a outros. De facto, este
intervalo é tdo bom ou tdo mau, como qualquer dos outos. O que deveremos dizer € que 90% de
todas as possiveis amostras permitem construir intervalos que contém a velocidade média.

Nunca saberemos se o nosso intervalo é um dos que contém ou n&o).
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Capitulo 11

Introducao aos testes de hipéteses

11.1 - Introdugao

Ja vimos um processo de fazer inferéncia estatistica - a estimagao, em que utilizamos o modelo
Binomial e o modelo Normal. Vamos ainda utilizar o modelo Binomial num outro tipo de inferéncia

estatistica a que chamamos testes de hipéteses.

O objectivo dos testes de hipodteses, € determinar se uma dada conjectura ou hipdtese que

fazemos acerca de uma populacdo, é plausivel, isto é, tem razdo de ser. Precisamente esta

plausibilidade é calculada com base na informacgao obtida a partir de uma amostra da populagao.

Exemplo 1 (Teaching Statistics, vol 15, n°1, 1993) - Um professor chega um dia a aula e resolve
pér a seguinte questao: - Ha aqui algum aluno que consiga distinguir, pelo sabor, a Coca-Cola da
Pepsi-Cola?

Um estudante diz que sim, que consegue distinguir, embora o professor pense que ele
efectivamente ndo o consegue, e se acertar, € por acaso. Depois de alguma discussdo em que o
aluno afirma que consegue distinguir e o professor diz que ele esta a fazer "bluf", resolvem fazer

uma aposta, em que apostam uma certa quantia.
Algumas questdes que se levantam, relativamente a este problema, sao:

1 - Com que probabilidade consegue o estudante distinguir entre a Coca e a Pepsi?

2 - Qual o critério que se utiliza para ver quem é o vencedor?

3 - Usando o critério, a definir em 2:
a) Qual a probabilidade do estudante perder, mesmo que tenha razdo? ( o estudante
pode ter acordado mal disposto, estar nervoso, pouco concentrado, ...)
b) Qual a probabilidade do estudante ganhar a aposta, se de facto adivinhou, mas
efectivamente ndo consegue distinguir entre a Coca e a Pepsi e responde ao acaso
(foi uma questao de sorte...)?

4 - Quao pequenas devem ser as probabilidades em 3., para que cada um dos apostadores nao

esteja a correr um risco muito grande?

A perspectiva de levar a cabo a experiéncia na turma, em frente de toda a gente, é deveras
intimidante, pelo que nédo é de esperar que o voluntario consiga distinguir as duas bebidas 100%
das vezes. De modo geral o estudante estabelecera essa probabilidade entre .7 e .8 como

realistica. Para o prosseguimento da nossa experiéncia, vamos admitir que é de .7.
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Temos agora de delinear a experiéncia e determinar o critério de sucesso para o estudante.

Depois de algumas discussdes na aula, o voluntario concorda em provar 15 copos de bebida e
dizer se cada uma é Coca ou Pepsi. De acordo com a probabilidade estabelecida anteriormente,

para cada prova ele tera uma probabilidade de 70% de dar a resposta correcta.

Qual o critério justo, que se deve considerar, para admitir que o estudante tem razdo? Ou antes,
qual o critério justo, que se deve considerar, para que as duas pessoas que apostaram n&o

estejam a correr um risco demasiado grande?

Idealmente, gostariamos que o risco que correm os dois apostadores fossem aproximadamente

iguais, isto &, as probabilidades consideradas em 3. deveriam ser aproximadamente iguais.

Com o objectivo de estabelecer um critério, o voluntario sugere que pelo menos 10 respostas

certas significam que tem razao.

Entéo, P(estudante ganhar a aposta, sabendo distinguir as bebidas) =

= P(n° respostas certas em 15 ser = 10, sabendo que a probabilidade de sucesso é .7) =
515 _

= ( ) ).7.3%7'= 722
i=10

de onde

P(estudante perder a aposta, sabendo distinguir as bebidas) = 1 - .722 = .278

Esta probabilidade de .278 ¢ o risco que o estudante corre.

Qual o risco que o professor corre?

O professor esta interessado em calcular a probabilidade de perder o seu dinheiro, se o estudante
se limitou a adivinhar e efectivamente ndo consegue distinguir a Coca da Pepsi. Esta

probabilidade é:
P(professor perder a aposta, se o estudante nao sabe distinguir as bebidas) =

P(n° respostas certas em 15 ser = 10, sabendo que a probabilidade de sucesso é .5) =

515 _
= 2(1)5‘.515"= 151

i=10
Esta probabilidade de .151 é o risco que o professor corre.

Nestas circunstancias estardo eles dispostos a apostar? E se se aumentar o n° de respostas

correctas como critério de ganho ou perca?

1 - Se se aumentar o n°® de respostas correctas necessarias, a probabilidade do estudante perder,

embora estando convencido que consegue distinguir, aumenta.
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Obs: Se o n° de respostas correctas necessarias fosse k (>10), entdo o risco que o estudante

corria seria
P(n° de respostas certas < k) > P(n° de respostas certas < 10)(= .278)

2 - Por outro lado, aumentando o n° de respostas correctas necessarias, a_probabilidade do

professor perder, se o estudante se limita a adivinhar, diminui.

Obs: Se o n° de respostas correctas necessarias fosse k>10, entdo o risco que o professor corria

seria
P(n° de respostas certas 2 k) < P(n° de respostas certas 2 10)(= .151)

Assim, modificando o critério, estamos a aumentar a probabilidade de um dos tipos de erro e a

diminuir a probabilidade do outro tipo de erro.

3 - Sob a hipoétese de que a capacidade de deciséo (gustativa...) do estudante continua em forma,
aumentando a dimensao da amostra, talvez se consigam diminuir estas probabilidades dos dois

tipos de erros.

Por exemplo, se o n° de provas for 20 e o critério para ganhar for de 12 respostas correctas pelo
menos, recalculando as probabilidades de cometer os dois tipos de erros, ou sejam, de correr os

dois tipos de risco sao .113 e .252, respectivamente, para o estudante e o professor.

Se o professor for um "bom desportista" este critério € razoavel, se a quantidade de dinheiro posta

em jogo nao for grande.

Este exemplo servira para introduzir os conceitos formais de testes de hipéteses, erros de tipo 1 e
tipo 2 e as notagbes associadas com os procedimentos estatisticos. No entanto vamos antes

disso, dar outros exemplos de aplicagao de testes de hipdteses.

11.2 - Outros exemplos

Exemplo 2 - Numa fabrica de determinadas pegas, um lote destas pecas é considerado aceitavel
se tem menos de 8% de pegas defeituosas. Ja que os lotes tém um grande nimero de pegas,
sairia muito caro inspeccionar todas essas pecgas. A decisdo a favor de nédo rejeitar o lote sera

tomada no caso de uma amostra a retirar do lote, dar indicagdo nesse sentido.

Exemplo 3 - Supde-se que os estudantes sdo a favor da avaliagdo continua, isto €, mais de 50%
dos estudantes preferem a avaliagdo continua. Para verificar se existem indicios de que esta
hipoétese ndo seja verdadeira, recolhe-se uma amostra de estudantes, registando-se o n°® de

respostas a favor.

Exemplo 4 - Um fabricante afirma na garantia que acompanha as ldmpadas que fabrica, que o

tempo médio de vida é superior a 450 horas. Ultimamente alguns clientes tém-se queixado das
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referidas lampadas. Para testar se os clientes tém raz&o, recolheu-se uma amostra de algumas
lampadas, registando-se o tempo de vida ( utilizando os chamados testes de vida acelerados, que

provocam a falha mais rapidamente).
Todos estes exemplos que acabamos de referir, tém algumas caracteristicas comuns:

1) Consideram-se duas hipéteses complementares acerca de uma quantidade

desconhecida da populagao.

2) a informagdo disponivel é dada pela amostra que se recolheu da populagdo em

estudo.

3) pretende-se verificar se uma das hipoteses a que damos mais importancia, é

sustentada ou rejeitada pela informagéao recolhida da amostra.

No caso 2, por exemplo, as hipoteses a testar sdo de que o lote é aceitavel - p<.08, ou néo -

p>.08. O que se pretende é verificar que ndo temos razdes para rejeitar a hipétese de que p<.08.

No caso 3, temos as hipdteses p=.5 e p<.5. O que se pretende testar é se ha alguma razéo para

rejeitar p=.5.

11.3 - Hipétese nula e Hipétese alternativa; erros de tipo 1 e tipo 2;
estatistica de teste; regido de rejeigao

Num teste estatistico temos duas hipdteses em alternativa, a que chamamos hipotese nula (Hy) e
hipétese alternativa (H,), sobre um parametro desconhecido da populagéo. A hipétese nula € a

hipétese que reflecte a situagdo em que ndao ha mudancga, sendo pois uma hipotese conservadora

e é aquela em que temos mais confianga (resultado de uma experiéncia passada).

O objectivo de um teste de hipéteses é o de tomar uma decisdo, no sentido de verificar se
existem razdes para rejeitar ou ndo a hipotese nula. Esta decisdo é baseada na informacgéo

disponivel, obtida a partir de uma amostra, que se recolhe da populacao.
No caso em estudo vamos considerar as hipoteses

H,: O estudante consegue distinguir Coca da Pepsi

contra (versus)
H,: O estudante n&o consegue distinguir

Estas hipdteses podem-se exprimir em termos da probabilidade de o estudante dar uma resposta

correcta

Ho: p=.7 contra Hq: p=.5



Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 289
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

A amostra recolhida tem dimensdo 15 e vamos utilizar como informagao relevante, o n° de
respostas correctas, nas 15 provas. Seja X a variavel aleatéria que representa esse nimero. E

esta v.a. que vai permitir tomar uma decisao, recebendo o nome de estatistica de teste.
Ao tomar uma decisdao podemos cometer dois tipos de erros:

o Decidir que o estudante ndo consegue distinguir, quando efectivamente ele consegue, isto &,
Rejeitar H;, quando H é verdadeiro;

e Decidir que o estudante consegue distinguir, quando efectivamente ele ndo consegue e
responde ao acaso, isto €, Néo rejeitar H;, quando H, é verdadeiro .

Ao primeiro erro chamamos erro de tipo 1 e ao segundo, erro de tipo 2. Estes erros séo

contabilizados em termos de probabilidade.

O nivel de significancia do teste representa-se por a e € o valor maximo para a probabilidade de

cometer o erro de tipo 1:

P(Rejeitar Hg | Hg é verdadeiro) < o

A probabilidade de cometer o erro de tipo 2 representa-se por 3

P(Nao rejeitar Hg | H1 é verdadeiro) = B
O risco que o estudante corre é a, enquanto que o risco que o professor corre é f.

O seguinte quadro reflecte a situacgédo verificada quando se realiza um teste de hipoteses:

Situacao verdadeira

H,verdadeira H, verdadeira
=
=
."_E Decisdo carrecta Erro tipo 2
Lo
o|F P(Erra tipn 2)=5
2| e
[ ]
| =
= =
= Erro tipo 1
= P
= P(Erra tipo 1)=0 Decisdo correcta
T
=3

Na escolha do teste, 0 nosso objectivo € controlar o erro de tipo 1, ou seja a.

No caso do exemplo o nosso critério de decisdo baseou-se na seguinte regra de deciséo:

Rejeitar H; se X<10

Considerando a regra anterior vimos que o = .2784.
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Poderiamos considerar o problema de outra forma, isto é, partir de um determinado nivel de
significancia, e a seguir determinar os valores de X que levavam a rejeigéo de Hg.

Suponhamos que pretendiamos realizar o teste para o nivel de significancia de 10%. Os valores

possiveis para X — v.a. que representa o n° de respostas correctas, séo todos os inteiros entre 0
e 15. Destes, pretendemos saber quais os que levam a rejeitar Hgp, de modo que o que

pretendemos é saber qual o valor de c, tal que
P(X<c|XnB(15,.7))<.10

Obs: Atendendo as hipoteses consideradas somos levados a rejeitar a hipétese nula quando o n°

de respostas correctas do estudante for pequeno (X < c).
Consultando uma tabela da Binomial com parametros 15 e .7, verificamos que

P(X < 8)=.1311
P(X < 7) = .0500

Entéo rejeitamos Hy quando o n°® de respostas correctas for < 7. Mas para esta regido de rejeicéo

a probabilidade de cometer o erro de tipo 2 é

P(X= 8 | X n B(15, .5)) = .5, o qual € muito grande!

11.4 - Testes de hipéteses para a proporgao p

O exemplo apresentado anteriormente € um caso particular de testes de hipoteses para a

proporgao p, que vamos formalizar seguidamente.

Suponhamos que temos uma populagao constituida por individuos que pertencem a uma de duas
categorias, que representamos por A e AC. Representemos por p a proporgéo (desconhecida) de
individuos que pertencem a categoria A. Pretendemos fazer inferéncia sobre o parametro p, pelo
que se recolhe da populagdo uma amostra de dimensao n. A estatistica de teste que vamos
utilizar, para tomar uma deciséo, € X - v.a. que representa o n° de individuos da amostra que
pertencem a categoria A. Na formalizagdo dos testes representamos por p, 0 valor da proporgéo,

que se pretende testar.

Os testes que vamos realizar sdo os seguintes:

Ho: p = po contra Hi:p > po

Rejeitamos Hy quando for elevado o n°® de individuos da amostra pertencentes a categoria A, ou
seja quando X2x,. ( Se H, verdadeiro, ou seja, p > py, caso em que devemos rejeitar Hy, entéo

esperamos encontrar na amostra "muitos" individuos pertencentes a categoria A. Entendemos por
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"muitos”, um numero de individuos a volta de np, que é superior aos que esperariamos encontrar

caso fosse Hy verdadeiro, ou seja npy).
E
N Koy n

A determinagéo do ponto critico xy deve fazer-se tendo em atencéo o nivel de significancia a, ou

seja, vamos calcular o menor inteiro xq tal que

P[ X2 xg| X N B(n, pg)] < a

isto &, a regido de rejeicao R é constituida pelos pontos:

on . . oon . .
R={x2xal[ 2,(IPo(1=Po)" "l e [ 2 (Ipo(L-Py)" ' e

i=x,-1

Obs: A hipétese nula pode-se exprimir na forma p<p, , ja que se obtém um teste equivalente.

H, p=p, contra H:p<p,

Rejeitamos H; quando for pequeno o n° de individuos da amostra pertencentes a categoria A, ou

seja quando Xsx'qy.

0 Xa n

A determinagéo do ponto critico X'y, deve fazer-se tendo em atengéo o nivel de significancia a, ou

seja, vamos calcular o maior inteiro x'q tal que
P[X s X'g| XN B(n, p)l S a
isto €, a regido de rejeicao R é constituida pelos pontos:

X o +1

Lo N, , : .
R={xsxal[ 2 (Po(1-Po)" ' Isa e [ X ()Po(1-po)" ' Pa)
i=0 i=0

Obs: A hipotese nula pode-se exprimir na forma pzp, , ja que se obtém um teste equivalente.

H, p=p, contra H;:p#p,

Rejeitamos Hg quando for pequeno ou elevado o n° de individuos da amostra pertencentes a

categoria A, ou seja quando Xsx'g ou X2Xg.
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0 Xa. Xa, n

A determinacdo dos pontos criticos X'q € Xy deve fazer-se tendo em atengdo o nivel de

significancia a. Além disso vamos considerar o chamado teste equilibrado, isto &, atribuir a cada

uma das partes da regido de rejeicdo, uma probabilidade igual a metade do nivel de significancia:

P[ X £ X'g| X ~ B(n, po)] S o/2

e
P[ X 2 x¢| X N B(n, po)] < o/2

isto &, a regido de rejeicao R é constituida pelos pontos:

Xo n . . nn . .
R={x5x'aoux2xq|[Z(i)pg(l—po)”*']s al2e [Z(i)pg(l—po)”*']swz}
i=0 =X,

Dos trés tipos de testes considerados anteriormente, os dois primeiros dizem-se unilaterais,

enquanto que o ultimo se chama bilateral.

Exemplo 5 - Uma fabrica produz determinado tipo de pegas, e sabe-se que a percentagem de
defeituosas é de 20%. O director da linha de montagem procedeu a algumas alteracdes no
equipamento, com o objectivo de melhorar a produgéo, diminuindo nomeadamente a percentagem
de pegas defeituosas.

Tendo-se recolhido uma amostra de 20 pegas, verificou-se que 2 eram defeituosas. Sera que ha
evidéncia de mudancga na percentagem de pegas defeituosas?

Resolugéo:
Ho: p= .20 contra H1q:p < .20

Pretende-se determinar o valor de X'y tal que

P X < X'o] X N B(20, .20)] <

Consultando uma tabela da Binomial, verificamos que
P(X<0)=.0115
P(X< 1) =.0692
P(X<2) =.2061
donde concluimos que:
Se o=5% R={0}
Se o= 10% R={0,1}
Decisao: Para os niveis usuais de significancia, ndo se deve rejeitar Hp, isto € nao ha evidéncia de

ter havido alteragéo (para melhor) no processo de fabrico.
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11.4.1 - Determinagao dos pontos criticos x'q, € X para grandes amostras

A determinacao dos pontos criticos X' € Xg dos testes anteriores, pode fazer-se consultando as
tabelas com a distribuicdo Binomial. Pode no entanto acontecer que o valor de n seja demasiado
grande, e ja nao conste nessas tabelas. Entdo faz-se uma aproximacdo a Normal, como se

descreve a seguir.

Tendo em consideragao o teorema do limite central, sabe-se que a distribuicdo Binomial pode ser
aproximada pela distribuigdo Normal, isto é, se X n B(n,p), entao
X —np

P(X < x)= @(m )

Considera-se a estatistica de teste

X-npg
npo(1-po)

cuja distribuicdo pode ser aproximada por uma Normal(0,1) e a determinagao dos pontos criticos,

para os trés tipos de testes considerados anteriormente, faz-se da seguinte forma:

1. P[ X2 x| XN B(n, py)] < a sendo Xy 0 menor inteiro tal que
X 2 1+NP;+21-g,4/NPo (1-Pg )
2. P[X <Xl XNB(n, pllsa sendo X', 0 maior inteiro tal que

X'o, S NPy+Zg /NP (1=Pg)  OU X' S NP - Z1-¢4/NPo(1-Pp)

3. P[X<xXg| XN BN, plSal2 e P[X2xqg| XN BN, py)] < a/2

Xo S NPy - 21-0/2MPo(1-Pg) € Xo 21+ NP, +21-0/24NPo(1-Po)

(X'q, maior inteiro e xg menor inteiro satisfazendo respectivamente cada uma das desigualdades

anteriores).

Observacdo — Uma alternativa, equivalente, a estatistica de teste X, com distribuicdo
. _ X
aproximadamente Normal(npo, {/nPo(1-Pg) ), sob Hy, é a estatistica p=—, com distribuigéo

Po(1-pPo)

aproximadamente N(po, 0

)-

11.4.2 - P-value

Ao realizar um teste de hipéteses, podemos a partida nido ter especificado um nivel de

significancia. Entdo, um processo alternativo para a realizagdo dos testes anteriores €, face ao
valor observado x, da estatistica de teste X, calcular a seguinte probabilidade:
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Caso 1:P=P[X2Zx, [X " B(n, p,)]
Caso2: P =P[X<x, X B(n, p,)]
Caso 3 : P = 2 min {P[X2 x, [X N B(n, p)L,PIX < x, [X A B(n, p,)I}

Esta probabilidade P € o menor valor para o nivel de significAncia que levaria a rejeigédo da

hipétese nula, para a amostra recolhida. A P chamamos P-value. Assim, para tomarmos uma

decisdo, calcula-se o P-value e para um dado nivel de significancia a, rejeita-se a hipétese nula se

P<a

A metodologia seguida neste caso é diferente da seguida anteriormente, em que para tomarmos
uma decisdo era necessario especificar a partida o nivel de significancia com que pretendiamos
realizar o teste, de forma a calcular a regido de rejeicdo. Se o valor observado da estatistica de
teste pertencesse a essa regiao entao rejeitariamos a hipétese nula. Agora calculamos o P-value e
nao é necessario calcular explicitamente a regido de rejei¢do, pois se para um determinado nivel
de significancia se verifica que P<a, isto significa necessariamente que o valor observado da

estatistica de teste pertence a regido de rejeigao.

11.5 - Vamos conversar acerca de testes

Ao longo deste texto ja temos referido varias vezes que é objectivo da Estatistica arranjar modelos
probabilisticos que sirvam para modelar situagdes do mundo real. Ao formular uma hipétese
(hipotese nula), como as que formulamos anteriormente, ndo estamos mais que a propor um
modelo para uma situagdo real. Uma vez o modelo proposto, vamos recolher informagéo - os
dados, para averiguar da consisténcia do modelo. Ent&o, defrontamo-nos com duas situagoes:
» ou os dados sao consistentes com o modelo, e nesse caso ndo vemos razao para o
rejeitar,
» ou os dados contradizem fortemente o modelo, e neste caso pensamos que ha evidéncia
para o rejeitar.
Repare-se que na primeira situagdo, ndo dissemos que os dados mostravam que a hipotese é
verdadeira! S0 dissémos que nao viamos razao para a rejeitar. Esta situagao € analoga a que se
passa nos tribunais — tem que se comecar por admitir a presun¢ao de inocéncia e cabe ao juiz,
mostrar que os factos contradizem esta presuncao, para admitir a culpabilidade. Na segunda
situacéo, dissémos que pensamos que ha evidéncia para rejeitar o modelo. Mas fica-nos sempre a
duvida se deveremos tomar essa opgao, ja que rejeitar o modelo proposto, se ele fosse
efectivamente verdadeiro, pode acarretar grandes prejuizos. Entao precisamos de quantificar essa
decisdo e essa quantificagao é feita probabilisticamente. Assim, calculamos a probabilidade de
obter dados como os recolhidos, baseando-nos em que o modelo é verdadeiro. Se esta

probabilidade for muito pequena, pensamos que nado foi s6 o acaso, isto & a aleatoriedade



Introdugéo a Probabilidade e a Estatistica 295
Maria Eugénia Graga Martins — DEIO- 2005

presente na recolha da informagéo, que nos levou a obter aqueles dados, mas naturalmente € o
modelo que n&o é o correcto, pois “essa probabilidade é demasiado pequena, para ser verdade”, e
rejeitamos esse modelo. Esta tal probabilidade — p-value, da-nos uma medida do erro que
cometemos ao rejeitar o modelo proposto, e quanto menor for, maior sera a evidéncia contra o

modelo.

Assim, quando nao rejeitamos a hipotese nula, ficamos sempre na duvida, sobre se tera sido o
teste que néo teve capacidade para a rejeitar, mesmo sendo ela falsa. Justifica-se, assim, que se
procure calcular a probabilidade de se rejeitar a hipotese nula, quando ela é falsa, isto e,
P(RejeitarHyIH verdadeira). A esta probabilidade chama-se poténcia do teste. Repare-se que

para um determinado valor do pardmetro especificado na hipétese alternativa:
Poténcia do teste = 1 — P(erro de tipo 2)

Entdo, de um modo geral, podemos dizer que pretendemos um teste com nivel de significancia

pequeno e poténcia grande.

Para visualizar melhor a relagdo entre estes conceitos, vamos colocar-nos na situagcdo de

estarmos a realizar o seguinte teste:
HO: p=py contra H1: p>po

Rejeitamos H, para valores grandes de X ou de forma equivalente, para valores grandes de

_ X o _ X . . .

p=—, nomeadamente para valores de p=p,, onde p,= —, utilizando notagéo ja introduzida
n n

anteriormente.

Se n for grande, a distribuicao da estatistica de teste é aproximada pela Normal, pelo que temos:

Pin&o rej HylHgverd)

at=Prei HyIHg verd)

Poténcis=P(rej HglHyverd)

B=Pin&o rej HylHqverd)

M&o reigitarHy + Rejeitar Hy
Fe
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Na figura anterior apresentamos a distribuicdo da estatistica de teste, para o caso de H; ser

verdadeira (Normal superior) e para um valor especifico do parametro (p’), no caso de ser H,
verdadeira (Normal inferior). A regido de rejeicdo é dada pelo intervalo [p,, 1]. Algumas

conclusdes sao evidentes da figura anterior:

>

Quanto mais p, estiver para a direita, isto &, menor for o nivel de significancia do teste,

ou a probabilidade de cometer o erro de tipo 1, maior sera a probabilidade de cometer o
erro de tipo 2. Assim, n&o € possivel minimizar os dois erros ao mesmo tempo, a nao ser
aumentando a dimensao da amostra. Efectivamente, se se aumentar a dimensdo da
amostra recolhida, as normais ficam mais “magras”, ja que a variancia diminui;

Quanto menor for o erro de tipo 2, maior sera a poténcia do teste;

No caso de Hy ser falsa, a poténcia do teste sera tanto maior, quanto mais afastado de po,

estiver o verdadeiro valor da proporgao p (a Normal de baixo afasta-se para a direita).

Formalizando um pouco o que dissémos anteriormente, para realizar um teste de hipdteses, em

que as hipétese sdo quase sempre sobre parametros de modelos, é necessario:

>

Formular uma hipétese nula Hy, que é aquela que reflecte a situagdo em que ndo ha
mudanga e em que assumimos um valor para o parametro no modelo proposto, e uma
hipotese alternativa H4, que reflecte a situagdo que pensamos ser verdadeira, no caso de

nao o ser a hipotese nula;

Arranjar uma estatistica de teste, que sirva para medir a discrepancia entre o que se
observa nos dados e o que se espera quando se considera a hipétese nula (isto €, uma
estatistica cuja distribuicdo de amostragem seja conhecida no caso da hipotese nula ser

verdadeira, pois a discrepancia € medida em termos de probabilidade);
Face a amostra que entretanto se recolheu, calcular o p-value;

Tomar uma decisdo, que se exprimira na seguinte forma:

Rejeitar Hy, para o nivel de significancia a ou

Nao rejeitar Hy para o nivel de significancia a.
Se tivermos possibilidade de escolher entre varios testes, entdo para o mesmo nivel de
significancia, deve-se escolher o de poténcia maxima;
Se tivermos possibilidade de recolher amostras de dimensdo maior, melhor sera, pois
reduzimos as probabilidades de cometer erros, ao tomar uma decisdo, aumentando

também a poténcia do teste.
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11.6 - Testes de hipoteses sobre o valor médio

Da mesma forma que realizamos testes de hipéteses sobre o pardmetro p, também se podem
realizar sobre o valor médio p, desconhecido, de uma populagdo. A metodologia a seguir é a
mesma, mas agora temos de considerar outra estatistica de teste, sendo natural considerar a

média ou uma funcédo da média para fazer inferéncia estatistica sobre o valor médio.

Consideremos, por exemplo, um industrial de componentes electrénicas, que afirma que o tempo
meédio de vida das componentes que fabrica € de 560 horas. Um cliente acha este tempo
exagerado, pois tem tido mau resultado com este tipo de material. Entdo o industrial esta
interessado em testar que o valor médio da distribuicdo do tempo de vida das componentes é igual
a 560 horas, ou seja de que tem razdo. Temos assim uma conjectura ou hipétese sobre a

populagéo e que em testes de hipoteses se refere como Hip6tese nula e se representa por H;. No

entanto a hipotese anterior vai ser testada contra uma Hipotese alternativa que se representa por
H,, que reflicta a situagdo que sera verdadeira, no caso de n&o o ser a hipGtese nula.

Concretamente, no exemplo anteriormente considerado temos as seguintes hipdteses a serem
testadas (representando por p o valor médio da populacéo):
H, : =560 horas contra H,: u<560 horas

Escolhemos a hipotese alternativa anterior, pois ela reflecte a situagao real, no caso de nao se
provar que H, & verdadeira(estamos a pensar nas queixas dos clientes).

Vamos exemplificar a realizagdo de um teste de hipoteses sobre o valor médio através do exemplo

dos pesos, referido quando abordamos o problema da estimacao.

Suponhamos que estamos interessados em realizar um teste sobre o peso médio da populagao,
constituida pelos individuos de 1.65 m de altura, tendo sido levantadas algumas duvidas sobre se

o peso seria de 60 kg. Entao
H,: u=60kg contra H, :p#60kg

Formulamos a hipétese alternativa deste modo ja que a partida ndo tinhamos qualquer informagao

que nos levasse a considerar quer um valor médio superior, quer um valor médio inferior a 60 kg.

Pensemos na seguinte estatistica de teste
_Xom
o/~n

cuja distribuicdo € conhecida se H, verdadeira. E fundamental conhecer a distribuicdo de T, no

T

caso de H, ser verdadeira, pois esse facto vai-nos permitir determinar a regiéo de rejeicdo 2 a
partir do nivel de significancia o, definido a priori,

P[Te 2| H, verdadeira]= o  ou seja

PlT,l> z1-02] = @
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onde T, se obtém de T substituindo y por y,, sendo u, o valor de p considerado na hipotese nula
(no caso do exemplo u,=60).
Entédo a zona de rejei¢cdo é dada pelo seguinte intervalo
R=1-°, z10[ V] Z1a2, +
pelo que se rejeita a hipdtese H,, sempre que t, ¢ &, sendo t; o valor observado da estatistica de
teste. Considerando, no exemplo, a amostra correspondente a cidade de Lisboa, temos:
t,= v10(60.82 - 60) /4=.65
pelo que trabalhando com um nivel de significancia de 5%, se tem a seguinte regido de rejeigcéo:
Z=1],-1.96[ U] 1.96, +=[
Como .65 néo pertence a regido de rejei¢cdo, ndo vemos razao para rejeitar a hipétese nula.

Ainda no exemplo que temos vindo a considerar, suponhamos que tinhamos comecgado por
recolher a amostra referente a cidade de Evora. Mediante o resultado obtido, uma pessoa mais
céptica teria razdes para suspeitar que o peso médio seria inferior a 60 kg. Nestas circunstancias

deveriamos proceder ao seguinte teste:
H,: b =60 contra H,:p <60

Agora a hipotese alternativa especifica que o valor médio € inferior a 60 e se a hipotese H, fosse
verdadeira esperariamos obter amostras que levassem a um valor negativo para t, (porqué?).

Quer dizer que vamos rejeitar a hipotese nula se t, < zq , pois
P [T <zq | H, verdadeira] = a

Para o nivel de significancia de 5% o quantil z . = -1.6449, pelo que a regido de rejeigcéo &

2 =1, -1.6449[
Considerando entdo a amostra observada em Evora obtemos
t,=+/10(57.04 — 60) /4 = -2.34
valor que pertence a regiao de rejeicao, donde concluimos que devemos rejeitar a hipotese nula.

Pensemos agora na cidade de Braga, em que temos razdes para suspeitar que os pesos sao mais
altos (come-se muito bem no Norte..., 0 que ndo quer dizer que se coma mal em Evora...), pelo

que consideramos o seguinte teste:

H, : u=60 contra H, : py>60

Neste momento a hipotese alternativa indica-nos que a zona de rejeigdo correspondera a valores
de t, demasiado grandes, ou seja t,>z1-¢. Como

t,=v10(61.22-60)/4=96 e  z.95=1.6449
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ndo vemos razao para rejeitar a hipétese nula.

Repare-se que dos 3 testes considerados anteriormente, o 1° é de indole diferente dos outros
dois, no que diz respeito a hipotese alternativa - no 1° caso estamos perante um teste bilateral

enquanto que os outros 2 se referem a testes unilaterais.

O exemplo anterior pode-se inserir num processo mais geral de testar hipoteses sobre o valor

médio, que podemos resumir do modo seguinte:

1° caso

Dados: E dada uma amostra (X;:%,...,X,)), valor observado da amostra aleatoria (X,,X X ) em

oo Koo X,
que n=30.
Se a populagéo tem distribuicdo aproximadamente normal e varidncia conhecida, entdo a
dimensao da amostra pode ser inferior a 30.

Hipétese nula: H;: p =,
(Esta hipotese nula é equivalente a psy, ou pzp, conforme se utilizem as hipéteses alternativas b)
e c) especificadas a seguir)

Estatistica de teste: T = Jn X—p,) /o
Obs. Para n=30, quando o é desconhecido, pode ser estimado por s.

Hipétese alternativa Decisdo a tomar para um nivel de significancia «

a)H1:p #, Rejeita-se Hg se |t)| > z1-/2
b) H1: p >y, Rejeita-se Hp se t, > z1-¢
c)H1: <y, Rejeita-se H, se t; < zq

2° caso

ZAVTERRI 7

Dados: E dada uma amostra (X;,X,...,x.), valor observado da amostra aleatoria (X,,X X ) de

-
uma populacao com distribuicdo Normal e parametro ¢ desconhecido.

Hipotese nula - H .y =y,
(Esta hipotese nula é equivalente a p<u, ou py, conforme se utilizem as hipéteses alternativas b)
e c) especificadas a seguir)

Estatistica de teste : T, = \/ﬁ(X—uo)/S

Hipotese alternativa Decisdo a tomar para um nivel de significancia o

a)H1: p #y, Rejeita-se H, se |t,| > t1-¢/2(n-1)
b) H1: u >y, Rejeita-se H, se t, > t1-¢(n-1)
c)Hy:p <y, Rejeita-se H, se t, < ty(n-1)

onde representamos por ty(n-1) o quantil de probabilidade o da distribuicéo t de Student com (n-1)

graus de liberdade.
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Obs. Quando a dimens&o da amostra for suficientemente grande, a distribuicdo da estatistica T, &

aproximadamente normal, pelo que podemos tratar o segundo caso de modo analogo ao 1° caso.
Na realidade, a medida que a dimensao da amostra aumenta e consequentemente o niumero de

graus de liberdade, a distribuicdo t de Student aproxima-se da distribuicao Normal.

11.6.1 - P-value

Um processo alternativo de realizar os testes de hipoteses anteriores € calcular o P-value. Mais

concretamente, para cada uma das situacbes consideradas anteriormente, face ao valor
observado t,out, das estatisticas de teste T0 ou T1, calcula-se:

1° caso:

a) P =2 min {P[T st ], P[T 2t.]}
b) P =P[T2t]

c) P =P[T,st]

2° caso:

a) P =2 min {P[T <t ], P[T 2t,]}
b) P =P[T,zt]

c) P =P[T,st]

Deciséo: Para um determinado nivel de significancia a, rejeita-se a hipétese nula quando P<a.

Exercicios

1. Admita que a mediana da nota da PE, dos alunos que entraram no ano lectivo 91/92 foi de 35.
Com base na amostra anterior, verifique se existem razdes para suspeitar de que os alunos que
entraram no ano lectivo de 92/93, tém tendéncia para terem notas mais fracas.
Obs. Considere que a populagao a estudar esta dividida em duas categorias: a dos alunos com nota
superior a 35 e dos alunos com nota inferior ou igual a 35.
2. Supde-se que numa populagdo existem trés vezes mais individuos ndo fumadores do que
fumadores.
a) Tendo-se recolhido uma amostra de 20 individuos, verificou-se que 7 eram fumadores. Teste, ao
nivel de significancia de 5% se a suposicéo tem razao de ser.
b) Na populagéo anterior pretende-se estudar a incidéncia de doencga pulmonar. Sabe-se que a
percentagem de doentes entre os fumadores e ndo fumadores é respectivamente de 60% e 20%.

(i) Determine a probabilidade de um individuo ter doenga pulmonar.

(ii) Determine a probabilidade de um doente pulmonar ser fumador.

(iii) Qual a probabilidade de nhuma amostra de 10 doentes, pelo menos trés serem fumadores?

(iv) Qual a probabilidade de numa amostra de 225 doentes, mais de metade serem fumadores?
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3. O sr. X ndo consegue chegar a horas ao emprego. Todos os dias marca o ponto depois da hora
estipulada para a sua entrada. No final do més, juntamente com uma repreenséao escrita, recebeu
uma folha com um registo dos seus atrasos (em minutos):

0.01 2.66 3.30 3.77 4.47 5.13 7.56

8.79 10.26 14.36 15.29 19.64 21.45 28.41
a) Investigue a existéncia de possiveis outliers na amostra.
b) O sr. X acha injusta a repreenséo, ja que segundo diz, desde que trabalha naquela empresa,
mais de 50% das vezes o atraso € inferior a 5 minutos. Com base nos dados anteriores verifique
se existe evidéncia suficiente para dar razao ao sr. X.
4. Suponha que uma amostra recolhida de rendimentos de familias de determinada cidade revelou

que 55% dos rendimentos da populacéo se situam entre os 60 e os 120 contos. O presidente da

camara considera-a "ideal" !
Desconfia-se que o bairro X ndo segue a distribuicéo "ideal" da cidade. Recolheu-se uma amostra
de valores de rendimentos familiares nesse bairro, tendo-se obtido os seguintes resultados:
15 24 36 55 58 62 65 67 70 71
73 76 89 90 92 97 105 112 118 160
Verifique se esta suspeita tem razédo de ser.
5. Um grupo de 20 individuos hipertensos, foi submetido durante 30 dias a um regime de dieta

sem sal. Apresentam-se a seguir os valores da presséao sistolica para esses individuos:

Sexo Antes da dieta Depois da dieta
M 17.0 15.6
M 17.7 16.6
M 17.9 16.9
E 18.1 15.6
F 18.1 16.0
M 18.2 15.5
F 18.3 16.5
M 18.4 17.2
M 18.4 15.0
F 18.5 17.5
F 18.5 15.9
E 18.6 16.2
M 18.7 17.5
M 18.8 15.8
F 18.9 17.2
M 19.2 17.3
M 19.3 17.8
F 19.5 16.0
F 19.8 16.9
F 20.1 17.5

a) Um especialista afirma que apdés um més em regime de dieta sem sal, pelo menos 80% dos
individuos apresenta uma diminuigdo da presséo sistolica superior a 10%. Averigue se existem
razdes para duvidar da afirmacéo do especialista.

6. Recolheu-se a opinido de 20 executivos acerca de maquinas fotocopiadoras, verificando-se

que 15 preferiam a marca Kodac relativamente a marca Xerox. Pensa-se, no entanto, que na
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realidade ndo existem diferencas significativas entre as maquinas, pelo que a probabilidade de
cada uma ser escolhida é de 50%. Poderiamos assim considerar as seguintes hipoteses a testar:
Hy: p=.5 contra H,: p#.5
em que representamos por p a probabilidade de ser escolhida a maquina Kodac. Se para 20
executivos consultados, representar por X o nimero dos que preferem Kodac, considere a
seguinte regra de decisao:
rejeito H, se X<6 ou se X>14
a) Qual o nivel de significancia associado ao teste anterior?
b) Qual a decisado a tomar relativamente & amostra considerada?
c) Para as hipéteses Hg e H1{ especificadas, qual a regra de teste se efectivamente o niumero de
executivos que constituem a amostra fosse de 50, considerando o nivel de significaAncia de 5%?
7. Admite-se que a quantidade de nicotina (medida em mg.) existente numa dada marca de
cigarros, tem distribuicdo normal. Observaram-se 5 cigarros da referida marca tendo-se obtido:
16 16.5 19 15.4 15.6
O fabricante afirma que a quantidade média de nicotina , por cigarro, € de 13.5 mg.
a) Teste, ao nivel de significancia a= 0.10 a hipotese:
Hp:u=13.5 contra Hi1:u>13.5
b) Determine um intervalo de 95% de confianga para a quantidade média de nicotina existente
em cada cigarro.
8. O departamento de controlo de qualidade de uma fabrica de conservas, esta na disposigédo de
mandar reajustar todo o equipamento, caso se verifique que o peso médio de cada lata é inferior
ao especificado na embalagem. Nomeadamente no caso das latas de sardinha, especifica-se que

este peso seja de 150 gramas. Com o0 objectivo de tomar uma decisao, procedeu-se a recolha de

algumas latas de sardinha, que se pesaram, usando-se a média X, como estatistica de teste.

a) Formule as hipoteses nula e alternativa, em termos do valor especificado para o peso médio.

b) Tendo em consideragdo as consequéncias que advém de cometer um erro de tipo |, devera
escolher um nivel de significAncia grande ou pequeno? Justifique convenientemente a sua
resposta. Qual ou quais os valores que escolheria?

c) Admitindo que o peso das latas de sardinha se distribui de acordo com uma Normal e que os
valores observados para os pesos de uma amostra de 10 latas foram ( em gramas):

147 152 145 130 155 148 150 149 146 149
qual a decisdo que o gerente da fabrica deve tomar, no que diz respeito ao reajustamento do
equipamento?
9. Um médico receita aos seus doentes um medicamento para diminuir o numero de pulsagdes
por minuto. Recolheu o n° de pulsagbes a doentes medicados, que ja tomam o medicamento ha
um més, tendo obtido o seguinte output, obtido através de um software de Estatistica, em que

seleccionou como opgao, utilizar a distribuigao t-Student:
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Com 95% de confianga: 70.887604 < p <74.497011

a) Quais as hipéteses que o investigador teve de admitir para tomar a opcao de seleccionar a

distribuicao t-Student?

b) Explique o que significa o output anterior.

c) Qual a margem de erro do intervalo?

d) Se o intervalo fosse calculado com uma confianga de 99%, a margem de erro aumentaria

ou diminuiria?

10. Durante um cateterismo para detectar a a extengédo da doenga cardiaca, verificando o estado
das artérias, € introduzido um pequeno tubo, o catéter, através de uma artéria da perna. E
importante que catéter tenha um didmetro de 2.00mm, em média, com um desvio padrdo muito
pequeno. O processo de fabrico dos cateteres € submetido a um rigoroso controlo de qualidade,
de modo que todos os dias séo recolhidas algumas medidas, para testar a hipétese nula Hy: m =
2.00mm, contra a hipétese alternativa m=2.00mm, com um nivel de significancia de 5%, para parar
o processo de fabrico, no caso de haver alteragdes.
a) Estamos perante um teste unilateral ou bilateral? Porque é que isto é importante, no contexto
do problema?
b) Explicar o que € que acontece se o departamento de controlo de qualidade cometer um erro de
tipo 1?
c) E se cometer um erro de tipo 27?
11. Uma fabrica de bolachas com pedacinhos de chocolate, ao anunciar as suas bolachas diz que
cada pacote de meio quilo contém, pelo menos, 1000 pedacinhos de chocolate. Os estudantes do
Departamento de Estatistica de determinada Universidade, decidiram comprar alguns destes
pacotes e contar o numero de pedacinhos de chocolate, tendo obtido os seguintes resultados:
1219 1214 1087 1200 1419 1121 1325 1345 1244 1258 1356 1132
1191 1270 1295 1135
a) Verifiqgue se estdo cumpridas as condi¢gbes para poder fazer infereéncia.
b) Obtenha um intervalo de 95% de confianga para o nimero médio de pedacinhos de chocolate,
em cada pacote.
c) O que é que pode concluir sobre o que diz a empresa que vende as bolachas? Utilize o
intervalo anterior para testar uma hipotese apropriada para tirar conclusoes.
Sugestado: Verifique que o intervalo de confianca é (1187.9, 1288.4) e de seguida calcule
P(X<1000) tendo em consideragéo que a v.a.X, que representa o n° de pedacinhos de chocolate
em cada pacote, tem distribuicdo Normal N(1188, 94) ou N(1288, 94).
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Capitulo 12

Introducao aos testes de ajustamento

12.1 - Introdugao

Sera que existe alguma razéo para dizer que os nascimentos s&o influenciados pelas fases da
Lua? Sera que o signo influencia o futuro, mais ou menos brilhante, de cada individuo? Sera que é
verdade o que a empresa das drageias M&M afirma, sobre as percentagens de cores das drageias

em cada embalagem?

A revista Fortune (De Veaux and al, 2004) recolheu os signos de 256 presidentes de 400 das

maiores empresas, tendo obtido a seguinte informagéo:

Carneiro 23 Balanca 18
Touro 20 Escorpido 21
Gémeos 18 Sagitario 19
Caranguejo 23 Capricérnio 22
Ledo 20 Aquario 24
Virgem 19 Peixes 29

Na tabela anterior verifica-se que o signo dos Peixes sobressai com maior numero de
nascimentos, mas sera esta diferenga suficiente para dizer que os individuos que nascem sob este
signo tém maior probabilidade de sucesso? Se os nascimentos se distribuissem uniformemente,
esperariamos aproximadamente 21.3 (256/12) nascimentos em cada signo. De que modo é que
os valores observados se “ajustam” a hipotese (nula) de que os nascimentos se distribuem
uniformemente ao longo do ano? Neste caso ja nao temos, como no capitulo anterior, um teste
sobre uma propor¢céo, mas sim sobre 12 proporgdes, uma para cada signo, pelo que precisamos
de arranjar um teste que nos dé uma ideia global sobre se as propor¢cfes observadas diferem

muito das conjecturadas (consideradas na hipotese nula).

12.2 — Generalizagao do modelo Binomial: o modelo Multinomial

Vimos que no caso dos testes sobre a proporgao tinhamos como base o modelo Binomial, em que
o parametro p, era a probabilidade sobre a qual se pretendia fazer inferéncia estatistica. Neste
momento j& ndo temos em estudo uma caracteristica da populagdo com probabilidade p, mas
admitimos que a populagao pode ser dividida em k=2 categorias disjuntas A4, A, ..., A, sendo p;,
com i=1, ..., k, a proporgao de individuos pertencentes a classe A;, e p; + p> + ... + px =1. Fazer

inferéncia estatistica acerca desta populagao, resume-se a estudar os parametros p;.
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A generalizagcao do modelo Binomial € o chamado modelo Multinomial, que consiste no seguinte:

Consideram-se n provas idénticas:
¢ O resultado de cada prova pode pertencer a uma de k classes possiveis A1, Ay, ..., Ag;
e A probabilidade de que o resultado pertenca a classe A; é p; e € sempre a mesma de

prova para prova;
e As provas sdo independentes;
e As variaveis de interesse sdo O4, O,, ..., Ok, em que O; € o numero de vezes que O

resultado pertence a classe A; e O4+0,+...+Oy=n.

Diz-se que a variavel aleatoria (O4, O, ..., Ox) € uma v.a. Multinomial de parametros n e pi,

i=1,...,n, e tem-se
nl

P(01=04, 0,0y, ..., Ox=0y) = i PPy ...ppt com 0i=0,1,..,ni=1,2, ..,k

Observacgao: Repare-se que se k=2, estamos no caso Binomial.

A seguinte propriedade da v.a. Multinomial, tem especial importancia para a obtengao de um teste,
para testar o ajustamento pretendido na secg¢ao anterior.

Propriedade — Se (O4, O,, ..., Ok) € uma v.a. Multinomial de parametros n e p;, i=1,...,n, entdo a

fungao distribuicdo da v.a.

aproxima-se da funcao distribuicdo dum 32 com (k-1) graus de liberdade, quando n — «.

Observagdo — O modelo do y® tem uma fungdo densidade com suporte positivo e tem
enviesamento para a direita, dependendo a sua forma do numero de graus de liberdade.

Apresenta-se a seguir a fungédo densidade do Qui-quadrado para varios graus de liberdade:

0,2 4
A
!
1
0,15 4 . :
. " e {1 grans de liberdade
b b — - — Sgraus deliberdade
: 1'. = = = =2grays deliberdade
ol '\
W Ly .
1] 'Iru '\.
1 .
0,05 4 ‘ o
f .
v o
£ R o
Ju] = T r — -
u} 5 10 15 20 25 30 35 40 45

A distribuicdo aproximada para U, pode ser obtida de forma intuitiva, do seguinte modo:

Numa experiéncia multinomial, em que cada resultado pode ser um de k possiveis, 0 numero
médio de resultados, em n, que pertencem a classe A;, € np,. Entdo, O; tem uma distribuigéo

Binomial(n, p;), pelo que se n for suficientemente grande e p; pequeno, a distribuicdo de O; pode
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O;—np;
np;

ser aproximada por uma Poisson de valor médio np;, e a distribuicdo de pode ser

2
O.—np.
aproximada por uma N(0,1). Finalmente [,_np,] tem uma distribuico dum % com 1 grau de
np;

k )2
liberdade e Z(O'n+') tem uma distribuicdo dum y*com (k-1) graus de liberdade.
i=1 i

12.3 — Teste de ajustamento do Qui-quadrado para variaveis qualitativas

A propriedade anterior vai-nos servir para testar a hipétese de que (O4, O,, ..., Ok) € uma v. a.
Multinomial com parametros n, p;, i=1,...,k. Basta para isso calcular, para um conjunto de valores

observados (04, 0y, ..., 0k), 0 valor de

e rejeitar a hipétese se o valor de u for muito grande — situagdo em que os valores observados o;
se afastam muito dos esperados np;, nomeadamente ux Xf_a (k-1), onde Xlz_a (k-1) € o quantil de

probabilidade (1-.) de um %% com (k-1) graus de liberdade.
Teste de ajustamento do Qui-quadrado
Considerando entdo a populagdo em estudo, pretendemos realizar testes de hipoteses sobre os
parametros p;, i=1, ..., k, sendo as hipoteses a testar:
Ho: p1=pY, p2=p3..... pk=pp contra Hq: p=p?, para algum 1=1, ..., k.
Estatistica de teste: X° = zk:(oi;—_ei)z
i=1 i

onde O; é a v.a. que representa o numero de individuos observados da amostra, de dimenséo n,
que pertencem a classe A, e e=n pio, i=1, ..., k, sdo os valores esperados, isto é, os valores que

esperamos obter, no caso de H, ser verdadeira. Esta estatistica, sob a hipétese de Hy ser
verdadeira, tem uma distribuicdo de amostragem aproximada a um xz com (k-1) graus de
liberdade.

Regra de decisdo: Para o nivel de significAncia o, rejeita-se a hipotese nula Hy, quando
X% xf_a (k-1), ou seja, a regiao de rejeicao é constituida pelo intervalo [)(12_0l (k-1), +[, como se

pode ver pela figura seguinte

a1

0,05
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De forma alternativa, face ao valor observado da estatistica de teste, xg, calcula-se o P-value

P=P(X*2 xﬁ ) e rejeita-se Hy, quando P<a.

Observagao — Para se utilizar este teste deve-se ter em consideragdo que os valores esperados e;
ndo devem ser muito pequenos. Normalmente exige-se que sejam =5. Quando isso ndo acontece,

procede-se ao agrupamento de classes.

Exemplo 1 — Utilize os dados apresentados no inicio deste capitulo, para verificar se existe
evidéncia de que existam alguns signos mais propicios a que os seus nativos sejam homens de
sucesso.

Ho: P(Carneiro) = P(Touro) = P(Gémeos) = ... = P(Peixes) = 1/12

contra

Hq: Alguma das probabilidades anteriores €é diferente de 1/12

Sabemos que, sob Hy, a estatistica de teste tem uma distribuicdo aproximada dum y° com 11

graus de liberdade, uma vez que k=12, isto €, temos 12 classes.

Para calcular o valor observado da estatistica de teste, vamos considerar a seguinte tabela:

_ipix)

A B ¢ | 0o | E T

1 Classe o B=25EA M2 (o—e)® | (o—e)¥e ||
2 | Carneirg 23 21,3333 27778 0,1302
3 Taouro 20 21,3333 17778 0,0833
4 | Gemeos 13 21,3333 11,111 0,5208
§ | Caranguejo 23 21,3333 27778 0,1302
] Ledo 20 21,3333 17778 0,0833
7 | irgem 19 21,3333 5 4444 0,2552
g | Balanga 13 21,3333 11111 0,5208
§ | Escorpiso 21 21,3333 01111 0,0052

10| Sagitério 19 21,3333 5 4444 02552 | |
11 | Capricdrnio 22 21,3333 0,444 0,0208
12 | Aouério 24 21,3333 71111 0,3333
13| Peixes 29 3333 | 587778 27552

14 x2= 5,003 |~

4 4 » w]\Sheetl / sheetz f sheet3 | 4| | .

Obtivémos o valor de 5.0938 para a estatistica de teste. Sera que é um valor grande? Sera que é
um valor na cauda direita da fungdo densidade? Sera que P(X225.O938) € um valor pequeno,
quando a distribuicido de X? & um x? com 11 graus de liberdade? Estas trés questdes, sdo outras
tantas formas de fazer a mesma pergunta, que é: Ha evidéncia para rejeitar a hipotese nula Hy?

Repare-se que neste caso, ndo temos dificuldade em dizer que ndo ha evidéncia para rejeitar Ho,
pois basta ver na figura da fungédo densidade do XZ com 11 graus de liberdade, que o valor 5.0938
€ relativamente pequeno. De qualquer modo calculdmos o P-value associado a este teste,

utilizando a fungéo CHIDIST(x;deg_freedom) do Excel, que devolve o valor de P(X>x), onde X é
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uma variavel aleatéria com uma distribuicdo do Qui-quadrado com deg_freedom graus de

liberdade. O valor obtido é 0.9265, que se apresenta na figura seguinte:

30 35

050935

Decisdo: Ndo ha evidéncia para rejeitar a hipésese de que os nascimentos se distribuem

uniformemente pelos signos.

Nao rejeitar a hipotese nula significa que o modelo proposto é o correcto?

Nao! Na verdade o facto de os dados ndo nos levarem a rejeitar o modelo proposto na hipotese
nula, ndo significa que ele seja verdadeiro. O teste serviu unicamente para mostrar que os dados

sao consistentes com a teoria (0 modelo proposto), mas nao para provar que ela € verdadeira.

Porque é que nao podemos provar a hipétese nula? (De Veaux and al, 2004) — Um biologista
pretende mostrar que a sua teoria, sobre a mosca da fruta, é valida. Segundo ele, 10% das
moscas sao de tipo 1, 70% de tipo 2 e 20% de tipo 3. Fez um teste de ajustamento a partir dos
dados que os seus alunos recolheram, sobre 100 moscas, tendo obtido um P-value de 7%.
Celebrou este facto, pois sustentava a sua hipotese, até que os seus alunos recolheram
informacao sobre mais 100 moscas. Com 200 moscas o P-value desceu para 2%. Apesar de ja
estar a adivinhar que a resposta seria ndo, ainda perguntou ao estatistico, na esperanga de poder
deitar fora metade dos dados e ficar com os 100 primeiros! Ora bem, se isto fosse possivel,
conseguiriamos sempre “provar a hipotese nula” ndo recolhendo muitos dados. Efectivamente,
quanto menos informacgao tivermos, mais os nossos dados serao consistentes com o que quer que
seja, e também nunca rejeitaremos o que quer que seja! Entdo um teste assim nao serve para
nada. Como ja vimos na secgao 11.5, diz-se que um teste destes tem pouca poténcia, medindo-se
a poténcia de um teste como a probabilidade de rejeitar Hy, quando H, é falsa. Assim, quantos

mais dados, melhor, ja que nunca poderemos “provar” a hipétese nula.

Exemplo 2 — Suponha que uma marca conhecida de carros pretende averiguar se existe
evidéncia para afirmar que os compradores mudaram, nos ultimos tempos, as suas preferéncias
pelas 4 cores mais vendidas, nomeadamente o cinza prateado, o preto, o branco e o vermelho, em
que estas cores eram preferidas por, respectivamente 56.25%, 18.75%, 18.75% e 6.25% dos
compradores, segundo informagao de alguns anos atras. Assim, recolheu informacédo sobre 100

clientes, tendo obtido os seguintes resultados:

Preto Cinza prateado Vermelho Branco
59 20 11 10
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Retire conclusbes, para o nivel de significancia de 5%.
Hipodteses:
Ho: P(Cinza prateado) = 0.5625; P(Preto) = 0.1875; P(Branco) = 0.1875; P(Vermelho) = 0.0625

contra
Hq: P(Cinza prateado)=0.5625 ou P(Preto)=0.1875 ou P(Branco)=0.1875 ou P(Vermelho)=0.0625
4 2
O;—-¢;
Estatistica de teste: X* = zu , que sob Ho, tem distribuigao aproximada dum ¥2(3).
. e;
i=1 [
JRI=TES
A B C D | E g
16 | Classe o e=100xp | (oy—e® | [oj—e0e
17 | Cinza prat 59 56,25 75625 | 01344444 —
18|  Preto 20 18,75 15625 | 00833333
19| Branco 11 18,75 B00G25 | 32033333
20| wermelho 10 625 14,0625 225
21 56711111 =
4 4 + M]\Sheetl f Sheetz [ Sheetd |4 | | iy

Valor observado da estatistica de teste: x° = 5.671

P-value: P(X*25.671) = 1-P(X?<5.671)

Para calcular a probabilidade anterior, utilizando o Excel, utiliza-se o facto do xz, com k graus de
liberdade, ser uma Gamma de parametros k/2 e 2, segundo a notagdo do Excel. Assim,
P(X°<5.671) = GAMADIST(5.671; 1.5; 2; TRUE), que devolve o valor 0.871245. Finalmente temos
que P-value = 0.12855

Decisao: Nao rejeitar HO, para os niveis usuais de significancia, nomeadamente para o nivel de
significancia de 5%. Sé rejeitariamos Hy, para 0=12.855%.

Suponhamos, agora, que tinha sido recolhido uma amostra de dimensao 200, tendo obtido o
dobro dos valores observados, em cada uma das categorias. Qual a conclusdo que se tiraria?

Refazendo os calculos anteriores, temos:

5} guiquadrado -0l x|

A B C D | E |§
16 | Classe o e=200x=pi | (oy—e)® | (o, —e0e
17 | Cinza prat 118 1125 3025 | 02633339 —
18|  FPreto 40 75 625 01666667
19 | Branco 22 75 24025 64066667
20| vermelho 20 125 5525 45
21 11,342222
M4 4 + M| Sheetl / Sheetz § Sheetd | 4| | Iy

Valor observado da estatistica de teste: x* = 11.342
P-value: P(X?211.342) = 1-P(X’<11.342)
=1- GAMADIST(11.342; 1.5; 2; TRUE)=1-0.989988=0.0100
Decisao: Para o nivel de significancia de 5%, rejeitar Ho, isto &, existe evidéncia de que os

compradores mudaram de atitude, quanto ao gosto das cores.
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Esta conclusdo ndo é de estranhar, embora seja diferente da retirada anteriormente, pois agora
temos mais dados, isto €, mais informacgao, e podemos dizer que as discrepancias existentes entre

os valores observados e os valores esperados, mostram “maior evidéncia” contra a hipétese nula.

12.4 — Teste de ajustamento do Qui-quadrado para variaveis quantitativas
discretas

Suponhamos que pretendemos inferir algo sobre uma caracteristica populacional X, quantitativa
discreta e vamos comegar por admitir que na hipdtese nula especificamos completamente o
modelo. Ja que o modelo é discreto, esta especificagdo pode ser feita através da fungdo massa de

probabilidade ou da fungao distribuicao:

Ho: P(X=a;) = p;, onde a;eD, dominio de variagdo da v.a. X, ou XNF
contra

H1: X ndo tem a distribuicdo admitida na hipétese nula.

Considera-se entdo uma particdo de D, eventualmente constituida pelos pontos a;, alguns dos
quais podem ser agrupados. Representando por A4, A,, ..., A essa particdo, consideram-se as
frequéncias observadas O, i=1,...,k, do niumero de elementos de uma amostra aleatéria que
pertencem as classes A, i=1,...,k, e estamos num caso idéntico ao considerado anteriormente, de

analise de observagdes qualitativas, pertencentes a uma de k categorias.

Se o modelo nao estiver completamente especificado, terdo de se estimar alguns parametros,
através de estimativas (da maxima verosimilhanga) e estamos também na situagdo descrita
anteriormente, da analise de observagdes pertencentes a uma de k categorias, mas em que a
distribuicdo da estatistica de teste ndo sera a mesma, pois agora o numero de graus de liberdade
do xz, diminui de tantas unidades, quantos os pardmetros que tiverem de ser estimados a partir

dos dados. Resumindo, temos:

Hipoteses: Ho: XNF  contra Hi: X ndo tem a distribuicdo F
K 2

Estatistica de teste: X* = Z ©i-e)”
é e.
i=1 1

Distribuicao da estatistica de teste, sob a validade de Ho:

a) Se o modelo esta completamente especificado, X* tem uma distribuicdo assintética dum
2
v (k-1).

b) Se o modelo esta especificado a menos de m parametros desconhecidos, que teréo de

ser estimados a partir dos dados, X* tem uma distribuicdo assintética dum y*(k-m-1).

Decisao: Fixando o nivel de significancia o
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a) Rejeita-se Hy se X% Xf—a (k-1) ou alternativamente, face ao valor observado x*da

estatistica de teste X?, calcula-se P = P(X*2 x%) e se P<a, rejeita-se Hy.

b) Analogo a alinea a), mas com a distribuicdo do Qui-quadrado com (k-m-1) graus de
liberdade.

Observacao — Convém que o numero esperado de elementos em cada classe seja =5.

Exemplo 3 — A procura diaria de um determinado produto, foi, em 60 dias escolhidos ao acaso, a

seguinte:

N° unidades procuradas 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ne° dias 2 4 9 11 14 |10 | 5 3 1 1

Havera evidéncia para duvidar que tal procura se faga segundo um modelo de Poisson?
Resolugdo: Seja X a v.a. que representa o n° de unidades procuradas, por dia. Ent&o:

Ho: XNP()) contra Hs: X ndo tem uma distribuicdo P(})
Representando o estimador de A por A, temos que =X (ndo esquecer que no modelo de
Poisson, o pardmetro é o valor médio da variavel aleatéria), pelo que uma estimativa para A, é a

meédia dos dados X=3.8, e as estimativas para as probabilidades p;, obter-se-do a partir da

k
expressao P(X=k) = e'“%. Estas probabilidades foram obtidas no Excel através da funcao

Poisson(x; mean; cumulative), em que x € o valor que a v.a. X assume, mean € o valor médio e
cumulative € um valor logico: para a fungéo distribuicdo, usar TRUE; para a fungdo massa de
probabilidade usar FALSE. Por exemplo, para obter o valor 0.085009, colocamos o cursor na
célula C3 e inserimos a fungdo =POISSON(B3;3,8;FALSE).

_ioix
A B C D | E =
1 |n® unidades o ﬁi g=B0=f; I:Di—Ei:IE.-"Ei —
2 0 20022371 13422463
3 1 4 0055003 5100536 0,0304304
4 2 9 011517 959101584 0049273
5 5 11 | 0204588 1227529 01324909
= 4 14 0194359 11 661525 04659321
7 5 10 | 0147713 88627593 01459271
8 g 7 0093551 55130809 03426896
g 7 1 00S07ES 30471011 11035465
10 g 10024123 1 447373
11 g 1 0MmMEs 01113
12 | 10cumais 0 | 0,005799 03479566
13 ¥o= 2,2735899
4 4 b d[Sheetl  Sheetz f 2|4 | Dy

Chamamos a atengao para o facto de as classes A; deverem constituir uma particido do dominio da
v.a. X. Assim, como o dominio da Poisson € constituido pelos valores inteiros positivos (incluindo o

0) introduzimos a classe 10 ou mais, cuja probabilidade foi calculada fazendo (1-P(X<9)) (n&do
esquecer que ZP(Ai) =1). Por outro lado, tendo em conta a observacao feita sobre o valor dos
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e, que nao devem ser inferiores a 5, agrupamos as classes 0 e 1, numa classe, e as classes 7, 8,

9 e 10 ou mais, noutra classe, tendo ficado assim 7 classes.

2. ~o (0i-¢))’
Se H, for verdadeiro, a estatistica de teste X“= Z;

i=1 €

tem uma distribuicdo assintética dum

12(7-1-1), ou seja dum Qui-quadrado com 5 graus de liberdade. Segundo a tabela anterior,
obtivémos, para a estatistica de teste, o valor observado de 2.2736. Para tomar uma deciséo,
vamos calcular o P-value:P(X°22.2736) = 0.81. Este valor foi obtido, inserindo na célula F13, a
fungdo = CHIDIST(E13;5):
JRI=IE
] E F o
13 W= 2,2735890] 0=101379l + |

4 4 » M[ysheet: Sst|4] | ]

Decisdo: Nao ha evidéncia para dizer que a distribuicdo do niumero de unidades procuradas por

dia, ndo segue uma distribuicdo de Poisson.

12.5 — Teste de ajustamento do Qui-quadrado para variaveis quantitativas
continuas

Este teste para observagdes continuas é analogo ao realizado para observagdes discretas.

Observagdo: Convém referir, no entanto, o seguinte: agora a escolha das classes A, que
constituem uma particdo do dominio da variavel aleatéria X, ja néo é feita de uma forma tao obvia,
como no caso dos dados discretos. Assim, de forma a reduzir a arbitrariedade na escolha da

particao A;, 1<i<k, & usual escolher os A, tais que
P(XeAilHp) = 1/k ou seja p; = 1/k, 1<i<k.
Como escolher o k?

A escolha de k ¢ feita de modo a garantir que o niumero esperado e=np;, de elementos em cada
classe seja =5. Assim, deve ter-se n/k=5, o que implica que k<n/5. Considera-se geralmente para k
o maior inteiro contido em n/5 (a ndo ser que este valor seja demasiado grande, como veremos no

exemplo a seguir, em que se escolhe um valor inferior), e as classes A;, sdo assim construidas:
A= (-»,ai[, PXeAqHy))=1k — P(X<a;)=F(a;)=1k — a1=F'1(1/k)

As=[ar af, PXeAsHo) = 1/k — P(a;<X< a,) = F(an)- F(ai)= 1/k — a,=F"(2/k)

Ac=[aer, <[, PXeAdHo) =1k — P(X>aw)=1-F(@u)= 1k — au=F"((k-1)/k)

A estatistica de teste obtém-se da mesma maneira, assim como a distribuicdo de amostragem.
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Exemplo 4 — O Sr. Silva, industrial téxtil, decidiu comegar a fabricar camisas de homem,
destinadas a serem vendidas em Portugal. Para ter alguma informagéo sobre os moldes que deve
considerar, nomeadamente no que diz respeito ao comprimento das mangas, resolveu pedir a
uma empresa de Consultoria de Estatistica que o ajudasse, dando-lhe algumas indicagbes sobre a

populagdo a que se destinam as camisas.
Vamos delinear o processo utilizado pela tal empresa, para ajudar o Sr. Silva.

1° passo — Recolha de uma amostra
A empresa de Consultoria encarregou o Departamento de Sondagens de recolher uma amostra de
dimensao 250, tendo esta fornecido os seguintes dados, relativos ao comprimento do brago direito

de 250 homens:
515 560 550 583 584 553 563 522 552 573
554 529 540 597 554 530 526 555 531 524
579 577 553 535 558 579 547 557 540 521
576 529 542 529 562 549 582 532 541 531
539 549 567 521 577 554 549 549 555  56.6
566 547 556 532 547 530 575 556 569 574
499 547 538 584 557 554 543 491 567 554
530 553 557 521 510 531 553 521 543 549
553 567 571 544 537 589 538 548 557 554
566 568 534 534 560 565 567 540 516 52.6
564 56.8 574 547 555 532 547 547 584 56.3
581 534 567 581 549 542 565 532 513 56.6
566 588 57.7 525 562 544 568 518 539 584
587 552 530 580 586 523 592 565 571 542
553 555 561 521 539 532 529 588 550 542
548 534 568 519 550 516 582 555 562  53.7
546 517 555 528 544 557 540 568 533 56.8
542 505 543 546 532 522 552 554 558 556
602 570 546 550 566 551 580 573 560 517
551 545 538 551 557 571 532 524 555 572
561 551 552 563 571 555 532 548 556 56.0
607 583 594 528 558 568 563 557 530 53.0
519 557 534 538 521 575 598 553 550 55.0
542 576 551 565 583 531 552 537 484 547
550 565 569 570 582 567 544 502 544 565

2° passo — Estudo descritivo
Procedeu-se ao estudo descritivo dos dados anteriores, calculando algumas caracteristicas
amostrais e procedendo a redugdo dos dados através de uma tabela de frequéncias e a

construgéo do histograma correspondente. Apresentam-se a seguir os resultados obtidos:
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Dhevemplos.1z N u[ P
A B [ € I3

215 Coalumpl

254

57 A Mean 251376
Median 552

234 tdade 247

66 Standard Devistion  2,05874136
4349 Sample Variance 4 3572854

fn s By g (N
n
-
m

230 Range 123
10 553 rinimLm 43 4
11 56 5 PzciimLim E0,7
T2 56,4 Court 250
1= £ i
4 4 ¢ M[\Sheetl / Sheet| 4| | [

Decidimos construir uma tabela de frequéncias com 8 classes, valor sugerido pela regra empirica
enunciada quando da constru¢do do histograma, e considerar como amplitude de classe o valor
1.54 (valor aproximado, por excesso, de (max-min)/8).Construimos uma tabela de frequéncias e o

histograma associado, utilizando a metodologia das PivotTables.:

1ol x]
Dl E F1 G H 1 0 [ K |3
] Count of = " -
1'-1 b ~ | Total n

5 | [484-4934 3w

B | [4994-51 45 4 Ll

7 | |51,48-53,02 4]

a 53,02-54 56 49

5| |s54,56-56,1 Fi1

10| |56,1-57 64 s21 ™

11| |57 g4-5918 24|

12| |s918-8072 5| = - = = - = .
T3 | [Grand Total 750 : z N 2 # & g =

14 - S S - - - S

e = 3 S e " " & .
4 4 » M Chartl £ Chartz £ Sheetd £ Chart3 % Shes | € | T B

O histograma sugere-nos um modelo Normal, pelo que, o passo seguinte sera testar se
efectivamente tem sentido ajustar um modelo Normal aos dados. Uma questdo que se levanta
neste momento é a seguinte: tera sentido estar a ajustar aos nossos dados um modelo com
suporte R, isto &, que pode assumir qualquer valor real, quando nés sabemos que isso ndo se
passa com o comprimento do brago? Mas se estamos renitentes em ajustar um modelo com
suporte em R, talvez pensassemos que seria mais razoavel um cujo suporte fosse R’, pois se
temos a garantia que o comprimento ndo pode ser negativo, ndo sabemos qual o valor maximo
que devemos escolher. Ou poderiamos inventar um valor ao acaso como limite superior, por
exemplo 150 cm, mas com que legitimidade é que escolhemos este e n&do outro valor? Também
ndo devemos considerar o valor 60.7 como valor maximo, embora tenha sido o maior valor da

amostra que se recolheu. Ninguém nos garante que na populagdo ndo haja homens com o
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comprimento do brago superior a 60.7! Nesta altura, de reflexdo sobre qual o modelo a adoptar,
recordemos o que se disse sobre a escolha de um modelo para traduzir um fenémeno aleatério —
todos os modelos sdo maus, alguns sdo Uteis. No entanto, além do histograma nos sugerir o
modelo Normal, devido a semelhanga com a fungédo densidade da Normal, também dispomos de
alguma informagéo cientifica sobre este modelo; e s&o esses estudos que nos dizem que ele se
aplica em situagbes de fendmenos que possam ser considerados provenientes de uma
contribuicdo aditiva de varias variaveis, como €&, por exemplo, o caso da variavel em estudo.
Entdo, em posse da informagédo sobre a proveniéncia dos dados e dos resultados do estudo

descritivo dos mesmos, estamos em condi¢des de propor o modelo Normal.

3° passo — Teste de ajustamento do modelo sugerido no passo anterior
Representando por X, a v.a. que representa o comprimento do braco, consideremos as seguintes
hipoteses:

Ho: XNAN(,0)  contra  Hq: X £ N(p,0)

Para utilizarmos o teste de ajustamento do Qui-qudrado, as classes A; tém que constituir uma
particdo do suporte da v.a. X. Neste momento podemos seguir dois processos, nomeadamente:
utilizar a tabela de frequéncia anterior, procedendo as modificagdes adequadas nas classes, de
forma a termos uma particdo, ou utilizar o processo enunciado anteriormente, para a formagéao das

classes. Vamos exemplificar os dois processos:

Processo 1 — Modificagao da tabela de frequéncias, de forma a termos uma particdo de R
Para obter uma particdo, basta proceder a uma alteragdo conveniente na primeira e na ultima

classe, como se apresenta a seguir:

=
D E F G | H | E
17 | |Classes 0 | B lem20xp; | (oree
18 | |f-=, 49.94)] 3 0,006358 | 15835485 12515336
18| 14994, 51438 4 0,033382 | £,3454037 2 2626267
20| |151.48,5302] 34 011512 28779903 0946521
21| |15302,5456) 49 | 0235631 58920242 1 5702443
22| \|5456,8610] 78 | 0286635 71 EV4516| 05582423
23| |1s610,5764] 52 | 0207252 5182049 00006213
24| |15764,5918]| 24 | 0,089033| 22256265 01352928
25| | 15948, +=) 6 0,026447 | 65116323 00565812

26 ¥'= F3820638 v
M4 4 v W[y Chartl f cChartz [ Sheetd [4] | Ry

Para calcular estimativas das probabiliaddes p;, utilizamos o modelo Normal(55.14, 2.087), no
Excel. Por exemplo, para calcular a probabilidade do intervalo ]49.94, 51.48], colocamos o cursor na

célula G19 e escrevemos =NORMDIST(51,48;55,14;2,087; TRUE)-NORMDIST (49,94;55, 14;2,087;TRUE).
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Como estimamos dois parametros a partir dos dados, a estatistica de teste X?, tem uma
distribuigao assintética dum x*(8-2-1), ou seja dum Qui-quadrado com 5 graus de liberdade.

Para tomar uma decisdo calculamos o P-value, bastando colocar o cursor na célula J26 e escrever

=CHIDIST(I26;5):
i x)
H I J 3'
26 x*= 6,8620638] 02204910
©

M o4 v M Chartl Fchl«e] | ]

Decisao: Nao existe evidéncia para rejeitar a hipétese do modelo Normal.

Processo 2 — Admitindo que nao tinha havido uma fase anterior, em que tinha sido necessario
proceder a um agrupamento dos dados, como no caso do exemplo que estamos a tratar, vamos
exemplificar o processo sugerido na secgao anterior.

Temos n=250, donde k<250/5. Vamos considerar k=10, isto é, 10 classes. Entdo os limites de
classe ay, ay, ..., ag, com a notagdo introduzida na seccgao referida, podem ser obtidos no Excel, da

seguinte forma:

i1 R

H | J K g Hil | J] K j

3 | ifa a = 3 | [0 ai =
A (1 |=H4M0 | a1 =MORMIRY(4;55 14;2 0587) 4 |1 ]01 &l 5247
5 (2 [=H3MO | a2 =MORMINY(IS55,14;2 057) 9 |2/02 a? 5336
B [3 |=HGMO | a3 =MORMINY(GS5S,14;2 087 B |3/03 a3 5405
7 (4 |=HTMO | a4 =MORMIMYIT;55,14;2 087) ¥ l4/04 a4 5451
B (5 |[=HEMO | &S =MORMIMY(IS;55,14;2,087) B 5|05 a5 5514
9 |6 =HIMO | &b =MORMINY(9:5514;2 0871 9 |6 0OF af 5567
10 |7 |=H10M0 | a7 =MORMIRWEH0ES,14;2 057) 10| 7 07 a7 =623
11 (& |=H11M0 | a8 =MORMIRWEH;55,14;2 057) 11|85 08 &8 =640

1219 |=H12M0 | a9 =MORMINWEH 2,55 14,2 0877 * 12|89 08| a3 5781 -

H 4 F M D\ShEEtl 4 Sheet I 4 I J LI A M oAk M EhJiIJ LI v

Uma vez as classes construidas, teremos de contar quais os valores observados. Utilizamos a
seguinte tabela feita no Excel, para determinar esses valores, assim como o valor observado da

estatistica de teste:

_ioix]

K L Mo N | 0 |§
17 o gy =250 M0 (o) - 817,
18 |52 47 -COUNTIF[$As2EAL251 52 4T") 25 [L1E-M1E] 2N -
19 |53 38 | -COUNTIF[$as2:5 882507455, 35" -COUNTIF(E 452542517 52,47 | 25 =[L13-M1E) 23
20 |54 05 | =COUNTIF[$a32:545251" <54, 06" - COUNTIF[§ A32:5 442517455, 55") | 25 =[L20-RA20] 220
21 |54 B1 | sCOUNTIF[$a32:5a4250" <54 617)-COUNTIF [$A52:5 452517 <54,057) | 25 =[L21-RA21) 2021
22 |55 14 | sCOUNTIF[$a32:544250" 55 14)- COUNTIF(§ 4525 AL 251, <54 617 | 25 =[L22-M22] 222
23 |55 57 | sCOUNTIF[$a32:444250" 55 67" -COUNTIF (4525 52517 <55,14™) | 25 =[L23-M23] 223
24 |56 23 | sCOUNTIF[EAs2:5AL251 456, 23" -COUNTIF[$ A2 42517455 67" | 25 =[L24-M24] 224
25 |569 | =COUNTIF[$A32:4A5250 456, 3" - COUNTIF[$A32: 404251 56,25") | 25 =[L25-M25)"2/M25
26 |57 51 | sCOUNTIF[$As2:3A5254 457,51 - COUNTIF[fAS2 14525 256,87 |25 =[L26-P2E] " 2IM2E
27 =250-COUNTIF[$A32:3A3251"457,51"] 25 =[L2T-M2T)"2IM2T
28 =SLML18L27) ®'= | =SUM{H18:H2T] =CHIDIST(M2E, 7 -
M 4 » v[}Sheetl / sheetz § sheets / 14l le
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A estatistica de teste € a mesma, mas agora tem uma distribuicdo de amostragem dum Qui-
quadrado com 7=(10-2-1) graus de liberdade, uma vez que consideramos 10 classes e estimamos

2 parametros:

1o
K L M| N 0 T

17 0 g =250 M0 (o - e)e

18| 5247 26 25 0,04 -

19| 5338 28 25 0,36

20| 5405 20 25 1,00

21| 5481 18 25 144

22| 5514 28 25 0,64

23| =567 3 25 1,44

24| =623 20 25 1,00

25| ssa0 30 25 1,00

26| 575 20 25 1,00

27 27 25 0,16

e

Decisao: Uma vez que o P-value é igual a 32.56%, nao existe evidéncia para rejeitar a hipétese de

que os dados sejam provenientes de um modelo Normal.

4° passo — Transmissao dos resultados ao industrial téxtil
Agora, nesta fase, justificava-se uma conversa com o Sr. Silva, para a apresentagdo dos
resultados. Pode-se, no entanto, ir adiantando alguma informagao, em termos de percentagens

dos futuros compradores das camisas. Assim, temos os seguintes numeros:
® Aproximadamente 68% dos homens tém o comprimento dos bragos no intervalo [53, 57]
P(55.14-2.087<X<55.14+2.087)=¢(1)-4(-1)= 2¢(1)-1~0.68

® Aproximadamente 95% dos homens tém o comprimento dos bragos no intervalo [51, 59]
P(55.14-2x2.087<X<55.14+2x2.087)=¢(2)-0(-2)= 2¢(2)-1=0.95

® Aproximadamente 100% dos homens tém o comprimento dos bragos no intervalo [49, 61]
P(55.14-3x2.087<Xs55.14+3x2.087)=0(2)-¢(-2)= 2¢(3)-1=0.997

Utilizando ainda o modelo Normal(55.14, 2.087), podemos ser um pouco mais precisos,
informando o Sr. Silva sobre os valores do 1° e 3° quartis, que sao respectivamente 53.7 cm e
56.5 cm:
-0 10/
— —
] R = ] R =
18 (0,25 |=MORMINYIES5514,2 0671 18 | 0,25 5373233989 —
19 0,75 |=MORMINYICI 955142 0571 - 19 | 0,75 5654766011

4 4 » wiSheets 2|4] | | W 4 » sk« [ -

Assim, o industrial sabe que, por exemplo, s6 25% dos homens é que tém o comprimento dos

bracos inferior a 53.7 cm e que 50% dos homens tém o comprimento dos bragos no intervalo
[63.7, 56.5]. Esta informagdo € importante, pois permite fazer uma programacéo adequada da

percentagem de camisas que devem ser fabricadas, para cada tamanho.
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Exercicios

1. E convicgdo popular que os nascimentos ocorrem “depois da 92 lua”. Seguidamente apresenta-
se uma tabela onde se regista o numero de nascimentos nos 7 dias seguintes a cada fase da lua,
de criangas seleccionadas ao acaso entre as nascidas numa determinada maternidade, em 1995:

Lua nova Crescente Lua cheia minguante
72 61 68 61

Com base naqueles dados, teste ao nivel de significAncia de 5%, se a convicgdo popular tem
algum fundamento, ndo sendo os nascimentos distribuidos, de forma regular, ao longo das
diversas fases da lua.

2. Numa amostra aleatéria de 200 familias, cada uma com 4 filhos, registou-se o numero de
raparigas em cada familia, tendo-se obtido os seguintes resultados:

N° de filhas 0 1 2 3 4
N° de familias 5 32 65 75 23

Teste o ajustamento de uma distribuicdo Binomial a estes dados.

3. Com o objectivo de testar a hipétese de que uma moeda € equilibrada, essa moeda ¢ langada
até se obter cara pela 12 vez. Repetiu-se a experiéncia 150 vezes, tendo-se obtido os seguintes
resultados:

N° langamentos necessarios até obter cara pela 12 vez (inclusivé) 1 2 3 4 5 ou mais

Frequéncia 60 48 22 11 9

Que pode concluir?

4. O médico responsavel pelo gabinete médico de uma fabrica registou o n° de acidentes, por més,
verificados nessa fabrica, durante os ultimos 10 anos:
n° acidentes/més n° meses
0 2
10
15
30
28
15
10
6
>8 4
Relativamente aos dados anteriores:
a) Determine valores aproximados para a média e para a variancia amostral.
b) Faga o resumo de 5 numeros e investigue a existéncia de possiveis outliers.
c) Faga uma representacéo grafica conveniente.
d) Pensa-se que o n° de acidentes por més nessa fabrica, € uma v.a. com distribuicdo de Poisson
de valor médio 4. Verifique se existem razées que nos levem a duvidar desta suposigao.
e) Encontre um intervalo de 95% de confianga para o n°® médio de acidentes por més.
f) Verifique se existem razdes para afirmar que em mais de 15% dos meses, se verificam 6 ou
mais acidentes.

V NO OB WN =

5. O sr. Nobre dedica-se a criagdo de leitdes, que vende quando atingem os dois meses de idade
e pesam mais de 9kg. Pretendendo fazer um estudo sobre o crescimento dos leitdes, resolveu
pesar 64 leitdes com dois meses de idade, tendo obtido os seguintes valores:

41 538 5.8 6.1 6.7 7.0 7.5 7.5 7.5 7.5 7.7
8.3 85 8.7 8.8 9.0 9.0 9.1 9.1 9.1 9.2 9.2
9.2 94 9.4 9.4 9.5 9.5 9.7 98 10.0 10.0 10.0
10.210.2 103 106 106 108 109 109 11.0 111 11.1
11.7118 118 118 120 122 122 123 125 126 12.7

141142 150 16.0

8.2
9.2
10.2
11.6
14.0
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a) Represente graficamente os dados e calcule a média, a mediana, a variéncia e o quantil 2/3.
Sugira uma distribuicdo para a populagdo da qual a amostra foi recolhida e averigle se a sua
suposicéo tem razado de ser.

b) O sr. Nobre afirma que pelo menos 40% dos leitdes que vende, tém peso superior a 11.8 kg.
Ultimamente os restaurantes que compram os leitdes ao sr. Nobre, tém-se queixado, afirmando
que os leitbes tém menos peso do que o estipulado pelo comerciante. Verifique se existe
evidéncia para afirmar que os donos dos restaurantes tém razéo.

¢) Encontre um intervalo de 99% de confianga para o peso médio dos leitdes vendidos pelo sr.
Nobre.

6. Considere os seguintes dados, que dizem respeito ao peso de 37 criangas de uma determinada
classe etaria:
182 174 176 167 171 201 179 168 196 184 17.7

193 204
184 186 178 169 206 198 187 175 178 183 18.9
196 196

206 187 183 188 196 186 199 207 196 189 208
a) Sugira uma distribuicao de probabilidade que lhe parega ajustar-se a populagdo subjacente aos
dados. Justifique a sua escolha.
b) Utilizando um teste de ajustamento adequado, teste a adaptabilidade do modelo sugerido em a).

7. Os dados da tabela seguinte, representam o comprimento, arredondado aos centimetros, de
uma amostra de pecgas de determinado tipo:

comprimento  [49-52[ [52-54[ [55-58[ [58-61[ [61-64[ [64-67[ [67-70[
frequéncia 2 10 48 64 56 16 4

a) Represente graficamente os dados e calcule a média, a mediana e a varidncia. Teste a hipotese
de que o comprimento das pecgas tem uma distribuicdo Normal com variancia 12.

b) Suponha que ja sabe que a distribuicdo é Normal. Justifique que (x-0.5; x+0.5) é um intervalo
de confianga para o comprimento médio das pegas. Determine o grau de confianga.

c) Verifique se existe evidéncia para afirmar que o comprimento médio das pegas € menor que 60
cm.
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Paginas na Internet

ALEA - http://www.alea.pt

Instituto Nacional de Estatistica - www.ine.pt

(Tem informagé&o sobre Portugal, ao nivel da freguesia)
Eurostat — europa.eu.int/comm/eurostat/

(Tem informacéo relativa aos diversos paises da Europa)

World Health Organization — http://www.who.int/research/en/

(Tem informacéo sobre temas ligados a saude, para todos os paises do mundo)
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