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Editorial

    
         … partilhemos informação…

O Boletim SPE Outono 2006, da Sociedade Portuguesa de Estatística, foi enviado para todos os sócios 
– honorários, ordinários e colectivos e também para diversas associações congéneres. Assim, a edição 
com 1000 exemplares foi amplamente divulgada. Os poucos exemplares que restam podem ainda ser 
remetidos para alguém ou alguma instituição que os nossos leitores considerem que deva ser eleita e para 
a qual confirmem que a nossa edição não foi enviada. Enviem as vossas sugestões.
Sobre aquele Boletim, a Opinião dos Leitores foi bastante favorável. É devido um agradecimento aos 
autores das diversas mensagens. Deseja-se uma participação ainda mais activa dos sócios, com “textos 
de opinião” para além das (sempre estimulantes!) palavras de congratulação. Como foi referido por al-
guns sócios, a chegada do Boletim foi também um alerta para encontrar a resposta à pergunta: Quantas 
quotas tenho em atraso? De facto, ao receber o Boletim de Outono anuncia-se que “o ano já lá vai” e a 
respectiva quota de sócio poderá ficar em dívida. Por sua vez o Boletim da Primavera desperta o “tempo 
do pagamento” com vista à participação a preço especial no Congresso anual que se avizinha e ainda, 
neste ano, com especial importância pela possível acumulação ISI 2007 com XV Congresso SPE. 

Mostrando o seu exemplar também cada sócio pode ajudar a trazer mais um sócio… e, se considerar 
necessário, pode solicitar que lhe seja enviado algum exemplar para oferta ( se o stock ainda permitir 
essa acção…). 
Assim, o Boletim alerta cada membro da SPE para o cumprimento dos seus deveres estatutários. Mas, 
também deve ser usado como seu instrumento para plenamente usufruir dos seus direitos… e uma das 
maneiras é partilhando ideias e opiniões além de toda a informação estatística fundamental. 

Enviem as vossas mensagens para o editor… Partilhemos toda a informação!

O tema central deste Boletim de Primavera é a Estatística de Extremos que, com verdadeira proprieda-
de deve intitular-se “Escola de Extremos” em Portugal. 
De facto, este Boletim narra os últimos 25 anos da estatística de extremos no nosso país.
De entre as diversas áreas desse importante tema, alguns dos principais investigadores apresentam-nos o 
estado da arte que, em Portugal, tem Ivette Gomes como a grande obreira do sucesso “extremista neste 
extremo da Europa”.

Nesta edição é iniciada uma nova secção. Intitulada Episódios na História da Estatística, deseja-se 
que seja simultaneamente testemunho e contributo para a construção de uma história da Estatística em 
Portugal. Nela podemos relatar breves contribuições que entendamos relevantes para esse objectivo. 
Como “primeiro episódio” vamos eleger o antecessor deste Boletim SPE – o Boletim Informativo de 
Estatística e Investigação Operacional. Esse facto, de algum modo, também relata um início, um ponto 
de partida de um projecto científico envolvendo a comunidade dos estatísticos portugueses que come-
çava a nascer. 
Recordamos pioneiros! 
Relevamos esse despertar de novos projectos científicos para Portugal! Há 28 anos.
É bem vinda toda a contribuição que os sócios desejem enviar para esta nova secção do Boletim.
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Mensagem do Presidente

O Relatório de Actividades de 2006, presente à Assembleia Geral, relata o que de mais importante se 

passou na SPE durante este primeiro ano de mandato da actual Direcção. Aqui, por limitações de espaço, 

venho dar-vos conta telegraficamente dos acontecimentos de maior relevo.

Foram constituídas as Comissões Especializadas de Educação e de Nomenclatura Estatística. A primeira 

supervisionou já a revisão científica de alguns manuais escolares dos ensinos básico e secundário, ser-

viço que a SPE pôs à disposição das editoras interessadas. A segunda está em fase avançada de elabora-

ção de um glossário estatístico em língua portuguesa, para o que se conta também com a colaboração da 

Associação Brasileira de Estatística.

Realizou-se na Covilhã, com grande sucesso, o XIV Congresso Anual da SPE, a cuja Comissão Orga-

nizadora presidiu a Maria Eugénia Ferrão. O livro do minicurso, “Outliers em Dados Estatísticos”, da 

autoria do Fernando Rosado, foi publicado nessa ocasião. Também ficaram prontas nessa ocasião as Ac-

tas do XIII Congresso. O Prémio SPE 2006 foi entregue durante o Congresso à vencedora Sandra Dias.

O XV Congresso (19 a 21 de Agosto de 2007), a realizar em associação com a 56ª Sessão do Interna-

tional Statistical Institute (22 a 29 de Agosto de 2007), continua a ser activamente preparado, sendo a 

Comissão Organizadora presidida pela Manuela Magalhães Hill. Como já sabem, a Sociedade Portugue-

sa de Estatística negociou com a Organização do ISI 2007 condições muito vantajosas de participação 

conjunta nos dois eventos  (ver http://www.spe2007.dmq.eg.iscte.pt). O tempo passou e é agora altura de 

tratarem do envio dos resumos das vossas comunicações e de procederem à vossa inscrição. Apelamos à 

vossa participação massiva e à capacidade de mobilizarem outros participantes na área da Estatística ou 

das suas variadas aplicações, contribuindo para o sucesso destes eventos e para a afirmação internacional 

da comunidade estatística portuguesa.

Outra realização importante foi a retoma da publicação do nosso Boletim, sendo este o segundo número 

sob a supervisão do Fernando Rosado. O seu sucesso depende da vossa colaboração.

Os Seminários com Novos Doutores têm vindo a decorrer na sede da SPE. 

Em termos do funcionamento interno da SPE, fizemos as alterações da organização contabilística e 

documental necessárias à regularização da nossa situação fiscal e estamos a prosseguir o trabalho de 

reorganização da nossa página web, com algumas dificuldades logísticas que têm sido difíceis de ultra-

passar e para as quais pedimos a vossa compreensão.

A SPE tem colaborado com inúmeras outras organizações na divulgação por e-mail de reuniões cientí-

ficas, seminários (alguns dos quais tiveram mesmo o seu apoio institucional), cursos de verão, bolsas, 

recrutamento de profissionais estatísticos e outras matérias de interesse para os sócios. 

Infelizmente, os e-mails chegam a uma parte reduzida dos sócios por falta de actualização das respec-

tivas fichas. Pedia-vos o favor de procederem a essa actualização, preenchendo e devolvendo o impresso 
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que está a ser distribuído juntamente com a ficha de pagamento da quota de 2007.

Estão em fase de finalização protocolos de colaboração com a CLAD (Associação Portuguesa de Clas-

sificação e Análise de Dados) e a CienciaMetrics. Ainda que sem protocolo, desenrola-se activamente 

a cooperação com a SPM (Sociedade Portuguesa de Matemática), com o INE (nos nossos Congres-

sos, no ISI 2007 e noutras matérias) e esperamos brevemente vir a colaborar com a Royal Statistical 

Society. Colaborámos com o Ministério da Educação na discussão do Plano de Acção Nacional para a 

Matemática. Estabelecemos também acordos com a Porto Editora para a revisão de manuais escolares e 

para patrocínio dos Prémios Estatístico Júnior, que vão ser relançados. 

Com o CIM (Centro Internacional de Matemática) acordámos a realização dos Encontros de Estatística 

SPE-CIM, os quais têm a colaboração do INE. Em 2007 vão realizar-se dois Encontros:

• Probability and Statistics in Telecommunications (19 de Maio, organizado por António Pa-

checo, do IST), cujo programa estará brevemente na nossa página web;

• Methodological Issues in Official Statistics (17 de Novembro, organizado por Pedro Corte Real, 

da UNL e do INE).

Aproveitamos para agradecer às várias instituições que têm apoiado a SPE ou os seus Congressos. 

Aos sócios, cujo apoio tem sido fundamental para a actividade da SPE, particularmente os que aceitaram 

desempenhar várias incumbências a pedido da Direcção, o nosso muito obrigado.

Saudações cordiais,
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• XV Congresso SPE e 56ª Sessão do International Statistical Institute

Neste ano, realizam-se em Lisboa dois eventos de relevo para a Comunidade Estatística portuguesa: a 
56ª Sessão do International Statistical Institute – ISI 2007, a grande reunião científica internacional da 
Estatística (cerca de 3000 participantes), que decorrerá no Centro de Congressos de Lisboa de 22 a 29 
de Agosto, e o XV Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatística, que decorrerá no ISCTE de 19 a 
21 de Agosto.
São duas oportunidades de encontro com especialistas de renome nas diversas áreas da Estatística que 
por certo permitirão a partilha de experiências e o enriquecimento científico de todos nós, além de con-
tribuírem, com a participação massiva dos estatísticos portugueses a que apelamos, para a afirmação 
internacional da nossa comunidade.
A Sociedade Portuguesa de Estatística negociou com a Organização do ISI 2007, de que também faz 
parte, condições vantajosas de participação nos dois eventos, quer em termos de valor de inscrição quer 
em termos de condições de alojamento. Os interessados em alojamento em Lisboa durante o período do 
Congresso podem beneficiar dos custos reduzidos negociados com os hotéis associados à organização 
do ISI. 
Os sócios e outros participantes que queiram usufruir do combinado ISI+SPE (com custos de inscrição 
conjunta muito vantajosos) têm de fazer um pré-registo de inscrição, através da página do ISI 2007: 
www.isi2007.com.pt, mas (e isso é essencial) devem efectuar o pagamento da inscrição conjunta nos 
dois eventos exclusivamente à SPE, que posteriormente o comunicará à Organização do ISI 2007. Mais 
informações podem ser obtidas no site do Congresso: www.spe2007.dmq.eg.iscte.pt 
Em virtude da antecipação da data de realização do Congresso da SPE, a data limite para envio de resu-
mos foi também antecipada para 20 de Abril de 2007.

Notícias

Caros Colegas,

No próximo verão, em Agosto,
Não finja estar indisposto
Nem arranje desculpa
(Mais tarde vai pensar “mea culpa”).

Venha ao Congresso da SPE
Em Lisboa, no ISCTE
Onde as técnicas estatísticas
Nem sempre probabilísticas
Serão apresentadas e discutidas
Em sessões descontraídas.

Participe activamente!
Divirta-se e fique bem disposto
E lembre-se que em Agosto
Todas as praias têm demasiada gente...
Os Congressistas e Seus Trabalhos

Manuela Magalhães Hill

• XV Congresso SPE

Mais informações em: http://spe2007.dmq.eg.iscte.pt
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• Advances in Semiparametric Methods and Applications

No âmbito da 56ª Sessão do ISI 2007 vai decorrer a conferência satélite em Advances In Semiparame-
tric Methods And Applications, nos dias 20 e 21 de Agosto nas instalações do ISEG – UTL (Instituto 
Superior de Economia e Gestão). Este evento tem a tutela da sociedade de Bernoulli e o patrocínio do 
CEMAPRE (Centro de Matemática Aplicada à Previsão e Decisão Económica), centro de investigação 
do ISEG-UTL.  
Os objectivos deste encontro compreendem a exploração dos princípios e das técnicas mais recentes 
relacionadas com o conceito de smoothing numa abordagem semiparamétrica, focando aplicações nas 
finanças, micro-econometria, séries temporais, análise espacial, entre outras. Espera-se um programa 
científico variado e estimulante reflectindo a multidisciplinaridade dos métodos semiparamétricos e das 
suas aplicações, reunindo investigadores nacionais e internacionais de referência, sendo de destacar a 
presença de Peter Bickel, Adónis Yatchew, Matt Wand e Wolfgang Härdle.  
No programa constam ainda sessões com outros oradores convidados abordando os seguintes temas: Se-
miparametric metric views on security and risk; Non- and Semiparametric methods for non-stationary 
data; Non-and Semiparametric estimation of frontiers and boundaries. 
As submissões de artigos podem ser feitas até 10 de Abril de 2007. Mais informações sobre este evento 
podem ser encontradas no endereço http:\\asma.iseg.utl.pt.

Isabel Proença

• IASC 07

A IASC 07 é uma conferência satélite da 56th Session do ISI - International Statistical Institute, promo-
vida pelo IASC - International Association for Statistical Computing, uma das secções do ISI. 
A IASC 07 decorrerá na Universidade de Aveiro, de 30 de Agosto a 1 de Setembro de 2007. 
O objectivo do encontro é estimular a interacção de investigadores em tópicos como Estatística Compu-
tacional, Data Mining, Knowledge Discovery e Statistical Learning.
Está confirmada a participação de Mário Figueiredo (Portugal), Donato Malerba (Itália), Gilbert Rits-
chard (Suíça) e Arno Siebes (Holanda), como especialistas convidados. A conferência incluirá também 
sessões temáticas e comunicações livres, orais ou em poster.
Os interessados podem já efectuar o seu registo on-line   http://www.mat.ua.pt/iasc07/. Os sócios da SPE 
beneficiam de redução na taxa de inscrição.
Os autores de comunicações livres que pretendam submeter os seus artigos para publicação no CD-ROM 
da conferência, devem fazê-lo até 28 de Fevereiro de 2007, inserindo os respectivos ficheiros no siste-
ma “PAPER SUBMISSION”. Alguns artigos incluídos no CD-ROM serão seleccionados para posterior 
desenvolvimento e publicação numa edição especial da revista Computational Statistics & Data Analy-
sis.
Está previsto o alojamento de participantes em residências universitárias ou em hotéis da cidade. Todos 
os pedidos de reserva deverão ser directamente dirigidos à Top Atlântico Operated by TopTours. 

Datas Importantes:
Submissão de artigos: 28 de Fevereiro de 2007
Inscrição de taxa reduzida: 31 de Março de 2007 
Notificação de aceitação: 2 – 8 de Maio de 2007
Inscrição regular: 31 de Maio de 2007
Conferência IASC 07: 30 de Agosto – 1 de Setembro de 2007 

Para mais informações: http://www.mat.ua.pt/iasc07/ ou  iasc07@mat.ua.pt

       Manuela Souto
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• Confer�ncia IASE - Assessing Student Learning in StatisticsConfer�ncia IASE -  Assessing Student Learning in Statistics

Esta conferência satélite inserida no encontro ISI 56 é sobre o tema Assessing Student Learning in Sta-
tistics e é organizada pela International Association for Statistical Education, IASE. Realizar-se-á de 19 
a 21 de Agosto de 2007 em Guimarães, ocorrendo imediatamente antes da 56ª Sessão do ISI em Lisboa. 
Será uma perfeita oportunidade para desfrutarem de apresentações realizadas por diversos indivíduos 
cujo elo comum entre eles é um interesse especial na avaliação de métodos de aprendizagem em estatís-
tica. Desta forma, as apresentações incluirão as mais diversas discussões nesta área de estudos, pelo que, 
poderemos encontrar nesta conferência artigos relevantes em muitos dos aspectos principais na avalia-
ção dos métodos de aprendizagem em estatística, como por exemplo, como escrever de maneira eficiente 
questões para exame, estratégias de implementação de exames e métodos alternativos de avaliação, tais 
como, projectos, trabalhos em ambiente de aulas práticas e trabalhos escritos. O encontro criará assim 
um ambiente de convívio único onde surgirão oportunidades múltiplas de discussões de como usar os 
métodos de avaliação para melhorar a aprendizagem em estatística e de como desenvolver e executar 
estes métodos de avaliação por forma à condução de investigação nesta área de conhecimento. O prazo 
de submissão de trabalhos terminou, tendo sido seleccionados para apresentação um conjunto de traba-
lhos extremamente interessantes. As actas deste encontro estarão disponíveis gratuitamente na página 
de publicações da IASE. Para mais pormenores sobre o programa e como se inscrever nesta conferência 
satélite consultar a morada http://www.stat.auckland.ac.nz/iasesat07

Note que o prazo de inscrição nesta conferência para não apresentadores é de 31 de Maio de 2007.

Organizador Local: Bruno C. de Sousa (Portugal), bruno@mct.uminho.pt 

        Bruno Sousa

• Probability and Statistics in Science and Technology

Realizar-se-á nos dias 30 de Agosto a 1 de Setembro de 2007, no Porto, na FEUP, o congresso “Pro-
bability and Statistics in Science and Technology”. Este congresso tem como objectivo promover in-
vestigação que contribua para encontrar respostas às necessidades de resolver problemas práticos e de 
desenvolvimentos nas tecnologias e em diferentes áreas científicas. O encontro centrar-se-á em 3 tópicos 
principais: Estatísticas espacio-temporais, Simulação e Classificação. No entanto, contribuições de ou-
tras áreas da Estatística e das Probabilidades são bem vindas e esperadas. O congresso será presidido 
pelo Professor Doutor Holger Rootzen, da Universidade de Tecnologia de Chalmers (Suécia), e contará 
com a palestra de abertura proferida por Sir David Cox e palestras convidadas proferidas por Peter Di-
ggle (U. Lancaster),  Gareth Roberts (U. Lancaster) e Trevor Hastie (U. Stanford). Sessões temáticas têm 
vindo a ser organizadas e estão a cargo de Domenico Marinucci (U. Roma Tor Vergata), Aila Särkkä (U. 
de Tecnologia de Chalmers), Christophe Andrieu (U. Bristol), Søren Asmussen (U. Aarhus), Sara van de 
Geer (ETH Zurich) e Gabor Lugosi (U. Pompeu Fabra). Estão previstas sessões de contribuições orais 
ou em formato de poster, para as quais se deseja, para além da habitual participação estrangeira num 
encontro de cariz internacional, uma forte participação também da comunidade científica portuguesa que 
se dedica a esta área.
Data limite de submissão de contribuições: 15/Abril/2007. 
Mais informações: http://paginas.fe.up.pt/~bsconf07/. 

        Paula Milheiro
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Colóquio e Debate 
sobre

O ENSINO DA ESTATÍSTICA A NÍVEL SUPERIOR

Por iniciativa da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa (FCUL) e com o apoio do Depar-
tamento de Estatística e Investigação Operacional da FCUL, a Sociedade Portuguesa de Estatística, o 
Centro de Estatística e Aplicações da Universidade de Lisboa, a Sociedade Portuguesa de Matemática 
e o Instituto de Ciência Aplicada à Tecnologia da FCUL, Feridun Turkman, Antónia Turkman, Eugénia 
Graça Martins e Luísa Canto e Castro organizaram um Colóquio e Debate sobre “ O Ensino da Estatísti-
ca a Nível Superior” que se realizou no dia 31 de Janeiro de 2007 nas instalações da FCUL.

Sabe-se que…
Nos últimos anos tem-se vindo a observar uma drástica redução, tanto em quantidade como em qualida-
de, de estudantes que escolhem cursos relacionados com ciências básicas, tais como Matemática, Física 
e Química. A Estatística, sendo ainda considerada como uma área da Matemática Aplicada, tem sofrido 
também esse declínio. Por outro lado, as metodologias estatísticas são cada vez mais importantes em 
todos os domínios, desde as Ciências Experimentais até às Ciências Sociais e Políticas, havendo pois 
necessidade de formar técnicos capazes de responder a exigências de mercado extremamente vastas. De 
modo a dar resposta a este desafio é preciso rever o presente estado da Estatística na sociedade e o seu 
ensino nas universidades, culminando em recomendações para alterações futuras.

Sabe-se também que…
As universidades no Reino Unido têm passado por problemas semelhantes, tendo a “Royal Statistical 
Society” designado o Professor Fred Smith para presidir a uma comissão com o objectivo de rever o 
presente estado do ensino da Estatística nas universidades britânicas, não só em departamentos de Esta-
tística e de Matemática como também em departamentos de outras áreas.

É fundamental encontrar-se respostas para questões importantes, a saber:
Qual o tipo de formação que se deve considerar para contemplar vertentes de formação tão variadas 
como:
- Profissionais de Estatística para empresas, quadros técnicos, indústria, serviços, etc.
- Professores de Matemática dos Ensino Básico e Secundário.
- Investigação
Como e quando é que essas diferentes formações devem ser dadas?

Com estes ingredientes, a Comissão Organizadora estabeleceu o seguinte:
 

Programa
- Das 14:30 às 16:30 
Conferencistas Convidados:

• Fred Smith, Universidade de Southampton, U.K. – State of Statistics in British Universities.
• Dinis Pestana, Universidade de Lisboa – O papel da Estatística na Sociedade, na Ciência e na 
Tecnologia.
• João Branco, Universidade Técnica de Lisboa – O Ensino da Estatística no Ensino Superior em 
Portugal – passado e presente.

- Das 17 às 19
Debate sobre o Ensino da Estatística no Ensino Superior moderado por Feridun Turkman.: Como atrair 
estudantes para prosseguir formação em Estatística?

Este Colóquio e Debate teve cerca de 200 participantes, vindos de todo o País.
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Sobre O Ensino da Estatística nas Universidades do Reino Unido Fred Smith e Laura Staetsky da 
Universidade de Southampton apresentaram uma comunicação convidada.
No seu estudo e com a motivação de que a “Estatística vem perdendo importância como disciplina”, 
partindo da “Análise da base de dados recolhida anualmente desde a década de 70” no Reino Unido, no 
projecto que integraram tinham como principais objectivos:

- Examinar a condição actual e os modelos de ensino da Estatística nas universidades do Reino 
Unido. 
- Organizar uma base de dados para apoiar futuros debates sobre o ensino da Estatística. 

De entre as principais conclusões do seu estudo salientam que:
- O número de pessoas envolvidas com a pesquisa e o ensino da Estatística está em declínio nas 
universidades do Reino Unido desde 1996.
- O ensino superior de Estatística está intrinsecamente ligado com as Ciências Matemáticas e ape-
nas estes grupos satisfazem os critérios de credenciação da Royal Statistical Society. 
- Um resultado importante da análise foi a descoberta da situação difícil em que se encontram os 
grupo mais fracos. 
- A associação entre os grupos fortes e os scores do sistema de avaliação já era esperada dadas as 
recompensas financeiras e facilidades de financiamento disponíveis para os grupos com maiores 
escores. As universidades estão agindo tal como agentes económicos. 
- Se os grupos mais fracos desaparecem, o Reino Unido ficará sem ensino superior de Estatística 
em diversas regiões. 
- Para 2010, podemos prever um declínio de 7% a 22% no número de professores e pesquisadores 
da Estatística no grupo das Ciências Matemáticas. Para os demais grupos, a previsão é de estabili-
dade se for possível recrutar pessoal.
- A Estatística deve-se aliar às Ciências Matemáticas para crescerem em conjunto. 
- As Ciências Matemáticas devem apoiar o processo de harmonização dos sistemas de ensino na 
Europa para poder competir com o padrão das pós-graduações norte-americanas.
- Há necessidade de estabelecer políticas regionais para o ensino superior. 

Após a pausa para café, Feridun Turkman moderou um debate orientado para temáticas como:
1. Em Portugal o mercado de trabalho requer profissionais de Estatística? Se sim qual o perfil ideal deste 
profissional?
2. Como devem as Universidades/Politécnicos responder a esta necessidade - qual o perfil de cursos a 
oferecer para formar um estatístico profissional?

- Há necessidade de um 1º ciclo em Estatística? Se sim, deve ser um curso profissionalizante ou 
mais matematizado?

         - Pode ser a estatística ensinada apenas em 2os ciclos para alunos com outras formações de base?
3. Qual deve ser o tipo de ensino da Estatística como base de apoio para outras Ciências?
4. Como atrair mais e melhores alunos para a área de Estatística?
5. Qual deve ser o papel das sociedades científicas na promoção da Estatística como Ciência?

Finalizando esta “notícia síntese” registamos, a todos os níveis, o enorme interesse desta iniciativa que, 
além de tudo, também teve a vantagem de despertar a vontade de que outras, do mesmo género, possam 
seguir-se… pois esta… “soube a pouco”!

A seguir, com textos dos próprios, apresentamos uma síntese das intervenções dos outros dois oradores 
convidados, Dinis Pestana e João Branco, bem como as opiniões de Luís Silva e Giovani Silva, a quem 
agradecemos.

        Fernando Rosado
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1) A recusa dos alunos, por exemplo aqueles que escolhem Biologia, em formar-se em Matemática 
/Estatística. Lecciono a disciplina de Bioestatística há cerca de 10 anos. Num questionário aos alunos 
de Biologia, Biologia Marinha e Ciências Biológicas e da Saúde, numa pergunta sobre o “gosto pela 
matemática” (escala ordinal de 1- detesta, até 5 - gosta muito) é muito raro o aluno que afirma gostar de 
matemática. A maioria distribui-se entre o 2 (não gosta) e o 3 (indiferente). Talvez por isso não escolham 
licenciaturas na área da Matemática/Estatística.

2) Penso que há necessidade de uma unidade curricular de introdução às Probabilidades e Estatística ao 
nível da licenciatura. Os alunos que realizam estágios de final de licenciatura ou que avançam para um 
mestrado, necessitam da aplicação da estatística. O facto de já incluírem uma formação de base nessa 
área poderá facilitar a realização desses trabalhos e a frequência de uma disciplina de “Estatística Apli-
cada” ao nível do mestrado. Por exemplo, os alunos de Biologia, têm a Bioestatística como disciplina de 
Base, e parecem estar mais à vontade numa Estatística Aplicada leccionada num mestrado, do que alunos 
que nunca tiveram formação nessa área. No entanto, nem sempre é fácil explicar a alunos do primeiro 
ou segundo ano da licenciatura, qual a utilidade da estatística, pois não sentiram até aí, necessidade de 
analisar dados numa escala apreciável.
Por outro lado, ao nível do mestrado, são muitos os alunos, das mais variadas áreas (Ensino, Saúde, Psi-
cologia, Geologia, Biologia, Sociologia), que requerem mais alguma formação estatística, no sentido de 
realizarem as suas teses, pelo que é crucial a existência de formação estatística a esse nível. A realização 
de cursos livres ou de acções de formação também ajuda esses alunos.

3) Questão para a mesa:
- O que pensam acerca da organização do ensino da estatística na Universidade. Por exemplo no caso da 
minha universidade, há vários docentes a leccionar disciplinas na área da estatística em vários departa-
mentos, incluindo o de Matemática. Qual seria o modo mais racional de gerir esta situação?

                                                                                                                      Luís Silva
Universidade dos Açores

“Uma preocupação referida neste debate é o futuro dos cursos de Estatística decorrente da crescente falta 
de alunos nos mesmos. Apesar de isso estar a ocorrer em Portugal e Inglaterra, existem outros países em 
que, pelo contrário, o número de cursos tem aumentado nesta área. Por exemplo, no Brasil os cursos de 
pós-graduação em Estatística e afins têm progredido nos últimos cinco anos, certamente motivados quer 
pela qualificação crescente do pessoal docente dos Departamentos de Estatística quer pela necessidade 
crescente de formação complementar de bacharéis formados nesse campo. Quanto a mim, o sucesso 
desta experiência deve-se ao carácter interveniente dos que promoveram a Estatística na sociedade bra-
sileira, nomeadamente, com a regulamentação da profissão “estatístico” já há largos anos naquele país. 
Nesse sentido, nós devemos procurar intervir com mais determinação, se quisermos obter a projecção 
desejável desta área de conhecimento na sociedade civil portuguesa.”

                            Giovani Silva
       Universidade Técnica de Lisboa



11P r i m a v e r a  d e  2 0 0 7

O Ensino da Estatística no Ensino Superior em Portugal – passado e presente

A Estatística não é uma daquelas disciplinas que nos deixa apenas um rasto da cultura que adquirimos 
durante a sua aprendizagem e que usamos só esporadicamente. A cultura estatística é muito abrangente 
e o recurso a conhecimentos de estatística é muito frequente. A Estatística faz parte integrante da lite-
racia do cidadão, para que este se mova melhor no mundo aleatório que o rodeia, é indispensável ao 
progresso da actividade científica e alimenta de forma regular e eficaz os processos que sustentam as 
outras actividades. O ensino e os profissionais do ensino da estatística não podem esquecer esta realidade 
incontornável. 
A crise que hoje se vive e que justifica a nossa presença aqui, não é geral, nem tem as mesmas causas e 
intensidade em todos os locais onde se tem manifestado. Pelo menos é o que eu deduzo de alguns co-
mentários a esta crise, proferidos por eminentes cientistas:

Both the UK and Australia are in crisis in their training of statisticians. The crisis in Australia is 
worse, but reflects the same pattern as in UK. Declining funding has forced statistics departments 
or sections, where they still exist, to concentrate their teaching in low-level courses with a large 
numbers of students. Since most of these courses are service courses for other departments which 
do not lead to graduate output of statisticians, the decline in graduate training has been severe. ... 
The progressive decline in graduate and postgraduate training has ocurred against a background 
of progressively increasing demand for statisticians. This is a disatrous mismatch. 

                                                (Murray Aitkin, University of Melbourne)

I appreciate that in US universities the situation is not quite ideal; for example, recruitment of 
students and junior faculty is becoming increasingly challenging, and the level of fundings is not 
as high as it might be. But the position of US academic Statistics today is preeminent, relative 
to that in the rest of the world, to a degree that could hardly have been anticipated twenty years 
ago.

                                    ( Peter Hall, The Australian National University, Camberra)

Se o decréscimo de verbas atribuídas a Departamentos de Matemática e de Estatística é apontado como 
justificação da crise australiana e inglesa e também de alguma insatisfação relativamente ao desvio da 
situação ideal que se ambiciona para Estados Unidos da América, tal não parece adaptar-se bem à si-
tuação que se vive em Portugal. Aqui o sistema de atribuição de verbas à universidade está em vias de 
ser alterado de forma mais considerável, mas até agora as alterações que se têm verificado não parecem 
justificar o que se está a passar. O problema da baixa procura de formação em estatística pelos alunos 
merece ser cuidadosamente investigado. Será que essa baixa procura acontece em todas as escolas? Eu 
estou a lembrar-me que, na pesquisa de informação que efectuei para preparar a minha intervenção no 
colóquio, encontrei um curso, votado à formação de profissionais numa área que inclui a estatística, com 
uma componente de estatística apreciável (1/5 das disciplinas são inquestionavelmente da área da esta-
tística) e que preencheu todas as várias dezenas de vagas postas à disposição dos alunos.
Este colóquio foi uma iniciativa muito importante no sentido de alertar a comunidade estatística para 
a natureza e dimensão da crise e, ao mesmo tempo, desafiar essa mesma comunidade a responder às 
clarividentes questões que foram propostas para o debate, contribuindo assim para encontrar causas e 
sugerir soluções. Infelizmente eu não estou, nesta breve nota, a dar esse tipo de contribuição concreta, 
mas não queria deixar de reagir à questão específica que me foi colocada “Há necessidade de um 1º ciclo 
em Estatística? Se sim, deve ser um curso profissionalizante ou mais matematizado?” Em meu entender 
formar profissionais é essencial e produzir especialistas é imprescindível. Acho que as duas vertentes 
deviam coexistir. Se isso não for possível então que a formação matemática, necessária ao verdadeiro 
especialista, lhe seja oferecida no segundo ciclo. A especialização é vital numa área do saber que está à 
mercê de todos, para o bem e para o mal.
Para terminar considero que, perante o tremendo desenvolvimento que a Estatística sofreu nestes últimos 
25 anos em Portugal, não nos podemos atemorizar com as ameaças que surgem agora no horizonte. Há 
muito que fazer e muito que reflectir para perceber o que temos vindo a fazer até hoje e o que é neces-
sário fazer a seguir para que a Estatística possa continuar a contribuir, de forma continuada e rigorosa, 
para o desenvolvimento da sociedade em geral.
                                     João Branco
       Universidade Técnica de Lisboa
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O Ensino da Estatística
Estatística e Sociedade

Estatística e Ciência

• Estatística para todos — as preocupações que devemos ter com a formação, reciclagem e especializa-
ção de docentes de outros graus de ensino.
Thomas Carlysle (Chartism, 1839): […]” a judicious man looks at statistics […] to save himself from 
having ignorance foisted on him.” Reconhecia assim, já no século XIX, o papel da Estatística na defesa 
da cidadania.
Todos devem por isso ter o direito a algum treino em Estatística. Como todos sabemos, a escolha de 
exemplos apropriados, a apresentação simples das ideias, a capacidade de despertar a curiosidade, não 
são tarefas simples. 
Num sentido positivo, a Estatística é um dos instrumentos com mais sucesso na transformação da infor-
mação em conhecimento; numa perspectiva mais redutora, mas a ter em conta, a estatística é uma defesa 
contra a perversão da informação, e nesse sentido um escudo da Cidadania.
É, por isso, uma peça essencial no “contrato social”, na forma como se ultrapassa a desconfiança entre 
estados (papel do EUROSTAT, por exemplo, na fiscalização das contas públicas dos estados da UE), na 
forma como os cidadãos limitam, pela opinião pública informada, o abuso dos poderes do Estado — e 
uma forma de defesa dos poderes do Estado contra a (perversão da) opinião pública pelos órgãos de 
comunicação, por exemplo.
Claro que, como tudo, pode ter uma utilização perversa e abusiva, contribuindo pelo contrário em dar 
uma aparência de solidez e objectividade a mentiras. Basta ver o seu uso em publicidade, e em campa-
nhas eleitorais.
Quer a Sociedade Portuguesa de Estatística quer as instituições de ensino superior — nomeadamente 
as que intervêm na formação de professores — devem investir na disponibilização de documentação 
apropriada para a divulgação da Estatística junto da sociedade, e nomeadamente junto das classes etárias 
mais susceptíveis de incorporarem esses conhecimentos na forma como enfrentam o quotidiano. O grupo 
Alea tem realizado um trabalho admirável, que devia ser reforçado e diversificado. Seria decerto saudá-
vel, também, uma intensificação de contacto (cursos de especialização e de reciclagem) com professores 
de outros graus de ensino, com insistência na ideia de que o treino elementar da Estatística deve ter, entre 
outras, a intenção de reforçar a capacidade crítica sobre a informação a que estamos sujeitos. 

• Há empregos para licenciados (1º ciclo) em Estatística? 
Há necessidade de profissionais de Estatística, e um bom profissional consegue decerto colocar-se com 
facilidade; provavelmente, devido ao mau conhecimento das muitas aplicações da Estatística, terá que 
ter alguma iniciativa de quais as mais-valias que pode trazer aos potenciais empregadores. Para além 
dos tradicionais (sector terciário, sobretudo), há um largo campo de actuação na administração central e 
local, administração hospitalar, agências de informação / comunicação social, etc.
Mas será sempre um mito pretender que só licenciados em Estatística estão devidamente equipados 
com conhecimentos para exercer profissionalmente (muita da Estatística que se usa é verdadeiramente 
elementar). Há é que explicar o que podem fazer melhor, e como podem fazer evoluir qualitativamente 
a utilização da Estatística no seu local de trabalho.
Para os licenciados (1º ciclo) se apresentarem como candidatos credíveis e apelativos no mercado de 
trabalho, devem ser treinados na recolha e gestão de informação, análise inicial dos dados e apresenta-
ção dos resultados de forma rigorosa e apelativa. Muita da formação matemática indispensável para o 
treino de cientistas pode ser substituída por familiaridade com métodos de Monte Carlo. Deve investir-se 
fortemente na formação na área de amostragem e estudos de mercado; o controle de qualidade, ao nível 
necessário para um desempenho útil na área industrial e empresarial, também é uma aposta a fazer neste 
tipo de formação em Estatística Aplicada.

• O ensino elementar da Estatística noutras áreas.
Tudo aquilo que nos rodeia tem uma parte de necessidade e uma parte de incerteza. A evolução da Ci-
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ência tem acompanhado por um lado a nossa capacidade de medir melhor — e a Metrologia é uma área 
demasiado subdesenvolvida, entre nós, nos estudos de ciências experimentais —, e a capacidade de in-
corporar no nosso conhecimento modelos para o que é aleatório. Felizmente já é reconhecida em todas 
as áreas a necessidade de uma formação inicial em Probabilidade e Estatística, mas infelizmente o tempo 
alocado a essa disciplina é em geral insuficiente, porque falha a compreensão de que o que está em causa 
é o desenvolvimento de novas formas de perspectivar a realidade.
É por isso necessário transmitir — não só aos alunos, como aos nossos colegas responsáveis pela estrutu-
ração de cursos de outras áreas — a importância dos conceitos necessários para domesticar o acaso, usar 
a incerteza em nosso benefício, e em última análise usar bem a informação na criação de conhecimento. 
É preciso explicar que para usar o acaso como aliado em vez de inimigo é preciso alterar hábitos de 
pensar, e isso tem que ser feito com a demora adequada. Há que insistir que num curso elementar o que 
se pode ensinar é limitado, que é mais importante dominar os conceitos fundamentais do que aprender 
a usar acriticamente packages estatísticos, que dificilmente se poderá incluir numa cadeira semestral 
mais do que estatística descritiva, os modelos estatísticos univariados mais usuais, uma panorâmica dos 
aspectos elementares de estimação e de testes de hipóteses, um pouco de regressão, um pouquinho de 
amostragem, e uma incursão nos aspectos mais simples de análise da variância — e para isto, menos do 
que 6 horas por semana é condenar os alunos a insucesso e desamor por esta disciplina estruturante do 
pensamento, mesmo que tenham um aparente sucesso escolar.
Claro que não se pode aspirar em Portugal a situações que se aproximem do que se passa em universi-
dades de escol (em Berkeley, por exemplo, há 4 cadeiras semestrais de Bioestatística). Mas não será fa-
cilmente entendível que porventura uma cadeira mais de Estatística, a nível opcional, poderia contribuir 
para uma formação de qualidade dos alunos? 

•  O ensino  da Estatística em pós-graduações de outras áreas.
Por outro lado, defendemos que haja uma formação em metodologia da investigação científica — em 
que a Estatística ocupa uma posição saliente — mais rigorosa e exigente a nível dos segundos ciclos. 
Parece-nos de facto essencial que os alunos de segundo ciclo tenham conhecimentos mais profundos de 
planeamento experimental e de amostragem, e conhecimento das técnicas exploratórias e confirmatórias 
mais correntes em estatística multivariada. Por outro lado, parece cada vez mais importante, nas áreas 
científicas, um conhecimento razoável de técnicas robustas e de simulação.
Por outro lado, a estatística industrial, a metrologia, o controle de qualidade, deveriam ser áreas de inves-
timento de segundos ciclos multidisciplinares, em que a Estatística deveria ter um papel.

• Segundo ciclo, pós-graduações e cursos de especialização em Estatística.
A nível de segundo ciclo pode e deve investir-se quer em Estatística Matemática, essencial para a ma-
nutenção do nível científico do País, quer nas novas áreas de “Intelligent Data Analysis”, como comple-
mento das áreas tradicionais de análise de dados, que não devem também ser abandonadas. Faz por outro 
lado todo o sentido explorar a procura de conhecimentos estatísticos de formados em ciências sociais e 
da informação e em ciências bio-médicas. Há, por outro lado, um manancial de áreas pluridisciplinares 
em que a noção de risco é um motor de progresso, que só a nossa incapacidade de deitar a mão a tanta 
coisa nos impede de explorar. Fica assim o desafio: planear, a longo termo, um conjunto alargado de ac-
ções a desenvolver, porventura por consórcios de instituições de ensino superior, que dêem à Estatística 
a visibilidade que a nossa sociedade merece e de que o nosso País precisa.
   

                                       Dinis Pestana
          Universidade de Lisboa
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Episódios na História da Estatística

• O Boletim

O número 1 do Boletim Informativo de Estatística e Investigação Operacional foi publicado em Feve-
reiro de 1979 pelo Centro de Estatística e Aplicações (INIC).

Tiago de Oliveira, Fernanda Ramalhoto 
e Bento Murteira foram os editores. Num 
pequeno formato de 24cm x 17 cm esse 
primeiro número teve 8 páginas; seis des-
tas contêm informação variada compilada 
em “Calendário Internacional”, a relativa a 
congressos, “Acordos Culturais” e “Revis-
tas”. Nesta secção, eram apresentadas cerca 
de cinco dezenas de “algumas das princi-

pais revistas de Estatística e Investigação Operacional existentes no Instituto Gulbenkian de Ciência em 
Oeiras” e com a indicação das datas a partir das quais se encontravam disponíveis. A grande maioria 
das assinaturas foi começada na década de sessenta do século passado, portanto em coincidência com o 
início da recém criada Fundação Calouste Gulbenkian em 1956. 
No editorial, assinado por Fernanda Ramalhoto, é explicada a razão da iniciativa. (Aos editores e em 
nome de outros) pareceu “ser importante para uma melhor aproximação entre as pessoas de qualquer 
modo ligadas à Estatística” que se iniciasse essa publicação periódica, “sobre o que se vai passando no 
país e no estrangeiro” no domínio de interesse, em particular da estatística. Afirmam ainda a sua convic-
ção que “neste momento há já no país um grupo considerável de investigadores e diferentes utilizadores 
de Estatística e Investigação Operacional que sentem a necessidade de uma melhor utilização dos nos-
sos recursos humanos e técnicos, embora tais recursos a nível mundial ou mesmo europeu sejam ainda 
surpreendentemente modestos”. Através do Boletim desejavam “fornecer os meios para: Pôr questões, 
ou responder a questões postas por outros leitores do Boletim […]; Fazer relatos sobre Conferências 
nacionais ou estrangeiras […]; Fazer um apelo para uma possível ajuda num determinado trabalho 
científico[…]; Iniciar discussão entre os leitores do Boletim sobre o ensino da Estatística e Investigação 
Operacional no Ensino Secundário; Anunciar empregos […]; Publicar críticas a livros […]; Sugerir ru-
bricas que não estejam aqui contempladas”. Citámos um bom projecto de trabalho!
Naquele número 1, como artigo de opinião é apresentado “Alguns Núcleos Recentes de Investigação 
Estatística em Portugal” da autoria de Tiago de Oliveira. Neste estudo, o autor defende que “os núcleos 
fundamentais de estudiosos têm estado ligados ao Instituto Superior de Ciências Económicas e Finan-
ceiras, à Faculdade de Ciências de Lisboa e, também, de índole bastante mais aplicada, ao Instituto Na-
cional de Estatística. […] A actividade do Centro de Estudos de Estatística Económica (do IAC) ligado a 
gente do ISCEF, e que se estende dos anos 50 a meados dos anos 60, foi essencialmente votada ao estudo 
de metodologia ligada à pesquisa económica […]. Virado mais à investigação teórica, desde meados dos 
anos 50, no Seminário de Matemática, depois no Centro de Matemáticas Aplicadas e, actualmente, no 
Centro de Estatística e Aplicações (do IAC e, agora do INIC) a gente da Faculdade de Ciências de Lis-
boa e outros têm prosseguido estudos[…] Constituídos em meados dos anos 40 os Centros de Estudos 
Económicos e Demográficos do Instituto Nacional de Estatística têm executado alguns estudos ligados 
à sua definição. Deverão recordar-se, entre outros, os estudos de demografia portuguesa realizados. É 
bem pouco, quer na área de investigação teórica, quer na das aplicações o que entre nós se tem realizado, 
muitas vezes fruto do interesse e persistência individual. Países da dimensão do nosso têm, há muito, 
Institutos de Estatística nas Universidades em ligação com os Institutos de Aplicação. Estamos bem 
atrasados! Temos, pois, de avançar rapidamente para o futuro, para o que temos gente capaz. Não se 
pode perder mais tempo!”
Este Boletim número 1 é património partilhado pela Sociedade Portuguesa de Estatística e pela Asso-
ciação para o Desenvolvimento da Investigação Operacional. De algum modo ligada a um início de 
projectos científicos… é um episódio na História da Estatística.
       Fernando Rosado
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A “Escola de Extremos” em Portugal

Não há caminhos, há que caminhar

Andreia Hall, andreia@mat.ua.pt
Universidade de Aveiro

1 Enquadramento
O título deste trabalho baseia-se numa inscrição que se encontra na catedral de Toledo dirigida aos pere-
grinos que ali se dirigem: ”Caminantes, não hay caminos, hay que caminar”. Em ciência também não há 
caminhos, os caminhos vão-se desbravando `a medida que se trabalha.
A Análise de Valores Extremos é uma área das Probabilidades e Estatística que tem merecido uma espe-
cial atenção pela comunidade científica Portuguesa. Factores externos `a própria ciência levaram a que 
um grande número de investigadores optasse por dedicar o seu trabalho a esta área. Até Fevereiro de 
2005, e com base na informação recolhida pelas Professoras Antónia Amaral Turkman e Ivette Gomes 
(Rosado, 2005) doutoraram-se nesta área 32 investigadores portugueses ou residentes em Portugal. Ten-
do em conta que, no mesmo período, contabilizaram-se no total 139 doutoramentos na área das Probabi-
lidades e Estatística, a proporção de doutorados em Análise de Valores Extremos mostra bem a invulgar 
adesão a esta área no nosso país. A este facto não é certamente alheio o papel da Professora Ivette Gomes 
que consegue reunir numa só pessoa capacidades invulgares de investigação e trabalho simultaneamente 
com o dom de cativar, motivar e apadrinhar pessoas para a investigação.
Dentro da Análise de Valores Extremos têm sido vários os tópicos desenvolvidos pelos investigadores 
portugueses. Tal como noutras áreas encontramos trabalhos mais ligados `a estimação de parâmetros de 
interesse e trabalhos mais ligados a questões probabilísticas. Muito embora, em última análise, a Análise 
de Valores Extremos tenha como objectivo a resolução de problemas reais, a verdade é que a maioria 
dos trabalhos desenvolvidos em Portugal centra-se em aspectos mais teóricos, quer probabilísticos quer 
estatísticos. Se eu tivesse que apontar alguma falha na investigação nacional desta área apontaria para a 
falta de aplicações reais. A minha área de trabalho não foge à regra e todo o trabalho nela desenvolvido 
tem-se ficado pelas questões teóricas ainda que haja uma constante preocupação de estudar tópicos com 
aplicabilidade prática. Em concreto a minha área de investigação diz respeito ao estudo dos extremos de 
sucessões de variáveis aleatórias inteiras, não negativas. A motivação surge do facto de encontrarmos 
muitos fenómenos que geram dados de contagem que interessa analisar. O número de quartos de hotel 
ocupados diariamente, o número de indivíduos de determinada espécie num certo habitat, o número de 
transacções efectuadas diariamente numa praça financeira são apenas alguns exemplos de variáveis que 
assumem valores inteiros e que têm interesse ser estudadas.
Acontece que, no que respeita a Análise de Valores Extremos, as variáveis discretas levantam problemas 
inexistentes nas variáveis contínuas. Daí que se torne pertinente considerar variáveis discretas, em par-
ticular inteiras não-negativas, só por si.
A natureza discreta dos dados não trás apenas implicações no estudo do seu comportamento extremal. 
A própria definição e caracterização dos modelos de contagem trás novidades e problemas acrescidos 
já que a maioria dos modelos para dados contínuos não se aplica a dados discretos. Por exemplo os mo-
delos ARMA apenas admitem distribuições contínuas e foi necessário definir modelos com estruturas 
semelhantes para dados discretos. Uma forma de obter modelos para dados discretos consiste em partir 
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onde           é uma sucessão iid de variáveis aleatórias de Bernoulli com parâmetro    . Muitos dos mode-
los considerados nos trabalhos acima referidos basearam-se neste procedimento. Para mais informações 
sobre modelos de dados de contagem ver McKenzie (2003).
É neste contexto que têm surgido na literatura diversos trabalhos dedicados ao estudo dos extremos de 
sucessões de variáveis discretas, entendendo-se geralmente por variáveis discretas, variáveis inteiras não 
negativas.

2 Caminhos e Refer�ncias
A Teoria clássica de Valores Extremos focou inicialmente a sua atenção no estudo do comportamento do 
máximo (ou outras estatísticas de ordem extrema) de sucessões de variáveis independentes e identica-
mente distribuídas (iid). A descoberta do Teorema de Tipos Extremais na primeira metade do século XX 
permitiu concluir que independentemente da função de distribuição das variáveis, a distribuição limite 
do máximo das primeiras n, quando n tende para infinito e após normalização linear, tem de pertencer 
a uma única classe, a classe de distribuições max-estáveis, desde que exista esse limite. A classe de 
distribuições max-estáveis pode ser definida pela seguinte expressão, dependente de apenas um único 
parâmetro, a menos de localização e escala:

Quando            temos a classe das distribuições de Fréchet, quando          obtemos a distribuição de Gum-
bel (tomando              em (1)), e quando          temos a classe das distribuições de Weibull. O parâmetro 
na expressão anterior designa-se habitualmente por índice de cauda e naturalmente captou a atenção de 
inúmeros investigadores ao longo das últimas décadas. Uma vez que se trata de um parâmetro associado 
a um resultado limite (podemos dizer para além de qualquer amostra que se recolha) a sua estimação é 
necessariamente problemática. Assim, surgiu um enorme número de publicações dedicadas `a proposta 
e caracterização de diferentes estimadores para   . Neste campo a contribuição dos investigadores Por-
tugueses tem sido notória. Por exemplo, podemos encontrar propostas de estimadores que procuram re-
duzir o viés em relação aos estimadores mais consagrados na literatura ou então que procuram diminuir 
a dependência da performance do estimador em relação à escolha do nível, a partir do qual se considera 
observar uma excedência.
Quando a distribuição dos dados é inteira surgem alguns problemas no estudo das características extre-
mais. Por exemplo, se a distribuição possuir um limite superior de suporte finito (caso das distribuições 
Binomial, Hipergeométrica, etc.) não faz sequer sentido estudar o comportamento assimptótico do má-
ximo. Isto faz com que não exista nenhuma distribuição discreta no domínio de atracção da Weibull 
(         ). Felizmente que no domínio de atracção da Fréchet a natureza discreta das observações não trás 
complicações no estudo do comportamento dos extremos. No entanto, nenhuma das distribuições discre-
tas usuais pertence a este domínio. No domínio de atracção da Gumbel apenas vamos encontrar algumas 
distribuições discretas com decaimentos bastante lentos, mais lentos que a função exponencial negativa. 
Nenhuma das distribuições discretas vulgarmente utilizadas se encontra nesta situação. Quando o decai-
mento da cauda da distribuição é muito rápido (por exemplo como na distribuição de Poisson) não é pos-
sível encontrar qualquer tipo de normalização que estabilize o comportamento do máximo. Mas, quando 
o decaimento da cauda é do tipo exponencial (como acontece com a distribuição Geométrica e Binomial 
Negativa em geral) é possível encontrar alguma estabilidade na distribuição do máximo: limites superior 
e inferior max-estáveis, ainda que não exista nenhuma distribuição limite. Clive Anderson foi o primeiro 
a considerar distribuições discretas com este tipo de comportamento e obteve um resultado bastante útil 
que se encontra em seguida.

Teorema 1 (Anderson, 1970) Seja F uma função de distribuição cujo suporte é um conjunto de inteiros 
suficientemente grande. Então, existe uma sucessão de constantes        tais que 
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Andreia Hall
andreia@mat.ua.pt

16 de Fevereiro de 2007

1 Enquadramento

Assim, para uma variável aleatória discreta X e um escalar
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α ∈ [0, 1],
tem-se

α ∗X =
X
i=1

Bi(α)

{Bi}

2 Caminhos e Referências

G(x) = exp (−(1 + γx)−1/γ), 1 + γx > 0, γ ∈ IR. (1)

Quando
γ > 0
quando γ = 0
obtemos a distribuição de Gumbel (tomando limγ→0 em (1)), e quando γ < 0 temos a classe das

distribuições de Weibull.
(γ < 0).

Teorema 1 (Anderson, 1970) Seja F uma função de distribuição cujo suporte é um conjunto de
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n ) onde Fc é qualquer distribuição cont́ınua

no domı́nio de atracção da Gumbel que verifica
Fc([x]) = Fx.

1
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n ) onde Fc é qualquer distribuição cont́ınua

no domı́nio de atracção da Gumbel que verifica
Fc([x]) = Fx.

1



17P r i m a v e r a  d e  2 0 0 7

De facto      pode ser escolhido a partir de                            onde       é qualquer distribuição contínua 
no domínio de atracção da Gumbel que verifica

A modelação de dados reais a partir de sucessões iid é como todos sabemos inadequada em inúmeras 
situações. O pressuposto de independência é muitas vezes demasiado forte, e o pressuposto de estacio-
naridade também se pode questionar em muitas situações. Tendo em conta esta realidade, é natural que 
a investigação na área dos valores extremos tenha procurado abranger situações de não independência 
e/ou não igualdade de distribuição. A maioria dos resultados que se encontram referem-se `a situação 
de não independência, ou seja ao estudo dos extremos de sucessões estacionárias e é fundamentalmente 
neste âmbito que o meu trabalho se tem desenvolvido. Uma grande diferença que surge no estudo deste 
tipo de sucessões decorre do facto de ser natural encontrarmos agrupamentos de excedências de níveis 
elevados em vez de valores isolados como acontecia no caso iid. No contexto das sucessões estacionárias 
é possível definir um novo parâmetro de interesse que no caso de existir (e sob condições bastante gerais 
de regularidade) pode ser interpretado como o inverso do número médio de excedências, quando n tende 
para infinito. Este parâmetro designa-se por índice extremal.
No estudo dos valores extremos de sucessões estacionárias é usual considerar certo tipo de condições 
de dependência que, por um lado garantem que a distribuição limite do máximo á ainda do tipo max-es-
tável, e por outro permitem calcular o valor do índice extremal que éem geral difícil de obter. Algumas 
dessas condições podem-se encontrar em Leadbetter et al. (1983), Leadbetter e Nandagopalan (1989), 
Chernick et al. (1991), Hsing et al. (1988) e Ferreira (1993).
Com base nalgumas das condições de dependência acima mencionadas foi possível estudar o comporta-
mento do máximo de vários tipos de sucessões estacionárias de dados de contagem. De entre as publica-
ções que daí resultaram destacamos as seguintes:

• McCormick e Park (1992) fizeram o estudo do comportamento extremal dum processo au-
toregressivo de primeira ordem e dum processo autoregressivo de média móvel, ambos com 
distribuição marginal Binomial Negativa.

• McCormick e Sun (1993) fizeram o estudo do comportamento assimptótico do máximo con-
juntamente com a média de sucessões estacionárias com distribuição marginal na classe de 
Anderson.
Os resultados são aplicados a um processo autoregressivo de primeira ordem e ao comprimen-
to uma fila de espera M|M|s.

• Hall (1996) fez o estudo do comportamento extremal de uma sucessão autoregressiva de má-
ximos.

• Hooghiemstra et al. (1998) fornecem limites e aproximações para o comprimento máximo 
duma fila de espera M|M|s.

• Hall (2001, 2003) considerou uma classe geral de médias móveis com distribuição marginal 
no domínio de atracção da Fréchet e na classe de Anderson, respectivamente. Esta classe 
define-se por analogia com os processos clássicos MA de ordem infinita, substituindo a mul-
tiplicação pela operação thinning.

• Hall e Moreira (2006) consideraram uma sucessão particular com estrutura de média móvel 
cuja distribuição marginal é Geométrica. O modelo em causa foi obtido por substituição do 
operador multiplicação pelo operador thinning num modelo particular contínuo, com distri-
buição marginal exponencial.
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1 Enquadramento

Assim, para uma variável aleatória discreta X e um escalar
α ∈ [0, 1],
tem-se

α ∗X =
X
i=1

Bi(α)

{Bi}

2 Caminhos e Referências

G(x) = exp (−(1 + γx)−1/γ), 1 + γx > 0, γ ∈ IR. (1)

Quando
γ > 0
quando γ = 0
obtemos a distribuição de Gumbel (tomando limγ→0 em (1)), e quando γ < 0 temos a classe das

distribuições de Weibull.
(γ < 0).

Teorema 1 (Anderson, 1970) Seja F uma função de distribuição cujo suporte é um conjunto de
inteiros suficientemente grande. Então, existe uma sucessão de constantes {bn} tais que


lim supn→∞ Fn(x+ bn) ≤ e−e

−αx

lim infn→∞ Fn(x+ bn) ≥ e−e
−α(x−1) ,

para algum α > 0 e para todo o x ∈ IR, sse

lim
n→∞

1− F (n)
1− F (n− 1)

= exp{−α}.

De facto bn pode ser escolhido a partir de bn = F−1c (1− 1
n ) onde Fc é qualquer distribuição cont́ınua

no domı́nio de atracção da Gumbel que verifica
Fc([x]) = Fx.
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inteiros suficientemente grande. Então, existe uma sucessão de constantes {bn} tais que


lim supn→∞ Fn(x+ bn) ≤ e−e

−αx

lim infn→∞ Fn(x+ bn) ≥ e−e
−α(x−1) ,

para algum α > 0 e para todo o x ∈ IR, sse

lim
n→∞

1− F (n)
1− F (n− 1)

= exp{−α}.

De facto bn pode ser escolhido a partir de bn = F−1c (1− 1
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A partir destes trabalhos foi possível desenvolver novos resultados alargando um pouco o âmbito de 
trabalho. Assim,

• Hall e Scotto (2003) e Hall , Scotto e Ferreira (2004) consideraram o efeito da sub-amostra-
gem nos extremos de médias móveis de contagem no domínio de atracção da Fréchet. O pri-
meiro trabalho considera a sub-amostragem sistemática enquanto o segundo considera o caso 
mais geral da sub-amostragem periódica.

• Hall e Hüsler (2006) consideraram o efeito da amostragem aleatória nos extremos de suces-
sões estacionárias com especial destaque à sucessões de dados de contagem.

• Utilizando uma metodologia distinta, Hall e Scotto (2007) consideraram o efeito da amos-
tragem aleatória numa classe geral de médias móveis de dados de contagem no domínio de 
atracção da Fréchet.

• Hall e Scotto (2006) consideraram uma classe geral de médias móveis periódicas com dis-
tribuição marginal na classe de Anderson. Neste trabalho deixamos de ter estacionaridade e 
passamos a ter sucessões periódicas.

• Hall, Scotto e Cruz (2007) consideraram uma classe geral de médias móveis periódicas com 
distribuição marginal de Fréchet e também uma classe de médias móveis estacionárias mas 
com coeficientes aleatórios.

Para finalizar gostaria de fazer uma breve referência ao trabalho de três colegas Portugueses, que está 
fortemente relacionado com os trabalhos acima mencionados.

Maria da Graça Temido, professora da Universidade de Coimbra, dedicou uma parte relevante do 
seu estudo à classe de distribuições max-semiestáveis. Trata-se de uma classe de distribuições que inclui 
a classe de distribuições max-estáveis e que surge como classe de possíveis leis limite do máximo das 
primeiras kn observações (em vez das primeiras n observações) para uma escolha adequada da sucessão 
{kn}. De referir que as distribuições da classe de Anderson, que não pertencem ao domínio de atracção 
de nenhuma lei max-estável, pertencem ao domínio de atracção das max-semiestáveis. De entre os seus 
trabalhos destaco os seguintes:

• Canto e Castro et al. (2001) e Temido e Canto e Castro (2003) fizeram um estudo inovador da 
classe de distribuições max-semiestáveis e seus domínios de atracção.

• Com base nos dois trabalhos anteriores, Hall e Temido (2006) fizeram o estudo de alguns mo-
delos de contagem com distribuição marginal na classe de Anderson.

Helena Maria Ferreira, professora da Universidade da Beira Interior possui uma longa e valiosa lista 
de publicações em diversas áreas da Teoria de Valores Extremos, sendo os seus trabalhos essencialmente 
de índole probabilística. Irei apenas referir dois dos seus trabalhos por terem sido essenciais ao estudo 
das sucessões periódicas de dados de contagem. Ferreira e Martins (2003) e Martins e Ferreira (2004) es-
tudaram os extremos de sucessões periódicas e o impacto da sub-amostragem neste tipo de sucessões. 

Manuel Gonzalez Scotto, meu colega na Universidade de Aveiro, tem já um número muito signi-
ficativo de publicações apesar de apenas ter concluído o seu doutoramento em 2000. Os seus trabalhos 
abordam vários aspectos probabilísticos da Análise de Valores Extremos, com especial atenção ao efeito 
da sub-amostragem no comportamento extremal de sucessões estacionários. De entre os seus trabalhos 
destaca-se o estudo do comportamento extremal de séries de Volterra (Scotto e Turkman, 2005) e de 
equações estocásticas às diferenças (Scotto, 2005).
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1. Introdução
Na análise de valores extremos é de importância relevante as suposições que se consideram na cauda 
da função de distribuição subjacente à amostra de dados em causa. Se o interesse reside em grandes 
(pequenos) valores, essa ligação é dirigida à cauda superior (inferior), tendo por base o Teorema de Gne-
denko que estabelece três domínios de atracção para o máximo linearmente normalizado e correspon-
dentes modelos limite para as maiores observações. Um exemplo típico que evidencia uma conveniente 
modelação da cauda da distribuição é o da inferência acerca de quantis extremos, usualmente fora do 
intervalo amostral. Dizemos, por vezes, que se trata de um problema de extrapolação além da amostra. 
Se nos fixarmos de uma vez por todas em grandes valores, já que o problema dual dos pequenos valores 
é tratado por simetrização dos dados, uma cauda direita mal “pesada” pode deixar revelar uma sub ou 
sobre-estimação acerca desse valor, com as correspondentes consequências práticas que se adivinham. 
Realmente, a inferência estatística acerca de acontecimentos raros pode (e deve!) ser deduzida a partir 
daquelas observações que são extremas sob determinado tipo de critério.
Existem diferentes formas de definir tais observações e as respectivas abordagens em inferência estatís-
tica de valores extremos:
A metodologia clássica de Gumbel que extrai os máximos por blocos, o método POT dos excessos de 
nível (do inglês Peaks-Over-Threshold) e mais recentemente a metodologia PORT dos excessos de nível 
aleatório (Peaks-Over-Random-Threshold).
Em todas as abordagens, a inferência estatística é claramente melhorada se fizermos a priori uma escolha 
estatística acerca decaimento para zero mais apropriado para a cauda da distribuição subjacente: caudas 
curtas com limite superior do suporte finito, caudas leves de tipo exponencial ou caudas pesadas com 
limite superior de suporte infinito e que vão polinomialmente para zero. 

Tal como referido no início, esta posição é fortemente baseada na Teoria de Valores Extremos (EVT), a 
qual se apoia no Teorema Fundamental de Gnedenko (1943) para os max-domínios de atracção, e que es-
tabelece a Distribuição generalizada de Valores Extremos (GEV-Generalized Extreme Value, do inglês), 
como uma versão unificada de todos os comportamentos distribuicionais não-degenerados limite, para a 
sequência do máximo de variáveis aleatórias igualmente distribuídas independentes ou fracamente de-
pendentes. A GEV reduz-se às distribuições Fréchet, Weibull e Gumbel. O Domínio de atracção Fréchet 
diz respeito a caudas com decaimento polinomial, com limite superior do suporte infinito. O Domínio 
Weibull contém distribuições de caudas curtas com limite superior do suporte finito. Por sua vez, o caso 
intermédio do Domínio Gumbel, está dirigido a distribuições de cauda leve com limite superior do su-
porte finito ou infinito e de tipo exponencial. Assim, separar os procedimentos de inferência estatística 
de acordo com o domínio de max-atracção mais conveniente para a distribuição amostrada tornou-se 
uma prática usual ao longo da literatura da especialidade, seguindo quer abordagens paramétricas quer 
semi-paramétricas. Numa abordagem semi-paramétrica, a única suposição de base é a de que a distribui-
ção está no domínio de atracção da GEV. Neste contexto, qualquer inferência que diga respeito à cauda 
da distribuição subjacente pode ser baseada naquelas observações situadas acima de um nível aleatório 
(PORT). Esta última posição contrasta com a possibilidade alternativa de restringir a atenção para um 
número aleatório de valores amostrais excedendo um dado nível determinístico (POT). 
Esta pequena nota tem por objectivo dar uma visão breve acerca dos variados testes publicados no con-
texto de escolha estatística de condições de cauda para valores extremos, assim como dar conhecimento 
de algumas abordagens semi-paramétricas baseadas em estatísticas invariantes perante alterações de 
localização/escala, baseadas nos excessos acima de um patamar aleatório; este último corresponde a uma 
estatística ordinal intermédia, tomando em consideração a informação crescente acerca da cauda direi-
ta, disponibilizada pelo topo da amostra, e permitindo o aumento da dimensão amostral de uma forma 
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natural. Esta análise para interpretação dos dados de valores extremos representa um importante desafio 
para o nosso conhecimento em aplicações práticas a conjuntos de dados do mundo real, em áreas como 
o ambiente, climatologia ou finanças.

2. Preliminares e notação
Quando estamos interessados em modelar grandes observações, confrontamo-nos usualmente com duas 
classes de modelos para valores extremos:

• A distribuição Generalizada de Valores Extremos (GEVfd)

• A distribuição Generalizada de Pareto (GPfd)

Note-se que                                       , o modelo Gumbel, e                                        , o modelo exponencial. 
A introdução de parâmetros de escala             e de localização             , resulta nas famílias completas de 
GEVfd e GPfd, respectivamente                                               e                                              que desem-
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(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 
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>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .
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e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
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exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 
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posterior inferência. No que se segue,                                   são as e.o.’s associadas a                       .

3.1 Abordagens Paramétricas 
Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de modelos que descre-
vam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas três classes possíveis são motivadas 
pela TVE, e dependem fundamentalmente do parâmetro     , e eventualmente de parâmetros de localiza-
ção       e escala    . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):  
Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações igualmente espaça-
das. A classe GEVfd,      , é usada para modelar o s máximos dessas      subamostras construídas a partir 
de um conjunto de dados de dimensão     , para n suficientemente elevado,    

É prática comum neste método clássico de Gumbel tomar os máximos anuais, o que justifica esta desig-
nação. Neste contexto MA, o seguinte problema de teste foi tratado extensivamente na literatura, com 
ênfase principal no teste da hipótese Gumbel para a f.d. dos     

De facto, os hidrologistas têm desde há muito feito uso das distribuições de valores extremos para esti-
mar probabilidades de inundações e a correcta escolha da GEVfd é muito importante, já que os três tipos 
diferem consideravelmente nas respectvas caudas direitas. 
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Pode acontecer que, ao considerarmos a divisão dos dados de forma anual, alguns anos contenham vários 
valores que são maiores do que o máximo de outros anos. Este tipo de situação motiva a seguinte abor-
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• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  

Bloco 1         Bloco 2        Bloco 3        Bloco 4         Bloco 5

É prática comum neste método clássico de Gumbel tomar os máximos anuais, o que 

justifica esta designação. Neste contexto MA, o seguinte problema de teste foi tratado 

extensivamente na literatura, com ênfase principal no teste da hipótese Gumbel para a 

f.d. dos { } 1, ,i i k
Z

=

{ } { }0 1: : 0     .   : : 0H G vs H Gγ γγ γ= ≠ . 

De facto, os hidrologistas têm desde há muito feito uso das distribuições de valores 

extremos para estimar probabilidades de inundações e a correcta escolha da GEVfd é 

muito importante, já que os três tipos diferem consideravelmente nas respectvas caudas 

direitas.  

Entre os artigos que se referem a este tema, ou tendo por alternativa hipóteses 

unilaterais do tipo Weibull { }: 0Gγ γ < ou Fréchet { }: 0Gγ γ > , referimos Van Montfort 

(1970), Bardsley (1977), Otten and Van Montfort (1978), Tiago de Oliveira (1981), 

Gomes (1982), Tiago de Oliveira (1984), Tiago de Oliveira and Gomes (1984), Hosking 

(1984), Marohn (1994), Wang et al. (1996) and Marohn (2000). De certa forma 

relacionado com este problema estão os testes de ajustamento para o modelo Gumbel, o 

qual recebeu atenção em Stephens (1976), Stephens (1977), and Stephens (1986). Os 

testes aí considerados são baseados em estatísticas-FDE, como as de Kolmogorov, 

Cramér-von Mises e Anderson-Darling. 

• Método de Excessos de Nível (POT):   

Pode acontecer que, ao considerarmos a divisão dos dados de forma anual, alguns anos 

contenham vários valores que são maiores do que o máximo de outros anos. Este tipo de 

situação motiva a seguinte abordagem: suponhamos que extraímos as observações da 

amostra que excedem um nível fixo u . A classe da GPfd, Hγ , é usada quando os 

excessos são retirados das k  excedências de u de um certo conjunto amostral; i.e.,  

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, , ui k k= ≡ . 
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Uma clara diferença entre os contextos MA e POT é a de que enquanto na segunda as   k   maiores ob-
servações da amostra são tomadas em consideração, na primeira os  k   máximos anuais não são neces-
sariamente as maiores observações na amostra.

Neste contexto POT o seguinte problema de teste tem vindo a ser considerado, dando prioridade à hipó-
tese Exponencial para distribuição associada aos excessos               :

Este teste de hipóteses recebeu igualmente atenção por parte dos hidrologistas; de entre os artigos dedi-
cados a este problema de teste de H0 vs. H1, ou contra alternativas unilaterais Beta                    ou Pareto
                , mencionamos Van Montfort and Witter (1985), Gomes and Van Montfort (1986) e mais re-
centemente Brilhante (2004). Em Marohn (2000) ambas abordagens MA e POT são consideradas, no 
contexto de escolha estatística para as classes GEVfd e GPfd, salientando a propriedade de normalidade 
assintótica local (LAN) de forma a obter testes uniformemente óptimos para alternativas unilaterais e 
bilaterais. O ajustamento dos dados à GEVfd foi desenvolvido Castillo and Hadi (1997), tendo sido tam-
bém estudado em Choulakian and Stephens (2001). Recentemente, e de certa forma relacionado com o 
anterior, Beirlant et al. (2006) dedicaram-se ao problema de ajustamento para a classe de distribuições 
de cauda pesada ou tipo-Pareto.

• Método das Maiores Observações (MO):  
Consideremos agora que as  k  maiores observações da amostra, depois de convenientemente lineariza-
das com parâmetros de localização e escala,     e     ,                                            são bem modeladas com 
a f.d.p. conjunta dada por 

onde                                  é a f.d.p. da GEVfd. 

Em geral,               é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das  k  e.o.’s de topo, de um conjunto 
de n i.i.d. v.a.’s, quando              . Na literatura, aquele modelo recebeu a designação de GEV-multivariado 
ou de GEV-processo extremal e foi considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística 
de G0 contra                  , ou contra alternativas unilaterais                   ou                   . Em Gomes (1989), 
o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação de partição da amos-
tra em blocos com a extracção das maiores  k  observações am cada um dos  m  blocos, através do 
que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como se segue: um conjunto de vectores aleatórios
k-dimensionais i.i.d.                  normalizados para      e     , onde a f.d.p. conjunta dos vectores  
                                            é dada por               . Note-se que ambas abordagens MA e MO podem ser casos 
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:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 
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Uma clara diferença entre os contextos MA e POT é a de que enquanto na segunda as  

k  maiores observações da amostra são tomadas em consideração, na primeira os k

máximos anuais não são necessariamente as maiores observações na amostra. 

Neste contexto POT o seguinte problema de teste tem vindo a ser considerado, dando 

prioridade à hipótese Exponencial para distribuição associada aos excessos { } 1, ,i i k
Y

=
: 

{ } { }0 1: : 0     .   : : 0H H vs H Hγ γγ γ= ≠ . 

Este teste de hipóteses recebeu igualmente atenção por parte dos hidrologistas; de entre 

os artigos dedicados a este problema de teste de 0 1   .   H vs H , ou contra alternativas 

unilaterais Beta { }: 0Hγ γ <  ou Pareto { }: 0Hγ γ > mencionamos Van Montfort and 

Witter (1985), Gomes and Van Montfort (1986) e mais recentemente Brilhante (2004). 

Em Marohn (2000) ambas abordagens MA e POT são consideradas, no contexto de 

escolha estatística para as classes GEVfd e GPfd, salientando a propriedade de 

normalidade assintótica local (LAN) de forma a obter testes uniformemente óptimos 

para alternativas unilaterais e bilaterais. O ajustamento dos dados à GEVfd foi 

desenvolvido Castillo and Hadi (1997), tendo sido também estudado em Choulakian 

and Stephens (2001). Recentemente, e de certa forma relacionado com o anterior, 

Beirlant et al. (2006) dedicaram-se ao problema de ajustamento para a classe de 

distribuições de cauda pesada ou tipo-Pareto. 

• Método das Maiores Observações (MO):   

Consideremos agora que as k  maiores observações da amostra, depois de 
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Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=

normalizados para λ  e δ , onde a f.d.p. conjunta dos vectores 

{ }( ) ( ) 1, ,
: ( ) /i i i k

Z X λ δ
=

= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   
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está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   
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Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
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1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   

:i i iY X u y X u= − > > , 1, 2, ,i k= , acima de um patamar suficientemente elevado u

(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 

acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  

3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  
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Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 
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MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   
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particulares deste modelo multidimensional, tomando k=1 e m=1, respectivamente. Em Gomes (1987) 
é considerada uma amostra censurada dos maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito 
e cuja distribuição limite está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a 
redução da Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para as 
v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises  
e  Stephens.
 
3.2 Abordagens Semi-Paramétricas 
Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que                  , para algum    real. 
Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da distribuição subjacente  F  pode ser baseada 
nas  k observações acima de um nível aleatório           . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet 
contém distribuições com cauda polinomial, com limite superior do suporte      infinito, enquanto que 
as do domínio Weibull são de cauda curta e      finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio Gumbel 
abrange simultaneamente      finito ou infinito. O problema de escolha estatística neste contexto semi-
paramétrico pode ser explicitado através de  

ou contra alternativas unilaterais                       (Domínio Weibull)  ou                      (Domínio Fréchet). 
Testes dirigidos a este problema surgiram na literatura a partir dos artigos de Galambos (1982) e Castillo 
et al. (1989). Este último consiste num procedimento engenhoso, motivado pelo método visual para 
escolha da distribuição assintótica pela curvatura da núvem de pontos associada a um papel de probabi-
lidades. Escolhendo quatro ou mesmo três quantis extremais superiores empíricos, dois declives podem 
ser determinados e mostra-se que a razão entre estes (que não depende de localização/escala) converge 
para o ratio de combinações lineares com soma nula, dos quantis limite, o que justifica aquela técnica vi-
sual. Outros procedimentos para escolha estatística de max-domínios de atracção podem ser igualmente 
sugeridas pelos artigos de Hasofer and Wang (1992), Falk (1995), Fraga Alves and Gomes (1996), Fraga 
Alves (1999), Marohn (1998a,b), Segers and Teugels (2000) e, mais recentemente, Neves et al. (2006) e 
Neves and Fraga Alves (2007). 
Nestes últimos dois artigos, os procedimentos de teste são baseados nas observações que excedem um 
certo nível aleatório           , através dos excessos                                            .  

Este contexto representa alguma analogia com a abordagem POT, mas em que            joga o papel do 
nível determinístico  u,  o que justifica a designação PORT.

3.3 Testes para condições Valores Extremos  
Recentemente, testes para                    , para algum       real, têm ganhado bastante interesse. Dietrich et al. 
(2002) e Drees et al. (2006) consideraram este caso geral de teste para condições de Valores Extremos, 
através da adaptação de testes de ajustamento do tipo Kolmogorov-Smirnov e Cramér-von Mises.

0 0 1 0: (G )    .    : (G )H F vs H F γ γ ≠∈ ∈

ou contra alternativas unilaterais  0(G )F γ γ <∈  (Domínio Weibull)  ou 0(G )F γ γ >∈

(Domínio Fréchet). Testes dirigidos a este problema surgiram na literatura a partir dos 

artigos de Galambos (1982) e Castillo et al. (1989). Este último consiste num 

procedimento engenhoso, motivado pelo método visual para escolha da distribuição 

assintótica pela curvatura da núvem de pontos associada a um papel de probabilidades. 

Escolhendo quatro ou mesmo três quantis extremais superiores empíricos, dois declives 

podem ser determinados e mostra-se que a razão entre estes (que não depende de 

localização/escala) converge para o ratio de combinações lineares com soma nula, dos 

quantis limite, o que justifica aquela técnica visual. Outros procedimentos para escolha 

estatística de max-domínios de atracção podem ser igualmente sugeridas pelos artigos 

de Hasofer and Wang (1992), Falk (1995), Fraga Alves and Gomes (1996), Fraga Alves 

(1999), Marohn (1998a,b), Segers and Teugels (2000) e, mais recentemente, Neves et 

al. (2006) e Neves and Fraga Alves (2007). Nestes últimos dois artigos, os 

procedimentos de teste são baseados nas observações que excedem um certo nível 

aleatório ,n k nX − , através dos excessos { }1, , 1, ,
:i n i n n k n i k

Z X X− + − =
= − .  

Este contexto representa alguma analogia com a abordagem POT, mas em que ,n k nX −

joga o papel do nível determinístico u , o que justifica a designação PORT. 

3.3 Testes para condições Valores Extremos   

Recentemente, testes para F Gγ∈ , para algum γ  real, têm ganhado bastante 

interesse. Dietrich et al. (2002) e Drees et al. (2006) consideraram este caso geral de 

teste para condições de Valores Extremos, através da adaptação de testes de ajustamento 

do tipo Kolmogorov-Smirnov e Cramér-von Mises. 
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Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=
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= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 
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acontecimentos raros na cauda de F , tais como a estimação de pequenas probabilidades 

de excedência ou de períodos de retorno, assentam nesta suposição. Além disso, os 

modelos Gumbel e exponencial são também preferidos devido à maior simplicidade de 

inferência associada a este tipo de populações.  
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Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 
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disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 

1, 2, ,n n n nX X X≤ ≤ ≤  são as e.o.’s associadas a 1 2, , , nX X X .

3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 
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Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=

normalizados para λ  e δ , onde a f.d.p. conjunta dos vectores 

{ }( ) ( ) 1, ,
: ( ) /i i i k

Z X λ δ
=

= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   

(1)X
(2)X

( 4)X

X (k)

Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=

normalizados para λ  e δ , onde a f.d.p. conjunta dos vectores 

{ }( ) ( ) 1, ,
: ( ) /i i i k

Z X λ δ
=

= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   

(1)X
(2)X

( 4)X

X (k)

Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=

normalizados para λ  e δ , onde a f.d.p. conjunta dos vectores 

{ }( ) ( ) 1, ,
: ( ) /i i i k

Z X λ δ
=

= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   

(1)X
(2)X

( 4)X

X (k)

Em geral, ( )f zγ  é a forma da f.d.p. conjunta limite não-degenerada das k   e.o.’s de 

topo, de um conjunto de n  i.i.d. v.a.’s, quando n → ∞  . Na literatura, aquele modelo 

recebeu a designação de GEV-multivariado ou de GEV-processo extremal e foi 

considerado em Gomes and Alpuim (1986) para a escolha estatística de 0G  contra 

{ }: 0Gγ γ ≠ , ou contra alternativas unilaterais { }: 0Gγ γ <  ou { }: 0Gγ γ > . Em Gomes 

(1989), o problema de testar a hipótese Gumbel, é abordado através de uma combinação 

de partição da amostra em blocos com a extracção das maiores k  observações am cada 

um dos m  blocos, através do que é o denominado modelo GEV-muldimensional, como 

se segue: um conjunto de vectores aleatórios k -dimensionais i.i.d. { } 1, ,i i m
X

=

normalizados para λ  e δ , onde a f.d.p. conjunta dos vectores 

{ }( ) ( ) 1, ,
: ( ) /i i i k

Z X λ δ
=

= − é dada por ( )( )if zγ . Note-se que ambas abordagens MA e 

MO podem ser casos particulares deste modelo multidimensional, tomando 1k =  e 

1m = , respectivamente. Em Gomes (1987) é considerada uma amostra censurada dos 

maiores valores da amostra, cuja dimensão vai para infinito e cuja distribuição limite 

está na classe GEVfd, tendo por propósito testes de ajustamento. Usando a redução da 

Gumbel à exponencial, a autora desenvolve testes bilaterais de exponencialidade, para 

as v.a.’s transformadas, sendo focados os testes de ajustamento Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises  e  Stephens. 

3.2 Abordagens Semi-Paramétricas  

Seguindo uma abordagem semi-paramétrica, a única suposição é a de que F Gγ∈ , 

para algum γ  real. Neste contexto, qualquer inferência respeitante à cauda da 

distribuição subjacente F  pode ser baseada nas k  observações acima de um nível 

aleatório ,n k nX − . Recordemos que o domínio de atracção Fréchet contem distribuições 

com cauda polinomial, com limite superior do suporte Fx  infinito, enquanto que as do 

domínio Weibull são de cauda curta e Fx  finito. O caso intermédio de f.d.’s no domínio 

Gumbel abrange simultaneamente Fx  finito ou infinito. O problema de escolha 

estatística neste contexto semi-paramétrico pode ser explicitado através de   

0 0 1 0: (G )    .    : (G )H F vs H F γ γ ≠∈ ∈

ou contra alternativas unilaterais  0(G )F γ γ <∈  (Domínio Weibull)  ou 0(G )F γ γ >∈

(Domínio Fréchet). Testes dirigidos a este problema surgiram na literatura a partir dos 

artigos de Galambos (1982) e Castillo et al. (1989). Este último consiste num 

procedimento engenhoso, motivado pelo método visual para escolha da distribuição 

assintótica pela curvatura da núvem de pontos associada a um papel de probabilidades. 

Escolhendo quatro ou mesmo três quantis extremais superiores empíricos, dois declives 

podem ser determinados e mostra-se que a razão entre estes (que não depende de 

localização/escala) converge para o ratio de combinações lineares com soma nula, dos 

quantis limite, o que justifica aquela técnica visual. Outros procedimentos para escolha 

estatística de max-domínios de atracção podem ser igualmente sugeridas pelos artigos 

de Hasofer and Wang (1992), Falk (1995), Fraga Alves and Gomes (1996), Fraga Alves 

(1999), Marohn (1998a,b), Segers and Teugels (2000) e, mais recentemente, Neves et 

al. (2006) e Neves and Fraga Alves (2007). Nestes últimos dois artigos, os 

procedimentos de teste são baseados nas observações que excedem um certo nível 

aleatório ,n k nX − , através dos excessos { }1, , 1, ,
:i n i n n k n i k

Z X X− + − =
= − .  

Este contexto representa alguma analogia com a abordagem POT, mas em que ,n k nX −

joga o papel do nível determinístico u , o que justifica a designação PORT. 

3.3 Testes para condições Valores Extremos   

Recentemente, testes para F Gγ∈ , para algum γ  real, têm ganhado bastante 

interesse. Dietrich et al. (2002) e Drees et al. (2006) consideraram este caso geral de 

teste para condições de Valores Extremos, através da adaptação de testes de ajustamento 

do tipo Kolmogorov-Smirnov e Cramér-von Mises. 
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(método POT). Para <0γ , =0γ  e >0γ  a f.d. Hγ  reduz-se às f.d.’s de Beta, Exponencial 

e Pareto, respectivamente. Em ambos os caos, o índice de valores extremos γ  está 

intimamente relacionado ao peso da cauda de F . Nesse sentido, o valor =0γ  (cauda 

exponencial) pode ser encarado como um ponto de viragem: <0γ  refere-se a caudas 

curtas com limite superior do suporte { }sup , ( ) 1Fx x F x= <  finito, enquanto que para 

>0γ  as f.d.’s são de cauda pesada. 

Em muitas ciências aplicadas onde os extremos surgem com papel relevante, é 

assumido que o índice =0γ  e os procedimentos de inferência estatística respeitantes a 
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3. Testes em Valores Extremos

Para analisar valores extremos existem diferentes abordagens, de acordo com as 

suposições subjacentes para F e as observações específicas retiradas dentro da amostra 

disponível tendo por propósito uma posterior inferência. No que se segue, 
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3.1 Abordagens Paramétricas  

Neste contexto, a suposição principal é a da existência de uma classe adequada de 

modelos que descrevam convenientemente a característica aleatória sob estudo. Estas 

três classes possíveis são motivadas pela TVE, e dependem fundamentalmente do 

parâmetro γ , e eventualmente de parâmetros de localização λ  e escala δ . 

• Método de Gumbel ou dos Máximos Anuais (MA):   

Suponhamos que é possível obter o máximo para cada um dos blocos de observações 

igualmente espaçadas. A classe GEVfd Gγ , é usada para modelar o s máximos dessas 

k  subamostras construídas a partir de um conjunto de dados de dimensão kn , para 

n suficientemente elevado, { }( ) ( )
1: max , , , 1, ,i i

i nZ X X i k= = .  
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Models for Spatial Extremes

P. de Zea Bermudez 1, J. Mendes 2 and K.F. Turkman 3

Let X(s) be a random function with s taking values in some D ⊂ Rd. What can we say about
the extremes of such random functions? In particular, if we have data {x(si), i = 1, 2, ..., n}, how
can we make inferences on the extremes of such processes?

If d = 1, and D is a discrete subset of R so that X(s) is a discrete time series, then the Ex-
treme Value Theory (EVT) answers these questions almost completely. In fact, the EVT provides
statistical models for the tail of a probability distribution and also offers specific statistical tech-
niques to make inference about these models. If {Xi} are iid random variables with distribution
function F then the maxima Mn = max(X1, ..., Xn) suitably normalized converges, as n →∞, to
one of the three extreme value distributions: Weibull, Gumbel or Fréchet. In this situation it is
said that F is in the domain of attraction of one of these extreme value distributions. Because of
this asymptotic justification, the Generalized Extreme Value distribution (GEVD) is often used as
model for maxima of blocks, such as annual maxima, to estimate tail probabilities. However, this
method does not use the data efficiently and many large observations which could also be used
in inference are ignored. Another method, which is called Peaks Over Threshold (POT) method
is based on modeling the excesses (or exceedances) over a suitably chosen high threshold. The
generalized Pareto distribution (GPD) is then used to model the excesses over this high threshold
and the theoretical asymptotic justification is given by Pickands(1975). Hence, the tail of the
conditional distribution is modeled by the GPD as follows:

P (X > x+ u|X > u) =

1 + k

x

σ

−1/k

, (1)

where σ > 0, k ∈ (−∞,∞) and 1 + k x
σ

> 0. Here, σ is the scale parameter and depends on the
chosen threshold u. The k is called the shape parameter and is invariant to threshold u selected.
The choice of the threshold is critical and has to compromise the availability of sufficient amount
of data for statistical estimation and the asymptotic theoretical justification. Consequently, it is
generally chosen sufficiently high so that the excesses follow approximately a GPD distribution
and low enough in order to have an adequate amount of excesses to perform the statistical analysis.
For an extensive treatment of the EVT, see Embrecht et al. (1997) and for a review of methods
for parameter estimation of the GPD, see de Zea Bermudez and Kotz (2006).

The theory of the POT method is carried out under the assumption that the data is indepen-
dent and identically distributed and that the limiting GPD distribution is solely characterized by
the tail behavior of the marginal distribution F . When dealing with non-stationary data with
strong short term serial dependence, the following aspects need to be considered in order to use
the POT method:

1. the non-stationarity has to be removed.

2. the threshold exceedances need to be de-clustered in order to identify independent clusters
of exceedances.

For addressing the non-stationarity issue, several methods have been suggested in the literature
(see, for example, Smith(1989) and Ramesh and Davison(2002)).
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The usual method of de-clustering is done by estimating the extremal index θ which is an
asymptotic parameter measuring the strength of clustering of the extreme values of the series.
The GPD model is then fitted to the sample of cluster maxima. For the estimation of the extremal
index see Embrechts et al. (1997). In general, the extremal index θ is invariant of the threshold
chosen for the GPD model. However, there are processes with short term dependence structures
which contradict the invariance property (Ledford and Tawn, 2003), thus indicating that GPD
may not be a good model for certain types of serially dependent data (see Eastoe and Tawn (2006
for alternative models).

As the above brief introduction indicates, the tools commonly used for dealing with non-
stationary data and de-clustering for local extremes are well understood and studied for serially
dependent data. However, for d ≥ 2, that is when X(s) is a random field, and the data is of the
form {x(si), si ∈ D ⊂ Rd}, statistical techniques for dealing with the extremes of such data sets
are not very well known. Figure 1 gives the locations of wild fires in Portugal above 5 and 250
hectares respectively in 2004. How can one model the locations, as well as the sizes of these events

Figure 1: Locations of fires above 5 hectares and locations of fires above 250 hectares

so that one quantifies the risk of large fires at a given time and space? The natural way handle
such data set is to de-trend and de-seasonalize the data in time and space to get fairly stationary
data, to identify the spatial clusters of large values and finally to fit a GPD model to the maxima
of spatial clusters. However, apart from appropriate methods for transforming non-stationarity
(which will not be discussed here) one needs to make inferences on the average cluster size or on
the spatial extremal index of the field. However, it is not clear what spatial extremal index is.
Turkman (2006) gives one possible characterization of spatial extremal index through coordinate
wise representation by looking at how three different sequences cluster in different directions.
First, at each time point k, the sequence of time plate maxima

ζk = max
0≤i≤r1,0≤j≤r2

X(i, j, k),

Figure 1: Locations of fires above 5 hectares and locations of fires above 250
hectares

are formed. The characterization of clusters for these processes along k-direction
and along x-direction respectively, as well as the clustering of X(0, j, 0) along the
j-direction can be made in the usual way and Turkman (2006) gives the extremal
index of the field in terms of these individual coordinate indexes. However, in
order to use these results effectively for spatial-temporal data sets, adequate
methods of extremal index estimation should be formulated. Although the
adaptation of the runs method to estimate each of the coordinate indexes seems
to be straightforward, there are some complicated issues in the choice of a proper
threshold for the analysis.

Other possible methods of handling spatial extreme data are suggested by
Davison (2007), which we explain now.

In modeling spatial extremes, de Haan and Pereira (2006) suggest starting
from the stationary spatial process X(s, t) traveling in time and look at the
marginal convergence

1
aT

(sup
t∈T

X(s, t)− bT ) →W Y (s).

The limiting process Y (s) is a max-stable process (see de Haan and Lin(2001)).
This max-stable process can then be used as an asymptotic model for the ex-

3

are formed. Then, for each fixed k and i, the sequence of column maxima

νi = max
0≤j≤r2

X(i, j, 0)

are formed. The characterization of clusters for these processes along k-direction and along x-
direction respectively, as well as the clustering of X(0, j, 0) along the j-direction can be made in
the usual way and Turkman (2006) gives the extremal index of the field in terms of these individual
coordinate indexes. However, in order to use these results effectively for spatial-temporal data sets,
adequate methods of extremal index estimation should be formulated. Although the adaptation
of the runs method to estimate each of the coordinate indexes seems to be straightforward, there
are some complicated issues in the choice of a proper threshold for the analysis.

Other possible methods of handling spatial extreme data are suggested by Davison (2007),
which we explain now.

In modeling spatial extremes, de Haan and Pereira (2006) suggest starting from the stationary
spatial process X(s, t) traveling in time and look at the marginal convergence

1

aT

(sup
t∈T

X(s, t)− bT )→W Y (s).

The limiting process Y (s) is a max-stable process (see de Haan and Lin(2001)). This max-stable
process can then be used as an asymptotic model for the extremal values of the spatial process
X(s). If one can derive or make inference on the probability structure of Y , the problem of
extrapolation of large values in space to unobserved cites and/or inference on the largest value
sups∈S X(s) can be solved. De Haan and Pereira (2006) then look at specific models for the
extremal process Y (s) to address the issue of spatial extrapolation. Davis and Mikosch (2006) look
at the same problem, but start with a heavy-tailed linear space-time process, continuous in space
and discrete in time, and then derive the characteristic behavior of the limiting extremal process.
This extremal process is uniquely represented by the model suggested by de Haan and Pereira
(2006). Similar models were already suggested by Coles and Tawn (1996) for modeling areal
rainfall processes. The problem with this possible method is that only the bivariate distributions
of the Y (s) process are known. How can we make inference on the whole probability structure of
the Y (s) process based on bivariate distributional models? Davison(2007) suggests using likelihood
methods. In principle, for likelihood inference, the full likelihood

f(x(s1), ..., x(sn)|Θ)

is needed. However, one can make use of the composite likelihood based on the bivariate densities


i>j

log f(y(si, sj)|Θ),

where f(y(si, sj)|Θ) is a model for the bivariate density of Y (s) at two locations si and sj. It is
known that if Θ is identifiable from the bivariate densities, then under fairly general conditions,
the estimator obtained from () is consistent, asymptotically Gaussian with known covariance
structure, giving a good approximation to the estimators obtained from the full likelihood. Davison
(2007) also gives suggestions as to how bivariate models can identified using the data. Even
though this method looks very promising, it has one drawback: often spatial variations in the
extremes are due to many other factors or covariates which are observable. Therefore, it is
highly desirable to incorporate this information in the model. Bayesian Hierarchical Models and
the simulation based inference techniques, such as MCMC seem to be the best way of handling
such situations. Therefore, we suggest a Bayesian Hierarchical modeling framework as the third
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and discrete in time, and then derive the characteristic behavior of the limiting extremal process.
This extremal process is uniquely represented by the model suggested by de Haan and Pereira
(2006). Similar models were already suggested by Coles and Tawn (1996) for modeling areal
rainfall processes. The problem with this possible method is that only the bivariate distributions
of the Y (s) process are known. How can we make inference on the whole probability structure of
the Y (s) process based on bivariate distributional models? Davison(2007) suggests using likelihood
methods. In principle, for likelihood inference, the full likelihood

f(x(s1), ..., x(sn)|Θ)

is needed. However, one can make use of the composite likelihood based on the bivariate densities


i>j

log f(y(si, sj)|Θ),

where f(y(si, sj)|Θ) is a model for the bivariate density of Y (s) at two locations si and sj. It is
known that if Θ is identifiable from the bivariate densities, then under fairly general conditions,
the estimator obtained from () is consistent, asymptotically Gaussian with known covariance
structure, giving a good approximation to the estimators obtained from the full likelihood. Davison
(2007) also gives suggestions as to how bivariate models can identified using the data. Even
though this method looks very promising, it has one drawback: often spatial variations in the
extremes are due to many other factors or covariates which are observable. Therefore, it is
highly desirable to incorporate this information in the model. Bayesian Hierarchical Models and
the simulation based inference techniques, such as MCMC seem to be the best way of handling
such situations. Therefore, we suggest a Bayesian Hierarchical modeling framework as the third
alternative for modeling spatial extremes. The basic fundamental assumption taken in Bayesian
hierarchical modeling is that, although the extremes are dependent in space (and in time), they
are conditionally independent given a hidden spatial temporal random process, as well as other
observable covariates. How reasonable this assumption highly depends on each case study and
also on the quality of the auxiliary information contained in the covariates.

Thus, we assume that the data

x(s) = {x(si, t), i = 1, 2, ..., nt, t = 1, 2, ..., T}

is the realization of a Spatio-temporal process-continuous in space and discrete in time- X(s, t),
s = (s1, s2) ∈ D ⊂ R2, t = 1, 2, .... Such data are called geostatistical (Cressie, 1993), or point
referenced (Banarjee, 2004) data.

Let
Z(si, t) = X(s, t)− u,

be the excesses over the threshold u.
We consider the following hierarchical model for Z(si, t)

1. Level 1: Likelihood

we assume that, conditional on a hidden unobserved spatial process, η(s),

p(z(si, t), i = 1, 2, ..., nt, t = 1, ..., T |η(s)) =
T
t=1

nt
i=1

p(z(si, t)|η(s),Θ), (2)

where

p(z(si, t)|η(s),Θ) = GPD(k(si), σ(si))

=
1

σ(si)


1 +

k(si)

σ(si)
z

−1−1/k(si)

(3)

Here, nt is the number of exceedances above threshold u in year t.

2. Level 2: Link functions

log σ(si) = µσ(s) = a0 + a1u+ a2s1 + a3s2 + η(si) + σ(si), (4)

log
k(si)

1− k(si)
= b0 + b1s1 + b2s2 + η(si) + k(s), (5)

In general, the shape parameter k ranges in (−∞,∞). However, in the case of extreme fire
sizes we have a very precise prior information that the fires sizes are heavy tailed but with
finite mean, thus restricting the range of k in (0, 1).

3. Level 3: Parameters Θ = (a0, a1, a2, b0, b1, b2, c, φ, τ, τ1, τ2) are random hyper parameters,
where

• η(s) is a isotropic Gaussian spatial process with mean 0 and exponential covariance
matrix Σ give by

Σij = c2 exp(−φdij) + τ 21{i=j}, (6)

where dij is the distance between si and sj, and 1. is the indicator function.

• σ(s) and k(s) are independent and identically distributed random sequences, indepen-
dent of each other with means 0 and variances τ1 and τ2
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alternative for modeling spatial extremes. The basic fundamental assumption taken in Bayesian
hierarchical modeling is that, although the extremes are dependent in space (and in time), they
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log
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= b0 + b1s1 + b2s2 + η(si) + k(s), (5)

In general, the shape parameter k ranges in (−∞,∞). However, in the case of extreme fire
sizes we have a very precise prior information that the fires sizes are heavy tailed but with
finite mean, thus restricting the range of k in (0, 1).

3. Level 3: Parameters Θ = (a0, a1, a2, b0, b1, b2, c, φ, τ, τ1, τ2) are random hyper parameters,
where

• η(s) is a isotropic Gaussian spatial process with mean 0 and exponential covariance
matrix Σ give by

Σij = c2 exp(−φdij) + τ 21{i=j}, (6)

where dij is the distance between si and sj, and 1. is the indicator function.

• σ(s) and k(s) are independent and identically distributed random sequences, indepen-
dent of each other with means 0 and variances τ1 and τ2

4. level 4: Hyper-parameters {aj}3
j=0, {bj}2

j=0 are iid normal variables independent of each
other, c, τ , φ, τ1, τ2 are positive, independent random variables

This model and a slightly simpler version based on areal models (Banarjee et al. (2004)),
together with the MCMC inference are fitted to extremes of wild fire data in Portugal during
1984-2004 and the results are very encouraging (de Zea Bermudez et al. (2007)); see also Cooley
et al. (2006, 2007) for similar applications. It is therefore our opinion that the most practical way
of handling spatial extremes is through Bayesian Hierarchical modeling. Of course, these models
are not free of criticism. For example, the spatial dependencies are only introduced through the
model parameters, not directly through the likelihood. Also, they are open to questions due to the
fact that the posterior marginal distributions of the largest values may not be an extreme value
distribution. However, due to their flexibility, they may prove to be a very powerful and useful
tool in extreme value theory for spatial data.
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Semiestabilidade em Teoria de Extremos

Maria da Graça Temido

Mirei-a e admirei-a pela primeira vez na Primavera de 1996. Era uma criança desconhecida mas com
um futuro auspicioso. Nascida na Bulgária, fizera apenas uma viagem à Rússia. Dif́ıcil de compreen-
der, reclamava por atenção. A sua única prima ocidental, habituada aos mimos dos apaixonados pelos
extremos, mal a conhecia. Ao olhar para ela apercebemo-nos de que a sua solidão estava associada aos
traços das suas corcundas e ao humor periódico e limitado. Por ser proveniente de uma famı́lia bem
mais abastada que a da sua prima famosa, embora com muitos membros convenientemente discretos, foi
atraindo atenções. Na Primavera de 1998 eu e a Professora Luisa Canto e Castro já consegúıamos conver-
sar com ela com bastante segurança. Conversar não bastava. Dadas as suas formas pouco convencionais
resolvemos trajá-la de forma alternativa, para o que contribuiu a ajuda primordial do Professor Laurens
de Haan. Com este novo traje voltou à Rússia.

Ao longo dos anos, as suas formas, as suas corcundas, as sazonalidades do seu carácter e os seus
membros discretos, fizeram aumentar o número de interessados em conhecê-la. Dominadora, conciliadora,
tem já um domı́nio de atracção maior que o da prima. Foi aliás o seu carácter conciliador e discreto que
lhe valeu nova ida à Rússia em 2005, desta vez, pela minha mão e da Professora Andreia Hall. Depois de
ter revelado dar-se bem com um número aleatório de primas, eu e a Professora Helena Ferreira levámo-la
também a Paris.

Em Fevereiro de 2007 é uma jovem cheia de potencialidades, a quem eu agradeço a amizade com que
me tem presenteado. Principalmente o presente que me ofereceu pouco antes do Natal de 2000.

Estou a falar-vos da classe MSS. A classe das distribuições max-semiestáveis.

−→ F, kn, r, α, ν, p,G←−

A classe das leis max-estáveis sempre foi considerada por alguns estat́ısticos demasiado restrita
para muitas das aplicações da Estat́ıstica de Extremos. Com efeito, existe um número considerável
de funções de distribuição (f.d.’s) que não pertencem a qualquer domı́nio de atracção de f.d.’s max-
estáveis. Por exemplo, as f.d.’s que, como a Binomial, verificam a condição lim

x→w−F

F (x) < 1 e outras,

como a Binomial Negativa e a Gumbel discretizada, para as quais se tem

lim
n→+∞

1− F (n− 1)

1− F (n)
= r, (1)

com r em ]1,+∞[. Assim, a procura de uma distribuição limite não degenerada para o máximo
de variáveis aleatórias com função de distribuição (f.d.) discreta que verificasse (1) ou com f.d.
cont́ınua multimodal era, sem dúvida, uma questão de interesse. Citamos ainda o exemplo da f.d.
multimodal definida por F (x) = 1− e−x−senx, para x ≥ 0.

Respondendo às questões anteriores, embora porventura não motivada por elas, surgiu na
Teoria de Extremos a classe das f.d.’s max-semiestáveis – classe MSS – que engloba a classe MS.
As primeiras referências sobre esta classe são Pancheva (1992) e Grinevich (1992, 1993, 1994).
Esta nova classe, constitúıda por todas as funções de distribuição para as quais existem reais
r > 1, a > 0 e b tais que

G(x) = Gr(x/a+ b), (2)

coincide com a classe dos posśıveis limites de F kn(x/an + bn), com an > 0 e bn real, isto é, dos
posśıveis limites em distribuição do máximo, linearmente normalizado, de kn variáveis aleatórias

1

independentes e identicamente distribúıdas, onde {kn} é uma sucessão de inteiros que verifica

kn+1 ≥ kn ≥ 1 e lim
n→+∞

kn+1

kn
= r, (3)

com r ≥ 1. No que se segue diremos que {kn} é uma sucessão de crescimento geométrico. As
expressões anaĺıticas das três famı́lias de f.d.’s max-semiestáveis podem ser unificadas na forma
seguinte:

G(x) =




exp


−(1 + γx)−1/γν(log(1 + γx))


x ∈ R, 1 + γx > 0 e γ = 0

exp{−e−xν(x)} x ∈ R e γ = 0
,

onde ν é uma função positiva periódica e limitada.
Notemos que se considerarmos ν constante ou {kn} tal que r = 1 obtemos a classe MS.
A classe MSS veio assim perspectivar um aumento significativo das aplicações em Teoria de

Extremos, uma vez que contém f.d.’s descont́ınuas bem como uma vasta gama de f.d.’s multi-
modais.

O aparecimento do parâmetro r e da função periódica ν e a sua coexistência com os restantes
parâmetros de localização e forma, para além de tornar mais complexa a caracterização dos
domı́nios de atracção desta classe, o que foi conseguido em Grinevich (1993), conduz a um processo
inferencial com várias adversidades. Na tentativa de encetar a inferência estat́ıstica da classe MSS,
obtivemos uma caracterização diferente desta classe e dos seus domı́nios de atracção, bem mais
simples do que a de Grinevich. De facto, desta nova representação conclúımos que qualquer solução
de (2) pode ser obtida a partir da igualdade − log(− logG(a−mx + sm)) = m log r + y(x), válida
para qualquer x em [0, 1] e qualquer m inteiro, onde sm = m se a = 1 e sm = (a−m− 1)/(a−1− 1)
se a = 1 e y : [0, 1] → [0, log r] é um função cont́ınua à direita, não decrescente e cont́ınua em
x = 1. Resultados similares são obtidos para a inversa generalizada da função − log(− logG).
Esta representação dispensa o papel complexo da função periódica que surge na caracterização de
Grinevich. Estes resultados enformam Canto e Castro, de Haan e Temido (2002).

O facto da classe MSS conter f.d.’s discretas levou-nos a procurar o comportamento das f.d.’s
que pertencem aos seus domı́nios de atracção. Em Temido (2000) provámos que, para uma
f.d. discreta F com sucessão de pontos de descontinuidade {xn}, uma condição necessária e
suficiente para que exista uma sucessão real {un} tal que F kn(un) tenha limite não degenerado

é lim
n→+∞

1− F (xn−1)

1− F (xn)
= r, onde r e {kn} estão relacionados em (3). Este resultado permite-nos

provar que se a f.d. F não tiver um salto no extremo superior do suporte e verificar a condição
anterior, então só poderá pertencer ao domı́nio de atração de uma max-semiestável discreta. Em
particular, para qualquer f.d. inteira na classe de Anderson, isto é, com extremo superior do
suporte infinito e a verificar (1), ou equivalentemente

exp(−e−α(x−1)) ≤ lim inf
n→+∞

F n(x+ bn) ≤ lim sup
n→+∞

F n(x+ bn) ≤ exp(−e−αx),

se existirem kn de crescimento geométrico e bn tais que F
kn(x+ bn) tenha limite não degenerado,

esse limite pertence à famı́lia da Gumbel discretizada G(x) = exp(−βr−[x]), x ∈ R. Destacamos
o exemplo da f.d. Binomial Negativa BN(m, p) que, neste novo contexto, pertence ao domı́nio de
atracção de G(x) = exp(−p[x]), x ∈ R.

Em Temido e Canto e Castro (2002) consideramos sucessões estritamente estacionárias su-
jeitas a uma condição de independência assintótica que é uma generalização da condição D(un) de
Leadbetter e uma sucessão de crescimento geométrico. Para este tipo de sucessões, generalizámos
o Teorema de Valores Extremos de Leadbetter, isto é, mostramos que a classe dos posśıveis lim-
ites em distribuição do máximo, linearmente normalizado, das primeiras kn variáveis aleatórias
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independentes e identicamente distribúıdas, onde {kn} é uma sucessão de inteiros que verifica
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= r, (3)

com r ≥ 1. No que se segue diremos que {kn} é uma sucessão de crescimento geométrico. As
expressões anaĺıticas das três famı́lias de f.d.’s max-semiestáveis podem ser unificadas na forma
seguinte:

G(x) =




exp
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,

onde ν é uma função positiva periódica e limitada.
Notemos que se considerarmos ν constante ou {kn} tal que r = 1 obtemos a classe MS.
A classe MSS veio assim perspectivar um aumento significativo das aplicações em Teoria de

Extremos, uma vez que contém f.d.’s descont́ınuas bem como uma vasta gama de f.d.’s multi-
modais.
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parâmetros de localização e forma, para além de tornar mais complexa a caracterização dos
domı́nios de atracção desta classe, o que foi conseguido em Grinevich (1993), conduz a um processo
inferencial com várias adversidades. Na tentativa de encetar a inferência estat́ıstica da classe MSS,
obtivemos uma caracterização diferente desta classe e dos seus domı́nios de atracção, bem mais
simples do que a de Grinevich. De facto, desta nova representação conclúımos que qualquer solução
de (2) pode ser obtida a partir da igualdade − log(− logG(a−mx + sm)) = m log r + y(x), válida
para qualquer x em [0, 1] e qualquer m inteiro, onde sm = m se a = 1 e sm = (a−m− 1)/(a−1− 1)
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suficiente para que exista uma sucessão real {un} tal que F kn(un) tenha limite não degenerado
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anterior, então só poderá pertencer ao domı́nio de atração de uma max-semiestável discreta. Em
particular, para qualquer f.d. inteira na classe de Anderson, isto é, com extremo superior do
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da sucessão coincide com a classe MSS. De modo a podermos estudar o comportamento ex-
tremal de sucessões estritamente estacionárias com f.d. comum no domı́nio de atracção de alguma
max-semiestável, generalizámos o conhecido conceito de ı́ndice extremal. Introduzimos também
algumas condições de dependência local, que são generalizações das já conhecidas para o caso
kn = n. Estas condições permitem-nos estabelecer condições necessárias e suficientes para a con-
vergência em distribuição de Mkn , sob normalização linear. A necessidade de encontrar modelos
estacionários de interesse em aplicações reais e que verifiquem as novas condições de independência
assintótica e dependência local, assim como os resultados já referidos sobre a classe de Anderson,
levou-nos a considerar um novo enquadramento para alguns dos modelos de margens inteiras es-
tudados em Hall (1998). Com efeito, naquele trabalho são estudados vários modelos estacionários
max-autorregressivos e de médias móveis de variáveis aleatórias inteiras onde a multiplicação é
substitúıda por uma operação aleatória designada operação thinning. Para alguns destes modelos
é provado que se a f.d. marginal verificar (1), então o máximo Mn, linearmente normalizado, tem
um comportamento da forma

exp(−θe−α(x−1)) ≤ lim inf
n→+∞

P (Mn ≤ x+ bn) ≤ lim sup
n→+∞

P (Mn ≤ x+ bn) ≤ exp(−θe−αx),

com θ ∈]0, 1] e α > 0, no caso de se verificarem certas condições de independência assintótica e
dependência local então existentes na literatura. Surge assim em Hall e Temido (2005) o estudo
do comportamento do máximo de modelos com f.d. marginal inteira no domı́nio de atracção da
Gumbel discretizada, concretamente os modelos max-INAR(2) e INMA (integer valued moving
average) e um modelo muito particular de médias móveis de ordem q. A verificação das novas
condições de independência assintótica e de dependência local leva a concluir que o máximo
das primeiras kn variáveis também é atráıdo em distribuição para a Gumbel discretizada, sob a
influência de um ı́ndice extremal.

Ao estudar o comportamento limite do máximo, linearmente normalizado, de kn variáveis
aleatórias independentes e, em geral, não identicamente distribúıdas, introduzimos uma nova
condição de uniformidade de máximos, que generaliza a que já era conhecida na literatura de
extremos. Neste caso supomos apenas que kn tende para infinito. Sob esta hipótese encontramos
uma nova classe de distribuições limite para o máximo Mkn . Esta nova classe contém a classe
MSS e, obviamente, a classe M das f.d.’s log-côncavas de Mejzler. Atendendo à log-concavidade
dos elementos da classe M, averiguámos esta propriedade para os elementos desta classe, razão
pela qual lhe chamámos log-semicôncavas. Estes resultados encontram-se publicados em Temido
(2003).

Em Ferreira e Temido (2005) estudamos a lei limite do máximo deKn variáveis de uma sucessão
estacionária, onde {Kn} é uma sucessão de variáveis aleatórias inteiras positivas a verificar certas
condições de convergência em probabilidade, de modo a estender os resultados de Ferreira (1994).
Como limite deMKn , linearmente normalizado, obtém-se a esperança matemática da variável G

rN
,

onde G é max-semiestável e N é uma variável inteira relacionada com o limite em probabilidade
de Kn.

A iniciação à inferência estat́ıstica em modelos max-semiestáveis foi efectivada essencialmente
em Temido, Gomes e Canto e Castro (2001). Foi fundamental começar por generalizar o Teo-
rema de Pickands, isto é, provar que uma f.d. F , cont́ınua, pertence a um domı́nio de atracção
max-semiestável se e só se a f.d. dos excessos acima de certos ńıveis suficientemente elevados,
pode ser convenientemente aproximada por uma f.d. pertencente a uma nova classe de Pareto
Generalizada. A já referida caracterização dos domı́nios de atracção da classe MSS, que enforma
Canto e Castro, de Hann e Temido (2002), mostrou-se bastante prof́ıcua na construção de um
estimador convergente para o parâmetro a, na qual se supõe o conhecimento prévio do parâmetro
r. A partir do estimador do parâmetro a obtemos um estimador convergente para o peŕıodo da
função periódica.
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max-autorregressivos e de médias móveis de variáveis aleatórias inteiras onde a multiplicação é
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dos elementos da classe M, averiguámos esta propriedade para os elementos desta classe, razão
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Com o retomar da actividade docente no Outono de 2000, após a defesa do meu doutora-

mento, concomitantemente com a preparação de alguns dos artigos referidos acima, a inferência
estat́ıstica em modelos MSS, inequivocamente uma tarefa dif́ıcil e a precisar de meios computa-
cionais diligentes, não foi de imediato reconsiderada. Todavia, os dotes intelectuais e humanos
da Professora Luisa Canto e Castro permitiram-lhe encontrar mais uma aluna de doutoramento
que logo se interessou pela estimação dos parâmetros da classe MSS. Trabalhadora, métódica e
expedita a lidar com o Matlab, a Sandra Dias começou rapidamente a obter resultados. Em Dias
e Canto e Castro (2004) as autoras retomaram a sucessão de estat́ısticas, introduzida em Temido
(2000),

Zs(mN) :=
X(mN/s) −X(mN )

X(mN ) −X(mNs)

.

onde X(mN ) := XN−[mN ]+1:N representa uma estat́ıstica de ordem de uma amostra de dimensão
N e {mN} é uma sucessão de inteiros que verifica limN→+∞mN = +∞ e limN→+∞mN/N = 0.
Provaram que {Zs(mN)} converge em probabilidade para ac, com c natural, se e só se s = rc.
Por outras palavras, aquela sucessão de estat́ıstica só converge no caso em que s é igual ao ver-
dadeiro valor do parâmetro r ou a uma sua qualquer potência natural. Motivadas por resultados
de simulação bem planeados, as autoras propôem também um estimador do parâmetro r. Este
estimador, conjuntamente com outras convergências decorrentes da convergência em probabili-
dade citada acima, permitem-lhes obter estimadores para o peŕıodo da função ν e do parâmetro
γ. Estes resultados, acompanhados pela correspondente ilustração computacional, encontram-se
submetidos a revista internacional. Supondo a f.d. limite diferenciável e {mn} suficientemente
bem escolhida, aquelas autoras provaram também a normalidade assintótica da sucessão {Zs}.
Depois de se terem dedicado a outras questões de interesse para o correcto conhecimento da classe
MSS, borilando, em alguns casos, resultados de outros autores, estabeleceram uma generalização
do conhecido Lema de Khintchine. Concretamente, é estudada a relação entre diferentes f.d.’s
limite, e consequentemente dos seus parâmetros, quando se consideram diferentes sucessões de
crescimento geométrico e diferentes constantes de normalização, dando origem a um conjunto de
resultados dos quais também sou co-autora. A estimação da função y e de quantis elevados da
f.d. limite max-semiestável G encontra-se publicada em Dias, Canto e Castro e Temido (2006).
No trabalho “Max-estável ou Max-semiestável?” são propostos resultados de convergência de uma
sucessão de estat́ısticas de teste, derivados a partir de resultados de Drees (1998) e de Drees, Fer-
reira e de Haan (2004), que de forma suficientemente robusta identifica uma f.d. max-semiestável.
Este trabalho permitiu à Sandra Dias obter o Prémio SPE 2006.

No Verão de 2000 era minha convicção que a estimação da função periódica e dos parâmetros
envolventes da classe MSS seria uma tarefa demasiado árdua. Pelos resultados obtidos e pelos
obstáculos ultrapassados, os meus parabéns à Sandra Dias e à Professora Luisa Canto e Castro.

É meu entendimento que a classe MSS deve continuar a interessar outros autores da Teoria
de Extremos. Com efeito, muitos são os problemas que surgem quando se pretende generalizar
ou adaptar a vasta gama de resultados conhecidos nas diferentes áreas desta Teoria ao novo
contexto gerado pela classe MSS. Pela complexidade que apresenta e pela falta de similitude com
os resultados já conhecidos para a classe MS, a classe MSS abriu um leque surpreendente de
campos de trabalho.
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os resultados já conhecidos para a classe MS, a classe MSS abriu um leque surpreendente de
campos de trabalho.

Bibliografia
Canto e Castro, L., de Haan, L. e Temido, M.G. (2002). Rarely observed sample maxima.

Theory Prob. Appl., 45, 4, 779-782.
Dias, S. e Canto e Castro, L. (2004). Contributos para a estimação em modelos max-
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expedita a lidar com o Matlab, a Sandra Dias começou rapidamente a obter resultados. Em Dias
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dadeiro valor do parâmetro r ou a uma sua qualquer potência natural. Motivadas por resultados
de simulação bem planeados, as autoras propôem também um estimador do parâmetro r. Este
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É meu entendimento que a classe MSS deve continuar a interessar outros autores da Teoria
de Extremos. Com efeito, muitos são os problemas que surgem quando se pretende generalizar
ou adaptar a vasta gama de resultados conhecidos nas diferentes áreas desta Teoria ao novo
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max-semiestáveis. Em Um olhar sobre a Estat́ıstica. Editores Pedro Oliveira e Emı́lia Athayde,
291-305. Edições SPE.

5



36 B o l e t i m  S P E

Rosado, 177-187. Edições SPE.
Dias, S. e Canto e Castro, L. (2005). Modelação de máximos em domı́nios de atracção max-
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O desenvolvimento da “Escola de Extremos” em Portugal teve sem dúvida como grande responsável a
obra científica de Tiago de Oliveira, nesta área. Em Estatística de Extremos, essa investigação
centrava-se essencialmente em modelos de índole paramétrica, e foi também nesse campo que eu
comecei, aquando da minha estadia em Sheffield, onde obtive, em finais de 1978, o grau de Ph.D., sob
a orientação de Clive Anderson. Para além de Tiago de Oliveira, que infelizmente faleceu em 1992, e
de eu própria, juntou-se a nós o Feridun Turkman, com o grau de Ph.D. obtido em Sheffield em 1980,
sob a orientação de Morris Walker, na área de Extremos em Processos Estocásticos. Embora nunca se
tenham assumido como elementos nesta área, considero que o Dinis Pestana e a Antónia Amaral
Turkman têm também tido um papel de relevo na construção deste grupo. Em meados de 1981,
enveredámos pela organização do “NATO Advanced Statistical Institute (ASI) on Statistical Extremes
and Applications”, que decorreu no Vimeiro, no Verão de 1983. Vieram a esse encontro nomes
sonantes na área de extremos. No livro, editado por Tiago de Oliveira (Tiago de Oliveira, 1984a), em
memória de Émile Gumbel, podem-se encontrar artigos desses investigadores, de que refiro só alguns
ainda muito activos na área, Clive Anderson, Paul Deheuvels, Janos Galambos, Laurens de Haan, Ross
Leadbetter, Georg Lindgren, James Pickands III, Sid Resnick, Holger Rootzén, Masaaki Sibuya, Jef
Teugels, Ishay Weissman. Mas na própria lista de autores de “contributed papers” podemos encontrar
nomes como Richard Davis, Anthony Davison, Jürg Hüsler e Rolf Reiss…. No Prefácio deste livro
pode ler-se: “… the narrow and shallow stream (of extremes) gained momentum and is now a huge
river, enlarging at every moment and flooding the margins”. E Tiago de Oliveira termina o Prefácio
com agradecimentos aos elementos do recém formado Departamento de Estatística Investigação
Operacional e Computação (DEIOC) da Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa (FCUL),
dizendo: “… it is a very good group that crossed the desert during the organization time and continues
to work on …”. Atrevo-me hoje a dizer que a organização deste encontro de duas semanas, com dois
fins de semana incluídos e repletos de programa social, embora me tivesse traumatizado de tal modo
que só a partir de 1999 me atrevi a organizar outras conferências, constitui o marco de lançamento
daquilo que penso poder hoje considerar-se a “Escola de Extremos” em Portugal. E após um largo
interregno de cerca de 15 anos, esta última década tem sido profícua na organização de conferências
em Portugal na área de extremos:
1. Workshop on Statistical Modelling — Extreme Values and Additive Laws, Estoril, 1999.
2. Workshop on Extremes, Risk and Resampling Techniques, Tomar, 2003.
3. EVA 2004: Third International Symposium on Extreme Value Analysis: Theory and Practice,

Aveiro, 2004.
4. Extremes Day in Honor of Laurens de Haan: Extremes, Risk, Safety and the Environment,

Lisboa, FCUL, 2006.
5. Statistical Extremes and Environmental Risk (SEER 2007), Lisboa, FCUL, 2007.

Com algum trabalho nesta área, embora colateral aos temas em que se centram os seus doutoramentos,
temos a Eugénia Graça Martins e a Helena Iglésias Pereira, com teses de doutoramento defendidas em
1983 e 1985, respectivamente, na Universidade de Lisboa. Nomes de grande relevo na área de
Extremos são a Margarida Brito, com tese de doutoramento defendida na Universidade de Paris VI, em
1986, sob a orientação de Paul Deheuvels, a Teresa Alpuim e a Manuela Neves. Contrariamente ao que
referi em Rosado (2005), a Teresa Alpuim foi a primeira aluna a doutorar-se em Portugal na área de
Extremos, tendo defendido a sua tese em 1989, na Universidade de Lisboa, sob minha orientação. Em
1990, doutorou-se, sob orientação de Tiago de Oliveira, e na Universidade Nova de Lisboa, a Manuela
Neves. Tendo decidido referir explicitamente só as teses defendidas nesta última década (1997-2006),
considero também como nomes pioneiros para o desenvolvimento daquilo que me atrevo hoje a
chamar a “Escola de Extremos em Portugal” não só a Luísa Canto e Castro, a Fernanda Oliveira e a M.
Isabel Fraga Alves, com teses de doutoramento defendidas em 1992, mas também a Isabel Barão, com
tese defendida em 1993, a Emília Athayde, a Helena Ferreira e a Teresa Themido Pereira, com teses de
doutoramento defendidas em 1994, todas elas na Universidade de Lisboa. O Nuno Crato, com tese de
doutoramento defendida na Universidade de Delaware, USA, em 1992, sob a orientação de Howard
Taylor, interessou-se também por modelos de caudas pesadas, publicando trabalhos muito citados
(Gomes, Selman and Crato, 1997; Gomes, Selman, Crato and Kautz, 1998; Crato, 2000). Finalmente,
refiro, ainda por entre os da “velha guarda", o João Gomes, aluno de doutoramento da Teresa Alpuim,
e meu primeiro “neto científico". O João Gomes defendeu a sua tese de doutoramento em 1996, na
Universidade de Lisboa, e atesta no seu curriculum trabalhos relevantes na área (Gomes, 1996; Gomes
and Oliveira, 1997).

Voltando novamente atrás no tempo: após o meu regresso de Sheffield em fins de 1978, e exceptuando
alguns detalhes relacionados com a orientação dos doutoramentos da Isabel Fraga Alves e da Teresa
Themido Pereira, a minha investigação na área de Estatística de Extremos estava essencialmente
centrada em modelos probabilísticos e modelos estatísticos de índole paramétrica. A inflexão feita na
minha carreira, para a área de inferência semi-paramétrica, foi essencialmente devida a um convite de
Laurens de Haan, para proferir um Seminário em Roterdão, em finais de 1998. Andava na altura
interessada na metodologia Jackknife e sua possível aplicação em extremos, e pensei que um desafio
interessante seria abordar a referida metodologia em âmbito semi-paramétrico, tão querido à “Escola
de Extremos” da Holanda, liderada por Laurens de Haan. Assim fiz, e tenho-me mantido desde essa
altura na área, em estreita colaboração com Laurens de Haan, grande responsável pelo franco
desenvolvimento e internacionalização da nossa “Escola de Extremos”, nesta última década.

Irei em seguida debruçar-me sobre alguns dos campos da Teoria de Valores Extremos, em que a
contribuição da “Escola de Extremos em Portugal” tem sido importante, com trabalho reconhecido e
publicado internacionalmente. Começarei por uma vertente essencialmente probabilística, onde
gostaria de mencionar:

1. Comportamento Probabilístico de Estatísticas Ordinais, “Records” e Extremos. Tem aqui
papel de relevo o trabalho da Margarida Brito, que tem mais recentemente trabalhado na área de
estimação semi-paramétrica do índice de cauda, mas que começou a sua investigação em temas
puramente probabilísticos (não tivesse sido ela aluna de Paul Deheuvels), como pode ser atestado
pelos artigos Brito (1986), Bacro and Brito (1991, 1992) e Barme-Delcroix and Brito (2001). Nesta
área enquadro ainda o artigo de Alpuim (1986). Encontra-se parcialmente nesta área a tese de
doutoramento da Sandra Mendonça (Mendonça, 2000), sob a orientação de Dinis Pestana e
defendida na Universidade da Madeira.

2. Comportamento Pré-Assintótico e Velocidade de Convergência em Teoria de Valores
Extremos. É aqui de realçar o artigo pioneiro de Gomes (1984a), o artigo de Gomes (1986) e o
artigo de Gomes and Pestana (1987a). Uma recensão crítica sobre a investigação neste tema pode
ser encontrada em Gomes (1994), o primeiro artigo que escrevi em LaTeX, relacionado com uma
conferência convidada proferida em Gaithersburg, 1993, na “Conference on Extreme Value Theory
and its Applications”, organizada por Janos Galambos, entre outros. Tem também trabalho nesta
área a Helena Iglésias Pereira (Iglésias Pereira, 1983). Mais recentemente aparece uma
contribuição conjunta com Laurens de Haan (Gomes and de Haan, 1999), fruto do relacionamento
mais estreito, já atrás referido, com este valor expoente na área de extremos. As teses de
doutoramento da Luísa Canto e Castro e da Adelaide Valente de Freitas (Freitas, 1998) encontram-
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Extremos, tendo defendido a sua tese em 1989, na Universidade de Lisboa, sob minha orientação. Em
1990, doutorou-se, sob orientação de Tiago de Oliveira, e na Universidade Nova de Lisboa, a Manuela
Neves. Tendo decidido referir explicitamente só as teses defendidas nesta última década (1997-2006),
considero também como nomes pioneiros para o desenvolvimento daquilo que me atrevo hoje a
chamar a “Escola de Extremos em Portugal” não só a Luísa Canto e Castro, a Fernanda Oliveira e a M.
Isabel Fraga Alves, com teses de doutoramento defendidas em 1992, mas também a Isabel Barão, com
tese defendida em 1993, a Emília Athayde, a Helena Ferreira e a Teresa Themido Pereira, com teses de
doutoramento defendidas em 1994, todas elas na Universidade de Lisboa. O Nuno Crato, com tese de
doutoramento defendida na Universidade de Delaware, USA, em 1992, sob a orientação de Howard
Taylor, interessou-se também por modelos de caudas pesadas, publicando trabalhos muito citados
(Gomes, Selman and Crato, 1997; Gomes, Selman, Crato and Kautz, 1998; Crato, 2000). Finalmente,
refiro, ainda por entre os da “velha guarda", o João Gomes, aluno de doutoramento da Teresa Alpuim,
e meu primeiro “neto científico". O João Gomes defendeu a sua tese de doutoramento em 1996, na
Universidade de Lisboa, e atesta no seu curriculum trabalhos relevantes na área (Gomes, 1996; Gomes
and Oliveira, 1997).

Voltando novamente atrás no tempo: após o meu regresso de Sheffield em fins de 1978, e exceptuando
alguns detalhes relacionados com a orientação dos doutoramentos da Isabel Fraga Alves e da Teresa
Themido Pereira, a minha investigação na área de Estatística de Extremos estava essencialmente
centrada em modelos probabilísticos e modelos estatísticos de índole paramétrica. A inflexão feita na
minha carreira, para a área de inferência semi-paramétrica, foi essencialmente devida a um convite de
Laurens de Haan, para proferir um Seminário em Roterdão, em finais de 1998. Andava na altura
interessada na metodologia Jackknife e sua possível aplicação em extremos, e pensei que um desafio
interessante seria abordar a referida metodologia em âmbito semi-paramétrico, tão querido à “Escola
de Extremos” da Holanda, liderada por Laurens de Haan. Assim fiz, e tenho-me mantido desde essa
altura na área, em estreita colaboração com Laurens de Haan, grande responsável pelo franco
desenvolvimento e internacionalização da nossa “Escola de Extremos”, nesta última década.

Irei em seguida debruçar-me sobre alguns dos campos da Teoria de Valores Extremos, em que a
contribuição da “Escola de Extremos em Portugal” tem sido importante, com trabalho reconhecido e
publicado internacionalmente. Começarei por uma vertente essencialmente probabilística, onde
gostaria de mencionar:

1. Comportamento Probabilístico de Estatísticas Ordinais, “Records” e Extremos. Tem aqui
papel de relevo o trabalho da Margarida Brito, que tem mais recentemente trabalhado na área de
estimação semi-paramétrica do índice de cauda, mas que começou a sua investigação em temas
puramente probabilísticos (não tivesse sido ela aluna de Paul Deheuvels), como pode ser atestado
pelos artigos Brito (1986), Bacro and Brito (1991, 1992) e Barme-Delcroix and Brito (2001). Nesta
área enquadro ainda o artigo de Alpuim (1986). Encontra-se parcialmente nesta área a tese de
doutoramento da Sandra Mendonça (Mendonça, 2000), sob a orientação de Dinis Pestana e
defendida na Universidade da Madeira.

2. Comportamento Pré-Assintótico e Velocidade de Convergência em Teoria de Valores
Extremos. É aqui de realçar o artigo pioneiro de Gomes (1984a), o artigo de Gomes (1986) e o
artigo de Gomes and Pestana (1987a). Uma recensão crítica sobre a investigação neste tema pode
ser encontrada em Gomes (1994), o primeiro artigo que escrevi em LaTeX, relacionado com uma
conferência convidada proferida em Gaithersburg, 1993, na “Conference on Extreme Value Theory
and its Applications”, organizada por Janos Galambos, entre outros. Tem também trabalho nesta
área a Helena Iglésias Pereira (Iglésias Pereira, 1983). Mais recentemente aparece uma
contribuição conjunta com Laurens de Haan (Gomes and de Haan, 1999), fruto do relacionamento
mais estreito, já atrás referido, com este valor expoente na área de extremos. As teses de
doutoramento da Luísa Canto e Castro e da Adelaide Valente de Freitas (Freitas, 1998) encontram-
se parcialmente inseridas neste tema, sendo ainda de mencionar os artigos de Canto e Castro (1987)
e Freitas and Hüsler (2005).

3. Extremos em Sucessões Dependentes e Procesos Estocásticos. Nesta área a minha contribuição
foi apenas marginal e atrevo-me a mencionar unicamente o artigo Gomes, de Haan and Pestana
(2004), relegando para a estimação do índice extremal alguns outros artigos publicados
internacionalmente. Mas alegra-me muito ter tido a sorte de ter tido alunas de doutoramento como
a Teresa Alpuim, a Helena Ferreira e a Andreia Hall (Hall, 1998), a quem consegui incutir o
interesse por esta área que pessoalmente sempre achei fascinante, e que desenvolveram trabalho de
grande valor. Não posso deixar de mencionar os artigos pioneiros de Alpuim (1988, 1989, 1990),
bem como já alguns anos depois Alpuim, Catkan and Hüsler (1995). E só tenho pena que a Teresa
tenha abandonado a área de extremos. Mas pode ser que ainda volte…. Felizmente, a Helena
Ferreira e a Andreia Hall continuam bem integradas na nossa “Escola de Extremos”.
A Helena Ferreira averba já no seu curriculum cerca de uma dezena de artigos individuais em
revistas de elevado prestígio (Ferreira, 1993, 1994, 1995, 1996, 1998, 1999, 2000, 2003, 2006). Foi
orientadora de duas alunas nesta área, também minhas “netas científicas" e mais dois valiosos
elementos para a nossa “Escola de Extremos”, a Luísa Pereira (Pereira, 2002) e a Ana Paula
Martins (Martins, 2005). Em co-autoria com elas e também com a Andreia Hall e o Manuel Scotto,
encontrei através do MathSciNet, Pereira and Ferreira (2001, 2002, 2005), Ferreira and Scottto
(2002), Scotto and Ferreira (2003), Ferreira and Martins (2003), Martins and Ferreira (2004a,
2004b, 2005a, 2005b), Hall, Scotto and Ferreira (2004).
A Andreia Hall tem também tido um contributo excelente para a manutenção do bom nome dos
extremos. Refiro aqui apenas os artigos que encontrei na já referida pesquisa rápida feita através do
MathSciNet, até porque a Andreia é uma das pessoas que contribui com um artigo para este
Boletim. Para além do artigo atrás mencionado, em co-autoria com a Helena Ferreira e o Manuel
Scotto, encontrei três artigos individuais (Hall, 1996, 2001, 2003) e meia dúzia de artigos em co-
autoria, Brännäs and Hall (2001), Hall and Scotto (2003, 2006), Hüsler, Cruz, Hall and Fonseca
(2003), Hall and Moreira (2006), Hall and Hüsler (2006).
A Graça Temido, com contribuição fundamental na área de Max-semiestabilidade (veja-se o item
4, apresentado a seguir, e o artigo da Graça neste Boletim), tem também contribuído para o
desenvolvimento desta tema, como se pode atestar pelos artigos, Temido (1999, 2000, 2003), que
constituem também uma parte im portante da sua tese de doutoramento.
É também essencialmente nesta área que o trabalho do Feridun Turkman tem sido notável. Com
dois alunos com doutoramento concluído nesta área, a Fernanda Oliveira e o Manuel Scotto
(Scotto, 2002), o Feridun Turkman averba no seu curriculum cerca de uma vintena de artigos
individuais ou em co-autoria na área de extremos de processos estocásticos, de que menciono,
Turkman (1983, 1984, 2001, 2006), Turkman and Walker (1983, 1984, 1990), Turkman and
Amaral Turkman (1997), Anderson and Turkman (1991, 1992, 1995), Turkman and Oliveira
(1992), Oliveira and Turkman (1992), Scotto and Turkman (2002, 2005), Scotto, Turkman and
Anderson (2003).
De entre os alunos do Feridun Turkman, o Manuel Scotto, cujo doutoramento foi co-orientado por
Clive Anderson, tem já obra individual relevante, pós-doutoramento. Atrevo-me aqui a mencionar,
mais uma vez pecando por defeito, Scotto (2003, 2005, 2006) e Pereira and Scotto (2006), este
último em co-autoria com a Luísa Pereira, que também já denota alguma independência científica
— veja-se o artigo individual Pereira (2004).

4. Extensões da Classe de Modelos Max-Estáveis. A semelhança entre a teoria de valores extremos
e o esquema de somas, interesses que o Dinis e eu partilhamos, levou-nos desde muito cedo à
procura de generalizações da classe das leis max-estáveis. São aqui de mencionar os artigos Gomes
and Pestana (1981), Pestana (1981), Graça Martins and Pestana (1987, 1988). Mais recentemente, a
classe das f.’s d. max-semiestáveis (classe MSS) introduzida por Pancheva e Grinevich, de forma
independente, tem sido muito acarinhada por alguns investigadores portugueses, como se pode ver
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se parcialmente inseridas neste tema, sendo ainda de mencionar os artigos de Canto e Castro (1987)
e Freitas and Hüsler (2005).

3. Extremos em Sucessões Dependentes e Procesos Estocásticos. Nesta área a minha contribuição
foi apenas marginal e atrevo-me a mencionar unicamente o artigo Gomes, de Haan and Pestana
(2004), relegando para a estimação do índice extremal alguns outros artigos publicados
internacionalmente. Mas alegra-me muito ter tido a sorte de ter tido alunas de doutoramento como
a Teresa Alpuim, a Helena Ferreira e a Andreia Hall (Hall, 1998), a quem consegui incutir o
interesse por esta área que pessoalmente sempre achei fascinante, e que desenvolveram trabalho de
grande valor. Não posso deixar de mencionar os artigos pioneiros de Alpuim (1988, 1989, 1990),
bem como já alguns anos depois Alpuim, Catkan and Hüsler (1995). E só tenho pena que a Teresa
tenha abandonado a área de extremos. Mas pode ser que ainda volte…. Felizmente, a Helena
Ferreira e a Andreia Hall continuam bem integradas na nossa “Escola de Extremos”.
A Helena Ferreira averba já no seu curriculum cerca de uma dezena de artigos individuais em
revistas de elevado prestígio (Ferreira, 1993, 1994, 1995, 1996, 1998, 1999, 2000, 2003, 2006). Foi
orientadora de duas alunas nesta área, também minhas “netas científicas" e mais dois valiosos
elementos para a nossa “Escola de Extremos”, a Luísa Pereira (Pereira, 2002) e a Ana Paula
Martins (Martins, 2005). Em co-autoria com elas e também com a Andreia Hall e o Manuel Scotto,
encontrei através do MathSciNet, Pereira and Ferreira (2001, 2002, 2005), Ferreira and Scottto
(2002), Scotto and Ferreira (2003), Ferreira and Martins (2003), Martins and Ferreira (2004a,
2004b, 2005a, 2005b), Hall, Scotto and Ferreira (2004).
A Andreia Hall tem também tido um contributo excelente para a manutenção do bom nome dos
extremos. Refiro aqui apenas os artigos que encontrei na já referida pesquisa rápida feita através do
MathSciNet, até porque a Andreia é uma das pessoas que contribui com um artigo para este
Boletim. Para além do artigo atrás mencionado, em co-autoria com a Helena Ferreira e o Manuel
Scotto, encontrei três artigos individuais (Hall, 1996, 2001, 2003) e meia dúzia de artigos em co-
autoria, Brännäs and Hall (2001), Hall and Scotto (2003, 2006), Hüsler, Cruz, Hall and Fonseca
(2003), Hall and Moreira (2006), Hall and Hüsler (2006).
A Graça Temido, com contribuição fundamental na área de Max-semiestabilidade (veja-se o item
4, apresentado a seguir, e o artigo da Graça neste Boletim), tem também contribuído para o
desenvolvimento desta tema, como se pode atestar pelos artigos, Temido (1999, 2000, 2003), que
constituem também uma parte im portante da sua tese de doutoramento.
É também essencialmente nesta área que o trabalho do Feridun Turkman tem sido notável. Com
dois alunos com doutoramento concluído nesta área, a Fernanda Oliveira e o Manuel Scotto
(Scotto, 2002), o Feridun Turkman averba no seu curriculum cerca de uma vintena de artigos
individuais ou em co-autoria na área de extremos de processos estocásticos, de que menciono,
Turkman (1983, 1984, 2001, 2006), Turkman and Walker (1983, 1984, 1990), Turkman and
Amaral Turkman (1997), Anderson and Turkman (1991, 1992, 1995), Turkman and Oliveira
(1992), Oliveira and Turkman (1992), Scotto and Turkman (2002, 2005), Scotto, Turkman and
Anderson (2003).
De entre os alunos do Feridun Turkman, o Manuel Scotto, cujo doutoramento foi co-orientado por
Clive Anderson, tem já obra individual relevante, pós-doutoramento. Atrevo-me aqui a mencionar,
mais uma vez pecando por defeito, Scotto (2003, 2005, 2006) e Pereira and Scotto (2006), este
último em co-autoria com a Luísa Pereira, que também já denota alguma independência científica
— veja-se o artigo individual Pereira (2004).

4. Extensões da Classe de Modelos Max-Estáveis. A semelhança entre a teoria de valores extremos
e o esquema de somas, interesses que o Dinis e eu partilhamos, levou-nos desde muito cedo à
procura de generalizações da classe das leis max-estáveis. São aqui de mencionar os artigos Gomes
and Pestana (1981), Pestana (1981), Graça Martins and Pestana (1987, 1988). Mais recentemente, a
classe das f.’s d. max-semiestáveis (classe MSS) introduzida por Pancheva e Grinevich, de forma
independente, tem sido muito acarinhada por alguns investigadores portugueses, como se pode ver
no artigo deste Boletim elaborado pela Graça Temido. Na realidade, o envolvimento na
caracterização da classe MSS foi devido aos trabalhos desenvolvidos pela Graça, para obtenção do
grau de Doutor, essencialmente sob a orientação da Luísa Canto e Castro, embora o meu nome
figure também como co-orientadora da tese defendida pela Graça Temido em 2000, na
Universidade de Coimbra (Temido, 2000). É pois algo de muito especial a relação científica que
tenho com a Graça, que é simultaneamente minha “filha e neta científica”. Também neste campo
foi mais uma vez extraordinariamente relevante a contribuição de Laurens de Haan, que deu
origem ao artigo Canto e Castro, de Haan and Temido (2002). Foi também feita, para sucessões
estritamente estacionárias sujeitas a condições adequadas de independência assintótica, a
generalização de vários resultados obtidos em contexto de max-semiestabilidade em situação iid
(Temido e Canto e Castro, 2003). Em ambiente de dependência, e como seria quase inevitável,
houve cooperação da Helena Ferreira (Ferreira and Temido, 2005) e da Andreia Hall (Hall and
Temido, 2005).

Passando para a vertente estatística (sempre com algum cunho probabilístico à mistura):

5. Estatística de Extremos Univariados com Base em Modelos Multivariados, Multi-
dimensionais e Outros Modelos Não-Clássicos. Esta é a fase em que a estatística de extremos
desenvolvida em Portugal era de índole paramétrica, com algumas incursões em modelos não-
paramétricos, talvez demasiado vastos para se terem revelado interessantes. Refiro os artigos de
Gomes (1981, 1984b, 1985a, 1985b) e ainda os artigos de Gomes and Alpuim (1986), Gomes and
Pestana (1986, 1987b) e Athayde and Gomes (1987). Procuravam-se aqui modelos paramétricos
que generalizassem o método dos máximos anuais de Gumbel (Gumbel, 1958). Neste tema ainda
trabalhou a Isabel Fraga Alves, que embora tenha começado a sua investigação para doutoramento
numa área de estatística paramétrica, tinha como programa de doutoramento temas de “Inferência
Paramétrica e Semi-Paramétrica em Modelos Extremais”. A Isabel Fraga Alves, que trabalhou
para doutoramento sob minha orientação, inflectiu definitivamente para a inferência semi-
paramétrica com o contributo de Laurens de Haan, e após um post-doc em Roterdão, onde
trabalhou de perto com a “Escola de Extremos da Holanda". Apesar disso tem ainda um artigo
publicado internacionalmente, em modelo puramente paramétrico (Fraga Alves, 1992).
A Estatística de Extremos para Modelos Max-Semiestáveis tem-se desenvolvido de forma não
muito rápida, o que é natural devido à complexidade do tema, e infelizmente ainda não existe de
momento a possibilidade de referir qualquer artigo, publicado em revista internacional. A Luísa
Canto e Castro conseguiu no entanto uma aluna de doutoramento, a Sandra Dias, que tem
trabalhado arduamente na estimação dos parâmetros da classe das leis max-semiestáveis. Os
resultados recentemente apresentados parecem-me promissores (veja-se mais uma vez o artigo da
Graça neste Boletim) e é de esperar que surjam em breve artigos publicados em revista
internacional.

6. Escolha Estatística de Modelos Extremais (o velho Trilema de Tiago de Oliveira). Este tema
começou mais uma vez o seu desenvolvimento em contexto paramétrico e Tiago de Oliveira teve
papel fundamental com os trabalhos apresentados no “NATO ASI on Satistical Distributions in
Scientific Work” (Tiago de Oliveira, 1981) e no “NATO ASI on Statistical Extremes and
Applications” (Tiago de Oliveira, 1984b). Há ainda que mencionar os artigos de Gomes (1982,
1984c, 1987, 1989a, 1989b), bem como Fransén and Tiago de Oliveira (1984), Tiago de Oliveira
and Gomes (1984), Tiago de Oliveira (1985, 1987a), van Montfort and Gomes (1985) e Gomes and
van Montfort (1987). Podemos ainda referir um artigo mais recente, Brilhante (2003). O artigo de
Fraga Alves and Gomes (1996), embora ainda com uma vertente paramétrica forte, é mais uma vez
um artigo em que é possível notar a existência de uma inflexão para modelos semi-paramétricos.
Também aqui teve uma grande responsabilidade Laurens de Haan, que me convidou para a
“Conference on Multivariate Extreme Value Estimation with Application to Economics and
Finance”, que decorreu em Roterdão, em 1994. Os contributos mais recentes para este tema têm
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no artigo deste Boletim elaborado pela Graça Temido. Na realidade, o envolvimento na
caracterização da classe MSS foi devido aos trabalhos desenvolvidos pela Graça, para obtenção do
grau de Doutor, essencialmente sob a orientação da Luísa Canto e Castro, embora o meu nome
figure também como co-orientadora da tese defendida pela Graça Temido em 2000, na
Universidade de Coimbra (Temido, 2000). É pois algo de muito especial a relação científica que
tenho com a Graça, que é simultaneamente minha “filha e neta científica”. Também neste campo
foi mais uma vez extraordinariamente relevante a contribuição de Laurens de Haan, que deu
origem ao artigo Canto e Castro, de Haan and Temido (2002). Foi também feita, para sucessões
estritamente estacionárias sujeitas a condições adequadas de independência assintótica, a
generalização de vários resultados obtidos em contexto de max-semiestabilidade em situação iid
(Temido e Canto e Castro, 2003). Em ambiente de dependência, e como seria quase inevitável,
houve cooperação da Helena Ferreira (Ferreira and Temido, 2005) e da Andreia Hall (Hall and
Temido, 2005).

Passando para a vertente estatística (sempre com algum cunho probabilístico à mistura):

5. Estatística de Extremos Univariados com Base em Modelos Multivariados, Multi-
dimensionais e Outros Modelos Não-Clássicos. Esta é a fase em que a estatística de extremos
desenvolvida em Portugal era de índole paramétrica, com algumas incursões em modelos não-
paramétricos, talvez demasiado vastos para se terem revelado interessantes. Refiro os artigos de
Gomes (1981, 1984b, 1985a, 1985b) e ainda os artigos de Gomes and Alpuim (1986), Gomes and
Pestana (1986, 1987b) e Athayde and Gomes (1987). Procuravam-se aqui modelos paramétricos
que generalizassem o método dos máximos anuais de Gumbel (Gumbel, 1958). Neste tema ainda
trabalhou a Isabel Fraga Alves, que embora tenha começado a sua investigação para doutoramento
numa área de estatística paramétrica, tinha como programa de doutoramento temas de “Inferência
Paramétrica e Semi-Paramétrica em Modelos Extremais”. A Isabel Fraga Alves, que trabalhou
para doutoramento sob minha orientação, inflectiu definitivamente para a inferência semi-
paramétrica com o contributo de Laurens de Haan, e após um post-doc em Roterdão, onde
trabalhou de perto com a “Escola de Extremos da Holanda". Apesar disso tem ainda um artigo
publicado internacionalmente, em modelo puramente paramétrico (Fraga Alves, 1992).
A Estatística de Extremos para Modelos Max-Semiestáveis tem-se desenvolvido de forma não
muito rápida, o que é natural devido à complexidade do tema, e infelizmente ainda não existe de
momento a possibilidade de referir qualquer artigo, publicado em revista internacional. A Luísa
Canto e Castro conseguiu no entanto uma aluna de doutoramento, a Sandra Dias, que tem
trabalhado arduamente na estimação dos parâmetros da classe das leis max-semiestáveis. Os
resultados recentemente apresentados parecem-me promissores (veja-se mais uma vez o artigo da
Graça neste Boletim) e é de esperar que surjam em breve artigos publicados em revista
internacional.

6. Escolha Estatística de Modelos Extremais (o velho Trilema de Tiago de Oliveira). Este tema
começou mais uma vez o seu desenvolvimento em contexto paramétrico e Tiago de Oliveira teve
papel fundamental com os trabalhos apresentados no “NATO ASI on Satistical Distributions in
Scientific Work” (Tiago de Oliveira, 1981) e no “NATO ASI on Statistical Extremes and
Applications” (Tiago de Oliveira, 1984b). Há ainda que mencionar os artigos de Gomes (1982,
1984c, 1987, 1989a, 1989b), bem como Fransén and Tiago de Oliveira (1984), Tiago de Oliveira
and Gomes (1984), Tiago de Oliveira (1985, 1987a), van Montfort and Gomes (1985) e Gomes and
van Montfort (1987). Podemos ainda referir um artigo mais recente, Brilhante (2003). O artigo de
Fraga Alves and Gomes (1996), embora ainda com uma vertente paramétrica forte, é mais uma vez
um artigo em que é possível notar a existência de uma inflexão para modelos semi-paramétricos.
Também aqui teve uma grande responsabilidade Laurens de Haan, que me convidou para a
“Conference on Multivariate Extreme Value Estimation with Application to Economics and
Finance”, que decorreu em Roterdão, em 1994. Os contributos mais recentes para este tema têm
sido desenvolvidos em ambiente semi-paramétrico e foram um dos temas em que trabalhou para
doutoramento a Cláudia Neves, sob a orientação de Isabel Fraga Alves e Laurens de Haan,
doutoramento que defendeu em Dezembro de 2006 (Neves, 2006). Para mais detalhes veja-se o
artigo da autoria da Isabel Fraga Alves, neste trabalho conjunto sobre a nossa “Escola de
Extremos”. Não posso no entanto deixar de mencionar os artigos Fraga Alves (1999), Neves and
Fraga Alves (2006) e Neves, Picek and Fraga Alves (2006). A Cláudia é pois, de momento, a
minha “neta científica” mais jovem.

7. Estatística de Extremos Multivariados. Este é um campo em que a obra de Tiago de Oliveira é
pioneira, com vários artigos publicados antes de 1980. Iremos aqui mencionar alguns dos artigos de
Tiago de Oliveira neste tema e posteriores a 1980: Tiago de Oliveira (1984c, 1987b, 1989a, 1989b,
1991, 1992), Deheuvels and Tiago de Oliveira (1989). Também com papel de relevo nesta área
encontramos mais recentemente a Isabel Barão, aluna de doutoramento de Tiago de Oliveira, que
concluiu a sua tese de doutoramento em 1993, já sob minha orientação, após a morte de Tiago de
Oliveira. A Isabel Barão tem um artigo de relevo, em conjunto com Jonathan Tawn (Barão and
Tawn, 1999), e um outro mais recente (Barão, Tawn and Li, 2003). Um outro elemento desta
“Escola de Extremos” com trabalho de relevo neste tema é a Ana Ferreira, que foi orientada para
doutoramento por Laurens de Haan e John Einmhal (Ferreira, 2002b). Menciono aqui o artigo
Draisma, Drees, Ferreira and de Haan (2004). Também a Alexandra Ramos, com doutoramento em
Lancaster, sob a orientação de Anthony Ledford e Trevor Sweeting (Ramos, 2002), tem
conseguido publicação internacional neste tema. Veja-se Ramos and Ledford (2005). A tese de
doutoramento da Fátima Miguéns (Miguéns, 2005), que iniciou investigação para doutoramento
sob a orientação de Tiago de Oliveira, com co-orientação final de M. Fátima Fontes de Sousa, é
também nesta área de eleição de Tiago de Oliveira.

8. Estimação do Índice de Valores Extremos e de Outros Parâmetros de Acontecimentos Raros
em Contexto Semi-Paramétrico. Neste campo, em que não estou a incluir a estimação de viés
reduzido, tem sido vasta a obra da nossa Escola. Mais uma vez com risco de pecar por defeito, e
relativamente à estimação do índice de cauda ou índice de valores extremos, menciono Bacro e
Brito (1993, 1995, 1998), Fraga Alves (1995, 2001a, 2001b), Gomes and Oliveira (2003a, 2003b,
2003c), Brito and Moreira de Freitas (2003, 2006), Martins, Gomes and Neves (2004), Drees,
Ferreira and de Haan (2004). Tem também doutoramento nesta área, defendida na Universidade de
Michigan, USA, em 2002, sob a orientação de Bruce Hill e George Michaidis, o Bruno Cecílio
Sousa (Sousa, 2002). Na sequência deste trabalho há que referir o artigo Sousa and Michailidis
(2004), onde é apresentado um método gráfico interessante de seleção do número de estatísticas
ordinais de topo a incluir na estimação do índice de cauda através de um estimador como o
estimador de Hill. A escolha da fração óptima de estatísticas ordinais em procedimentos clássicos
em estatística de extremos foi também investigada em Neves and Fraga Alves (2004). Menciono
por fim o artigo, Oliveira, Gomes and Fraga Alves (2006), publicado a título póstumo face à morte
inesperada e prematura de um outro meu aluno de doutoramento, o Orlando Oliveira, pouco tempo
após a defesa da sua tese de doutoramento (Oliveira, 2003).
Relativamente à estimação de quantis elevados, períodos de retorno e probabilidades de
excedência de níveis elevados houve também contribuição de investigadores portugueses. Veja-se
como exemplo, os artigos Ferreira (2002a), Ferreira, de Haan and Peng (2003).
A estimação do índice extremal, um parâmetro quase tão relevante como o indice de cauda, ou
mais geralmente inferência em processos dependentes, tem também tido alguma contribuição da
nossa Escola. Refiro os artigos, Canto e Castro (1994), Gomes (1990, 1993, 1995b) e Gomes, Hall
and Miranda (2005), onde é introduzido um estimador de viés reduzido, com base na utilização da
metodologia Jackknife, já de há muito utilizada com êxito na estimação do índice de cauda, como
iremos ver de seguida.
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sido desenvolvidos em ambiente semi-paramétrico e foram um dos temas em que trabalhou para
doutoramento a Cláudia Neves, sob a orientação de Isabel Fraga Alves e Laurens de Haan,
doutoramento que defendeu em Dezembro de 2006 (Neves, 2006). Para mais detalhes veja-se o
artigo da autoria da Isabel Fraga Alves, neste trabalho conjunto sobre a nossa “Escola de
Extremos”. Não posso no entanto deixar de mencionar os artigos Fraga Alves (1999), Neves and
Fraga Alves (2006) e Neves, Picek and Fraga Alves (2006). A Cláudia é pois, de momento, a
minha “neta científica” mais jovem.

7. Estatística de Extremos Multivariados. Este é um campo em que a obra de Tiago de Oliveira é
pioneira, com vários artigos publicados antes de 1980. Iremos aqui mencionar alguns dos artigos de
Tiago de Oliveira neste tema e posteriores a 1980: Tiago de Oliveira (1984c, 1987b, 1989a, 1989b,
1991, 1992), Deheuvels and Tiago de Oliveira (1989). Também com papel de relevo nesta área
encontramos mais recentemente a Isabel Barão, aluna de doutoramento de Tiago de Oliveira, que
concluiu a sua tese de doutoramento em 1993, já sob minha orientação, após a morte de Tiago de
Oliveira. A Isabel Barão tem um artigo de relevo, em conjunto com Jonathan Tawn (Barão and
Tawn, 1999), e um outro mais recente (Barão, Tawn and Li, 2003). Um outro elemento desta
“Escola de Extremos” com trabalho de relevo neste tema é a Ana Ferreira, que foi orientada para
doutoramento por Laurens de Haan e John Einmhal (Ferreira, 2002b). Menciono aqui o artigo
Draisma, Drees, Ferreira and de Haan (2004). Também a Alexandra Ramos, com doutoramento em
Lancaster, sob a orientação de Anthony Ledford e Trevor Sweeting (Ramos, 2002), tem
conseguido publicação internacional neste tema. Veja-se Ramos and Ledford (2005). A tese de
doutoramento da Fátima Miguéns (Miguéns, 2005), que iniciou investigação para doutoramento
sob a orientação de Tiago de Oliveira, com co-orientação final de M. Fátima Fontes de Sousa, é
também nesta área de eleição de Tiago de Oliveira.

8. Estimação do Índice de Valores Extremos e de Outros Parâmetros de Acontecimentos Raros
em Contexto Semi-Paramétrico. Neste campo, em que não estou a incluir a estimação de viés
reduzido, tem sido vasta a obra da nossa Escola. Mais uma vez com risco de pecar por defeito, e
relativamente à estimação do índice de cauda ou índice de valores extremos, menciono Bacro e
Brito (1993, 1995, 1998), Fraga Alves (1995, 2001a, 2001b), Gomes and Oliveira (2003a, 2003b,
2003c), Brito and Moreira de Freitas (2003, 2006), Martins, Gomes and Neves (2004), Drees,
Ferreira and de Haan (2004). Tem também doutoramento nesta área, defendida na Universidade de
Michigan, USA, em 2002, sob a orientação de Bruce Hill e George Michaidis, o Bruno Cecílio
Sousa (Sousa, 2002). Na sequência deste trabalho há que referir o artigo Sousa and Michailidis
(2004), onde é apresentado um método gráfico interessante de seleção do número de estatísticas
ordinais de topo a incluir na estimação do índice de cauda através de um estimador como o
estimador de Hill. A escolha da fração óptima de estatísticas ordinais em procedimentos clássicos
em estatística de extremos foi também investigada em Neves and Fraga Alves (2004). Menciono
por fim o artigo, Oliveira, Gomes and Fraga Alves (2006), publicado a título póstumo face à morte
inesperada e prematura de um outro meu aluno de doutoramento, o Orlando Oliveira, pouco tempo
após a defesa da sua tese de doutoramento (Oliveira, 2003).
Relativamente à estimação de quantis elevados, períodos de retorno e probabilidades de
excedência de níveis elevados houve também contribuição de investigadores portugueses. Veja-se
como exemplo, os artigos Ferreira (2002a), Ferreira, de Haan and Peng (2003).
A estimação do índice extremal, um parâmetro quase tão relevante como o indice de cauda, ou
mais geralmente inferência em processos dependentes, tem também tido alguma contribuição da
nossa Escola. Refiro os artigos, Canto e Castro (1994), Gomes (1990, 1993, 1995b) e Gomes, Hall
and Miranda (2005), onde é introduzido um estimador de viés reduzido, com base na utilização da
metodologia Jackknife, já de há muito utilizada com êxito na estimação do índice de cauda, como
iremos ver de seguida.

9. As Metodologias Jackknife e Bootstrap em Estatística de Extremos. Atrevo-me aqui a referir
um artigo pioneiro em português (Gomes, 1995a), publicado nas Actas do II Encontro da
Sociedade Portuguesa de Estatística. Penso ter sido a apresentação que fiz nesse encontro a
responsável pela co-orientação, em conjunto com a Manuela Neves, de uma nova aluna de
doutoramento, para mim na altura uma “ilustre desconhecida”, a Maria João Martins, que trabalhou
de forma incansável neste tema e temas afins, relacionados com a estimação semi-paramétrica de
viés reduzido, tendo concluído a sua tese em 2001 (Martins, 2001). Penso serem dignos de registar
os dois artigos individuais que publiquei nesta área (Gomes, 1999a, 1999b), mas os artigos de
maior interesse são em co-autoria: Martins, Gomes and Neves (1999), Gomes, Martins e Neves
(2000, 2003). Mais recentemente, e na sequência de teses de Mestrado na área, a Cristina Miranda,
minha aluna de doutoramento (Miranda, 2005), trabalhou também com a metodologia Jackknife.
Refiro aqui as publicações Gomes, Miranda and Pereira (2005) e Gomes, Miranda and Viseu
(2006). A metodologia Bootstrap também tem sido usada com sucesso em Estatística de Extremos,
e também aqui temos a colaboração de membros da nossa Escola. Para além dos artigos
anteriormente mencionados de Gomes em 1995 e 1999, veja-se Draisma, de Haan, Peng and
Themido Pereira (1999) e ainda Gomes and Oliveira (2001).

10. Métodos Alternativos de Estimação Semi-paramétrica de Viés Reduzido. Este tem sido um dos
campos da Estatística de Extremos em que mais tenho investido nestes últimos anos, com a
colaboração de vários colegas e alunos de doutoramento, de entre os quais já referi a Maria João
Martins e a Cristina Miranda (uma vez que a metodologia Jackknife é um dos métodos de obtenção
de estimadores de viés reduzido). Não posso agora deixar de referir o Frederico Caeiro, com
doutoramento concluído em Novembro de 2006 (Caeiro, 2006), a Fernanda Figueiredo, com
doutoramento concluído em 2003 (Figueiredo, 2003), em Controlo Estatístico da Qualidade, mas
que se “converteu” parcialmente à area de Extremos, e ainda a Lígia Rodrigues e a Clara Viseu,
que começaram os trabalhos de doutoramento há pouco tempo, mas nesta área. Começo por
mencionar os artigos Gomes and Martins (2001, 2002, 2004), os artigos Caeiro and Gomes (2002a,
2002b), Gomes, Figueiredo and Mendonça (2004), Gomes, Caeiro and Figueiredo (2004) e Gomes
and Figueiredo (2006), onde a redução de viés é feita à custa de um aumento significativo da
variância, tal como já acontecia face à utilização da metodologia Jackknife. Mais recentemente, a
estimação dos parâmetros de segunda ordem de forma adequada permitiram-nos a manutenção da
variância e a eliminação da componente dominante de viés assintótico. Detalhes sobre estes novos
métodos de estimação podem ser vistos em Gomes and Pestana (2004, 2005), Caeiro, Gomes and
Pestana (2005) e Gomes, Rodrigues, Vandewalle and Viseu (2006), por entre outros trabalhos
ainda em via de publicação e que me abstenho de referir. Um outro tipo de estimação de viés
reduzido pode ser vista em Fraga Alves (2001b). O problema de redução de viés é também
abordado em de Haan and Canto e Castro (2006).

11. Estimação Semi-paramétrica de Parâmetros de Segunda Ordem (e de Ordem Superior…). O
papel da nossa Escola nesta área tem também sido de relevo, particularmente devido à ênfase que
tem sido dada no nosso grupo de trabalho ao desenvolvimento de estimadores de segunda-ordem
de viés-reduzido. A estimação do parâmetro de “forma” de segunda ordem foi abordada em Gomes
(2000), Gomes, de Haan and Peng (2002), Fraga Alves, Gomes and de Haan (2003), Fraga Alves,
de Haan and Lin (2003). O parâmetro de “escala” de segunda ordem foi estimado, de forma não
individualizada, em Gomes and Martins (2002) e mais recentemente em Caeiro and Gomes (2005).
A necessidade de se desenvolverem técnicas de escollha adaptativa do nível óptimo para
estimadores do índice de cauda de viés reduzido, leva-me a crer que temos ainda de avançar neste
tema e afins. Um bom contributo foi já dado em Fraga Alves, de Haan and Lin (2006).

12. Métodos Bayesianos em Estatística de Extremos. Trata-se de uma área de desenvolvimento
muito recente, onde mais uma vez tem havido contribuição relevante de elementos da nossa
Escola. É essencialmente nesta área que se centra a tese de doutoramento da Patrícia de Zea
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9. As Metodologias Jackknife e Bootstrap em Estatística de Extremos. Atrevo-me aqui a referir
um artigo pioneiro em português (Gomes, 1995a), publicado nas Actas do II Encontro da
Sociedade Portuguesa de Estatística. Penso ter sido a apresentação que fiz nesse encontro a
responsável pela co-orientação, em conjunto com a Manuela Neves, de uma nova aluna de
doutoramento, para mim na altura uma “ilustre desconhecida”, a Maria João Martins, que trabalhou
de forma incansável neste tema e temas afins, relacionados com a estimação semi-paramétrica de
viés reduzido, tendo concluído a sua tese em 2001 (Martins, 2001). Penso serem dignos de registar
os dois artigos individuais que publiquei nesta área (Gomes, 1999a, 1999b), mas os artigos de
maior interesse são em co-autoria: Martins, Gomes and Neves (1999), Gomes, Martins e Neves
(2000, 2003). Mais recentemente, e na sequência de teses de Mestrado na área, a Cristina Miranda,
minha aluna de doutoramento (Miranda, 2005), trabalhou também com a metodologia Jackknife.
Refiro aqui as publicações Gomes, Miranda and Pereira (2005) e Gomes, Miranda and Viseu
(2006). A metodologia Bootstrap também tem sido usada com sucesso em Estatística de Extremos,
e também aqui temos a colaboração de membros da nossa Escola. Para além dos artigos
anteriormente mencionados de Gomes em 1995 e 1999, veja-se Draisma, de Haan, Peng and
Themido Pereira (1999) e ainda Gomes and Oliveira (2001).

10. Métodos Alternativos de Estimação Semi-paramétrica de Viés Reduzido. Este tem sido um dos
campos da Estatística de Extremos em que mais tenho investido nestes últimos anos, com a
colaboração de vários colegas e alunos de doutoramento, de entre os quais já referi a Maria João
Martins e a Cristina Miranda (uma vez que a metodologia Jackknife é um dos métodos de obtenção
de estimadores de viés reduzido). Não posso agora deixar de referir o Frederico Caeiro, com
doutoramento concluído em Novembro de 2006 (Caeiro, 2006), a Fernanda Figueiredo, com
doutoramento concluído em 2003 (Figueiredo, 2003), em Controlo Estatístico da Qualidade, mas
que se “converteu” parcialmente à area de Extremos, e ainda a Lígia Rodrigues e a Clara Viseu,
que começaram os trabalhos de doutoramento há pouco tempo, mas nesta área. Começo por
mencionar os artigos Gomes and Martins (2001, 2002, 2004), os artigos Caeiro and Gomes (2002a,
2002b), Gomes, Figueiredo and Mendonça (2004), Gomes, Caeiro and Figueiredo (2004) e Gomes
and Figueiredo (2006), onde a redução de viés é feita à custa de um aumento significativo da
variância, tal como já acontecia face à utilização da metodologia Jackknife. Mais recentemente, a
estimação dos parâmetros de segunda ordem de forma adequada permitiram-nos a manutenção da
variância e a eliminação da componente dominante de viés assintótico. Detalhes sobre estes novos
métodos de estimação podem ser vistos em Gomes and Pestana (2004, 2005), Caeiro, Gomes and
Pestana (2005) e Gomes, Rodrigues, Vandewalle and Viseu (2006), por entre outros trabalhos
ainda em via de publicação e que me abstenho de referir. Um outro tipo de estimação de viés
reduzido pode ser vista em Fraga Alves (2001b). O problema de redução de viés é também
abordado em de Haan and Canto e Castro (2006).

11. Estimação Semi-paramétrica de Parâmetros de Segunda Ordem (e de Ordem Superior…). O
papel da nossa Escola nesta área tem também sido de relevo, particularmente devido à ênfase que
tem sido dada no nosso grupo de trabalho ao desenvolvimento de estimadores de segunda-ordem
de viés-reduzido. A estimação do parâmetro de “forma” de segunda ordem foi abordada em Gomes
(2000), Gomes, de Haan and Peng (2002), Fraga Alves, Gomes and de Haan (2003), Fraga Alves,
de Haan and Lin (2003). O parâmetro de “escala” de segunda ordem foi estimado, de forma não
individualizada, em Gomes and Martins (2002) e mais recentemente em Caeiro and Gomes (2005).
A necessidade de se desenvolverem técnicas de escollha adaptativa do nível óptimo para
estimadores do índice de cauda de viés reduzido, leva-me a crer que temos ainda de avançar neste
tema e afins. Um bom contributo foi já dado em Fraga Alves, de Haan and Lin (2006).

12. Métodos Bayesianos em Estatística de Extremos. Trata-se de uma área de desenvolvimento
muito recente, onde mais uma vez tem havido contribuição relevante de elementos da nossa
Escola. É essencialmente nesta área que se centra a tese de doutoramento da Patrícia de Zea
Bermudez, desenvolvida sob a orientação de Feridun Turkman e defendida em 2003 (de Zea
Bermudez, 2003). Na sequência dessa orientação, em que a Antónia Amaral Turkman teve também
papel relevante, foram conseguidas as publicações internacionais de Zea Bermudez, Amaral
Turkman and Turkman (2001) e de Zea Bermudez and Amaral Turkman. (2003).

13. E outros temas diversos … A nossa Escola tem ainda grupos fortes nas vertentes de Extremos e
Modelação de Risco (veja-se por exemplo a tese de doutoramento recente da Ana Cristina Moreira
de Freitas (Moreira de Freitas, 2005), sob a orientação da Margarida Brito), Extremos e Ambiente
(veja-se, por exemplo, Guedes Soares and Scotto, 2001, 2004, bem como Scotto and Guedes
Soares, 2000, 2006 e Tobías and Scotto, 2005), Extremos e Controlo Estatístico da Qualidade
(veja-se o artigo, Figueiredo and Gomes, 2004), Extremos em Processos de Dimensão Infinita,
Extremos Espaciais (veja-se, por exemplo, o artigo de Laurens de Haan and Themido Pereira,
2006), A Metodologia PORT (que podia significar portuguesa, mas é acrónimo de peaks over
random thresholds) em Estatística de Extremos (veja-se, por exemplo, o artigo, Araújo Santos,
Fraga Alves and Gomes, 2006) e, a título de previsão, espero que surja em breve um grupo de
Extremos em Genética, onde até eu gostaria de me enquadrar….

Face aos resultados apurados sou levada a crer que o dinamismo do grupo proporcionará um
desenvolvimento salutar da área, com reconhecimento internacional da nossa Escola de Extremos, que
tem crescido de forma equilibrada. Consegui contabilizar 34 teses de doutoramento na área ou em
áreas muito afins, 20 das quais na última década, onde estou a incluir também a tese de doutoramento
da Fátima Brilhante (Brilhante, 1999), sob orientação do Dinis Pestana e defendida na Universidade
dos Açores. A dinâmica de publicação tem sido bastante elevada, nitidamente acima dos padrões
médios em Portugal, mas espero que ainda melhore nos próximos anos, uma vez que a distribuição
pelos diferentes elementos da Escola é demasiado enviesada. Contei 109 artigos publicados em 40
revistas internacionais de prestígio, cuja distribuição apresento em seguida:

Journal Nº/artigos Journal Nº/artigos
Extremes 15 Ann. Statist. 1
Satist. & Probab. Lett. 10 Appl. Statist. 1
J. Satist. Plann. and Inference 9 Bernoulli 1
Test 9 Comm. Statistics — Th. & Meth. 1
RevStat 8 Env. Monit. and Assess. 1
Portugal. Mathem. 7 Intern. J. Statist. & Systems 1
J. Statist. Comp. and Sim. 4 J. Amer. Statist. Assoc. 1
Appl.Stoch. Models in Bus. Ind. 3 J. Automated Research 1
J. Coastal Engineering 3 J. Comput. Graph. Statist. 1
Th. Probab. and Appl. 3 J. Multiv. Analysis 1
Bull. Intern. Statist. Inst. 2 Math. Methods in Statist. 1
Comm. Statistics —Sim. & Comp. 2 Math. Comp. Appl. Probab. 1
Insur.: Math. and Econom. 2 Ocean Engineering 1
J. Appl. Probab. 2 Publ. Inst. Math. 1
J. Comp. Statist. & Data Anal. 2 SORT 1
J. Time Series Analysis 2 Statistica Neerlandica 1
Nonlinear Analysis 2 Stoch. Models 1
Statistics 2 Stoch. Proc. And Appl. 1
Ann. Appl. Probab. 1 Th. Stoch. Processes 1
Ann. de l'ISUP 1 WSEAS Trans. Math. 1

Convém ainda registar que a nossa Escola de Extremos, apesar da elevada contribuição a nível
internacional, não tem descurado a publicação a nível nacional. Tal como referi no artigo que escrevi
para o Memorial da Sociedade Portuguesa de Estatística (Rosado, 2005), esse contributo pode ser
atestado pelas publicações de artigos em português, nas diferentes colectâneas de texto editadas pela
Sociedade Portuguesa de Estatística desde 1992, onde a produção na área de Extremos tem sido, em
média, de 17% (7 a 11 trabalhos/ano). Surpreendente foi a participação de elementos deste grupo no
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Bermudez, desenvolvida sob a orientação de Feridun Turkman e defendida em 2003 (de Zea
Bermudez, 2003). Na sequência dessa orientação, em que a Antónia Amaral Turkman teve também
papel relevante, foram conseguidas as publicações internacionais de Zea Bermudez, Amaral
Turkman and Turkman (2001) e de Zea Bermudez and Amaral Turkman. (2003).

13. E outros temas diversos … A nossa Escola tem ainda grupos fortes nas vertentes de Extremos e
Modelação de Risco (veja-se por exemplo a tese de doutoramento recente da Ana Cristina Moreira
de Freitas (Moreira de Freitas, 2005), sob a orientação da Margarida Brito), Extremos e Ambiente
(veja-se, por exemplo, Guedes Soares and Scotto, 2001, 2004, bem como Scotto and Guedes
Soares, 2000, 2006 e Tobías and Scotto, 2005), Extremos e Controlo Estatístico da Qualidade
(veja-se o artigo, Figueiredo and Gomes, 2004), Extremos em Processos de Dimensão Infinita,
Extremos Espaciais (veja-se, por exemplo, o artigo de Laurens de Haan and Themido Pereira,
2006), A Metodologia PORT (que podia significar portuguesa, mas é acrónimo de peaks over
random thresholds) em Estatística de Extremos (veja-se, por exemplo, o artigo, Araújo Santos,
Fraga Alves and Gomes, 2006) e, a título de previsão, espero que surja em breve um grupo de
Extremos em Genética, onde até eu gostaria de me enquadrar….

Face aos resultados apurados sou levada a crer que o dinamismo do grupo proporcionará um
desenvolvimento salutar da área, com reconhecimento internacional da nossa Escola de Extremos, que
tem crescido de forma equilibrada. Consegui contabilizar 34 teses de doutoramento na área ou em
áreas muito afins, 20 das quais na última década, onde estou a incluir também a tese de doutoramento
da Fátima Brilhante (Brilhante, 1999), sob orientação do Dinis Pestana e defendida na Universidade
dos Açores. A dinâmica de publicação tem sido bastante elevada, nitidamente acima dos padrões
médios em Portugal, mas espero que ainda melhore nos próximos anos, uma vez que a distribuição
pelos diferentes elementos da Escola é demasiado enviesada. Contei 109 artigos publicados em 40
revistas internacionais de prestígio, cuja distribuição apresento em seguida:

Journal Nº/artigos Journal Nº/artigos
Extremes 15 Ann. Statist. 1
Satist. & Probab. Lett. 10 Appl. Statist. 1
J. Satist. Plann. and Inference 9 Bernoulli 1
Test 9 Comm. Statistics — Th. & Meth. 1
RevStat 8 Env. Monit. and Assess. 1
Portugal. Mathem. 7 Intern. J. Statist. & Systems 1
J. Statist. Comp. and Sim. 4 J. Amer. Statist. Assoc. 1
Appl.Stoch. Models in Bus. Ind. 3 J. Automated Research 1
J. Coastal Engineering 3 J. Comput. Graph. Statist. 1
Th. Probab. and Appl. 3 J. Multiv. Analysis 1
Bull. Intern. Statist. Inst. 2 Math. Methods in Statist. 1
Comm. Statistics —Sim. & Comp. 2 Math. Comp. Appl. Probab. 1
Insur.: Math. and Econom. 2 Ocean Engineering 1
J. Appl. Probab. 2 Publ. Inst. Math. 1
J. Comp. Statist. & Data Anal. 2 SORT 1
J. Time Series Analysis 2 Statistica Neerlandica 1
Nonlinear Analysis 2 Stoch. Models 1
Statistics 2 Stoch. Proc. And Appl. 1
Ann. Appl. Probab. 1 Th. Stoch. Processes 1
Ann. de l'ISUP 1 WSEAS Trans. Math. 1

Convém ainda registar que a nossa Escola de Extremos, apesar da elevada contribuição a nível
internacional, não tem descurado a publicação a nível nacional. Tal como referi no artigo que escrevi
para o Memorial da Sociedade Portuguesa de Estatística (Rosado, 2005), esse contributo pode ser
atestado pelas publicações de artigos em português, nas diferentes colectâneas de texto editadas pela
Sociedade Portuguesa de Estatística desde 1992, onde a produção na área de Extremos tem sido, em
média, de 17% (7 a 11 trabalhos/ano). Surpreendente foi a participação de elementos deste grupo no
XIV Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatística, onde 13 das 72 comunicações orais
foram proferidas por elementos da nossa Escola. Espero que a publicação em Actas seja condicente
com esta participação elevada e permita aumentar a percentagem atrás referida. Para terminar, não
posso deixar de referir o livro recente da autoria de Laurens de Haan e Ana Ferreira (Haan and
Ferreira, 2006), que vem mais uma vez atestar a valiosíssima contribuição de Laurens de Haan para o
estabelecimento da Escola de Extremos em Portugal.
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Título: Modelos Aditivos Generalizados em Análise de Sobrevivência
Autora: Ana Luísa Papoila, apapoila@hotmail.com 
Orientadora: Cristina Maria Simões Rocha

Na minha tese foi proposto um novo modelo de regressão para dados de sobrevivência, desenvolvido 
com base na correspondência existente entre modelos de sobrevivência e modelos de regressão binária. 
No sentido de resolver o problema da especificação incorrecta da função de ligação em Modelos Lineares 
Generalizados (GLMs) surgiram novas metodologias, as quais deram origem a modelos mais flexíveis, 
o que beneficiou também a Análise de Sobrevivência, dada a existência da referida correspondência. De 
facto, ao estudarmos tempos de vida, um modelo dotado de grande flexibilidade é o modelo Gama-logit, 
equivalente a um GLM de resposta binária, com função de ligação desconhecida e pertencente à família 
de transformações assimétricas de Aranda-Ordaz. No entanto, a linearidade imposta pelos GLMs para 
descrever a relação funcional entre cada variável independente e a variável resposta é, frequentemente, 
um obstáculo, ultrapassável pelos Modelos Aditivos Generalizados (GAMs). Assim sendo, propomos a 
introdução de famílias paramétricas de funções de ligação em GAMs com resposta binária, em particu-
lar a referida família de Aranda-Ordaz, por forma a obter, paralelamente, uma generalização do modelo 
Gama-logit, que designaremos por modelo Gama-logit aditivo. A sua estimação, com base no algoritmo 
de scores local, baseia-se na minimização da função desvio calculada para uma grelha de valores do parâ-
metro (desconhecido) de que a função de ligação depende. Foram efectuados estudos de simulação, não 
só para avaliar a qualidade das estimativas obtidas, mas também para comparar o desempenho do modelo 
proposto com o do GAM logístico. Toda a inferência foi efectuada através de técnicas de bootstrap, dada 
a inexistência de teoria assintótica para estes modelos. A nova metodologia foi ilustrada através de uma 
aplicação prática com dados do estado actual, cujo objectivo foi estudar a distribuição do tempo que decor-
re desde o instante em que um indivíduo inicia o consumo de drogas injectáveis até à infecção pelo VIH. 

                            Ana Luísa Papoila

Título:  Desigualdades Exponenciais e Velocidades de Convergência em Problemas de Estimação para 
Amostras Associadas
Autora: Carla Manuela Ribeiro Henriques, carlahenriq@mat.estv.ipv.pt  
Orientador: Paulo Eduardo Oliveira

       Carla Henriques

Título - Desigualdades Exponenciais e Velocidades de Convergência em Problemas de Estimação para 
Amostras Associadas 
Autora - Carla Manuela Ribeiro Henriques, carlahenriq@mat.estv.ipv.pt
Orientador - Paulo Eduardo Oliveira 

Na minha tese estudou-se o comportamento de um estimador para a função de covariância do processo 
empírico limite, admitindo que as variáveis de base satisfazem uma certa estrutura de dependência 
positiva vulgarmente designada por associação. A importância do processo empírico para diversas 
aplicações estatísticas e a falta de adequação do pressuposto de independência para inúmeras situações 
reais serviram de motivação para este estudo. Para a situação em que as variáveis de base são 
associadas, a função de covariância do processo empírico limite, ),( ts , é descrita à custa de uma 
série envolvendo as distribuições bivariadas das variáveis de base. Assim, o trabalho teve origem com 
o estudo da função de distribuição empírica bivariada, ),(ˆ

, tsF nk , para o qual foram estabelecidas 

algumas propriedades de convergência. A partir de ),(ˆ
, tsF nk  constrói-se o estimador para a série 

envolvida em ),( ts  e para a própria função de covariância ),( ts . Num esforço para identificar 
velocidades para a convergência forte dos estimadores em estudo, o trabalho seguiu um rumo na 
direcção das desigualdades de tipo exponencial para variáveis associadas, tendo-se obtido alguns 
resultados sobre velocidade de convergência daqueles estimadores e também resultados no âmbito dos 
grandes desvios da média empírica de variáveis aleatórias associadas. As desigualdades de tipo 
exponencial obtidas para o estimador ),(ˆ

, tsF nk  são exploradas quanto à aptidão para identificar 
velocidades de convergência. É ainda explorado uma outra abordagem para obter velocidades de 
convergência que tem por base uma desigualdade para momentos do tipo Rosenthal. Finalmente, 
aplicam-se alguns resultados da tese à estimação dos valores próprios do operador integral de núcleo 

),( ts  e à determinação da lei assimptótica da estatística do teste do sinal para uma amostra associada. 

Carla
Henriques
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Título: Medidas de Desempenho para Testes de Discordância em Populações Normais
Autor: José Palma,  jpalma@est.ips.pt
Orientador: Fernando Rosado
 

José Palma

Título: Uma Abordagem Bayesiana à Determinação de Modelos
Autora: Júlia Teles,  jteles@fmh.utl.pt
Orientadores: Luís Camilo do Canto de Loura e Maria Antónia Amaral Turkman

Na minha tese faço uma abordagem bayesiana ao problema de selecção e validação de modelos, isto é, 
ao problema de determinação de modelos. Efectuo uma revisão de alguns métodos de selecção e vali-
dação de modelos, proponho métodos de pesquisa do “melhor” subconjunto de covariáveis em modelos 
de regressão e, através de estudos de simulação, comparo a performance de alguns critérios de selecção 
de modelos.
Relativamente aos métodos de selecção de modelos, comparo o factor Bayes com diversos critérios 
de verosimilhança penalizada, entre eles o critério de informação bayesiano, o critério de informação 
bayesiano estimado e o critério de informação da deviance. Como alternativa à selecção de modelos 
sugiro, em certos casos, a utilização da média ponderada de modelos bayesianos.
Nos problemas de selecção de covariáveis em modelos de regressão, o número de modelos a comparar 
é, de um modo geral, elevado. Neste caso particular de selecção de modelos, não sendo viável a pesquisa 
exaustiva, proponho dois métodos bayesianos de pesquisa do “melhor” modelo: os métodos de selecção 
progressiva e de eliminação regressiva de covariáveis via medidas de discrepância. Uso dois exemplos, 
um de regressão linear normal e outro de regressão gama, para ilustrar estes métodos de selecção de 
covariáveis.
Relativamente à validação de modelos, destaco a utilização do p-value preditivo a posteriori e, em par-
ticular, do p-value de discrepância, como medidas de adequabilidade do modelo.

          Júlia Teles

Título: Medidas de Desempenho para Testes de Discordância em Populações Normais 
Autor: José Palma, jpalma@est.ips.pt
Orientador: Fernando Rosado 

 Na minha tese foram calculadas medidas de desempenho significativas para testes de discordância no 
quadro da distribuição normal, bem como discutidos alguns dos problemas colocados na determinação 
dessas medidas. Foram ainda obtidas as distribuições das estatísticas de teste, tanto na hipótese nula de 
ausência de contaminantes, como na hipótese alternativa de existência de um outlier na amostra. Estas 
distribuições constituem elementos fundamentais no cálculo das medidas.  

 Tradicionalmente a aproximação ao estudo dos outliers foi no sentido de os detectar através de 
testes. Estes, como qualquer outro teste de hipóteses, devem ter uma hipótese nula e uma outra 
alternativa. Assim, podemos concluir que uma observação é um outlier para uma dada hipótese, 
enquanto que para outra, essa mesma observação poderá ser considerada não discordante.

Como resultado da sua dependência em relação ao modelo de discordância foi proposto um 
vasto conjunto de testes. No entanto e no sentido de optar por um em particular é necessário obter 
algumas medidas do seu desempenho relativo, por exemplo a função potência. A avaliação de testes 
com a mesma potência deverá depender da hipótese alternativa de existência de outliers, pois requer o 
conhecimento do comportamento da distribuição da estatística de teste nessa hipótese e exigirá como 
tal outras medidas de qualidade. Por exemplo, na hipótese de existência de um outlier, são medidas 
significativas, entre outras: a probabilidade de rejeitar H0 e o contaminante satisfazer o critério de 
rejeição; a probabilidade de rejeitar H0 e identificar correctamente o outlier e a probabilidade de 
rejeitar H0 condicionada à identificação correcta do suspeito de contaminação. 

Apesar da grande variedade de testes propostos na literatura, são limitados os estudos de 
desempenho que os permitem comparar. Com esta tese pretendeu-se suprir essa lacuna, propondo um 
conjunto de metodologias e medidas de comparação de testes de discordância.  
         
        José Palma 
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Prémio SPE 2007

Está aberto, até 15 de Junho de 2007, o concurso para atribuição do Prémio SPE 2007, de acordo com 
o seguinte regulamento:

Pretendendo dar destaque ao XV Congresso Anual da SPE, a principal reunião científica orga-
nizada pela Sociedade Portuguesa de Estatística, é instituído o Prémio SPE 2007.

Este prémio destina-se a estimular a actividade de estudo e investigação científica em Probabili-
dade e Estatística entre os jovens que trabalham nestas áreas.

O Prémio SPE 2007 é constituído por uma quantia de 1000 euros. 

Ao Prémio SPE 2007 podem concorrer trabalhos originais sobre temas de Probabilidade e Es-
tatística, desde que não tenham sido objecto de qualquer prémio atribuído por outra instituição.

Os candidatos ao Prémio SPE 2007 devem ser estudantes ou investigadores em alguma institu-
ição portuguesa ou bolseiros portugueses, não devem ter idade superior a 35 anos, no ano a que 
respeita o concurso, e devem ser sócios da SPE. O candidato não deve ter recebido o Prémio SPE 
nas quatro edições anteriores.

O trabalho deve ser escrito em português e não poderá exceder 25 páginas A4.

As candidaturas, o trabalho concorrente e o curriculum vitae do candidato, deverão ser dirigidas 
ao Presidente da SPE, em carta registada, para a morada abaixo indicada. O carimbo do correio 
validará a data de entrega.

A admissibilidade e a apreciação dos trabalhos submetidos a concurso é da competência de um 
júri, cuja constituição será da responsabilidade da Direcção da SPE.

O júri é soberano nas suas decisões, não havendo lugar a recurso.

O trabalho galardoado com o Prémio SPE 2007 será apresentado pelo seu autor/pela sua autora no 
XV Congresso Anual da SPE e será publicado nas respectivas Actas.

A atribuição do Prémio SPE 2007 será anunciada logo que conhecida a decisão do júri e a sua 
entrega formal será feita na Sessão de Encerramento do XV Congresso Anual da SPE.

O Prémio SPE 2007 poderá não ser atribuído. 

Havendo mais do que um candidato para a atribuição, em igualdade de condições, terá preferência 
o candidato que apresentar melhor curriculum e, subsistindo a igualdade, preferirá o candidato 
mais jovem.

Sociedade Portuguesa de Estatística
Bloco C6, Piso 4 - Campo Grande - 1749-016 LISBOA
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