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Prefacio
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Abstract: The Cox model is the most frequently used procedure
for the analysis of survival data, due to its not very restrictive as-
sumptions. However, if found to be adequate, a parametric model
would lead to more precise estimates of the regression parameters.
Yet, sometimes, the parametric models may not be sufficiently flex-
ible to adequately represent the baseline hazard function. Recently,
a new class of flexible parametric models has become available. The
study aims to compare the Cox model, traditional parametric mod-
els (Weibull and log-logistic) and flexible parametric models in the
analysis of time to non-persistence in a chronic disease treatment.
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1 Introduction

Due to population ageing, there has been an increase in the incidence
of chronic diseases usually associated with debilitating or physically
painful conditions [1], leading to a reduction in the patient’s quality
of life. Although developed countries have the oldest population pro-
files, less developed countries have a rapidly aging population. Thus,
quality of life specially associated with chronic diseases, becomes in-
creasingly a matter of public health [2]. Several studies show that
medication persistence (i.e. the act of continuing treatment for the
prescribed period) play a crucial role in improving health outcomes
[3]. Therefore, it is essential to understand the factors that influence
persistence in a treatment.

The Cox regression model [4] is the most frequently used method
for analysing survival data. This model is semiparametric, since the
underlying distribution of survival time is unspecified, which makes
it so popular in medical sciences. On the other hand, if found to be
adequate, a parametric regression model would lead to more precise
estimates than the Cox model [5]. Nonetheless, even though the
traditional parametric models offer advantages over the Cox model,
they may not be sufficiently flexible to adequately represent the haz-
ard function of each group of patients.

The flexible parametric models, proposed by Royston and Parmar
[6, 7], are generalizations of the traditional parametric models, which
introduce more flexibility in the form of the survival distribution
they can model. The aim of this study is to use the Cox model, two
parametric models (Weibull and log-logistic) and flexible parametric
models (proportional hazards and proportional odds) to evaluate
the effect of the patient’s age, whether the patient lives alone or
not and the type of treatment to which the patient is subjected, on
the time to non-persistence in a chronic disease treatment. Another
goal is to identify the model that best describes the hazard function
associated with each group of patients and, thus, produces more
precise estimates of the adjusted hazard ratios.
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2 Methods

2.1 Data source

Data were obtained from an observational prospective cohort study,
involving 360 individuals with a specific chronic disease. The pa-
tients were recruited in the Portuguese community pharmacies where
their medication was purchased and were followed for a maximum
period of 18 months (from January 2011). The event of interest was
the non-persistence in the treatment of a chronic disease, i.e., the
untimely discontinuation of the treatment. Therefore, the response
variable was the time to non-persistence, defined as the time (in
days) from initiation to discontinuation of the treatment. During
recruitment, several sociodemographic and health-related variables
were collected. According to the method for variable selection pro-
posed by Collett [8], the only variables that showed significant influ-
ence on time to non-persistence were: Age, Living alone and Treat-
ment (monthly or weekly treatment), and therefore, those were the
only ones that were included in the analysis.

2.2 Cox proportional hazards model

The Cox PH model is the most widely used procedure in survival
analysis. In this model, the hazard function for a vector of covariates,
z = (T1,...,zp), is:

h(t;x) = ho(t)eP'®
where 3 = (f1,...,8p) is the vector of regression coeficients.

This model is semiparametric, which means that the baseline hazard
function, hg(t), is not specified. Through the hazard ratio (HR), it
is possible to compare two individuals with covariate patterns aq
and xg, for which only the value of one covariate differs, z;:

h(t;x . R
M) — oxp(f (1] — 27))
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One constraint of the Cox PH model is its proportional hazards
assumption. It means that the hazard ratio between two individuals
with different vectors of covariates is constant over time, so, if this
assumption is violated, the results may not be reliable.

2.3 Parametric models

Unlike the Cox PH model, in parametric models the response vari-
able (survival time) is assumed to follow a distribution with unknown
parameters that are estimated from the data. When there are strong
indications that a certain distribution is appropriate, it is preferable
to use these models, as they are more efficient and yield results more
consistent with the theoretical survival curve. In addition, not all
parametric models satisfy a proportional hazards assumption, in-
stead many parametric models are accelerated failure time (AFT)
models or even proportional odds (PO) models.

In the AFT models, the covariates have a multiplicative effect on
the survival time. In this case, the survival function for a vector of
covariates, x, is expressed as follows:

S(t;x) = Sp(texp(a’z))

On the other hand, the PO models satisfy a proportional odds as-
sumption and the covariates have a multiplicative effect on the sur-
vival odds. The odds of survival beyond time ¢ for a vector of co-
variates x is given by:

So(t)

Stz)
: e’ 1-So(t)

1-S(t;e) —

where n = 3'x.

2.4 Royston and Parmar flexible models

In this paper, we compare Cox PH and traditional parametric (Weibull
and log-logistic) models with an alternative class of models proposed
by Royston and Parmar, the flexible parametric models [6, 7]. To
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obtain the flexible parametric models the approach taken by the
authors is to model a transformation of the survival function as a
natural cubic spline function of log time:

9ISt )] = s(n(t),y) + B'z

The natural cubic spline is constrained to be linear beyond its bound-
ary knots kmin, kmaee and can have m internal knots ki,...k,, (with
k1 > kpin and ky, < kpmag). A natural cubic spline for 2 is given by:

s(2,7) =70 + 712 +7201(2) + oo + Ymt10m(2)
where v;(2) = (2 — k;)3 = Aj(2 = kmin)3 — (1= X)) (2 = kmaz)3 and
>‘j = (kmar - kj)/(kmaz - kmln) and (Z - a)+ = max((),z — a).

In this study, we focus in the flexible parametric models with pro-
portional hazards (PH) and proportional odds assumptions (PO),
which are generalizations of the Weibull and log-logistic models, re-
spectively. To find the optimal number of internal knots, we used
the Akaike information criterion (AIC). As for their location, we se-
lected the centile-based positions, as suggested by the authors, i.e.,
the centiles of the distribution of the uncensored log-survival times.

All statistical analysis was performed using R statistical software
v3.0.1. The flexsurv package was used for the flexible parametric
analysis.

3 Results

A total number of 360 patients with a specific chronic disease were
included in this study. Of the complete cohort, 80 patients (22.3%)
lived by themselves and 242 patients (67.2%) were under a weekly
treatment. About 36.9% of the patients were aged between 60 and
70 years and 27.8% were aged above 70 years. The patient char-
acteristics are summarized in Table 1. At the end of the follow-up



6 Godinho, Rocha & Mendes

period, the event of interest was observed for 275 (76.9%) patients.
Of the 85 patients for whom the event was not observed, 6 were lost
to follow-up, consequently 79 patients remained persistent until the
end of the study.

Table 1: Patients characteristics

Variable Category No. of patients (%)
< 60 years 127 (35.3%)
Age 60 to 70 years 133 (36.9%)
> 70 years 100 (27.8%)
Lives alone No 280 (77.7%)
Yes 80 (22.3%)

M .

Treatment onthly 118 (32.8%)
Weekly 242 (67.2%)

3.1 Traditional parametric and Flexible paramet-
ric models

Table 2 compares the AIC value for the multivariable PH and PO
flexible parametric models with up to four internal knots. The mod-
els with no internal knots (m = 0) are equivalents of the Weibull
and the log-logistic model, in PH and PO modelling respectively.
The increase in the number of internal knots, up to three, leads to
a decrease in the AIC value associated with each model, the low-
est AIC values were found under the PH flexible parametric models
with two and three internal knots (respectively, AIC' = 3576.56 and
AIC = 3574.67). For these two models not only are the AIC val-
ues close but also the parameters estimates remain unchanged as
shown in Table 3, thus, the inclusion of a third knot results in an
unnecessary increase of the curve’s complexity. On this account, the
optimal number of internal knots was found to be m = 2 under the
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PH flexible parametric model.

Table 2: AIC values for multivariable flexible parametric models

No. of knots PH PO
0 3653.99 3623.74
1 3593.00 3594.60
2 3576.56  3578.99
3 3574.67 3578.73
4 3576.06 3580.38

Table 3: Parameters estimates in the PH multivariable flexible para-
metric models

Variable m=0 m=1 m=2 m=3
Age — 60 to 70 years -0,382 -0,360 -0,364  -0,363
Age — >70 years -0,013 -0,022 -0,015 -0,016
Lives alone 0,440 0,373 0,390 0,387
Treatment 0,262 0,261 0,260 0,259
Yo -4,784  -8,205 -11,189 -14,184
o] 0,820 1,788 2,738 3,778
Y2 - 0,097 0,374 0,580
3 - - -0,276  -0,250
Y4 - - - -0,067

The survival curves estimated with the univariable PH flexible para-
metric models with up to three internal knots are shown in Figure 1.
The inclusion of one internal knot (m = 1) produces a clear change
in the estimate of the survival curves associated with each level of



8 Godinho, Rocha & Mendes

the three variables under analysis. For all groups, the curves become
more flexible at the beginning of the follow-up and get closer to the
Kaplan-Meier estimates. The addition of a second knot affects the
curvature of the estimates which, although in a less evident way,
improves its fit in relation to the models with only one knot, leading
to an overlapping of this curves and the respective Kaplan-Meier
estimate.

Age Living alone

Kaplan-Meier
— m=0
m=1

....... m=2

—— Kaplan-Meler
— m=0

m=1
....... m=2

m=3 m=3

Survival

"“'_évr\
~SI= 60t0 70 years

oo =S0years
< J70pes | T TTIones .
== Yes

5 T T T T T T T T 1 2 T T T T T T T T T 1
0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600 0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600
Time Time

Treatment

Kaplan-Meler
m=0
m=1
....... m=2

m=3

Survival

T T T T T T T T 1
0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600
Time

Figure 1: Survival curves: comparison between Kaplan-Meier esti-
mates and the curves obtain from the PH flexible parametric models
with m internal knots
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In turn, the models with three internal knots do not change signif-
icantly the form of the survival functions estimates when compared
to the previous models. This result is consistent with the earlier
analysis of the AIC values in the multivariable analysis, suggesting
the inclusion of the third knot to be unnecessary.

3.2 Cox and Flexible parametric models

The results of Cox PH model and PH flexible parametric models
with two internal knots are shown in Table 4. In general, the hazard
ratios are very similar for the two models.

Table 4: Multivariable analysis of Cox and PH flexible parametric
model with 2 knots (RP model)

. Cox model RP model
Variable Category
HR[95% CI] HR[95% CI]
< 60 years 1 1
Age 60 to 70 years 0.697 [0.522;0.930] 0.695 [0.521;0.928]
> 70 years 0.979 [0.722;1.327]  0.985 [0.727;1.335]
. No 1 1
Lives alone
Yes 1.474 [1.110;1.957]  1.478 [1.113;1.962]
Monthly 1 1
Treatment
Weekly 1.331 [1.026;1.727]  1.297 [1.000;1.683]

According to the results, with the selected PH flexible paramet-
ric model we found that for patients with the same values in the
remaining variables, a patient with 60 to 70 years has a smaller
risk of becoming non-persistent (less 30.5%), than a patient with
60 years or younger (HR 0.695; 95% CI [0.521;0.928]). A patient
with more than 70 years has roughly the same risk as a patient
with 60 years or younger (HR 0.985; 95% CI [0.727;1.335]). Liv-
ing alone increases the risk of non-persistence by 47.8% (HR 1.478;
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95% CI [1.113;1.962]). A patient under weekly treatment has a
29.7% greater risk of becoming non-persistent than a patient with a
monthly treatment (HR 1.297; 95% CI [1.000; 1.683]).

4 Discussion

Our goal was to compare Cox, traditional parametric and flexible
parametric models applied to the study of time to non-persistence
in a chronic disease treatment. Upon finding the model that best
described the data, we intended to evaluate the impact of the pa-
tient’s age, the fact that the patient lives alone or not and the type
of treatment on survival time, i.e., on time to non-persistence in
the treatment. Researchers in the field of life sciences are usually
more interested in the Cox proportional hazards model rather than
parametric models. However, if the Cox model’s assumptions do
not hold, the model can lead to biased estimates, thus, this model
might not be appropriate in some situations. Besides, when a certain
distribution is found to be adequate, the corresponding parametric
regression model provides more acurate estimates. As mentioned
by Kleinbaum [5], although it may be preferable to use a parametric
model, most of the time we are not sure which is the proper distribu-
tion and since the Cox model is robust, generating results very close
to the adequate parametric model, it becomes greatly popular. Even
when we are sure about which parametric model to use, it may not
be flexible enough to describe the data adequately. In recent years,
a new family of models was proposed and developed, the flexible
parametric models. These models introduce a greater flexibility to
the shape of the survival distribution. According to the results, the
inclusion of internal knots improves the estimation process of the
survival functions in both the PH and the PO flexible parametric
models, when compared to the models without internal knots (which
are equivalent to the Weibull and log-logistic, respectively). The in-
crease in the number of knots, to a maximum of three, resulted in
the decrease of the AIC value and in the increase of flexibility of
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the estimated survival curves, which got closer to the Kaplan-Meier
estimates. The PH flexible parametric models with two and three
internal knots seem to be the most adequate and the ones that best
describe the data. Since the parameters estimates and AIC values
of both models are very similar, we opted for the most parsimonious
model, which is the PH flexible parametric model with two internal
knots. Thus, based on this model, for individuals with the same
value in the remaining variables, it is estimated that a patient aged
between 60 and 70 years has a lower risk and a patient with more
than 70 years has around the same risk of becoming non-persistent
than a patient with 60 years or younger. When comparing patients
in the same age group and under the same treatment, a patient who
lives alone has a higher risk of discontinuing the treatment than a
patient who lives with someone else. Lastly, it is estimated that a
patient under a weekly treatment has a higher risk of becoming non-
persistent than a patient under a monthly treatment, for patients in
the same age group and living in the same conditions. Overall, the
hazard ratios estimated with the selected flexible parametric model
and with the Cox model are close, as expected. Nevertheless, us-
ing flexible modelling to analyse the effect of a set of covariates on
time to non-persistence in the treatment of a chronic disease, leads
to more precise estimates than by using other families of models.
Thus, this methodology contributes for a better understanding of
the phenomenon in study over time.
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Resumo: Em problemas discretos de classificagao supervisionada
observa-se, frequentemente, que as observagoes mal classificadas sao
diferentes para diferentes modelos. Deste modo, a abordagem pela
combinagao de modelos tem vindo a ser considerada uma mais valia
neste dominio. A avaliacao de resultados em classificacao baseia-se,
habitualmente, na taxa de casos bem classificados. No entanto, al-
guns autores tém vindo a advertir que esta medida pode nao analisar
corretamente a qualidade de um modelo. Neste trabalho, pretende-
mos explorar a avaliagao de desempenho de novos modelos combi-
nados, comparando a medida de avaliagao mais usual com outros
tipos de medidas como a Sensibilidade, Especificidade ou Precisao,
Medidas de associagao ou concordancia ou o Indice de Huberty.

1 Introducao

Em Estatistica, fala-se de um problema de classificagao supervisio-
nada quando se pretende identificar qual a classe, entre varias defi-
nidas a priori, a que pertence uma nova observacao, baseando-se na
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informacao fornecida por uma amostra, onde a classe de cada ob-
servagao é conhecida. Por exemplo, quando se pretende atribuir um
diagndstico a um certo paciente, descrito por um conjunto de carac-
teristicas observadas (sexo, pressdo arterial, presenca ou auséncia de
alguns sintomas, . .. ), entre meningite viral ou bacteriana ou quando
se precisa de decidir se um dado email pertence a classe de emails
“spam” ou “ndo spam”. Em qualquer dos exemplos referidos, para
identificar a classe a que pertence a nova observagao, utiliza-se a in-
formacao de uma amostra, denominada habitualmente amostra de
treino, tentando perceber se o “perfil” da nova observagao, serd mais
provéavel de ocorrer na Classe 1 ou na Classe 2.

No caso discreto, os resultados que podem ser observados sao de-
nominados por estados. Exemplificando, no caso mais simples de
apenas duas varidveis bindrias (0 - auséncia do sintoma e 1 - pre-
senga do sintoma) podem ocorrer os estados seguintes: 00, 01, 10 e
11. Entao, os resultados observados numa amostra de treino podem
ser apresentados como na Tabela 1:

Tabela 1: Exemplo de estados observados numa amostra de treino

Estados Classe 1 Classe 2

1 00 4 0
2 01 5 1
3 10 0 4
4 11 1 5
Total 10 10

No caso discreto, o modelo mais natural é o Modelo Multinomial
Completo (MMC) onde a probabilidade de ocorrer um certo es-
tado se a observacao pertencer a uma determinada classe é esti-
mada pela frequéncia relativa observada na amostra-treino, em cada
classe ([5]). Contudo, quando o numero de varidveis consideradas
aumenta um pouco, o numero de estados possiveis sofre, de ime-
diato, um enorme incremento. Note-se, por exemplo que, no caso
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mais simples de varidveis binarias, se forem consideradas 10 varia-
veis, teremos 2P = 210 = 1024 estados possiveis, exigindo amostras
de grandes dimensoes para permitir a estimacao de todos os para-
metros do modelo.

Deste modo, em classificagao supervisionada, no caso discreto, existe
frequentemente um problema de dimensionalidade, denominado mesmo
na literatura como “a maldi¢ao da dimensionalidade”:

e Na generalidade dos modelos, o nimero de parametros a ser
estimado é demasiado grande;

e Em Ciéncias Sociais e Humanas, onde o caso discreto tem
grande prevaléncia, nao raramente as amostras tém pequena
dimensao.

Consequentemente, gera-se facilmente um ntmero elevado de esta-
dos néao observados, dificultando a estimacao de todos os parametros.
Este problema conduz a que a maior parte dos métodos revelem um
fraco desempenho, especialmente quando as classes sdo pouco sepa-
radas e nao balanceadas ([6]). Deste modo, em problemas de clas-
sificacao discretos, a abordagem pela combinacao de modelos tem
vindo a ser referida como uma mais-valia, resultante de os erros de
m4 classificagdo observados em diferentes modelos tenderem a ocor-
rer em objetos diferentes ([2], [7], [11]).

Quando se compara o desempenho destes novos modelos combina-
dos com os modelos originais, usa-se geralmente a Taxa de casos
bem classificados ou de casos mal classificados. No entanto, esta
medida de avaliagao pode nao analisar corretamente a qualidade de
um modelo, particularmente quando as classes sao nao balanceadas.
Neste trabalho, pretendemos explorar a avaliacao de resultados em
classificagao supervisionada, comparando a taxa de casos bem clas-
sificados com outros tipos de medidas ([4], [9]).
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2 Combinacao de modelos

Geralmente, em face de um problema de classificacdo complexo,
estimam-se diversos modelos e, posteriormente, um tnico modelo
é selecionado, baseado num determinado critério de validagao. Con-
tudo, os modelos descartados contém frequentemente alguma infor-
magao importante sobre o problema de classificacao, que se perde
pelo facto de se considerar um unico modelo ([2]). Por outro lado,
verifica-se muitas vezes que as observagoes mal classificadas sao di-
ferentes para diferentes modelos. Este conhecimento tem conduzido
a um numero crescente de publicacoes sobre abordagens de combi-
nagao de modelos, ainda que referenciadas sob nomes diversos como
Blending, Bagging e Arcing entre outros ([8]).

Em problemas de classificagao discretos, consideram-se dois modelos
de referéncia: o ja referido Modelo Multinomial Completo (MMC)
e 0 Modelo de Independéncia Condicional de ordem um (MIC) que
considera as varidveis independentes dentro de cada classe, redu-
zindo assim o niimero de parametros a estimar de 2 — 1 para p, em
cada classe.

Na abordagem de combinagdo de modelos proposta por Sousa Fer-
reira ([11]) e continuada por Marques ([7]) consideraram-se com-
binagoes lineares de dois modelos de referéncia no campo discreto.
Inicialmente, Sousa Ferreira ([11]) prop6s uma combinagao linear
entre os modelos de referéncia acima mencionados, MMC e MIC.
Esperava-se, naturalmente, que esses dois modelos conduzissem a
classificadores diferentes em muitas circunstancias, dado que o pri-
meiro pressupoe a existéncia de relagoes entre as p varidveis bindrias
e o segundo, considera que dentro de cada classe as p varidveis sao
independentes. O modelo combinado MMC-MIC resulta da combi-
nacao linear entre os dois modelos usando um tnico coeficiente f3,
0 < 8 <1, conduzindo a um modelo intermédio entre MMC e MIC.
As viérias estratégias adoptadas para estimar § produzem diferen-
tes modelos combinados ([2]). Num segundo momento, verificando
que o modelo MMC revela grande dificuldade em estimar todos os
parametros do modelo quando as amostras tém pequena dimensao,
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Marques ([7]) desenvolveu uma combinagao linear entre o Modelo
Gréfico Decomponivel (MGD) ([3]) e o modelo MIC, usando tam-
bém um 1nico coeficiente 3, com valores no intervalo [0,1]. O modelo
MGD considera as interacoes mais importantes entre pares de va-
ridveis para estimar a fungao de probabilidade por classe, utilizando
uma estrutura de drvore (grafo), que se baseia na informagao mu-
tua. O algoritmo considerado foi o proposto por Chow e Liu ([3]).
Também neste caso se esperava que estes dois modelos conduzis-
sem a classificadores diferentes, uma vez que o primeiro pressupoe
a existéncia de interacoes entre as p varidveis binarias e o segundo,
considera que dentro de cada classe as p variaveis sao independentes.
No caso de multiplas classes a priori, ambos os modelos combinados,
MMC-MIC e MGD-MIC, consideram o Modelo de Emparelhamento
Hierdrquico (MHIERM) que decompde um problema de multiplas
classes em multiplos problemas de duas classes ([2], [11]).

A abordagem de combinacao de modelos proposta por Sousa Fer-
reira e continuada por Marques foi avaliada comparativamente com
outros algoritmos existentes quer sobre dados reais quer simulados
([71,[8],[11]) revelando uma boa capacidade preditiva em casos de
amostras de pequena ou moderada dimensao.

Neste trabalho, pretendemos continuar a explorar os resultados desta
abordagem de combinacao de modelos, usando outras medidas de
avaliacao da qualidade dos modelos ([4], [9]).

3 Medidas de avaliagao

Na literatura de Estatistica, a avaliagao do desempenho de qualquer
modelo de classificagao supervisionada baseia-se, genericamente, na
diagonal da matriz de confusao que confronta as classes preditas pelo
modelo com as classes originais.

Diversas medidas de desempenho de um modelo podem ser defini-
das a partir dessa matriz, sendo tradicionalmente usadas a Taxa de
casos bem classificados ou de casos mal classificados, estimadas por
resubstituicao, amostra-teste ou validagao cruzada. Diferentes auto-
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res tém vindo a referir, contudo, que estas estatisticas tradicionais
de avaliacao de resultados em classificacao podem nao analisar cor-
retamente a qualidade de um algoritmo ou modelo ([4], [9], [10]).

Num problema de classificacao discreto, com duas classes, tem-se
a matriz de confusao apresentada na Tabela 2:

Tabela 2: Matriz de Confusao

Classes preditas

1 2
Classes verdadeiras 1oa b
2 ¢ d

onde:

a - n2 de casos bem classificados na classe 1

b - n? de casos da classe 1 classificados na classe 2
¢ - n2 de casos da classe 2 classificados na classe 1
d - n2 de casos bem classificados na classe 2

Em Medicina, os valores de a, b, ¢ e d sao denominados habitual-
mente por Verdadeiros Positivos, Falsos Negativos, Falsos Positivos
e Verdadeiros Negativos, respetivamente. Esta terminologia, que se
generalizou a muitos outros campos de aplicacao, deriva de, por
exemplo, se constatar que um exame complementar de diagnéstico
indica que um certo sujeito esta doente mas, na realidade, o sujeito
estd sauddavel. Teremos, entao, um caso de Falso Positivo. Algumas
medidas de avaliagao em classificacao estao associadas a este tipo de
problemas de classificagao.

Na Tabela 3 apresentam-se algumas medidas de avaliacao baseadas
na matriz de confusdo. A Tazxa de casos bem classificados ou Acu-
racia (Ac) é a medida mais comummente usada e mede a eficiéncia
global do modelo. Na verdade, a Acuracia pretende responder a
questao: “Globalmente, com que frequéncia o modelo de classifica-
¢ao decide corretamente?”
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Tabela 3: Medidas de avaliagao baseadas na matriz de confusao

Medidas Definigao
: : a+d
Tazxa de casos bem classificados ou Acuracia aThrerd
Tazxa de casos bem classificados na classe 1
ou Sensibilidade L
a+b
Taza de casos bem classificados na classe 2
ou Especificidade e
Precisdo &
a+tc

A Taza de casos bem classificados na classe 1 é também denominada
por Sensibilidade e mede a eficiéncia na classe 1 e a Taza de casos
bem classificados na classe 2 é também denominada por Especifici-
dade e mede a eficiéncia na classe 2. Como referido anteriormente, se
um exame complementar de diagnéstico indicar que um certo sujeito
estd doente mas, na realidade, esse sujeito estiver saudavel, temos
um caso de Falso Positivo, pelo contrario, se esse sujeito estiver
mesmo doente, temos um caso de Verdadeiro Positivo. Do mesmo
modo, se o exame complementar de diagndstico indicar que o sujeito
nao esta doente e, de facto, esse sujeito estiver saudavel, estamos
perante um caso Verdadeiro Negativo. Naturalmente, um bom mo-
delo de classificagao deverd ser capaz de identificar quer os casos de
Verdadeiro Positivo quer os de Verdadeiro Negativo.

A Sensibilidade é, exatamente, a taxa de casos Verdadeiro Positivo
e a Especificidade a taxa de casos Verdadeiro Negativo, respondendo
respetivamente as questoes “Se um sujeito pertence a Classe 1, qual
a frequéncia com que o modelo de classificagao consegue identificar
corretamente a classe desse sujeito?”; e, “Se um sujeito pertence a
Classe 2, qual a frequéncia com que o modelo de classificacao con-
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segue identificar corretamente a classe desse sujeito?”. Finalmente,
a Precisao, também denominada por valor preditivo positivo, mede
a exatidao do modelo respondendo a outra questao: “Entre os casos
que o modelo classificou como Positivos, isto é, pertencentes a Classe
1, quantos efetivamente o sao?”. Um valor de Precisao elevado re-
vela, pois, um modelo que é um bom preditor.

As medidas de avaliagao usadas, em geral, nao fornecem um equili-
brio entre os casos falsos positivos (¢) e os falsos negativos (b). As
medidas de avaliagao combinadas, apresentadas na Tabela 4, tentam
obter uma melhor paridade entre eles.

Tabela 4: Medidas de avaliagao combinadas

Medidas Definicao

Tazxa de casos bem
. Sensibilidade—+Especificidad
classificados balanceada s e+2 speelioence

Média Geométrica entre
Sensibilidade e Especificidade  +/Sensibilidade X Especificidade

- 2 X Sensibilidade X Precisdo
MedZda F Sensibilidade+Precisao

A Taxa de casos bem classificados balanceada ou Acuracia balance-
ada é a média aritmética entre a Sensibilidade e a Especificidade e,
comparada com a Acuracia global, tenderd a ser menor quando o
modelo n&o consegue classificar igualmente bem as duas classes. A
Média Geométrica entre as duas medidas mede o equilibrio entre a
classificagao nas duas classes. Um valor de Média Geométrica baixo
indica um desempenho fraco na classe dita positiva (geralmente, con-
siderada como classe de maior interesse). A Medida F combina as
medidas Sensibilidade e Precisao, mesmo quando as classes de da-
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dos sdo verdadeiramente desiquilibradas. As medidas de avaliagao
ja apresentadas anteriormente, sendo genericamente taxas, simples
ou combinadas, variam naturalmente no intervalo [0,1].

Um outro tipo de medidas de avaliagao, que indicam a associagao ou
o acordo entre classes verdadeiras e preditas tém vindo a ser referi-
das por alguns autores. Por outro lado, parece ser relevante avaliar
a melhoria efetiva que um modelo introduz relativamente a regra da
maioria. Estas medidas de avaliagao menos tradicionais em classifi-
cagao supervisionada sao apresentadas na Tabela 5.

Tabela 5: Outro tipo de medidas de avaliagao

Medidas Definicao
Coeficiente ad—be

fi ¢ V/(a+b)(ct+d)(atc) (b+d)
Estatistica K de Cohen %, onde

Pacaso = (%b X %) + (Cj\}d X b;d)

eN=a+b+c+d

Indice de Huberty %, onde
m
P.. - % casos corretamente classificados e
P,, - % casos corretamente classificados de
acordo com a regra da maioria

O Coeficiente ¢ é uma conhecida medida de associacao entre duas va-
ridveis bindrias, podendo tomar valores no intervalo [—1,1]. O sinal
positivo deste coeficiente indica um maior nimero de casos em que
o modelo de classificacao decidiu corretamente e, o sinal negativo,
pelo contrario, revela que existem mais casos de decisao incorreta.
Por outro lado, a FEstatistica K de Cohen pode ser definida como



22 Ferreira & Marques

a proporc¢ao de acordo entre duas classificagoes apoOs ser retirada a
proporcao de acordo devida ao acaso, podendo também tomar va-
lores no intervalo [—1,1]. Por tltimo, o Indice de Huberty avalia o
desempenho de um modelo como o grau de corregao da classificacao
realizada, comparando com a percentagem de casos bem classificados
pela regra da maioria, sendo definido como a razao entre a melho-
ria efectiva e a melhoria possivel na classificacao. Este indice é a
tnica medida de avaliacao apresentada que pode tomar valores fora
do intervalo [—1,1].

4 Resultados Numéricos

Neste estudo, analisaram-se dados simulados, com duas classes e
quatro varidveis bindrias e consideraram-se trés importantes fatores
que influenciam o desempenho dos modelos: dados balanceados ou
nao balanceados, separabilidade das classes (baixa ou elevada) e di-
mensdo das amostras (pequena ou grande). Considerando os oito
cenarios referidos, especificam-se seguidamente os valores conside-
rados para cada fator: i. Equilibrio - Classes balanceadas quando
n1 = ng e nao balanceadas quando n; = % X ng; 1. Separabilidade
- sendo medida pelo Coeficiente de Afinidade ([1]) definido no inter-
valo [0,1]. Este coeficiente mede a afinidade ou semelhanga entre as
classes pelo que, quanto mais pequeno for o seu valor, mais separadas
sdo as classes consideradas e, por isso, a tarefa do modelo de classi-
ficacao fica simplificada. Deste modo, considerou-se separabilidade
baixa quando o coeficiente de afinidade toma valores superiores a 0,7
e elevada quando este coeficiente toma valores inferiores a 0,3; ii.
Dimensao das amostras - pequena quando n=60 e grande quando
n=400.

Considerando os dois graus de separabilidade das classes (Baixa ou
Elevada), os dados em anéglise foram simulados segundo a Distri-
bui¢ao Multinomial com os parametros, isto é, as probabilidades de
ocorréncia das quatro varidveis preditoras bindrias, apresentados na
Tabela 6.
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Tabela 6: Parametros da Distribuicao Multinomial usados na simu-
lagao dos dados, de acordo com o grau de separabilidade (Baixa ou
Elevada) entre as duas classes consideradas

Separab. Ch Co

Baiza (0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5)  (0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5;0,5)
Elevada  (0,1;0,9;0,7;0,3;0,2;0,8;0,6;0,4)  (0,9;0,1;0,3;0,7;0,8;0,2;0,4;0,6)

No estudo apresentado, para cada um dos oito cendrios considera-
dos, geraram-se 10 réplicas. Baseados nos 80 conjuntos de dados
gerados, pretendemos averiguar a vantagem comparativa do modelo
combinado MGD-MIC, usando diversas medidas de avaliagao do de-
sempenho. As medidas de avaliacdo de desempenho dos modelos
foram todas estimadas por 2-fold cross validation. O desempenho
dos modelos, simples ou combinados, sao apresentados nas Tabelas
7,8, 9 e 10, onde se mostram os resultados médios intra-cendrios (e
respetivo desvio-padrao), destacando-se a negrito o melhor resultado
obtido em cada cenario.

Na Tabela 7, podemos notar que, no caso de maior complexidade,
quase todas as medidas elegem o modelo combinado como o melhor
modelo, embora a sua capacidade preditiva seja apenas ligeiramente
superior a dos modelos originais. Note-se, ainda, que neste caso de
classes balanceadas, ¢ = Kappa = I.Huberty. Quando a separabi-
lidade ¢ elevada, o modelo combinado revela um desempenho muito
semelhante ao do modelo MIC, ambos demonstrando uma excelente
capacidade preditiva. As outras medidas de avaliacdo mostram tam-
bém resultados elevados, podendo pois dizer-se que os modelos MIC
e MGD-MIC obtém uma melhoria efectiva na classificacao.

Na Tabela 8, quando a separabilidade é baixa, observa-se a selecao
do modelo MGD ou MGD-MIC como o melhor modelo, e também
neste caso, de classes balanceadas ¢ = Kappa = I.Huberty, reve-
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Tabela 7: Avaliacao do desempenho do modelo combinado no caso
de classes balanceadas e amostras de pequena dimensao (resultados
médios e desvios padrao intra-cendrios)

n1 = ng = 30
Separabilidade Baixa Separabilidade Elevada
Medidas MIC MGD MGD-MIC| MIC MGD MGD-MIC

0,60 0,61 0,62 0,94 0,89 0,94
(0,03) (0,09)  (0,07) |(0,04) (0,04)  (0,04)
0,60 0,62 0,66 0,94 0,90 0,96

Tz. Bem Class.

Sensibilidade (0,07) (0,07)  (0,10) [(0,04) (0,07)  (0,07)

Bspecificidade 0,60 0,59 059 |0,94 088 0,92

(0,08) (0,11)  (0,09) |(0,05) (0,05)  (0,04)

i 0,60 062 063 |0,94 0489 0,93
Precisao

(0,03) (0,09)  (0,07) |(0,04) (0,04)  (0,04)
0,59 0,60 0,61 | 0,94 0,489 0,94
(0,03) (0,09)  (0,08) |(0,04) (0,04)  (0,04)
0,60 0,61 0,64 | 0,94 089 0,94
(0,04) (0,08)  (0,08) |(0,04) (0,04)  (0,05)
0,60 0,61 0,62 | 0,94 0,89 0,94
(0,03) (0,09)  (0,07) |(0,04) (0,04)  (0,04)
0,20 0,21 0,25 0,88 0,79 0,89
(0,05) (0,18)  (0,15) |(0,08) (0,07)  (0,09)
0,20 0,21 0,25 0,87 0,78 0,88
(0,05) (0,17)  (0,15) | (0,08) (0,07)  (0,09)
0,20 0,21 0,25 0,87 0,78 0,88
(0,05) (0,17)  (0,15) | (0,08) (0,07)  (0,09)

Média Geométrica
Medida F

Tz. Bem Clas. Bal.
Coeficiente ¢
FEstatistica Kappa

Indice de Huberty

lando embora uma melhoria efectiva muito baixa. Quando as classes
sao bem separadas, o modelo MIC obtém resultados muito semelhan-
tes aos de MGD-MIC mas ainda superiores para algumas medidas.

Na Tabela 9, quando se apresentam os resultados para classes nao ba-
lanceadas e pouco separadas, sobressai, para a maioria das medidas,
o modelo combinado. Neste caso, ndo balanceado, ¢ # Kappa #
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Tabela 8: Avaliacao do desempenho do modelo combinado no caso
de classes balanceadas e amostras de grande dimensao (resultados
médios e desvios padrao intra-cendrios)

ny =n2 = 200
Separabilidade Baixa Separabilidade Elevada
Medidas MIC MGD MGD-MIC| MIC MGD MGD-MIC

0,52 0,54 0,54 0,93 0,90 0,92
(0,02) (0,02)  (0,02) |(0,02) (0,02)  (0,02)
0,51 0,51 0,56 0,91 0,88 0,91

Tz. Bem Class.

Sensibilidade (0,03) (0,05)  (0,04) [(0,03) (0,05)  (0,03)

Bspecificidade 054 0,56 051 | 0,94 0,92 0,92

(0,02) (0,04) (0,05) |(0,02) (0,02)  (0,01)

i 052 0,53 0,53 |0,94 0091 0,92
Precisao

(0,02) (0,02)  (0,02) |(0,02) (0,02)  (0,01)
052 0,53 0,53 | 0,93 0,90 0,92
(0,02) (0,02)  (0,02) |(0,02) (0,03)  (0,02)
0,52 0,52 0,54 | 0,92 0,90 0,92
(0,02) (0,03)  (0,03) |(0,02) (0,03)  (0,02)
052 0,54 0,554 | 0,93 0,90 0,92
(0,02) (0,02)  (0,02) |(0,02) (0,02)  (0,02)
0,05 0,07 0,07 |0,85 0380 0,84
(0,03) (0,04)  (0,04) |(0,04) (0,05)  (0,04)
0,05 0,07 0,07 |0,85 0,80 0,84
(0,03) (0,04)  (0,04) |(0,04) (0,05)  (0,04)
0,05 0,07 0,07 |0,85 0,80 0,84
(0,03) (0,04)  (0,04) |(0,04) (0,05)  (0,04)

Média Geométrica
Medida F

Tz. Bem Clas. Bal.
Coeficiente ¢
FEstatistica Kappa

Indice de Huberty

I.Huberty, e os valores obtidos pelo indice de Huberty revelam um
pior desempenho do modelo do que se observaria pela aplicagao da
regra da maioria. Quando as classes sdo bem separadas, s6 a Sensi-
bilidade nao elege o modelo combinado como o melhor modelo.

A analise das classes nao balanceadas e amostras de grande dimen-
sao (ver Tabela 10), mostra que, quando pouco separadas, o modelo
MGD ¢é eleito por todas as medidas como o melhor modelo, embora
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Tabela 9: Avaliagao do desempenho do modelo combinado no caso de
classes néo balanceadas e amostras de pequena dimenséo (resultados
médios e desvios padrao intra-cendrios)

n1 = 6;n2 = 54
Separabilidade Baixa Separabilidade Elevada
Medidas MIC MGD MGD-MIC| MIC MGD MGD-MIC

0,67 0,62 0,76 0,90 0,80 0,92
(0,09) (0,09)  (0,07) |(0,03) (0,12)  (0,02)
0,67 0,70 0,63 0,85 0,90 0,85

Tz. Bem Class.

Sensibilidade (0,19) (0,15)  (0,11) [(0,17) (0,12)  (0,12)

Bspecificidade 067 062 078 | 091 079 0,93

(0,10) (0,10)  (0,09) |(0,04) (0,14)  (0,03)

. 020 017 024 | 054 040 0,61
Precisao

(0,07) (0,05)  (0,05) |(0,09) (0,13)  (0,10)
0,65 0,59 0,63 0,85 0,83 0,88
(0,10) (0,13)  (0,12) | (0,14) (0,08)  (0,06)
0,30 0,29 0,35 0,66 0,52 0,69
(0,09) (0,06)  (0,07) |(0,08) (0,12)  (0,06)
0,67 0,66 0,71 0,88 0,85 0,89
(0,10) (0,08)  (0,06) |(0,09) (0,07)  (0,05)
0,22 0,19 0,28 0,64 0,51 0,67
(0,13) (0,10)  (0,08) |(0,09) (0,13)  (0,07)
0,17 0,13 0,24 0,58 044 0,65
(0,10) (0,08)  (0,08) |(0,12) (0,15)  (0,07)
2,33 277  -1,37 | 0,02 -098 0,22
(0,85) (0,88)  (0,74) |(0,34) (1,17)  (0,19)

Média Geométrica
Medida F

Tz. Bem Clas. Bal.
Coeficiente ¢
FEstatistica Kappa

Indice de Huberty

com resultados quase sempre iguais aos do modelo combinado. O
Indice de Huberty volta a revelar um pior desempenho do que se
obteria pela regra da maioria. Quando a separabilidade é elevada,
o modelo combinado é eleito como o melhor modelo por todas as
medidas.

Em qualquer das tabelas de resultados pode notar-se que, o desvio
padrao relativo a todas as medidas apresentadas, é sempre extrema-
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Tabela 10: Avaliacao do desempenho do modelo combinado no caso
de classes nao balanceadas e amostras de grande dimensao (resulta-
dos médios e desvios padrao intra-cendrios)

Medidas

n1 = 40;ne = 360

Separabilidade Baixa
MIC MGD MGD-MIC

Separabilidade Elevada
MIC MGD MGD-MIC

Tz. Bem Class.
Sensibilidade
Especificidade
Precisao

Média Geométrica

Medida F

Tz. Bem Clas. Bal.

Coeficiente ¢
FEstatistica Kappa

Indice de Huberty

054 0,56 0,56
(0,04) (0,03)  (0,04)
0,54 0,58 0,57
(0,06) (0,07)  (0,07)
054 0,55 0,55
(0,05) (0,03)  (0,05)
012 0,13 0,13
(0,02) (0,02  (0,02)
053 0,56 0,56
(0,04) (0,05)  (0,04)
0,19 0,21 0,21
(0,03) (0,11)  (0,03)
0,54 0,57 0,56
(0,04) (0,06)  (0,04)
0,05 0,08 0,08
(0,05) (0,07)  (0,05)
0,03 0,05 0,05
(0,03) (0,08)  (0,03)
359 -3,44  -3,44
(0,45) (0,72)  (0,45)

0,90 0,89 0,91
(0,03) (0,05)  (0,03)
0,90 0,89 0,91
(0,06) (0,04)  (0,04)
0,90 0,89 0,91
(0,03) (0,05)  (0,03)
0,52 0,52 0,54
(0,08) (0,12)  (0,10)
0,90 0,89 0,91
(0,04) (0,03)  (0,03)
0,66 064 0,67
(0,08) (0,10)  (0,08)
0,90 0,89 0,91
(0,04) (0,03)  (0,03)
0,64 0,62 0,65
(0,08) (0,12)  (0,08)
0,61 0,59 0,62
(0,09) (0,12)  (0,08)
0,04 -0,09 0,08
(0,32) (0,46)  (0,31)

mente baixo, proximo de zero, exceto no caso do Indice de Huberty
em classes nao balanceadas.

5 Conclusoes

Pensando no objetivo de avaliar o desempenho do modelo combi-
nado comparativamente aos modelos originais, a medida de avaliacao
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usada nao parece influenciar a decisao, revelando o modelo combi-
nado particular interesse em situacoes com nivel de complexidade
elevado, nomeadamente com amostras de pequena dimensao. No
caso balanceado, o modelo eleito como o melhor é o mesmo quer
com a medida tradicional quer com outra medida como a Tazra de
Bem Classificados Balanceada. No caso nao balanceado, com grande
desequilibrio entre a dimensao das classes, o modelo combinado mos-
tra também o seu interesse, mesmo quando a separabilidade é ele-
vada. O modelo MIC revela um bom desempenho quando o nivel de
complexidade nao é demasiado elevado e o modelo MGD sé conse-
gue revelar-se superior aos outros dois modelos quando as amostras
nao tém pequena dimensao e o nivel de complexidade nao é demasi-
ado elevado. Como esperado, relativamente a comparagao entre as
medidas de avaliagao, as medidas mais usuais e as combinadas mos-
tram resultados muito semelhantes quando as classes tém dimensoes
pouco desiquilibradas. Quando se regista um forte desiquilibrio en-
tre a dimensao das classes, as medidas combinadas revelam, entao,
o seu interesse. Por outro lado, o Coeficiente ¢, a Estatistica Kappa
e o Indice de Huberty fornecem claramente uma informagao de ca-
racter diferente sobre o classificador, cuja interpretacao precisa de
ser mais explorada, provavelmente em aplicagoes com dados reais.
As medidas Sensibilidade e Especificidade sé revelam particular in-
teresse quando, num certo campo de aplicacao como, por exemplo,
em Medicina, um dos erros de classificacao é considerado particular-
mente importante.

A avaliagao dos resultados em Classificacdo Supervisionada conti-
nuard a ser explorada recorrendo quer a dados simulados (conside-
rando um maior nimero de réplicas em cada cendrio e um maior
nimero de cendrios) quer a dados reais, particularmente no caso
de classes nao balanceadas, procurando compreender melhor o inte-
resse de outras medidas de avaliagao menos tradicionais, como por
exemplo, o Indice de Huberty.
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Resumo: Este trabalho é uma sequela de um artigo (Poleto et al.
[7]) sobre comparagao de testes, assente num conhecido padrao de
ouro, através das usuais medidas de acuracia, por meio de métodos
frequencistas num quadro de substancial omissao de dados segundo
um processo nao informativo. Este artigo passa a adotar uma abor-
dagem bayesiana por se entender mais adequada para lidar com a
escassez da subamostra completa e a incompletude do grosso dos
dados, sem recorrer a argumentos vélidos para grandes amostras.
Computacionalmente propoe-se que a analise recorra a um método
de Monte Carlo com ampliagdo de dados, reduzindo tanto quanto
possivel a fase de imputagao. Em cada passo a posteriori, apés facil
simulacao de apropriadas varidveis latentes, o parametro de interesse
é simulado diretamente a custa de distribuig¢oes Dirichlet.
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1 Introducao

Poleto et al. [7] procedem a uma comparacao pratica de testes de
diagnéstico binario na presenca de dados faltantes através de abor-
dagens frequencistas apoiadas em resultados para grandes amostras.
Nelas se incluem analises simplistas de subconjuntos mais ou menos
restritivos dos dados observados e que se mostra serem inferiores a
andlise integral de todos os dados baseada num processo gerador
da omissao consistente com as causas desta. Esta ultima andlise
radicada num mecanismo de omissao nao informativa pode ser exe-
cutada no software ACD elaborada pelos autores supracitados e dis-
ponibilizada no repositério CRAN (vide Poleto et al. [8]). A sua
fundamentagao tedrica é descrita designadamente em Poleto et al.
[9].

Neste trabalho usa-se um conjunto de dados do mesmo estudo anali-
sado no artigo acima referido que envolveu N=219 pacientes, subme-
tidas para detecdo de endometriose (retrocervical) ao procedimento
(D) de laparoscopia (considerado como padrao de ouro) e com re-
sultado devidamente registado. Os testes de natureza nao invasiva a
comparar aqui respeitam apenas a ressonancia magnética retrocer-
vical (MR) e a ecocolonoscopia (EC) e os seus resultados nao foram
observados para um numero significativo de pacientes — apenas se
conheceu o resultado de ambos os testes para cerca de 6% das pa-
cientes. A ocorréncia de omissao deveu-se a indisponibilidade dos
equipamentos no momento da comparéncia das unidades amostrais.
Os dados observados sao reproduzidos na Tabela 1.

Dada a substancial incompletude classificativa na amostra selecio-
nada e a exiguidade da subamostra completamente observada, o ob-
jetivo aqui é proceder a uma abordagem bayesiana da totalidade do
que foi observado, propondo uma estratégia computacional eficiente
para a realizacao das inferéncias de interesse. Estas dizem respeito
as usuais medidas de acuracia dos testes em comparacao conheci-
das como sensibilidade, especificidade e valores preditivos positivo e
negativo.
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Tabela 1: Frequéncias observadas de pacientes

Ressonancia Ecocolonos-  Endometriose (D)
magnética (M R) copia (EC) - +
- 6 1
- + 1 2
0Iisso o1 22
- 0 1
+ + 0 2
oImisso ) 13
- 3 5
0Iisso + 3 6
omisso 53 45

2 Modelacao estatistica

O facto de a ocorréncia de falhas em unidades amostrais nao se dever
a qualquer delineamento prefixado conduz a que se deva introduzir
uma varidvel qualitativa adicional, diga-se W, que indique os distin-
tos padroes de omissao que se verificaram. Por exemplo, tomando
W=1 para a ndo omissao, W=2(3) para a omisséo do resultado ape-
nas do teste EC(MR) e W=4 para a omissao do resultado de ambos
os testes.

A tabela ampliada 2% x 4 para (MR,EC,D,W) est4 naturalmente
recheada de frequéncias desconhecidas. Denotando por M o vetor
das frequéncias m;ji,, 7 = 1,2,3,4; 4,5,k = 1,2 com 1(2) indicando
resultado positivo (negativo), admite-se para ele uma distribuigao
Multinomial com parametro probabilistico v = (vi;xr) que se pode
fatorizar do seguinte modo:

Yijkr = P(MR=i,EC=jD=k) P(W =r|MR=i,EC =j,D=Fk)
= Hmk X Ar(ijk)-

O parametro 6 = (0;;x), com ), jxbije = 1, carateriza o processo
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marginal de classificagdo segundo (MR,EC,D) e A = (A.(ijx)), com
> Ar(ijk) = 1,Vi,j,k, o processo condicional de omissdao. Note-se
que a situagao trivial de auséncia sistematica de omissao resulta de
se fazer A,(j;x) = 0,7 # 1, originando para M = (myj;r1) o modelo
padrao Multinomial, M7(N,0), em que o indice 7 neste seu simbolo
indica a dimensionalidade do respetivo vetor aleatério.

Os dados realmente observados sao facilmente expressos em termos
de componentes de M por Dy = {n;k,Sik,qjk,Pk }> COM Nijk = Myjk1,
Sik = Miek2, Yjk = MCjk3 € Pk = Meeka (vide notal). A previsivel
sobreparametrizagao do modelo para os dados completados M cos-
tuma ser erradicada por restrigoes sobre A decorrentes de informagao
(ou suposigdo) sobre causas possiveis da omissao.

Impondo a condigao de {\,(;x)} ndo dependerem do que nao foi
observado, obtém-se o chamado processo de omissao ao acaso (MAR)
definido por

Aa(ijk) = Ok, A3(ijk) = Bjk,  A2(ijk) = Qik,  Ai(ijk) = Mijk> ViJ,k,

o qual conduz a um modelo saturado para o vetor de frequéncias
observadas com a verosimilhanga Multinomial fatorizavel do seguinte
modo

(0)‘ |D0 H Gljk ik Hezok Hez;];c Heook X

0,5,k
< | TTni™ Ha Hﬂq“‘ [T | = 260rPo) x 1O Do),
i,J,k
em que A* denota os elementos distintos de A sob MAR.

Um caso especial deste processo é obtido quando {A,(;jx)} nao de-
pendem também do que foi observado, ou seja Vi,j.k,

Mgijk) = 0, As@ijk) = By Aaigk) = @, Ay = 1 = 1—(a+p+0),

1Em conformidade com uma notacio usual, as quantidades indexadas com
algum simbolo e indicam ser somas para todos os valores do indice substituido
por tal simbolo. A titulo exemplificativo, a tabela das frequéncias observadas
indica que s11 = 13, s12 = 5, s21 = 22 e s92 = 51.
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sendo conhecido como o processo de omissao completamente ao acaso
(MCAR). Aqui, sendo A = («,5,9), tem-se L(0,\.|Dy) = L(0|Dy) x
L(A«|Dp), em que o 2° fator é o nicleo da distribuicio Multino-
mial amostral de {N, = Meeer}. Isto implica que L(0|Dy) passe
a ser interpretado como o nucleo de uma distribuicao Produto de
Multinomiais condicional para as frequéncias observadas dados os
totais dos padroes de omissao N,.. Este mecanismo de omissao é
consistente com a informagao de que a omissao por nao realizacao
de testes foi devida & indisponibilidade do equipamento aquando da
comparéncia de algumas pacientes.

Como os parametros de interesse sao funcao de 6, nao ha diferenga
entre os dois processos de omissao no que concerne as inferéncias
bayesianas pretendidas, desde que a priori 6 seja independente do
pardmetro perturbador (probabilidades condicionais de omissao).
Note-se que as funcoes paramétricas de interesse sao definidas por

0 0
Sens(MR) = P(MR=+|D=+) = =L Sens(EC) = P(EC=+|D=+) = %,
9..1 0.01
0 0
Spec(MR) = P(MR=—|D=-) = 222 Spec(EC) = P(EC=—|D=—) = 22,
9..2 0.02
0 )
PPV(MR) = P(D=+|MR=+) = =L PPV(gc) = P(D=+|EC=+) = 11,
91.. 9.1.
0 0
NPV(MR) = P(D=—|MR=-) = =22 NPV(g¢) = P(D=—|EC=—-) = 222,
920. 902.

Para os objetivos inferenciais vai considerar-se para distribuicao a
priori de 6 um membro da familia Dirichlet denotada pelo simbolo
D7(b), b = (bijx) com b;ji, > 0, que represente de algum modo o grau
de vaguidade da informacao a priori que se pretende considerar na
andalise. Na Seccao 4 usou-se a distribuicao Uniforme no simplex
heptadimensional.

Dada a expressao de L(0|Dy), a distribuigdo a posteriori de 6 apre-
senta o nucleo

h(0]Do) o< [T (Bijn)iok+oia Hef;g [Took T10%
gk k

.5,k

A forma deste nucleo evidencia que se trata de uma distribuicao
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Dirichlet generalizada estudada em Dickey[2]. A sua constante nor-
malizadora, definida em termos do valor esperado sob D7 (n+b), n =
(nijk), de produtos de vérias poténcias de somas de elementos de
agrupados em trés fatores, nao é expressavel em forma fechada.
Note-se que esses trés fatores sao poténcias de probabilidades das
partes de trés parti¢oes do conjunto {(¢,5.k),7,5,k = 1,2} de cate-
gorias correspondentes & omissao separada de EC (P3) e de MR
(P3) e simultanea dos dois testes (Py). Nelas é possivel visualizar
dois pares de particoes sucessivamente encaixadas na partigao mais
fina, P = {{(i,5.k)}, 1,5,k = 1,2}, que estd associada & auséncia de
omissao.

A forma distribucional do modelo bayesiano para 6 dadas as frequén-
cias observadas® deixa antever que a aplicacdo direta de métodos
MCMC pelo software bayesiano mais difundido (BUGS) esté longe
de surtir os desejaveis efeitos.

3 Meétodo computacional

A forma de L(0|Dy) mostra que a redugdo do nimero de fatores
envolvendo as frequéncias ligadas as unidades que sofreram omissao
pode conduzir a uma verosimilhancga analiticamente mais tratavel.
E o que acontece em qualquer das seguintes situagoes: auséncia de
qualquer omissao, omissao ligada a classificacao numa tnica particao
de categorias ou numa sequéncia de duas partigoes encaixadas.

A obtencao de uma verosimilhanca com tal estrutura no atual qua-
dro de registo de quatro padroes de omissao consegue-se ampliando
Dy a um apropriado vetor z de frequéncias hipotéticas m;;i, para
r # 1. Optando por reduzir o nimero dessas varidveis ndo obser-
vadas, tome-se por exemplo z = (z;;x) relativo & discriminagio das
frequéncias das unidades com omissao em MR, i.e. zjp = myjis.
Pelas propriedades da distribuicao Multinomial de M, tem-se sob

2No caso de se pretender inferir também sobre as probabilidades condicionais
de omissao, o uso no quadro MCAR de uma distribui¢do a prior: Dirichlet para
A« conduz a uma distribui¢do a posteriori da mesma familia para ele.
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MAR que
L(0,X*|Dy,z) = L(0|Dg,z) x L(X*|Dy),

em que

L(0]Do,2) oc [ (0ign)™ o+ =% T 05a T1 0%
i,k

ig.k k

ja tem uma estrutura envolvendo os padroes de omissao nas particoes
sucessivamente encaixadas Py, Py e P1.

Note-se ainda que L(0|Dy,z) = L(0|Do) f(z|g,0), em que o 2° fator
traduz o produto das distribuigoes

lek|qjk79 i:d Ml(qjk791jk/90jk)vjuk =12,

como consequeéncia de se verificar z|0,\ ~ Mg(N,{0;;xB;r}) e ¢ =
(@i = 2eji) |0 ~ My(N{0oj1Bjk})-

A distribuicao a posteriori conjunta das quantidades nao observadas
0 e z é entao dada por

h(0,2[Do) o h(0) L(0|Do,z) = h(6|Do) f(zlq,0),

traduzindo a desmarginalizacao da distribuicao a posteriori de inte-
resse h(6|Dp).

A distribuigao a posteriori de 6 condicional aos dados ampliados
(DOaz)a

h(0]Do,z) o< [ (03) i Troantzon=t T s ] 0%,
4,5,k ik k

é uma outra distribuigdo Dirichlet generalizada mas com os fatores
relativos as frequéncias observadas s = (s;;) e p = (pg) agrupados
segundo a sequéncia das partigoes encaixadas P4 e P, o que implica
uma expressao explicita da constante normalizadora em termos de
fungoes Beta completas (Dickey et al. [3], Jiang et al. [4]). A
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estrutura desta distribuicao permite que ela apresente uma carateri-
zacao simpatica em termos de distribuigoes Dirichlet independentes,
tomando em consideracao a seguinte reparametrizacao de 6:

Oijr  Oiek
X

— ik k
Gijk = X 0..k, = p;v xXeg; X ¢k

eiok eook

A referida caraterizacdo de h(6]|Dy,z) é tal que condicionalmente a
(,DUaZ)

p* = (pi*,j =1,2) ~ D1(biji +nijk + ziji,j = 1,2)
{0k} : Q¥ = (eF,i = 1,2) ~ D1(biek + Niek + Ziok + Sik, 1 = 1,2)
¢ = (¢k7k = 172) ~ Dl(b..k + Neek 1+ Zeok + Sek +pk, k= 1,2)

A facil simulacao pelas rotinas disponiveis das distribui¢oes condi-
cionais de 0|Dy,z e de z|q,0 em ciclos de dois passos permite obter
uma amostra simulada da distribuigao-alvo h(0|Dyp), apds conver-
géncia do denominado algoritmo de ampliagao de dados em cadeia
(Tanner e Wong [10]), com base na qual se determinam as inferéncias
de interesse. Este algoritmo é descrito como segue:

. - . . t+1
e Passo de imputacao: Partindo de ) simula-se {zz(j & )} de

015k .
215k |qj 0 ~ Ml(qg‘k,ﬁ)a 224k = Qjk — Z1jk, J,k = 1,2;
ojk

e Passo a posteriori: Calcula-se 'Y das equacdes 6,5 =
p;-k ¥ ¢, com os seus fatores simulados das distribuigdes Beta

. t+1) - -
acima usando zz(j: ),Vz,j,k.

Repetindo o esquema ciclico, a amostra retida de 6, bem como
de qualquer fungao (f), apds convergéncia respeita as suas dis-
tribuigdes a posteriori dado Dy. A natureza das fontes simuladoras
permite visualizar este amostrador como um algoritmo Gibbs para
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amostragem da distribuigdo ampliada h(6,z|Dg). Para mais deta-
lhes, veja-se e.g. Amaral Turkman e Paulino [1] ou Paulino et al.
[6].

Tendo em conta que a distribuicao a posteriori para 6 do tipo da de
h(0)Dyg,z) apresenta momentos (e outros resumos pontuais) em forma
fechada, um bom valor para iniciar o algoritmo é tomar por exemplo
0 como a média a posteriori da distribuicao Dirichlet generalizada
para 0 dado Dy —{g;}, denotada por éijk e dada explicitamente por

bijr + Nijk bijk + Nijk biek + Niek + Sik —1
bij ijktSik 2 : . be+N-
< Jk+n Jk+8 i biok + Niek » biok + Niek bo.k + Neek + Sok)( + )
com be =3, .y biji € No = N — qee = 202.

4 Analise de resultados

A implementagdo computacional do algoritmo atras descrito fez-se
através da criacao de um programa ad-hoc no software R. A conver-
géncia das cadeias dos elementos de 0 atingiu-se rapidamente como
se revela pelos resultados dos testes de convergéncia e dos gréficos,
omitidos por motivos de espaco, de tragos e das autocorrelagoes (es-
tas desaparecem num &pice).

O grafico de evolucao das médias empiricas mostra que a estabili-
dade é atingida ao fim de poucas centenas de iteragoes, indepen-
dentemente do valor inicial — veja-se para exemplificacao a Figura
1 exibindo os gréficos correspondentes a 6112, 0211 € 0205 € a duas
medidas de acuracia de testes, quando a cadeia se iniciou com equi-
probabilidade no seio de 6.2 A amostra simulada para base das
inferéncias reuniu 4000 iteradas escolhidas sem qualquer desbaste
apés um periodo de aquecimento de tamanho 1000.

30 comportamento eficiente desta cadeia estd em completa dissonancia
quando se compara com o obtido por Metropolis-Hastings (JAGS) diretamente
do modelo h(6|Dy).



40 Paulino & Silva

16)

—  Espec(MR)
24 = ---- NPV(EC)
T

T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 200 1000

Figura 1: Graficos das médias ergddicas para {6;;1} (esquerda) e
para especificidade (MR) e NPV (EC) (direita).

A Tabela 2 exibe as médias a posteriori dos elementos de 6, bem
como os valores iniciais propostos, calculados como se sugeriu ante-
riormente, cuja proximidade com as estimativas finais era expectavel.

Tabela 2: Médias a posteriori (valores iniciais) de {6, }

D
MR EC =1 =2
i=1 j=1 0.105(0.103) 0.033 (0.030)
j=2 0.074 (0.069) 0.026 (0.030)
i=2 j=1 0150 (0.154) 0.153 (0.114)
j=2 0.116 (0.103) 0.342 (0.398)

A Figura 2 apresenta as densidades das diferencas entre os testes
MR e EC da especificidade e da valor preditivo negativo. Elas evi-
denciam, por um lado, uma superioridade razoavel de MR sobre EC
em termos da especificidade e, por outro, a equivaléncia dos dois
testes no que respeita ao NPV.
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Figura 2: Densidades a posteriori de DIF(Espec) e DIF(NPV).

Estas conclusoes também sao patentes na Tabela 3 ao olhar para
as estimativas pontuais e intervalares das diferencas das medidas de
acuracia entre os dois testes, juntamente com os respetivos niveis
de plausibilidade relativa a posteriori* de uma diferenca nula. Com
base nestes dados, no global nao parece que os dois testes e, em
especial o EC, sejam concorrentes a altura do teste perfeito.

Tabela 3: Médias a posteriori (IC HPD 95%) de fungdes de interesse

Sens Spec PPV NPV
MR 0.40 0.89 0.75 0.65
EC 0.57 0.66 0.58 0.66
DIF -0.17 0.23 0.17 -0.008
(-0.42,0.06) (0.02,0.46) (-0.07,0.39) (-0.15,0.15)
0.1958* 0.0372* 0.1566* 0.8402%*

(*) Nivel de plausibilidade relativa a posteriori para DIF=0

4Para definicdo deste conceito veja-se e.g. Paulino et al. [6], Sec. 3.4.2.



42 Paulino & Silva

5 Conclusoes

Este artigo sobre testes de diagnéstico debruca-se sobre um pro-
blema especifico de dados categorizados referentes ao cruzamento de
trés varidveis respostas binarias, onde a larga maioria das unidades
amostrais apresenta uma classificacao incompleta. Devido aos diver-
sos padroes registados de omissao nao informativa, a distribuicao a
posteriori do vetor de probabilidades de categorizagao nao é expres-
savel inteiramente em forma fechada nem facilmente simulével.

O método computacional proposto configura um esquema de Monte
Carlo iterativo com ampliagao de dados, onde as frequéncias latentes
sao convenientemente escolhidas de modo que as decorrentes distri-
buicoes a posteriori para os dados ampliados propiciam uma simu-
lacdo direta. As vantagens deste método residem na sua assinalé-
vel eficiéncia, demonstrada na aplicagao ao caso em estudo, e na
sua adaptabilidade a problemas analogos de tabelas de contingéncia
multidimensionais com padroes varidveis de incompletude ao acaso.
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Resumo: Neste trabalho propomos uma nova variante do algoritmo
Ezxpectation-Mazimization para agrupar dados mistos que simulta-
neamente estima o nimero de grupos. Recorremos aos modelos de
mistura finita, pressupondo que os dados categoriais sao modelados
por distribui¢ées multinomiais e os métricos por distribui¢oes gaus-
sianas. Para estimar o niimero de componentes de mistura baseamo-
nos no critério Minimum Message Lenght. O desempenho do algo-
ritmo proposto, designado por EM-MML-mix, é comparado com o
de outros critérios usados frequentemente para a selegao de modelos
de mistura. Desta andlise comparativa, realizada sobre dados simu-
lados e sobre um conjunto de dados reais provenientes do Furopean
Social Survey, salienta-se o reduzido tempo de computacao para a
obtencao da solugao mediante a metodologia proposta.
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1 Introducao

O agrupamento sobre dados mistos é um problema prético comum,
nomeadamente no ambito das ciéncias sociais. Este pode referir-se,
por exemplo, a constituicao de segmentos homogéneos de individuos,
considerando as suas caracteristicas métricas ou qualitativas. As
abordagens metodolégicas a este problema tém sido diversas. Por
exemplo, Chiu et al. [8] propdem um algoritmo incremental e Ahmad
e Dey [1] propéem um novo algoritmo K-Médias, ambos capazes de
lidar com dados métricos e categoriais.

No ambito do agrupamento com modelos de mistura finita, uma pri-
meira proposta considerando dados mistos deve-se a Everitt [10]. A
vantagem desta abordagem para segmentacgao, reside na sua capaci-
dade de analisar diversos tipos de variaveis, de modelar relagoes entre
elas, de integrar diversos critérios de selegao dos modelos e ainda de
selecionar o nimero de segmentos (componentes da mistura).

Um modelo de mistura finita considera uma distribui¢cao conjunta
para as varidveis base de segmentagao como uma soma ponderada
de distribuigoes intra-segmentos, atendendo a natureza diversa dos
atributos. A sua estimacao viabiliza a construcao de uma estrutura
probabilistica de segmentos e, em simultaneo, a obtengao de estima-
tivas dos parametros distribucionais intra-segmentos. Neste ambito,
Hunt e Jorgensen [13] modelam a distribuigao conjunta de uma va-
ridavel categorial e de multinormais, permitindo, nestas tltimas, que
as médias dependam das categorias da varidvel qualitativa (sendo
as covariancias comuns). Outros trabalhos integram, nos modelos
de mistura finita, a modelagao conjunta de varidveis mistas conside-
rando diversas distribuigoes, admitindo correlagoes intra-grupos de
varidveis métricas ou mesmo de varidveis métricas continuas (por
exemplo, [20] e [15]). O critério que habitualmente orienta a esti-
magao destes modelos é o da méaxima verosimilhanca. No entanto,
incorporando informagao a priori, podem também adotar-se méto-
dos bayesianos.

Neste trabalho, consideramos o agrupamento de dados mistos, usando
um modelo de mistura e propondo o uso do critério Minimum Mes-
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sage Lenght (MML) [21] para a sua estimagao. Este critério advém
da teoria da informagao, considerando como modelo mais adequado
aquele que permite uma descri¢ao mais sucinta das observacoes. Fi-
gueiredo e Jain [11] foram pioneiros na utilizacao deste critério para
estimacao de misturas de gaussianas e uma primeira proposta para
a utilizacao do MML em misturas de multinomiais foi proposta por
Silvestre et al. [19]. Este critério também foi usado em agrupamento
de dados fuzzy em [16], onde os autores consideraram misturas de
gaussianas e usaram o MML para estimar as varidveis relevantes e
identificar o nimero de componentes de mistura.

A presente anélise integra dados mistos considerando uma mistura
de gaussianas e multinomiais, bem como um algoritmo que é uma
variante do conhecido Expectation-Mazimization (EM). A metodolo-
gia é testada comparativamente com critérios comuns para a selecao
de modelos de mistura, nomeadamente o Integrated Completed Li-
lelihood, o qual é particularmente adequado neste contexto [12]. A
andlise é efetuada sobre dados sintéticos e um conjunto de dados
reais (provenientes do Furopean Social Survey). Sao feitas andlises
comparativas quanto ao tempo de computagao, a qualidade do agru-
pamento obtido e a robustez, relativamente a diferentes processos de
inicializagao.

2 Metodologia

Em muitos dos trabalhos propostos a escolha do nimero de grupos
é feita a posteriori. Por exemplo, nos métodos hierarquicos, a es-
colha do nuimero de grupos é feita apés o agrupamento, recorrendo
aos correspondentes dendrogramas. Os critérios baseados na vero-
similhanca, habitualmente combinados com a estimacao de modelos
de mistura finita, também necessitam que o agrupamento seja feito
previamente. Entre estes critérios, sao comuns os seguintes: Baye-
stan Information Criterion (BIC) [17], Akaike Information Criterion
(AIC) [2] e suas variantes [5, 6] e Integrated Complete Likelihood
(ICL)[4]. No uso destes critérios, o agrupamento ¢é feito para dife-
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rentes nimeros de grupos e escolhe-se a solugao que corresponde ao
melhor valor do critério usado. A metodologia que se propoe incor-
pora a determinacao do nimero de grupos na estimacao do modelo
de mistura.

2.1 Modelos de mistura finita

Os modelos de mistura finita tém uma longa tradicdo em agrupa-
mento; e.g., Wedel e Kamakura [22] referem o seu uso no &mbito de
aplicagbes em marketing. A sua natureza probabilistica/estatistica
tem varias vantagens importantes. Nomeadamente, a possibilidade
de se modelar dados de diferentes naturezas e de se abordar formal-
mente a estimacao do nimero de grupos.

Seja Y = {y., i = 1,...,n} uma amostra aleatéria de n observa-
¢oes independentes de Y = [Y7,...,Yp]. A ideia base dos modelos
de mistura finita é considerar a distribuigdo conjunta para as varid-
veis base de segmentacao Y como sendo uma soma ponderada de
distribuicoes intra-segmentos,

K
Fl©) = anf(yloy),
k=1

onde © = {0,,...,0x,a1,...,ax} é o conjunto de todos os parame-
tros do modelo, K o numero total de segmentos e 8, representa o
conjunto dos parametros distribucionais do k-ésimo segmento (com-
ponente de mistura). Os pesos aji,...,ax sdo as probabilidades de
cada segmento, pelo que ap, > 0, parak=1,... K e Zszl ap = 1.
Em agrupamento, a componente de mistura de onde provém cada
uma das observagoes é desconhecida, por isso, pode dizer-se que
os dados observados, Y, sao dados incompletos. Essa informa-
¢ao em falta é usualmente designada por Z: Z = {z,...,2,,} onde
2; = [zi1,--,%ik] € zi; ¢ um indicador bindrio que toma o valor 1 se
a observagao Y, foi gerada pela k-ésima componente e 0 caso con-

trario. E habitual assumir-se que {z;, ¢« = 1,...,n} sdo i.id. e
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que seguem uma distribuicao multinomial com K categorias e pro-
babilidades {aq,...,ax}. Assim, o logaritmo da verosimilhanga dos
dados completos,(Y,Z), é dado por

n K

log f(Y,Z|©) = Zzzzk log {Oékf Y, |9k)]

i=1 k=1

Neste trabalho pretendemos agrupar/segmentar dados mistos, ou
seja, de natureza categorial e métrica. Consideremos que Y tem M
variaveis categoriais que serao modeladas por distribui¢oes multino-
miais e G varidveis métricas que serdao modeladas por distribuicoes
gaussianas, tal que M +G = D. Assumindo que as varidveis sao con-
dicionalmente independentes, o logaritmo da verosimilhanga para os
dados completos é dado por:

n K M G
log f(Y,Z|0) =Y > zixlog | [] £y, 10rm) H 1g/0kg)
m=1 g=1

i=1 k=1

Para se obter as estimativas de maxima verosimilhanca é habitual
recorrer-se ao algoritmo Ezpectation Mazimization (EM) [9].

2.2 O algoritmo EM

O algoritmo EM é um algoritmo iterativo que é frequentemente
usado quando se pretende obter as estimativas de méaxima verosi-
milhanca (ML) ou o méximo a posteriori (MAP) na presenca de
dados incompletos. Um problema bem conhecido deste algoritmo
é conduzir a um méximo local (ndo necessariamente ao global) da
funcao de verosimilhanca. Uma forma habitual de ultrapassar este
problema consiste em calcular varias estimativas obtidas com condi-
¢oes iniciais diferentes, escolhendo-se para solucao final aquela que
apresentar valor mais elevado da fungao de verosimilhanca.

O algoritmo EM alterna entre dois passos:
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Passo E: Calcula o valor esperado do logaritmo da verosimilhanga
completa, condicional aos dados observados

© [log 1(v.2/0)|Y 60| =108 /(v 2"]0),

onde a igualdade é justificada pelo facto de log p(Y,Z|O) ser

uma funcao linear de Z e onde cada elemento Zi(,? de Z" 6
dado por

(1) 5() 50) ar f(y,10))
7 = B |2u[Y80] = P |2 = 1]y, }ZK 1w, 07)
k=1 %% J\Y,;1Y%

e t indica a iteracao que esta a ser executada.

Passo M: Calcula as estimativas dos parametros mediante a ma-
ximizagao do valor esperado do logaritmo da verosimilhanca
completa obtida no passo E

B+ — arg max log p(Y,Z2”]0) +log p(©), (1)

onde p(©) é a probabilidade a priori considerada quando se
pretende obter estimativas MAP; quando se pretende encon-
trar os estimadores de ML, a parcela log p(0) é omitida.

3 O algoritmo proposto: EM-MML-mix

Para estimar os parametros da mistura de multinomiais e gaussia-
nas e simultaneamente o nimero de componentes, propomos uma
variante do algoritmo EM, designado EM-MML-mix. Toméamos por
base dois trabalhos [11, 18] que usam um critério MML e desenvol-
veram uma variante do algoritmo EM para estimacao de mistura de
gaussianas e multinomiais, respectivamente.

O critério MML privilegia um modelo estatistico que descreva os
dados de forma sucinta, no sentido da teoria da informacao. Assim,
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para uma v.a. Y com f.(d.)p. p(y|©), o comprimento de codifica-
¢ao 6ptimo (em bits) de uma observacao y que é dado por {(y,0) =
—log, p(y|©) (eventualmente adicionada de log, p(©) quando os pa-
rametros © sao desconhecidos) deverd ser o menor possivel. Para
misturas, esta fun¢ao (cujo desenvolvimento encontra-se em [3]) é

(K —-1)KN

o (1- log(12)).

1
I(y,0) = — 10gp(®)—1ogp(y|@)+§ log [1(©)|+

onde |I(© )| é o determinante do valor esperado da matriz de Fisher,
I(©) = [392 logp(Y|@)], e N é o ntmero de pardmetros a
ser estimado em cada componente de mistura. No contexto de
agrupamento com modelos de mistura, para ultapassar alguns pro-
blemas de cdlculo, em [11] o valor esperado da matriz de Fisher

foi calculado considerando os dados completos, ou seja, I.(0) =
-FE {662 log p(Y, Z|@)}. Os autores também usaram priors indepen-

dentes de Jeffreys para os parametros de mistura, chegando assim a
seguinte fungao message length

nop\ kns n kn(N+1)
Iy Z lo ( ) 5 log 12+ 5 log p(y,0)

k:arp>0

onde k,, o nimero de componentes com probabilidade diferente de
zero.

Para estimar os parametros do modelo de mistura de multinomiais
e gaussianas, propomos uma variante do algoritmo EM. Este algo-
ritmo, EM-MML-mix permite estimar, simultaneamente, o niimero
de segmentos e os parametros distribucionais associados as varidveis
base de segmentacao.

Algoritmo 3.1
Passo E: O passo FE € igual ao do algoritmo EM

ik T ’
S oy f(y,08)
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parai=1,....nek=1,....K;

)

onde f(y.|0\) = [To— 1f( O Ty £y, 104

Passo M: Atualiza as estimativas dos pardametros do modelo de mis-
tura:

e as probabilidades de mistura

para k =1,...,K e onde N é o numero de parametros a esti-
mar em cada componente de mistura.

~(t+1 .
Repare-se que no caso de algum valor oz,(C D ser zero a k-ésima

componente da mistura € eliminada. Os pardmetros das com-
ponentes da mistura com a(tﬂ) = 0 ndo precisam ser calcu-
lados uma vez que nao contmbuem para a verosimilhanca, pelo
que depois de calculados os valores de 04,2 D 56 se calculam os
parametros das componentes cuja probabilidade de mistura é

diferente de zero, A(H_l) > 0.

e 0s parametros da multinomial

n

Z (]tq) Yime

g+ _ i=t

kmec n ’

Nom Z 21-(2)

i=1

parak=1,.... Km=1,....Mec=1,...,Cp.
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e 0s parametros da gaussiana

parak=1..., K eg=1,...,G.

4 Agrupamento usando o EM-MML-mix

4.1 Agrupamento de dados sintéticos

Para avaliar o desempenho do algoritmo. comecdmos por aplica-lo
a dados sintéticos. Consideramos 2 conjuntos de dados gerados a
partir de duas componentes de mistura. Num dos conjuntos con-
sideramos apenas uma varidvel métrica e uma varidvel categorial e
no outro consideramos mais uma variavel categorial. Para estes 2
conjuntos, geraram-se dados de dimensées diferentes (250 e 1000) e
em ambos os casos consideraram-se componentes de mistura equi-
libradas (120 vs 130 e 450 vs 550) e componentes de mistura nao
equilibradas (50 vs 200 e 800 vs 200), perfazendo um total de 8
amostras de dados sintéticos. Em cada um dos casos geraram-se 10
réplicas, tendo-se corrido o EM-MML-mix e escolhido a solugao que
apresentava o menor message length.

O algoritmo EM-MML-mix recupera os dois segmentos. No caso
da ou das varidveis categoriais, as probabilidades associadas a cada
uma das categorias sao exatamente iguais, se arredondadas a uma
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casa decimal. Quanto a varidvel métrica, os resultados nao sao tao
bons, uma vez que se obtém estimativas préximas para as médias,
sendo as dos desvios padrao superiores aos valores originais.

4.2 Agrupamento das regioes do European Social
Survey

Dados do ESS

Os dados reais analisados sao provenientes do European Social Sur-
vey (ESS). Este é um inquérito transnacional dirigido aos cidadaos
europeus que se realiza de dois em dois anos, desde 2001. O objetivo
da andlise é agrupar as 250 regioes (de 21 paises) do European Social
Survey (round 7, 2014), atendendo a indicadores relacionados com
o trabalho, nomeadamente uma variavel binaria Y; — E responsdvel
por supervisionar outros no trabalho? e uma métrica Yo— Numero
de horas contratadas por semana no trabalho. Os dados referidos as
regides sao obtidos mediante soma ponderada de respostas "sim” e
"nao” & questao Y; (codificadas com 1 e 0 respetivamente) e mediante
média ponderada referida ao nimero de horas contratadas. A ponde-
ragao atende a dimensdo da populacao e ao peso pds-estratificacao.
Sendo assim trabalha-se com as varidveis Numero de supervisores e
Niumero médio de horas de trabalho, por regiao.

Resultados Comparativos

Para uma anédlise comparativa dos resultados da variante EM-MML-
mix é usada, como alternativa, a tradicional metodologia de estima-
¢ao baseada no critério da méxima verosimilhanca (ML) seguida de
critérios de teoria da informagao para a determinacao do nimero
de segmentos. Sao usados os critérios BIC, ICL, AIC e variantes.
Estes critérios adicionam & fungdo de verosimilhanga (que se pre-
tende maximizar) uma penalizagdo da complexidade do modelo que
dependerd da dimensdo da amostra e/ou do nimero de pardmetros
a estimar (favorecendo um modelo mais parcimonioso). Em resul-
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tado da andlise sao obtidos dois segmentos, independentemente do
critério adotado. H4, no entanto, diferencas entre os dois agrupa-
mentos e constata-se que os indicadores de coesao-separagao utiliza-
dos — indice Silhueta [14] e Calinski e Harabasz [7] — apontam para
uma melhor solugao produzida pela estimacao de modelo de mis-
tura usando o EM tradicional (Tabela 1). O tempo de computagao
favorece claramente a metodologia que se propoe.

Tabela 1: Qualidade dos agrupamentos obtidos e tempo de compu-
tagao associado

Critério BIC, AIC, CAIC, AIC3, ICL EM-MML
Numero de grupos 2 2
Indice Silhueta 0.541 0.53
Calinski e Harabasz 339.613 323.493
Tempo de computagao 26,521 s 6,278 s

Os segmentos obtidos

Em resultado da anélise efetuada e atendendo aos indicadores de
qualidade de agrupamento, as regioes agrupam-se nos dois segmen-
tos propostos pela aplicacao da metodologia de estimacao por ML
seguida de critérios habituais da teoria de informacao para a deter-
minagao do nimero de grupos. No primeiro grupo encontram-se 62
regioes e no segundo 188. Na Figura 1 representa-se a localizacao
geografica das regices dos dois segmentos.

De acordo com o seu perfil, o segmento 1 caracteriza-se por ter, em
média, mais trabalhadores em fungdes de supervisao (37%) e por
uma média de horas de trabalho que ronda as 32h semanais. No
segmento 2 a média de horas de trabalho sobe para 39h e apenas
26% séo responsaveis por supervisionar outros no trabalho.
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Figura 1: Distribuicao geografica dos segmentos constituidos

5 Conclusoes

Neste trabalho, propusemos uma variante do algoritmo EM, o EM-
MML-mix, para agrupar dados agregados mistos. O algoritmo pro-
posto permite estimar simultaneamente os parametros de uma mis-
tura finita de multinomiais e gaussianas, assim como o numero de
componentes da mistura (nimero de segmentos), com base no crité-
rio Minimum Message Length. Quando lidamos apenas com dados
categoriais o EM-MML apresenta resultados melhores que o ICL e
semelhantes aos obtidos usando BIC, AIC, CAIC e AIC3 [18]. Na
presenca de dados mistos e no conjunto limitado de testes por agora
efetuados sobre dados gerados e um conjunto de dados reais, a me-
todologia proposta destaca-se somente pelo seu reduzido tempo de
computagao. Esta serd uma vantagem relevante ao trabalhar com
um grande volume de dados. Sobre os dados sintéticos, observa-se,
contudo, alguma imprecisao na recuperagao da estrutura de dados
gerados. Por isso, em trabalhos futuros, o EM-MML-mix devera ser
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melhorado e testado em conjuntos de dados com mais varidveis e de
maior dimensao, de forma a reavaliar esta vantagem e a obter uma
melhor compreensao do seu desempenho.
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Resumo: Na teoria de valores extremos, o método das r maiores
observagoes em cada bloco (r—MO) é uma extensao do método dos
maximos de blocos ou método de Gumbel. Nesta abordagem usamos
as maiores r observacoes de cada bloco para estimar os parametros
do modelo de valores extremos multivariado. Neste trabalho conside-
ramos os melhores resultados do triplo-salto do atletismo masculino,
entre 1980 e 2016, e usamos o método r—MO anuais (r = 1,...,10)
para estimar diversos parametros extremais. Os resultados apontam
para a existéncia de um parametro de forma negativo, representa-
tivo da cauda direita leve e com limite superior do suporte finito,
independentemente do valor de r. A estimativa do limite superior
do suporte varia entre 18.43m (r = 4) e 18.57m (r = 1). A probabi-
lidade de obter um novo méximo mundial varia entre 0.297% (r = 4)
e 0.717% (r = 1). Com base no intervalo com 95% de confianga, o
nivel de retorno a 50 anos contém um novo recorde do mundo.
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1 Introducao

O triplo-salto é uma disciplina do atletismo, similar ao salto em
comprimento, podendo ser praticada indoor e outdoor. Sao fato-
res importantes para um bom triplo-salto a velocidade de desloca-
mento, a posi¢do do corpo na chamada (i.e., deslocamento méximo
horizontal do centro de gravidade no momento da saida), a velo-
cidade da impulsao, o angulo da impulsao, a altura da impulsao,
a resisténcia ao ar, a posicao do corpo na recegao ao solo e agoes
posteriores (Hay [5]). Ao ar livre, o primeiro registo que se conhece
nos homens data de 1826 e pertence a Andrew Beatti (GBI, Great
Britain & Ireland), com a marca de 12.95m. A IAAF - Interna-
tional Amateur Athletic Federation passou a homologar as marcas
a partir de 1912 inclusive (Hymans e Matrahazi [6]). Na Tabela 1
apresentamos alguns recordes do triplo-salto masculino até 31-12-
2016. Desde a vitéria de Nelson Evora nos Campeonatos do Mundo

Tabela 1: Alguns recordes do triplo-salto masculino até 31-12-2016.

Atleta Marca  Ano Observagao
Andrew Beattie (GBI) 12.95m 1826 1° recorde do mundo
Daniel Ahearn (GBI) 15.52m 1912  1° recorde do mundo da IAAF
Kenny Harrison (EUA) 18.09m 1996 recorde olimpico (Atlanta)
Jonathan Edwards (ING) 18.29m 1995 recorde do mundo
Nelson Evora (POR) 17.74m 2007 recorde nacional

de 2007, em Osaka (Japdo), com a marca de 17.74m que Portugal
tem vindo a ganhar tradi¢ao no triplo-salto. Porém, até 31-12-2016,
o recorde nacional de Nelson Evora ocupava a 66* melhor marca
de sempre. Esta marca sé seria recorde do mundo até 15-10-1975.
Em termos individuais, Nelson Evora é, até a data deste estudo, o
25° melhor saltador do triplo-salto de sempre. Para ajudar a com-
preender o fenémeno dos recordes, recorremos a Teoria de Valores
Extremos (EVT, Extreme Value Theory), dado possuir modelos usa-
dos na inferéncia de acontecimentos atipicos que sao mais extremos
do que quaisquer outros ja observados. O teorema dos tipos extre-
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mais de Fisher, Tippett e Gnedenko desempenha um papel crucial.
Este teorema garante que se o maximo amostral, linearmente nor-
malizado, convergir para uma distribuicao nao degenerada, entao
essa distribuigao é a distribuicdo Generalizada de Valores Extremos
(GEV, Generalized Extreme Value). Neste trabalho baseamos a in-
feréncia no método paramétrico das r-maiores observagoes de blocos
(r—MO), também designado GEV-multivariado ou GEV-processo
extremal (Smith [8], Tawn [10]). E usual considerarmos que cada
bloco é constituido por todas as observagoes registadas durante um
ano. Weissman [11] foi quem primeiro abordou o modelo das r—MO.
Posteriormente, Smith [8] desenvolveu a metodologia estatistica tal
como hoje a conhecemos. Comparativamente ao método dos maxi-
mos de blocos, a abordagem MO, com r > 1 usa mais informagao
proveniente da amostra. Esta abordagem baseia-se na distribuigao
assintética conjunta das r—MO em cada bloco (e.g., ano), com r>1,
as quais generalizam a distribuicio GEV. Na prética, nao é ficil a
escolha de r. As dificuldades sao andlogas a escolha do limiar no
método Peaks Over Threshold (POT). Um r muito pequeno é sus-
cetivel de originar aumento da variancia dos estimadores, mas se r
for muito grande pode ocorrer viés (Coles [2]). Assim, na presenga
nao apenas do valor maximo de cada ano mas das dez maiores ob-
servagoes de cada ano relativas ao triplo-salto masculino no periodo
de 1980 a 2016, iremos aplicar a metodologia das r-MO para ob-
ter estimativas de algumas quantidades de interesse, nomeadamente
quantis extremais, a probabilidade de excedéncia, o limite superior
do suporte e os valores de retorno.

2 Metodologia

2.1 Resultados Fundamentais em EVT

Seja (X1,...,X,) uma amostra aleatéria (a.a.), i.e., uma sequéncia
de n varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.’s), com fungao de distribuicao (f.d.) comum F(-) e
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M,, = max(Xy,...,X,) o midximo da amostra. Entao M, Ly gF

com zf" := sup{z € R: F(x) < 1} o limite superior do suporte de F.

Contudo, sendo F desconhecida, tal compromete qualquer inferéncia
para o maximo, onde é necessario que este tenha um comportamento
assintético nao-degenerado. Assim, a semelhanca do que acontece
com o Teorema do Limite Central para a soma de v.a.’s, a norma-
lizacao do maximo faz-se recorrendo a sucessoes de constantes reais
an >0 e by(n € N), tais que:

P (Jw”b” < ;p) LN G(x), (1)

an n—00

para uma f.d. G nao-degenerada, pelo que G pertence a familia GEV
(Gnedenko [4]),

exp(—exp(—z)), z€R ,se =0,

(2)
comz = (y—A)/d, Ne€R, 4 >0ey€R os parametros de localiza-
¢ao, escala e forma, respetivamente. Nas aplicagoes com dados reais,
as constantes a,, e b, sdo desconhecidas e podem ser incorporadas
nos parametros de escala e localizacao da distribuicao limite em (2).
O parametro de forma v ou indice de valores extremos ¢é fulcral, pois
determina o comportamento da cauda direita da distribuicdo. Se
v =0, F tem cauda direita do tipo exponencial e com limite supe-
rior do suporte de F finito (zf < co) ou infinito (2" = 00); se v > 0,
F tem cauda direita pesada do tipo polinomial negativo e com limite
superior do suporte de F infinito (¥ = 00); se v < 0, F tem cauda
direita leve e com limite superior do suporte de F finito (2" < c0).
No método dos blocos, a amostra é dividida em m subamostras
de igual dimensdo. O modelo GEV em (2) é depois usado para
modelar a amostra constituida pelo valor maximo de cada bloco.
Uma das dificuldades da utilizagdo do modelo (2) resulta da escassa
informacao usada e consequente elevada variancia dos estimadores.

GEV(z|\d,y) = { exp(—(l + ) 7), 1+~vz >0 ,se v#0
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Para usarmos de modo mais eficiente a informagao da amostra, va-
mos também considerar o modelo para as r maiores estatisticas ordi-
nais, Xi(l) > > X;T) (M = Xi(l)). Vamos assumir que existem
sucessOes de constantes normalizadoras a,, > 0 e b, (n € N), tais
que (M,, —b,)/a, converge em distribuigao para o modelo GEV em
(2). Entao, a distribuigdo limite conjunta das r maiores estatisticas
ordinais normalizadas

(X(U — by, X —p, X0 bn>

(3)

QA ' 2% T Qn
é a familia de modelos GEV,. (Dwass [3]) com func¢io densidade
conjunta

gt (3:(1)7 —aNGy) = G N6 )

(J)
H 9(@1A0.7) > >0 )
G(xDINb,y)’

sendo g = G’ a fungdo densidade do modelo GEV. Quando r = 1,
a distribuicdo GEV, em (4) é exatamente a distribuicdo GEV dada
em (2). As constantes a, e b, sdo usualmente desconhecidas e ha-
bitualmente incorporadas nos parametros de escala e de localizacao
da distribuicao limite.

Observagao 2.1 A distribui¢io limite do mdzimo em (2) e a dis-
tribuicdo limite das T maiores estatisticas ordinais em (4) partilham
0s mesmos pardmetros de localizagao, escala e forma (X\,0,7).

Observagao 2.2 A escolha de r deve ser feita de modo prudente,
uma vez que temos a habitual troca entre variancia e viés.

Reduzidos niveis de r geram poucos dados, implicando uma variancia
elevada, e grandes niveis de r provavelmente originam wviés (Coles,
[2]). Em geral, v necessita de ser pequeno em relagio ao tamanho
do bloco (ndo ao nimero de blocos), uma vez que ¢ medida que r au-
menta, diminui a taza de convergéncia da distribuicdo das T maiores
estatisticas ordinais, para a sua distribuicdo limite conjunta (Smith

18])-
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2.2 Estimagao dos parametros do modelo GEV,

Considere a amostra disposta em m—blocos, cada um com dimensao
n. Em cada bloco extraem-se as r maiores observagoes, obtendo-se
assim um conjunto de m vetores aleatérios r-dimensionais, 1’51), e
i=1,...,m. A estimacado é usualmente feita pelo método da ma-
xima verosimilhanga (MV). A funcdo de verosimilhanca L(\,d,7y) é

obtida a partir de (4) e dada por

Y ':Z:ET)7

L(A6) = [To" @, a7 xam). (5)

Para facilitar a manipulagao matemaética da verosimilhanca, utiliza-
se frequentemente a funcao de log-verosimilhanca,

&-(}\,5,’}/) = log LT(/\’(Sv’Y)' (6)

A maximizagao da funcao de log-verosimilhanga nao tem solugao
analitica. Portanto, para se obter as estimativas de MV dos para-
metros (A9, y) do modelo GEV,. é necessdrio usar técnicas iterativas
de otimizagdo numérica. Smith [7] mostrou que as propriedades as-
sintoticas dos estimadores de MV dependem do parametro de forma
~v. Quando v > —0.5, verificam-se as condigoes de regularidade e os
estimadores de MV tém as propriedades assintéticas usuais: consis-
téncia, eficiéncia, invaridncia e normalidade; quando —1 < v < —0.5
os estimadores de MV sao geralmente obtidos mas nao tém as pro-
priedades usuais; quando vy < —1, os estimadores de MV nao existem
ou sao inconsistentes.
Os erros-padrao (se) para (A,d, ), sdo calculados usando a matriz de
informacao de Fisher. Detalhes sobre este procedimento podem ser
observados em Coles ([2], p.32). Se 0 representar uma das componen-
tes do vetor (\,d,7), o intervalo com nivel de confian¢a 100(1 — )%,
é dado por, R A

IC100(1-a)%(0) = 0 £ 214 25€(0), (7)

onde 2;_q/2 é 0 quantil (1 — a/2) da distribui¢do normal padrao.
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2.3 Validagcao do modelo GEV, e escolha de r

Para verificagdo do ajustamento do modelo, Smith [8] e Tawn [10]
usam o grafico de probabilidade (PP plot) para a distribuicdo mar-
ginal da k—ésima estatistica ordinal de topo (1 < k < r). Para além
do PP plot, também o gréfico de quantis (QQ plot) é sugerido por
Coles [2]. Por sua vez, Soares and Scotto [9] sugerem o uso do teste
da razao de verosimilhancas para a escolha do valor de r. O teste
baseia-se na estatistica Deviance para testar a hipdtese nula r = ¢
contra a hipétese alternativa r =17 + 1,

D(’L) = 2{£i+1()‘7677) - Zl()‘767'y)} ~ X%’ 1= 1527 (R (8)

com /£,.(A,0,7) definida em (6). A um nivel de significincia «, rejeita-
se a hipétese nula se D(i) > x3,_,. Para o nivel de significancia
o =0.05, x7 .95 = 3.841.

Smith [8] e An and Pandley [1] sugerem que se observem os erros-
padrao das estimativas dos parametros (A,d,7) nos diferentes niveis
de r, indicando que quanto mais reduzidos, melhor sera a qualidade
do modelo.

2.4 Estimacao de outros parametros de interesse

Nas aplicagoes com dados reais a estimacao de outros parametros
que dependem de A, § e v é extremamente importante. Referimos a
seguir os parametros mais importantes:

e Probabilidade de excedéncia: é a probabilidade de ultrapassar
um nivel x elevado. Pode ser estimada através de

P[X > 2] :=1—-G(z|\d3), (9)
com G definida em (2).

e Quantil extremal: o quantil extremal de probabilidade 1 — p
(também chamado de quantil extremal de probabilidade de
excedéncia p), denotado por ¢i_,, é o valor que é excedido
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com probabilidade p (p < 1/n). Os quantis extremais obtém-
se invertendo a f.d. GEV em (2). A sua estimativa é

G1_p = G (1= plAd.3). (10)

e Nivel de retorno: o nivel de retorno para t—anos, U(t), é o nivel
que é excedido em média uma vez em cada t—anos. Especifi-
camente, o nivel de retorno para t—anos é o quantil extremal

de probabilidade 1 — 1/t da distribuicao GEV.

e Periodo de retorno: o periodo de retorno T de um nivel elevado
é o tempo médio de espera até a ocorréncia de um evento de
magnitude superior ao evento extremo de nivel z. Pode ser
estimado por: .

T:—/\/\-
1-Gz|Ab.4)
<0)

(1)

e Limite superior do suporte (para Se 4 < 0, a estimativa
do limite superior do suporte, #f" = sup{z € R : F(z) < 1}, é

Q>\<>n

finita e ¢ dada por &F := Gy = U(c0) = A —

Observagao 2.3 Para os parametros anteriormente apresentados
podem ser construidos intervalos de confianca. O intervalo € obtido
usando a matrix de variancias e covariancias e o método delta.

3 Aplicacao ao triplo-salto masculino

Os dados referentes ao triplo-salto masculino foram obtidos no Web-
site http://www.all-athletics.com/en-us/all-time-lists, no perfodo de
1980 a 2016. Neste estudo, cada bloco corresponde a um ano. Obti-
vemos, para cada ano, os 10 melhores resultados homologados pela
TAAF. Utilizamos o método das r—MO anuais para estimar os pa-
rametros da distribuicio GEV,. em (4), considerando todos os pos-
siveis valores de r (1 < r < 10). A Tabela 2 apresenta o valor da
log-verosimilhanca maximizada e as estimativas dos parametros de
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localizagao (M), escala (0) e forma () com os respetivos erros-padrao
(se) e os intervalos com 95% de confianga (I1C95%).

Tabela 2: Log-verosimilhanca maximizada e estimativas dos parametros de
localizagdo, escala e forma, com os respetivos erros-padrdo e os intervalos com
95% de confianga, do modelo r—MO.

r ‘ X se(X) 5 5e(3) 5 se(7)

T “8.93 17.339408 0.033 0.1851143 0.023 20.2210754 0.092
(17.67; 17.80) (0.141; 0.230) (-0.400; -0.040)

2 -52.33 17.683949 0.027 0.1785661 0.014 -0.2526322 0.061
(17.72: 17.82) (0.151; 0.206) (-0.370; -0.130)

3 -108.53 17.688654 0.025 0.1728959 0.011 -0.2407046 0.052
(17.72; 17.82) (0.151; 0.195) (-0.340; -0.140)

4 -176.33 17.830809 0.023 0.1701999 0.009 -0.2630911 0.041
(17.74; 17.83) (0.152; 0.188) (-0.340; -0.180)

5 -255.21 17.824574 0.022 0.1648447 0.009 -0.2477381 0.038
(17.74; 17.83) (0.148; 0.182) (-0.320; -0.170)

6 -335.32 17.799112 0.022 0.1633397 0.008 -0.2390355 0.036
(17.74; 17.82) (0.147; 0.180) (-0.310; -0.170)

7 -408.90 17.776463 0.022 0.1662146 0.009 -0.2402128 0.037
(17.73; 17.82) (0.149; 0.183) (-0.310; -0.170)

8 -493.95 17.764347 0.022 0.1666516 0.009 -0.2375130 0.036
(17.73; 17.82) (0.150; 0.184) (-0.310; -0.170)

9 -589.77 17.748556 0.021 0.1655585 0.009 -0.2307629 0.035
(17.73; 17.82) (0.149; 0.183) (-0.300; -0.160)

10 -681.85 17.781159 0.021 0.1649249 0.008 -0.2398879 0.031
(17.74; 17.82) (0.149; 0.181) (-0.300; -0.180)

Observa-se que valores crescentes de r correspondem a:

e Estabilidade das estimativas (\,0,%). A estabilidade ¢ mais

evidente entre os modelos r=2,...,10 para A, entre r=5,...,10
para ¢ e entre r=2,3 bem como r=5,...,10 para 4.

Decréscimo dos erros-padrao das estimativas dos parametros.
O modelo GEV,., com r=1, tem os mais elevados erros-padrao,
e o modelo GEV,., com r=10, os mais baixos, o que sugere a
existéncia de um melhor ajustamento do modelo quando se
consideram mais observagoes por ano, para além do maximo
anual.

Em todos os valores de r considerados, os intervalos com 95%
de confianca para 7y s6 contém valores negativos, o que nos
leva a rejeitar a hipdtese do modelo ser Gumbel. Assim, a
distribuicao Weibull parece ser uma escolha razoavel para o
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conjunto de dados referentes ao triplo-salto masculino. Neste
caso, a distribuicao tem cauda superior leve e limite superior
do suporte finito (2 < 00).

A Tabela 3 apresenta as estimativas do limite superior do suporte
de F, da probabilidade de excedéncia do nivel z = 18.29m (atual
recorde do mundo), do periodo de retorno do nivel z = 18.29 e dos
quantis extremais a niveis de probabilidade (de excedéncia) de 0.5%,
0.25% e 0.1%, segundo o método das r-MO anuais, para r=1,...,10.
A estimativa de =¥ é mais alta em r=1 e mais baixa em r=4; nos
restantes casos de r, verifica-se uma certa estabilidade. Ou seja,
o modelo GEV indica que o recorde do mundo nunca sera supe-
rior a 18.57m, enquanto que no modelo GEV, nunca ultrapassard
os 18.43m. A probabilidade do melhor registo anual bater o atual
recorde do mundo é de cerca de 0.72% no modelo GEV e inferior
a 0.5% nos modelos GEV,.. Os quantis extremais sdo sempre mais
elevados com r=1 do que com r > 1. Apenas no modelo GEV a
estimativa do quantil extremal ¢y 995 = 18.31m ultrapassa o atual
recorde do mundo, sendo que nos casos r = 2 e r = 3 o recorde do
mundo é igualado. Noutras estimativas pontuais de quantis extre-
mais, mais concretamente, §o.9975 € o.999, qualquer que seja r, um
novo recorde do mundo estd sempre presente. Paralelamente, o pe-
riodo de retorno do nivel 18.29m é mais baixo com r=1. De todos,
o modelo GEV, parece ser aquele que considera “mais invulgar” a
possibilidade da ocorréncia de elevadas performances no triplo-salto
masculino. Por exemplo, observando a sua estimativa do periodo de
retorno para o nivel 18.29m, espera-se que, em média, uma vez em
cada 336.7 anos este nivel seja excedido, descendo esse nivel para
139.5 anos no caso do modelo GEV.

A Tabela 4 apresenta as estimativas pontuais dos niveis de retorno a
5, 10, 20, 50 e 100 anos, com os respetivos erros-padrao e intervalos
com 95% de confianca, ajustadas as performances do triplo-salto
masculino. Independentemente do valor de r, verifica-se que o nivel
de retorno em cada t-anos, apresenta estimativas pontuais, erros-
padrao e 1C95% relativamente estaveis. Ou seja, o aumento de
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Tabela 3: Estimativas de méxima verosimilhanca para o limite superior do
suporte, probabilidade de bater o atual recorde do mundo, periodo de retorno
e quantis extremais para 0.5%, 0.25% e 0.1% de probabilidade, do modelo das
r-MO ajustado aos dados do triplo-salto masculino para diferentes niveis de r.

r 2l PlX>1829 T= m Go.995  Go.9975  G0.999
1 18.57 0.00717 139.4983 18.31 18.35 18.39
2 18.48 0.00497 201.0745 18.29 18.32 18.35
3 18.49 0.00464 215.6263 18.29 18.32 18.35
4 18.43 0.00297 336.6564 18.27 18.30 18.32
5 18.45 0.00300 333.2350 18.27 18.30 18.33
6 18.46 0.00321 311.8733 18.27 18.30 18.33
7 18.47 0.00364 275.0347 18.28 18.30 18.34
8 18.48 0.00391 263.8084 18.28 18.31 18.34
9 18.49 0.00414 241.7848 18.28 18.31 18.35
10 18.47 0.00338 296.1050 18.27 18.30 18.33

r, nao gera modificacdes substanciais nas estimativas dos niveis de
retorno. As estimativas pontuais dos niveis de retorno nao preveem
um novo recorde do mundo nos proximos 100 anos, mas com base
na estimativa do I1C95% para os niveis de retorno a 50 e 100 anos,
em todos os niveis de r, observa-se a posibilidade da ocorréncia de
um novo maximo mundial.

Para a escolha de 7, usdmos o teste de hipoteses descrito na Seccao
2.3. A Tabela 5 apresenta o valor da estatistica deviance e o valor de
prova. A hipétese nula é sempre rejeitada e concluimos que GEV,.,
com =10, gera o melhor modelo.

A Figura 1 apresenta os gréficos de probabilidade (PP-plot) (a es-
querda) e os quantis (QQ plot) (& direita), para verificacao da qua-
lidade do ajuste do modelo com r=10. Os graficos sao referentes
a distribuicao marginal da k-ésima estatistica ordinal superior. Os
graficos de probabilidade e dos quantis parecem indicar um ajus-
tamento razodvel, nao parecendo colocar em causa a validade do
modelo GEV3y. Contudo, o modelo com k = 6 parece ter o pior
ajustamento. De uma forma geral, a nuvem de pontos distribui-se
aproximadamente ao longo da reta diagonal y = x. Alguns proble-
mas que caracterizam todos os graficos dos quantis, sao a presenga
de algumas observacoes na cauda inferior um pouco afastadas da



70 Silva, Caeiro & Oliveira

Tabela 4: Estimativas pontuais dos niveis de retorno a 5, 10, 20, 50 e 100
anos, com os respetivos erros-padrao e intervalo com 95% de confianga entre
paréntesis, do modelo das r-MO ajustado aos dados do triplo-salto masculino
nos diferentes niveis de r.

v U (5) U (10) U (20) U (50) U (100)
1 17.97 (0.039) 18.06 (0.044) 18.14 (0.052) 18.22 (0.067) 18.27 (0.081)
(17.89; 18.05) (17.98; 18.15) (18.03; 18.24) (18.09; 18.35) (18.11; 18.43)
2 17.99 (0.039) 18.08 (0.043) 18.14 (0.050) 18.21 (0.062) 18.25 (0.073)
(17.91; 18.07) (17.99; 18.16) (18.04; 18.24) (18.09; 18.33) (18.11; 18.40)
3 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.14 (0.050) 18.21 (0.062) 18.25 (0.073)
(17.91; 18.06) (17.98; 18.16) (18.04; 18.23) (18.08; 18.33) (18.11; 18.39)
4 17.99 (0.039) 18.07 (0.043) 18.13 (0.049) 18.20 (0.059) 18.24 (0.069)
(17.92; 18.07) (17.99; 18.16) (18.04; 18.23) (18.08; 18.31) (18.10; 18.37)
5 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.13 (0.050) 18.20 (0.060) 18.24 (0.065)
(17.91; 18.07) (17.98; 18.15) (18.03; 18.23) (18.08; 18.31) (18.11; 18.36)
6 17.99 (0.039) 18.06 (0.044) 18.13 (0.045) 18.19 (0.061) 18.24 (0.071)
(17.91; 18.06) (17.98; 18.15) (18.04; 18.22) (18.07; 18.31) (18.10; 18.37)
7 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.13 (0.046) 18.20 (0.057) 18.24 (0.067)
(17.91; 18.06) (17.98; 18.15) (18.04; 18.22) (18.09; 18.31) (18.11; 18.37)
8 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.13 (0.050) 18.20 (0.062) 18.24 (0.072)
(17.91; 18.06) (17.98; 18.15) (18.03; 18.23) (18.08; 18.32) (18.10; 18.38)
9 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.13 (0.050) 18.20 (0.062) 18.24 (0.067)
(17.91; 18.06) (17.99; 18.15) (18.03; 18.23) (18.08; 18.32) (18.11; 18.38)
10 17.99 (0.039) 18.07 (0.044) 18.13 (0.049) 18.20 (0.061) 18.24 (0.071)

(17.91; 18.06)  (17.98; 18.15)  (18.03; 18.22)  (18.08; 18.32)  (18.10; 18.38)

Tabela 5: Valor da estatistica deviance e correspondente valor de prova, entre
dois modelos consecutivos.

r=1vsr=2 r=2vsr=3 r=3vs r=4 r=4vsr=>5

D 86.815 112.398 135.587 157.763
P <0.001 <0.001 <0.001 <0.001
r=5uvsr=6 r=6uvsr="7 r=T7vsr=8 r=8 vs r=9 r=9 vs r=10
D 160.234 147.157 170.086 191.649 184.167
P <0.001 <0.001 <0.001 <0.001 <0.001

reta diagonal, ainda que nao seja preocupante dado o interesse deste
estudo incidir sobre maximos. Similarmente, na cauda superior para
k = 1,2,3 observa-se a presenca de algumas observagoes ligeiramente
mais afastadas.

4 Conclusoes
Neste estudo utilizamos o método r-maiores observagoes de blocos

anuais, para estimar os principais parametros extremais de interesse
no triplo-salto masculino, no periodo de 1980 a 2016. Qualquer
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Figura 1: Modelo diagndstico para os dados do triplo-salto masculino
com base no método das maiores observagoes de blocos anuais, para
r=10

que seja o numero de observagoes maximas retidas em cada bloco
(r=1,...,10), a distribuicao tem cauda superior leve e limite supe-
rior do suporte finito (4 < 0). Verificou-se que a escolha r = 10 era
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adequada. A probabilidade de bater o atual recorde do mundo é de
cerca de 0.72% no modelo GEV e inferior a 0.5% nos restantes mo-
delos (GEV,., com r=2,...,10). Especificamente, no modelo r=10,
a probabilidade de obter um novo maximo mundial é de cerca de
0.34%, com perfodo de retorno T=296 anos. O intervalo com 95%
de confianga para os niveis de retorno a 50 e 100 anos, em todos os
niveis de 7, contém um novo recorde do mundo.
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Resumo: Usualmente, nas alternativas & ANOVA paramétrica com
dois fatores as observagoes sao substituidas pelas suas ordens. No
estudo do desempenho destas alternativas apenas tém sido conside-
radas distribui¢oes continuas. Contudo, quando os dados provém
de distribuigoes discretas propiciam a existéncia de muitos empates.
Neste trabalho, recorrendo a um estudo por simulagao, estudamos
as taxas de erro de tipo I e II de varias dessas alternativas. Foram
considerados delineamentos equilibrados com 2 fatores e dados pro-
venientes de distribui¢bes discretas. Os testes WTS e USP foram os
que mostraram ser liberais. Os testes L de Puri & Sen e de van der
Waerden nao mostraram ter um bom desempenho.

1 Introducao

A andlise de varidncia (ANOVA) com dois fatores, A e B, pretende
testar se todos os niveis do fator A originam a mesma, variancia média
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na varidvel resposta (quantitativa), isto é, se possuem um efeito
médio igual (analogamente para o fator B), bem como determinar
se existe interacao entre os dois fatores.

A obtengao de conclusoes através da ANOVA deve ser precedida
da verificagao de algumas condigoes, sob pena de poder conduzir a
inferéncias erradas. Deve assegurar-se que a sua aplicagao sé tem
lugar quando as observagoes sao independentes e os dados provém
de populacoes normalmente distribuidas com variancia comum.

Em muitas situagbes ndo podemos utilizar a ANOVA paramétrica
porque os dados nao sao continuos e por vezes sao ordinais. Nes-
tes casos, podemos recorrer a alternativas nao-paramétricas. Muitas
destas alternativas podem ser aplicadas quer a dados continuos quer
a dados discretos pois consistem em aplicar transformagoes aos dados
originais (ordens, scores normais das ordens, ...) [4]. No entanto,
existem poucos estudos sobre o desempenho destas alternativas con-
siderando distribuigdes discretas. Mansouri et al. [6] comparam o
desempenho do teste aligned rank transform com distribui¢ées do
erro continuas e discretas (Binomial) e ndo encontraram grandes di-
ferengas. Nos delineamentos 2 x 2, Kaptein et al. [3] mostraram que,
no caso de escalas de Likert, a poténcia da ANOVA type statistic é
superior a do teste F da ANOVA.

Neste trabalho, analisamos as probabilidades de erros de tipo I e II
das técnicas nao paramétricas, considerando um estudo de simula-
¢ao quando os dados sao provenientes de distribuigoes discretas e
delineamentos equilibrados 2 x 5, 3 x 3 e 3 X 4.

2 Alternativas nao paramétricas

Nos ultimos anos foram propostas vérias alternativas bastante distin-
tas & ANOVA paramétrica com dois fatores. As técnicas rank trans-
form (RT) e inverse normal transformation (INT) consistem na
substituicao das observacoes pelas suas ordens, ou pelos scores nor-
mais das ordens, respectivamente, e a posterior aplicacdo da ANOVA
paramétrica usual. A técnica aligned rank transform (ART), bem
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como a combinagao deste método com o INT (ART+INT), subtrai
todos os efeitos que nao sejam de primeiro interesse antes de se rea-
lizar a ANOVA. A estatistica L de Puri e Sen (L de PS), o teste de
van der Waerden (vdW), e as Wald type statistic (WTS) e ANOVA
type statistic (ATS) propdem as suas proprias estatisticas, em alguns
casos a custa dos modelos lineares. As alternativas Wald type sta-
tistic permutation (WTPS), constrainded synchronized permutations
(CSP) e unconstrainded synchronized permutations (USP) baseiam-
se na permutacao das observacoes. A descrigao destas técnicas pode
ser consultada, por ex., em Hahn et al. [2] e Luepsen [4].

Cada uma destas técnicas tem as suas vantagens e desvantagens,
nao existindo uma que seja melhor do que outra em todos os con-
textos (Tabela 1). Algumas sdo muito faceis de implementar, outras
apresentam problemas ao nivel do erro de tipo I, da poténcia e li-
dam mal com a heterogeneidade de variancias. Ha alternativas que
apresentam os mesmos problemas que a versao paramétrica quando
a distribuicao nao é normal, nem todas sao adequados para tes-
tar a interagao e algumas tém problemas quando as amostras sao
pequenas. Os métodos que utilizam permutagbes nem sempre veri-
ficam o pressuposto de permutabilidade das observacoes, ou seja, a
probabilidade dos dados observados ser invariante relativamente as
permutagoes aleatérias dos indices.

Na Tabela 1 apresenta-se um resumo das principais carateristicas de
cada uma destas alternativas encontradas na literatura (e.g. [2, 4,
5, 7, 8]). A avaliacdo do desempenho destas técnicas, face a dife-
rentes graus de assimetria, presenca de outliers e heterogeneidade
de variancias, foi realizada com base em distribuigoes continuas e
considerando delineamentos equilibrados e/ou desequilibrados.

3 Simulacao

No estudo de simulacao foi considerado um modelo de efeitos fixos
e com interagao,

Yijk = p+ i + B85 + vij + €ijks
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Tabela 1: Principais vantagens e desvantagens das alternativas a
ANOVA paramétrica. (+ bom desempenho, — mau desempenho, + o
desempenho depende de algumas caracteristicas, n.a. nao aplicdvel)

2

= o ) g

g R

S = = g

S A 7=

& = 8 g 2 @

— o @ o $ = E E Q

£ 5 58 B 8 & § 5 g

Método F R & A D 8 o & <
RT + — - — 4+ na. -
INT + - % + na. -
ART - = £ + - + + na +
ART+INT - £+ £+ 4+ - — + mna =
L de PS + £ £ + + + na +
vdW -+ + + + + + mna &£
wWTS - =+ + + + na. -
ATS - + - + 4+ + 4+ na +
WTPS -+ 4+ + + + 4+ £ 4+
CPS - - + + - +
UPS - - + + - +

onde i é a média global, «; o efeito do nivel i do fator A, i =1,...,L,
B; o efeito do nivel j do fator B, j = 1,...,C, 7;; é o efeito da interacao
do nivel ¢ do fator A com o nivel j do fator B e ;5 ¢ o erro aleatério,
k=1,..n.

Os efeitos principais do fator A foram modelados considerando a; =
c, g = —cea; = 0sei # 1,2, com ¢ = 0,250,0,50 e 1o onde
o representa o desvio-padrao da populagao amostrada. Os efeitos
principais do fator B foram modelados considerando #; = ¢, 2 = —c¢
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e B; =0sei#1,2. As interagoes A x B foram criadas definindo
Y11 = Y22 = C, Y12 = Y21 = —C € Y5 = 0 nos restantes casos.

As taxas de erro de tipo I e II dos vérios testes foram avaliadas
considerando dois cendrios distintos: (1) um efeito principal e ine-
xisténcia de interacao, ou seja, ¢ # 0 para o efeito A e ¢ = 0 para os
outros efeitos; (2) um efeito principal e existéncia de interagao, i.e.,
¢ # 0 para os efeitos A e A x B e ¢ =0 para o efeito B.

Foram considerados delineamentos equilibrados (n;; = 3, 5,10) com
2 fatores, A e B, com igual e desigual ntimero de niveis (2 x 5,3 x 3,
3 x 4) e dados provenientes de distribuigoes discretas, com diferentes
parametros de modo a obter vérios graus de dispersao e assimetria:
(i) Binomial assimétrica positiva: B(N;0,2) com N = 25,50, 100;
(#4) Binomial simétrica: B(N;0,5) com N = 10,20, 40; (¢i¢) Bino-
mial Negativa: BN(N;0,4) com N = 2,4, 8; (iv) Poisson: P(\) com
A =5,10,20; e (v) Uniforme: {0,...,N} com N = 10, 20, 40.

Para cada cendrio distribucional foram realizadas M = 1000 replica-
¢oes tendo-se registado, para cada um dos testes descritos na secgao
anterior, a distribuicao empirica dos valores p, a proporgao de répli-
cas que rejeitaram Hy quando Hy verdadeiro (taza de erro de tipo I
empirica) e a propor¢ao de réplicas que nao rejeitaram Hy quando
H, verdadeiro (taza de erro de tipo II empirica), ao nivel de signi-
ficancia definido, oo = 1%, 5% e 10%. Os testes ART, ATS e WTS
foram aplicados quer as observagoes originais (y) quer as respetivas
ordens (ry). Para distinguir entre estas duas situagdes, na apresen-
tagao dos resultados utilizaram-se os posfixos y e ry, respetivamente.

Na analise do desempenho dos testes no controlo da probabilidade
do erro de tipo I, foi usado o critério liberal de Bradley [1]. Segundo
este critério, um teste pode ser considerado robusto se a sua taxa
de erro de tipo I empirica estiver no intervalo [0,5a;1,5a]. O teste é
considerado conservador se a taxa empirica estiver abaixo do limite
inferior e é considerado liberal se estiver acima do limite superior.
Foram usados os pacotes ARTool, rankFD e GFD do programa
R Project [9], e fungdes disponiveis em http://www.uni-koeln.de/
~luepsen/R/ e http://static.gest.unipd.it/~salmaso/web/.
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4 Resultados

Dado nao ser possivel mostrar todos os resultados, nas Figuras 1 e
2 ilustra-se o comportamento genérico da distribuicdo empirica dos
valores p dos varios testes.

Quando o efeito em estudo nao estd presente, os testes de permuta-
cao CSP e USP sao os que apresentam uma distribuicao com maior
dispersao (Figuras 1 e 2). Os testes USP e WTS distinguem-se
de todos os restantes por na sua distribuicao predominarem valores
mais elevados. Os testes L de PS e van der Waerden destacam-se
ora por apresentarem uma frequéncia maior de valores p menores ora
pelo comportamento inverso (no teste ao efeito quando a interagao
estd presente).

Quando o efeito em estudo estd presente, a distribuigao tende a ser
assimétrica e a possuir varios valores atipicos (Figuras 1 e 2). A
predominancia de valores p mais elevados é maior nos testes USP
e WTS, seguindo-se os testes INT, ANOVA e ART. Pelo contrério,
uma maior frequéncia de valores p mais baixos é registada nos tes-
tes L de PS e van der Waerden (excepto no teste ao efeito isolado
quando a interacao estd presente) e posteriormente nos testes CSP
e ATS.

As taxas de erro de tipo I e II empiricas reportadas nas Tabelas 2 a 4
correspondem & média das taxas de erro produzidas por cada um dos
testes em todos os cendrios considerados. De acordo com o critério de
Bradley [1], os testes WTS e USP sao demasiado liberais. Os testes
de L de PS e van der Waerden apresentam um comportamento
instavel; sao muito conservadores na auséncia de interacao, mas na
presenga de interacao a sua taxa de erro de tipo I ultrapassa o valor
de a. O teste CSP é o que apresenta a maior taxa de erro de tipo
IT empirica. Os restantes testes apresentam taxas de erro empiricas
semelhantes, embora o teste ATS seja o que menos vezes apresentou
taxas de erro de tipo I empiricas superiores ao valor a nominal e o
teste ART o que mais vezes ultrapassou o valor a.

Na andlise que se segue excluir-se-ao os testes USP, WTS, L de PS
e van der Waerden por violarem o critério de robustez [1].
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Figura 1: Distribuicao empirica dos wvalores p, quando n = 5, ¢ =
0,50 para o efeito A, ¢ = 0 para os efeitos B e A X B, e €5 —
BN(N;0,4) com N = 2,8 e €;;;, —~ U{0,....N} com N = 10,40, no
delineamento 3 x 3. (as linhas horizontais tracejadas representam os
niveis de significancia de 1%, 5% e 10%)
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Tabela 2: Média das taxas de erro de tipo I empiricas dos métodos
no teste a presenca de efeito principal B, para diferentes niveis de
significancia («). Os valores de erro de tipo I que mais se afastam
do nivel de significancia definido estao a italico.

Interacao inexistente existente

o 0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10
ANOVA 0,010 0,049 0,098 0,010 0,049 0,099
RT 0,011 0,050 0,098 0,010 0,048 0,096
INT 0,010 0,049 0,099 0,009 0,045 0,092
ART.y 0,011 0,051 0,101 0,011 0,061 0,102
ART.ry 0,011 0,051 0,100 0,011 0,060 0,098
ART+INT 0,011 0,050 0,100 0,010 0,046 0,092
L de PS 0,001 0,013 0,036 0,057 0,166 0,260
vd W 0,001 0,014 0,037 0,067 0,181 0,277
ATS.y 0,006 0,037 0,083 0,006 0,037 0,083
ATS.ry 0,007 0,040 0,087 0,006 0,038 0,083
WTS.y 0,036 0,096 0,155 0,037 0,097 0,155
WTS.ry 0,040 0,100 0,157 0,038 0,095 0,151
WTPS 0,010 0,048 0,097 0,010 0,049 0,097
CSP 0,012 0,047 0,110 0,012 0,047 0,109
USP 0,046 0,104 0,156 0,046 0,105 0,156

Analise da distribuigao: No teste ao efeito principal, a taxa de
erro de tipo II empirica dos vérios testes parece ser superior quando
a distribuicao dos erros é assimétrica e, além disso, a distribuicao
dos wvalores p apresenta maior dispersao. Quando a distribuicao é
simétrica, o tipo de achatamento influencia a dispersao dos valores
p sendo mais elevada na distribuicao platicurtica.

A taxa de erro de tipo I empirica dos véarios testes é semelhante
qualquer que seja a distribuigao considerada.

Anadlise do efeito do tamanho da amostra: Com amostras de
reduzida dimensao (n = 3), o teste ATS revelou ser conservador



84 Pereira & Afonso

Tabela 3: Média das taxas de erro de tipo II empiricas dos métodos
no teste a presenca de efeito principal A, para diferentes niveis de
significAncia ().

Interacao inexistente existente

! 0,01 0,05 0,10 0,01 0,05 0,10
ANOVA 0,395 0,276 0,219 0,395 0,277 0,219
RT 0,394 0,278 0,220 0,403 0,283 0,224
INT 0,381 0,264 0,208 0,38 0,268 0,211
ART.y 0,393 0,279 0,223 0,392 0,279 0,222
ART.ry 0,398 0,284 0,227 0,405 0,288 0,230
ART+INT 0,390 0,276 0,219 0,393 0,278 0,221
ATS.y 0,424 0,293 0,230 0,424 0,294 0,230
ATS.ry 0,415 0,288 0,228 0,428 0,295 0,232
WTPS 0,409 0,284 0,224 0,407 0,284 0,224
CSP 0,605 0,485 0,337 0,605 0,485 0,337

quando a = 1% tal como o teste CSP para a = 1% e 5%.

A taxa de erro de tipo II empirica de todos os testes diminui com
o aumento da dimensao da amostra por célula e hd um aumento na
dispersao dos wvalores p. Além disso, os testes tendem a apresentar
uma taxa de erro de tipo II empirica semelhante.

Anailise dos efeitos considerados: A média das taxas de erro
de tipo I empiricas dos varios testes nao se altera com a intensidade
do efeito considerado. Quando o efeito nao esta presente, a percen-
tagem de vezes que os testes ART, INT, RT e ART+INT decidem
corretamente aumenta com a intensidade do efeito.

A taxa de erro de tipo II empirica de todos os testes diminui com
o aumento da intensidade do efeito e os testes tendem a apresentar
um comportamento semelhante. Quando se considera um efeito com
intensidade 0,250, de um modo geral, todos os testes nao detectam
a existéncia de interagao. Contudo, a medida que se aumenta a
intensidade do efeito os valores p reduzem, bem como a dispersao
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Tabela 4: Média das taxas de erro de tipo I e de tipo II empiricas dos
métodos no teste a existéncia de interaccao AB, na presenca de um
efeito principal significativo, para diferentes niveis de significancia
(o). Os valores de erro de tipo I que mais se afastam do nivel de
significancia definido estao a italico.

Erro tipo I tipo IT

o 0,01 0,05 0,10 0,01 0,06 0,10
ANOVA 0,010 0,049 0,099 0,676 0,535 0,451
RT 0,011 0,050 0,100 0,697 0,556 0,471
INT 0,010 0,049 0,099 0,672 0,533 0,450
ART.y 0,012 0,063 0,104 0,677 0,537 0,453
ART 0,012 0,063 0,102 0,697 0,557 0,473
ART.INT 0,011 0,061 0,101 0,679 0,541 0,458
L de PS 0,002 0,017 0,041 0,849 0,710 0,609
vd W 0,002 0,016 0,041 0,829 0,686 0,583
ATS.y 0,005 0,033 0,077 0,723 0,579 0,487
ATS.ry 0,006 0,036 0,082 0,742 0,597 0,502
WTS.y 0,065 0,141 0,206 0,546 0,424 0,353
WTS.ry 0,079 0,155 0,220 0,528 0,415 0,350
WTPS 0,010 0,049 0,098 0,718 0,573 0,483
CSP 0,016 0,068 0,124 0,715 0,603 0477
USP 0,093 0,163 0,213 0458 0,377 0,332

da sua distribuigao empirica, verificando-se que quando o efeito é 1o
e n = 10 os testes ja decidem corretamente.

Anadlise dos empates: O numero de empates depende tanto do
niimero de observagdes por célula (n) como dos pardmetros das dis-
tribuicoes. Dado que ja foi feita a anélise do desempenho dos testes a
dimensao da amostra, em que quanto maior a dimensao da amostra
maior o numero de empates presentes nos dados, focar-se-4 apenas
o efeito da alteracao dos parametros das distribuicoes.

Na auséncia de interagao, o nimero de empates nao altera a taxa de



86 Pereira & Afonso

erro de tipo I empirica.

A taxa de erro de tipo II empirica do teste & presenca do efeito prin-
cipal tende a nao ser afectada pela existéncia, ou nédo, de interacao.
O desempenho dos testes ATS, WTPS e CPS, na detegao da pre-
senca de interagao, nao mostrou ser sensivel a alteracao dos para-
metros das vérias distribui¢bes consideradas, a ANOVA paramétrica
por vezes aprensentou ligeiras alteragoes no seu desempenho nao se
identificando qualquer padrao, e os restantes testes mostraram ser
instaveis.

Analise dos efeitos dos delineamentos: De um modo geral,
nao se registam diferencas entre delineamentos no comportamento
dos testes.

Quando nao existe interacao, os testes tendem a apresentar uma taxa
de erro de tipo II empirica mais baixa no delineamento 2 x 5 e mais
elevada no delineamento 3 x 3. Quando a interagdo estd presente,
a taxa de erro de tipo Il empirica dos testes nao é afectada pelo
numero de niveis dos fatores.

5 Conclusao

Com base nos resultados obtidos neste estudo de simulacao, verificou-
se que a distribuicao empirica dos wvalores p das varias alternativas
a ANOVA, bem como da ANOVA paramétrica, é afectada por va-
rios fatores como sejam, a dimensao da amostra, a intensidade do
efeito, a distribuigao dos erros, o nimero de empates e pelo nimero
de niveis dos fatores.

Os testes de permutacdo CSP e USP e o teste WTS sao os que
apresentam a maior dispersao na distribuicao empirica das taxas de
erro de Tipo I. Além disso, estes testes mostraram ser liberais. O
comportamento dos testes L de PS e de van der Waerden nao é
consistente, tanto sao testes conservadores como liberais. Entre os
restantes testes, o teste ATS é o que apresenta menores taxas de erro



Atas do XXIII Congresso da SPE 87

de tipo I empiricas, mas por sua vez é dos que apresenta maior taxa
de erro de tipo II empirica.

A taxa de erro de tipo II empirica de todos os testes diminui com o
aumento da dimensao da amostra por célula, com o aumento a inten-
sidade do efeito e os testes tendem a apresentar um comportamento
semelhante.

Na presenca de interagdo, todos os testes apresentaram um fraco
desempenho no teste a interacao, apresentando taxas de erro de
tipo II elevadas, mas estas tendem a diminuir com o aumento da
dimensao da amostra por célula e com a intensidade dos efeitos.

Os testes INT, ANOVA e ART apresentam taxas de erro de tipo
I e IT empiricas semelhantes. Comportam-se melhor no estudo do
efeito principal presente do que no estudo da interagdo, do que as
restantes alternativas nao paramétricas.

Com base nos resultados obtidos, ndo é aconselhiavel a utilizagao
dos testes USP, WTS, L de PS e van der Waerden. Também é
desaconselhada a utilizagao das restantes alternativas para testar a
interagao na presenga de um efeito principal, especialmente quando
a intensidade do efeito é pequena e a dimensao da amostra reduzida.
De futuro pretendemos estender este estudo considerando delinea-
mentos desequilibrados, variancias heterogéneas e a existéncia de
células omissas.
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Resumo: Neste trabalho estuda-se a interaccao genétipoxambiente
(GXE) numa espécie perene. Neste contexto, fazem-se avaliages
num dado local na mesma unidade experimental ao longo de anos
consecutivos. Ou seja, os erros aleatdrios associados a duas quaisquer
observagoes na mesma unidade experimental nao sao independentes.
Ajustam-se, aos dados de rendimento, modelos mistos com matrizes
de covariancias do vector dos erros aleatoérios distintas, como a ma-
triz de simetria composta (CS) e autorregressiva de primeira ordem
(AR1), de modo a caracterizar esse fenémeno. Verifica-se que os mo-
delos com matrizes CS e AR1 revelam um melhor ajustamento face
ao modelo que admite erros aleatdrios independentes, garantindo
assim o estudo mais preciso da interaccao GxE.

1 Introducao

A avaliacdo da interaccdo gendtipoxambiente (GXE) é um objec-
tivo incontornédvel de qualquer programa de melhoramento de plan-
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tas para obtencao de variedades geneticamente homogéneas (todos
os individuos geneticamente iguais). Para compreender o comporta-
mento de um gendtipo em ambientes distintos é essencial que a avali-
acao das caracteristicas alvo seja feita no maior niimero de ambientes
possivel. Em melhoramento de espécies anuais e perenes herbaceas
a avaliagdo da interacgdo é uma pratica corrente [6, 9, 2], dada a
reduzida drea e duragao dos ensaios. Sobre este tema, as principais
técnicas de estudo deste fenémeno sao abordadas em Gongalves e
Martins [4]. Relativamente a espécies lenhosas de propagacao vege-
tativa, em Portugal tem sido feito um esforgo coerente para o estudo
da interaccao GXE em clones de videira. As varias técnicas de in-
terpretagao do fenémeno estudadas tém sido aplicadas a dados de
rendimento (kg de uva/planta) destacando-se: representacao gréfica
da ordenacao dos clones quanto a diferentes caracteristicas nos di-
versos ambientes, cdlculo do coeficiente de variacdo do rendimento
de um genotipo nos distintos ambientes, andlise de regressao dos
valores do rendimento de um genétipo sobre os indices ambientais
[5], ajustamento de modelos mistos multivariados e construgao de
biplots [4, 3]. No entanto, tratando-se de uma planta perene (ciclo
de vida plurianual), outras abordagens poderao ser ainda exploradas.

Neste tipo de espécie, a instalacao de ensaios multi-locais é um pro-
cesso demorado e de custos elevados, pelo que, na pratica, o nimero
de ensaios instalados para o efeito raramente é o mais desejavel. De
facto, o tempo de vida 1til de uma vinha comercial é da ordem dos
30 anos e, por ser uma espécie arbustiva, a area ocupada pelo ensaio
tem significado em termos de encargos de gestao cultural. Frequen-
temente instalam-se ensaios em 2-4 locais e procura-se compensar
esse reduzido nimero com avaliagoes em mais anos em cada local.
A forma mais simples de tratar o problema passa pelo ajustamento
de modelos mistos que admitam que os erros aleatérios associados
a observagoes feitas em anos diferentes na mesma unidade experi-
mental (ou seja, sobre as mesmas plantas) sao varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas. No entanto, o que se
tem na pratica no mesmo local sdo avaliacoes sucessivas nos mesmos
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individuos de cada gendtipo ao longo de vérios anos. Ou seja, os
erros aleatorios associados a duas quaisquer observagoes na mesma
unidade experimental ndo sdo independentes. Contudo, para algu-
mas caracteristicas poderd pensar-se que tal terd pouco significado
pratico. Por exemplo, uma das caracteristicas mais importantes alvo
do estudo da interacgao G x E, o rendimento, é uma caracteristica que
é avaliada de ano a ano. Os factores que a influenciam sao de tal or-
dem numerosos que, comparativamente a outras causas de variagao,
a correlacdo que existe entre observacoes feitas na mesma unidade
experimental tende a ser negligenciada. No entanto, é necessario
compreender se tal se verifica e em que medida afecta a avaliacao
da interaccao GXE. Este trabalho tem precisamente como objectivo
desenvolver uma abordagem que responda a este problema.

2 Modelos

Neste trabalho a metodologia proposta, também aplicavel a outras
espécies lenhosas de propagagao vegetativa, representa uma nova
abordagem para o estudo da interaccao GXE em clones de videira.
Trata-se de uma andlise que permite obter os valores médios dos
gendtipos para uma determinada caracteristica a nivel global dos
ambientes, juntamente com os desvios da interaccao G xE para cada
ambiente e que toma em conta que os erros aleatorios associados a
observacoes feitas em anos diferentes na mesma unidade experimen-
tal nao sao independentes.

Como ja referido, nesta espécie em um mesmo local uma determi-
nada caracteristica é avaliada durante véarios anos. A nocao de am-
biente estd, portanto, hierarquizada: por um lado, o local distinto
(que abrange as condigoes edafo-climdticas, porta-enxerto, etc.) e,
dentro do local, os diferentes anos (ndo necessariamente os mesmos
anos em cada local). Poderia ser construido um modelo que incluisse
os efeitos do local e do ano subordinado ao local. No entanto, para
simplificacao e com o objectivo de centrar o estudo no principal efeito
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global do ambiente, nesta abordagem sera considerado no modelo o
efeito do ambiente visto como a combinacao local/ano.

Admitamos dados de rendimento (kg/planta) provenientes de en-
saios com delineamento experimental em blocos completos casuali-
zados. Matricialmente, o modelo linear misto aplicavel a este tipo
de estudo pode ser genericamente descrito como

Y =XB+Zu+e, (1)

em que:

Y é o vector n x 1 das observagoes (valores fenotipicos, ou obser-
vados, do rendimento), ordenado por local, ambiente (combinagao
local/ano) e unidade experimental dentro de cada ambiente;

X é a matriz de delineamento n xp dos efeitos fixos (matriz cujas
colunas sao varidveis indicatrizes que identificam as observagoes de
cada nivel de cada factor de efeitos fixos);

B é o vector px 1 de efeitos fixos (média populacional, efeitos dos
ambientes);

Z ¢é a matriz de delineamento n x ¢ dos efeitos aleatérios (matriz cu-
jas colunas sao varidveis indicatrizes que identificam as observacoes
de cada nivel de cada factor de efeitos aleatérios);

u é o vector ¢ x 1 de efeitos aleatdrios que contém os efeitos geno-
tipicos, os efeitos dos blocos por ambiente e os efeitos da interacgao
gendtipoxambiente (¢ = Y;_,¢;, sendo ¢; o ntimero de niveis do
factor de efeitos aleatdrios ¢ e r o nimero de factores de efeitos ale-
atérios em estudo);

e é o vector nx 1 de erros aleatdrios.

Os vectores u e e admitem-se independentes, com distribui¢ao nor-
mal multivariada de vector de valores médios nulo e matrizes de
covariancias G e R, respectivamente, isto é,

Coviue] =0, u~AMN,(0G), e~N,(OR).

A distribui¢do de Y admite-se assim normal multivariada, com vec-
tor de valores médios X3 e matriz de covariancias V=ZGZT + R,
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No contexto biolégico em andlise, estudam-se gendtipos sem relagoes
de parentesco e o delineamento experimental é especifico de cada en-
saio. Assim, relativamente ao vector u, sendo u; o vector dos efeitos
aleatérios do factor i, admite-se:

varfu] = G; = aZini, para i = 1,....,r, e Cov[u;,uy] = 0, para
Vi # i

Consequentemente, a matriz de covariancias do vector u é definida
como G = @®j_; G;, em que @ representa a soma directa de matrizes.
Especificando de acordo com efeitos aleatérios descritos no modelo
(1), G ¢ a soma directa das matrizes Gy =021,,, Gy(a) :ai(A)qu,

2
g

blocos subordinados ao ambiente e o
GxE.

_ 2 oA . /. 2 . A .
Gye =014, sendo oy a variancia genotipica, Oj4) @ Variancia dos

2

e @ variancia da interaccao

Relativamente ao vector e, a forma mais simples de abordar o pro-
blema é admitir que os elementos deste vector sao varidveis alea-
térias independentes e identicamente distribuidas, isto é, R=02I,,.
Admite-se, portanto, homogeneidade de variancias e que os erros ale-
atdrios associados a observagoes feitas em anos diferentes na mesma
unidade experimental (em ambientes diferentes no mesmo local) sdo
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (adi-
ante designado modelo IN D). No entanto, o que se tem na prética
no mesmo local sao avaliacOes sucessivas na mesma unidade experi-
mental ao longo de varios anos.

Seja, entao, o vector e definido como

)

T
T T T
GZ[ €1(nyx1) €2(nyx1) T €(nyx1) ]
representando cada subvector, e;, com j=1,...,l, o vector dos erros
aleatérios no local j, e n; o nimero de observacoes no respectivo
local. Seja Var[e;] = R, representando, portanto, R; a respectiva
matriz de covaridncias. Admite-se Cov[ej,e;] = 0, para Vj # j’,
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consequentemente, a matriz de covariancias do vector e é definida
como

R=a'_R;.

Trata-se agora de definir a estrutura da matriz de covaridncias do
vector dos erros aleatérios no local j (matriz R;). Admite-se que os
erros aleatérios associados a observagoes de unidades experimentais
diferentes sao independentes e que os associados a observagoes na
mesma unidade experimental ao longo dos anos nao sao indepen-
dentes. No local j com p unidades experimentais, a matriz R; ¢
definida como
Rj = Ip [ Eej,

sendo I, a matriz identidade de ordem p e ® o produto de Kronecker
de matrizes.

A estrutura mais complexa para 3., seria uma matriz nao estrutu-
rada, que admitiria variancias distintas para cada ano no local j e
diferentes covariancias para todos os pares de anos avaliados nesse lo-
cal. Por local, para a anos de avaliacao, estimar-se-iam a+a(a—1)/2
parametros, o que resultaria num modelo excessivamente parametri-
zado e um exagero em termos do que realmente se quer ter em conta
[12]. Nao serd, portanto, a opgao a seguir. As estruturas estudadas
serdo as que fazem sentido neste contexto biolégico: uma estrutura
que traduza uma contribuicdo comum a todas as observagoes feitas
na mesma unidade experimental, ou que considere que a correlacao
entre observagoes da mesma unidade experimental diminui a medida
que a distancia de separacao entre os anos aumenta. Neste sentido,
para a matriz 3., foram definidos os dois tipos de estrutura segui-
damente descritos.

(1) Uma matriz de simetria composta (adiante designado modelo
CS, do Inglés Compound Symmetry), que tem como elementos dia-
gonais agj (variancia dos erros aleatérios do local j) e elementos nao
diagonais ogjp (sendo p a correlagdo entre pares de observagoes na
mesma unidade experimental ao longo dos anos). Isto é, admite-se
homogeneidade de variancias no local j e que todos os pares de ob-
servagoes na mesma unidade experimental tém a mesma correlagao.



Atas do XXIII Congresso da SPE 95

(2) Uma matriz autorregressiva de primeira ordem (adiante desig-
nado modelo AR1), que tem como elementos diagonais agj e elemen-
tos nao diagonais ijp‘k””, sendo |k — k| o intervalo de separacao
entre os anos k e k’. Isto é, admite-se homogeneidade de variancias
no local j e que a correlagao entre observagoes da mesma unidade
experimental diminui & medida que a distancia entre anos aumenta.
Faz sentido quando se avaliam anos consecutivos.

O método de estimacao dos parametros incluidos nas matrizes G
e R foi o método de méxima verosimilhanga restrita, REML [§],
actualmente o mais recomendado e utilizado no contexto dos mode-
los lineares mistos para estimar parametros covaridncia em grandes
conjuntos de dados com estrutura complexa [7]. A comparacao e se-
leccao de modelos com estruturas de covariancia distintas (modelos
IND, CS e AR1) foi baseada no critério de informacao de Akaike
(AIC) [10], definido como [12]:

AIC; = —2Ir; + 2npar;,

em que lr; é a log-verosimilhanga restrita do modelo ¢ e npar; o
respectivo nimero de parametros covariancia do modelo. Modelos
encaixados foram também formalmente comparados com base em
testes de razao de verosimilhancas.

Por tltimo, é 1til reforgcar que esta metodologia é aplicada na 1l-
tima fase da metodologia de selecgdo da videira [5], quando todos os
gendtipos (clones) presentes ja foram seleccionados quanto a vérias
caracteristicas de interesse, mas ainda nao quanto a sua estabilidade
ambiental. Por isso, o objectivo principal nesta fase é avaliar a va-
riabilidade da interaccdo GXE e, posteriormente, seleccionar com
base na menor sensibilidade a essa interacgao. Neste sentido, o inte-
resse deste tipo de estudo estd essencialmente nesta componente de
varidncia (07,). A inferéncia relativa a este parametro foi baseada
num teste de razao de verosimilhangas restritas [11] ( Hp : 02, = 0

ge
vs Hy : Uge > 0) e foi efectuada para todos os modelos em estudo,
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de modo a compreender em que medida a estrutura de covariancia
dos erros aleatdrios afecta a avaliagao da interaccao GxE.

3 Uma aplicacao

A aplicacao utiliza dados de rendimento (kg de uva/planta) de vé-
rios ensaios de seleccao de variedades antigas de videira, instalados
em 2 e 3 locais por variedade, segundo um delineamento experimen-
tal em blocos completos casualizados (RCB, do Inglés Randomized
Complete Block), com 3 a 9 repeticoes, e avaliados durante vérios
anos (Tabela 1). O delineamento experimental RCB é um dos mais
simples para controlar variabilidade indesejavel presente num ensaio
(tipo de solo, exposicao, declive, etc.). Neste sentido, nos modelos de
andlise de dados de ensaios com este tipo de delineamento, os efeitos
dos blocos por ambiente sao sempre incluidos, de modo a respeitar
o processo de casualizacao associado a este tipo de delineamento.
Procedeu-se de seguida ao ajustamento dos modelos lineares mis-
tos propostos na seccao anterior, considerando-se: o factor ambiente
como um factor de efeitos fixos; os efeitos genotipicos, os efeitos dos
blocos por ambiente e os efeitos da interacgdo genotipoxambiente
como aleatdrios; as trés estruturas de covaridncia (IND, CS and
AR1). Para tal, recorreu-se ao Software R, package ASReml — R
[1] (método de estimagao REML, usando o algoritmo de informacao
média).

Os resultados obtidos com o ajustamento dos varios modelos aos
dados de rendimento das 7 variedades antigas constam da Tabela 2.
Em todos os casos estudados verificou-se que os modelos com estru-
turas de covariancia CS e AR1 revelaram melhor ajustamento face
ao modelo que admitiu erros aleatérios independentes entre obser-
vagoes da mesma unidade experimental (IND), tendo este dltimo
modelo revelado sempre maior valor de AIC. Também se chega a
esta conclusao comparando formalmente os modelos IND e CS e os
modelos IND e AR1 através de um teste de razao de verosimilhancas
restritas. Em qualquer dos casos, pelos valores da log-verosimilhanca
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Alvarinho (AI), 40 clones avaliados em 20 ambientes:
1, Mongao (RCB, 3 blocos)/1990 a 1992;

12, Mongao-Pias (RCB, 9 blocos)/1995 a 2000;

13, Mongao-Ceivaes (RCB, 9 blocos)/1994 a 2004.

Antao Vaz (AN), 40 clones avaliados em 14 ambientes:
11, Evora (RCB, 5 blocos)/1988;1989; 1990;

12, Palmela (RCB, 8 blocos)/1993 a 1998;

13, Vidigueira (RCB, 8 blocos)/1998 a 2002.

Aragonez (RZ), 40 clones avaliados em 13 ambientes:
l1, Estremoz (RCB, 8 blocos)/1992 a 1999;

12, Tabuago (RCB, 8 blocos)/1994 a 1998.

Ferndo Pires (FP), 40 clones avaliados em 11 ambientes:
l1, Alpiarca (RCB, 8 blocos)/1993 a 1997;

12, Anadia (RCB, 8 blocos)/1999,2000;

13, Caldas da Rainha (RCB, 8 blocos)/1995 a 1998.

Negra Mole (NM), 40 clones avaliados em 7 ambientes:
l1, Lagoa (RCB, 5 blocos)/1989, 1990;

12, Loulé (RCB, 8 blocos)/1994 a 1998.

Rabo de Ovelha (OV), 33 clones avaliados em 8 ambientes:
l1, Redondo (RCB, 8 blocos)/1996 a 2000;

12, Reguengos de Monsaraz (RCB, 5 blocos)/1990 a 1992.

Siria (CR), 40 clones avaliados em 10 ambientes:

l1, Estremoz (RCB, 8 blocos)/1992 a 1999;

12, Pinhel (RCB, 5 blocos)/1988 e 1989.

Tabela 1: Descrigao dos dados usados na aplicagio: variedade antiga,
numero de clones (genétipos) e nimero de ambientes por variedade, com
indicacao do local, delineamento experimental e anos de avaliagdo em cada
local.
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Variedade antiga Modelo Ir npar AIC
Alvarinho (AI) IND -5509.5 | 4 11027.0
CS -5202.5 | 9 10423.0
AR1 -5224.9 | 9 10467.8
Antao Vaz (AN) IND -3506.1 | 4 7020.2
CS -3155.9 | 9 6329.9
AR1 -3167.7 | 9 6353.3
Aragonez (RZ) IND -1820.8 | 4 3649.6
CcS -1573.4 | 7 3160.9
AR1 -1711.0 | 7 3435.9
Fernao Pires (FP) IND -1548.6 | 4 3105.3
cSs -1480.9 | 9 2979.9
AR1 -1493.3 | 9 3004.5
Negra Mole (NM) IND -738.6 4 1485.2
cs -535.1 7 1084.3
AR1 -531.2 7 1076.4
Rabo de Ovelha (OV) | IND -1173.6 | 4 2355.2
cS -1156.5 | 7 2326.9
AR1 -1164.4 | 7 2342.8
Siria (CR) IND 1303.9 | 4 2615.9
cSs -1250.1 | 7 2514.2
AR1 -1285.7 | 7 2585.5

Tabela 2: Log-verosimilhanga restrita (Ir), nimero de pardmetros co-
variancia (npar) e critério de informagao de Akaike (AIC) obtidos com o
ajustamento dos modelos com matrizes de covaridncias do vector dos erros
aleatérios diagonal (IND), de simetria composta (CS) e autorregressiva de
primeira ordem (AR1).
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restrita constantes da Tabela 2, facilmente se percebe que o valor cal-
culado da estatistica do teste de razao de verosimilhancas restritas
conduzird a rejeicao do modelo IND para qualquer nivel de signi-
ficancia usual. Entre os modelos que admitem dependéncia entre
observagoes realizadas na mesma unidade experimental, o modelo
CS revelou sempre um melhor ajustamento, com excepgao de um
tnico caso de estudo, a casta Negra Mole (Tabela 2). Os resultados
obtidos com o modelo AR1, que ndo evidenciam uma vantagem ge-
ral deste modelo face ao CS, podem dever-se ao facto do niimero de
anos avaliados em cada local ser baixo ou moderado.

As estimativas dos parametros covariancia obtidas com o ajusta-
mento dos varios modelos encontram-se na Tabela 3. Torna-se clara
a heterogeneidade de variancias do erro entre locais. Relativamente
as correlagoes entre observagoes realizadas na mesma unidade experi-
mental, estas revelaram-se fracas a moderadas, variando entre castas
e, relativamente a algumas castas, também entre locais (diferengas
mais marcantes nas castas Alvarinho, Antdo Vaz e Negra Mole). A
variagao dessa correlacao entre locais da mesma casta pode dever-se
as condicoes edafo-climaticas e culturais especificas de cada local.
Relativamente as estimativas da variancia genotipica e da variancia
dos blocos subordinados ao ambiente, observa-se que com o ajusta-
mento dos modelos CS e AR1 os valores dessas estimativas sdo, em
geral, menores. Pelo contrario, com o ajustamento dos modelos CS
e ARI1 a estimativa da variancia da interacgao G xE tende, em geral,
a ser maior.

Quando se testa a componente de variancia da interaccao G xE atra-
vés de um teste de razdo de verosimilhangas restritas (Tabela 4),
conclui-se que essa variabilidade é significativa, para qualquer ni-
vel de significancia usual, em todos os casos estudados, excepto no
caso Negra Mole com o modelo IND. Verifica-se também que a di-
ferenca entre log-verosimilhancas restritas dos modelos com e sem
efeitos da interacgao é mais marcante nos modelos CS e ARI1, re-
sultando num maior valor calculado da estatistica do teste de razao
de verosimilhancas restritas (REMLRT). No caso da casta Negra
Mole a variabilidade da interaccao GXxE apenas se revelou signifi-
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Estimativas Al AN RZ FP NM ov CR

Modelo IND

&g (SE) 0.936 0.041 0.054 0.091 0.104 0.381 0.056
(0.246) (0.015) (0.015) (0.027) (0.027) (0.115) (0.017)

é‘g(A) (SE) 0.233 0.506 0.177 0.205 0.092 0.737 0.145
(0.046) (0.083) (0.029) (0.035) (0.024) (0.165) (0.029)

6‘36 (SE) 0.883 0.072 0.046 0.130 0.010 0.321 0.084
(0.090) (0.021) (0.010) (0.017) (0.010) (0.050) (0.014)

&g (SE) 3.684 1.830 0.775 0.758 0.689 1.184 0.757

(0.087) | (0.044) | (0.018) | (0.020) | (0.024) | (0.046) | (0.021)

Modelo CS

&g (SE) 0.797 0.013 0.037 0.088 0.067 0.367 0.040
° (0.215) | (0.012) | (0.014) | (0.026) | (0.024) | (0.114) | (0.016)
6§(A) (SE) 0.161 0.468 0.164 0.202 0.064 0.729 0.138
(0.037) | (0.078) | (0.027) | (0.035) | (0.018) | (0.164) | (0.028)
&ge (SE) 0.808 0.100 0.065 0.123 0.041 0.312 0.093
(0.077) (0.018) (0.009) (0.016) (0.009) (0.048) (0.014)
611 (SE) 1.251 1.842 0.819 0.985 0.868 1.243 0.741
(0.139) (0.112) (0.030) (0.041) (0.068) (0.056) (0.024)
p11 (SE) 0.423 0.089 0.273 0.070 0.319 0.100 0.142
(0.072) (0.046) (0.024) (0.024) (0.067) (0.028) (0.020)
612 (SE) 5.862 2.496 0.702 0.688 0.654 1.012 0.875
(0.223) (0.108) (0.030) (0.044) (0.034) (0.089) (0.067)
pr1o (SE) 0.087 0.357 0.284 0.059 0.457 0.211 0.110
(0.023) (0.027) (0.029) (0.064) (0.030) (0.066) (0.075)
613 (SE) 2.571 1.026 0.572
(0.092) (0.042) (0.024)
P13 (SE) 0.189 0.190 0.130
(0.023) | (0.027) (0.027)
Modelo AR1
6‘3 (SE) 0.842 0.019 0.048 0.089 0.080 0.394 0.054
(0.224) (0.012) (0.014) (0.026) (0.025) (0.118) (0.017)
&E(A) (SE) 0.168 0.464 0.170 0.203 0.070 0.734 0.144
(0.038) | (0.077) | (0.028) | (0.035) | (0.019) | (0.165) | (0.029)
[726 (SE) 0.805 0.091 0.058 0.122 0.037 0.322 0.090
(0.078) | (0.017) | (0.009) | (0.016) | (0.009) | (0.050) | (0.014)
Ell (SE) 1.247 1.850 0.813 0.984 0.873 1.234 0.735
(0.130) | (0.113) | (0.025) | (0.040) | (0.068) | (0.054) | (0.022)
p11 (SE) 0.394 0.106 0.232 0.075 0.322 -0.109 0.120
(0.066) | (0.055) | (0.019) | (0.030) | (0.067) | (0.033) | (0.021)
r:12 (SE) 5.840 2.479 0.697 0.688 0.606 1.009 0.882
(0.219) | (0.096) | (0.027) | (0.044) | (0.027) | (0.086) | (0.067)
p1o (SE) 0.056 0.438 0.271 0.059 0.485 0.159 0.116
(0.028) | (0.020) | (0.024) | (0.064) | (0.022) | (0.065) | (0.075)
‘313 (SE) 2.607 1.029 0.570
(0.089) | (0.041) (0.023)
P13 (SE) 0.305 0.258 0.110
(0.021) | (0.029) (0.030)

Tabela 3: Estimativas dos pardmetros covariancia (e respectivos erros
padrao, SE) resultantes do ajustamento dos modelos com matrizes de
covaridncias do vector dos erros aleatdrios diagonal (IND), de simetria
composta (CS) e autorregressiva de primeira ordem (AR1): &7 - estima-
tiva da varidncia genotipica; &§<A) - estimativa da variancia dos blocos
subordinados ao ambiente; 635 - estimativa da varidncia da interacgao
GxE, 631_ - estimativas da varidncia dos erros aleatérios, p;. - estimativas
das correlagGes entre observagoes feitas na mesma unidade experimental
(no modelo AR1, correlagoes entre observagoes feitas na mesma unidade
experimental em dois anos consecutivos).
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Variedade antiga Modelo REMLRT | Valor-p|
Alvarinho (AI) IND 238.5 <0.0001
(o) 253.0 <0.0001
AR1 257.2 <0.0001
Antao Vaz (AN) IND 15.9 <0.0001
(o) 57.1 <0.0001
AR1 51.4 <0.0001
Aragonez (RZ) R=IND 35.0 <0.0001
cs 97.7 <0.0001
AR1 71.0 <0.0001
Fernao Pires (FP) IND 153.5 <0.0001
cs 157.4 <0.0001
AR1 147.3 <0.0001
Negra Mole (NM) IND 1.0 0.3142
cs 37.7 <0.0001
AR1 36.1 <0.0001
Rabo de Ovelha (OV) | IND 125.2 <0.0001
cs 126.5 <0.0001
RAR1 123.0 <0.0001
Siria (CR) IND 64.6 <0.0001
(o) 95.9 <0.0001
AR1 81.2 <0.0001

Tabela 4: Teste de razao de verosimilhancas restritas & componente de
variancia da interacgao gendtipoxambiente ( Hy : 026 =0ws Hp : O'Ze > 0)
para cada um dos modelos com matrizes de covariancias do vector dos er-
ros aleatdrios diagonal (IND), de simetria composta (CS) e autorregressiva
de primeira ordem (AR1) e respectivo valor-p. REMLRT, valor calculado
da estatistica do teste de razao de verosimilhangas restritas.
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cativa com os ajustamento destes ultimos modelos. Este resultado
reforca a vantagem da utilizacao da abordagem proposta no estudo
da interaccdo GxE. Finalmente, deve-se acrescentar que, inerente a
este resultado, esta a consequente vantagem na posterior utilizacao
dos melhores preditores empiricos lineares nao enviesados dos efeitos
da interacgao GxE, obtidos com o ajustamento dos modelos CS e
ARI1, para fins de selecgio de clones com menor sensibilidade a essa
interaccao.

4 Conclusoes

Analisando dados de rendimento, os modelos que admitiram que
observacoes na mesma unidade experimental nao sao independentes
(modelos CS e AR1), revelaram melhor ajustamento face ao modelo
que admitiu erros independentes (modelo IND), afectando, conse-
quentemente, a avaliacdo da interaccao G xE. De entre as estruturas
de covariancia estudadas, o modelo CS revelou-se quase sempre como
o mais adequado. Isto revela que em ensaios com videira a estru-
tura que mais se adequa é a que traduz a existéncia de um efeito
comum, ainda que pequeno a moderado, a todas as observacoes fei-
tas na mesma unidade experimental (o solo que partilha, a estrutura
radicular, etc.).

Resumindo, este trabalho da resposta ao modelo que devera ser
usado no estudo da interacgdo GxE na fase final da metodologia
de seleccao da videira. Este conhecimento é fundamental, pois é o
primeiro passo para alcancar o objectivo final: seleccao dos clones
com menor sensibilidade a interacgdo GXE. Essa selec¢do devera
basear-se nos melhores preditores empiricos lineares nao enviesados
dos efeitos da interaccao G xE obtidos com o ajustamento desse mo-
delo (quanto mais préximos de zero, menor a sensibilidade & inte-
racgao).
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Resumo: Neste trabalho estuda-se a ocorréncia da propriedade
de Taylor numa classe de modelos médias moéveis nao negativos,
obtendo-se uma condigao necesséaria e suficiente para que tais mo-
delos possuam a referida propriedade. Os resultados obtidos sao
analisados em modelos com caracteristicas de curtose significativa-
mente diferentes, permitindo tirar conclusoes sobre a relagao entre
a presenca da propriedade de Taylor e a curtose do modelo.

1 Introducao

A presenca da propriedade de Taylor em modelos de séries temporais
tem despertado o interesse de vérios autores desde que Taylor ([6])
constatou, na andlise de vérias séries financeiras, que as autocor-
relagoes das observagoes em valor absoluto eram sistematicamente
superiores as autocorrelagoes da mesma ordem para as observacoes
ao quadrado. Aquela propriedade é a tradugao tedrica desta carac-
teristica empirica, denominada efeito de Taylor.

Para cada h € Z tal que p;x| (h) e px=> (h) sdo estritamente positivas,
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a propriedade de Taylor de ordem & é expressa pela condigao

pix| (h) > px2 (h). (1)

Reconhecido o efeito de Taylor como um facto estilizado presente
em certo tipo de dados temporais, torna-se evidente o interesse de
encontrar, nas diferentes classes de modelos dedicados a séries tem-
porais, condicoes mediante as quais a propriedade de Taylor seja
valida.

A complexidade tedrica deste estudo, resultante em particular da ne-
cessidade de conhecer e comparar momentos de fun¢es do processo,
leva a que os resultados existentes sobre o tema sejam limitados e
restritos a modelos de ordens baixas.

Por outro lado, em consonancia com o facto do efeito de Taylor
ter sido inicialmente observado em séries financeiras, a correspon-
dente propriedade comecou por ser analisada em modelos adequados
para este tipo de séries, como os condicionalmente heteroscedasticos,
tendo-se mesmo comegado por associar esta propriedade a presenca
de volatilidade no modelo. Sao de referir neste caso os trabalhos de
He e Terisvirta ([5]), Gongalves, Leite e Mendes-Lopes ([1]), Haas
([4])-

Os resultados obtidos por estes autores revelaram no entanto que
a presenca desta propriedade estava sobretudo relacionada com os
valores elevados da curtose do modelo. Assim, entendeu-se rele-
vante alargar o estudo relativo a presenga da propriedade de Taylor
a outras classes de modelos de séries temporais. Neste sentido, Gon-
calves, Martins e Mendes-Lopes ([2],[3]) investigaram a presenca da
propriedade em modelos bilineares e em modelos autorregressivos
nao negativos de ordem 1, tendo novamente constatado a relevancia
da leptocurtose do modelo na sua ocorréncia.

Dando continuidade a este estudo, temos como objetivo neste traba-
lho avaliar a presenga da propriedade de Taylor em processos médias
méveis (MA) néo negativos de ordem 1, procurando identificar as
caracteristicas dos modelos que determinam tal presenga. Assim co-
mecamos por estabelecer uma condicao necesséria e suficiente para
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a presenga da propriedade de Taylor no modelo MA(1). Prossegui-
mos com aplicacoes deste estudo a modelos MA com processos de
erro com caracteristicas distribucionais significativamente distintas,
sendo mais uma vez notéria a importancia da curtose na presenca
da referida propriedade no modelo.

2 Modelo MA(1) e propriedade
de Taylor

Seja X = (X;,t € Z) um processo estocdstico real tal que
Xt = (bgt—l + Et (2)

onde ¢ é uma constante ndo negativa e ¢ = (g4, t € Z) é um pro-
cesso estocastico nao negativo, de componentes identicamente dis-
tribuidas admitindo momento de ordem 4, my4. Além disso, sendo
€, a o-algebra gerada por &¢_i,€¢_2,..., SupoOe-se que, para
i = 1,2,3, E(eile,_,) é independente de ¢, usando-se a notagao
m; = E (ile;_1).

No lema seguinte apresentam-se as fungoes de autocorrelagao dos
processos X e X2

Lema 2.1 Tem-se

a) px(1) = 15

b) px2(1) = % (6 (V(e?) + 4m3V (1)) + 2ma (1 + ¢*)Cov(gy £7)]

c) px(h) =px2(h) =0, para h > 1.

Dem.: Demonstram-se apenas os resultados correspondentes ao pro-
cesso X 2. No caso do processo X, o procedimento é semelhante.
De (2) obtém-se X? = ¢?c? | +&7 + 2¢e4e¢_1, pelo que, para h € N,

Cov (X7, X7_),) = ¢*Cov (e7_1, X7_p,) + Cov (e, X7_1,)
+2¢CO'U (gtgt—ly th—h) .
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Mas Cov (6§,Xt27h) = 0, uma vez que

Cov(e},ef_p_y) = Elef_n 1E(flgi_y)] —m3

= maE(g]_,_y) —mj =0,

0 mesmo se verificando, com argumentos andlogos, para Cov (53, e2_ h)
e Cov (Ef,et,hst,h,l).

Para h > 1, usando novamente as propriedades da esperanga condici-
onada, obtém-se ainda Cov (e7_y, X2 ) = Cov (e164-1,X7,) = 0.
Fica assim provada a parte c) do lema.

Consideremos agora h = 1, caso em que se tem

Cov (Ef,Xf) = ¢?Cov (5?,5%71) +V (5?) + 2¢Cov (Ef,atst,l)
=V (5?) + 2¢mims — m%mg

=V (E?) + 2¢m1001} (Eta 8?)

e Cov (gie0-1, X2 1) = 20m3V (g¢) + m1Cov (g4, 7).
A partir destes dois resultados conclui-se entao que

Cov (X7,X7_1) = ¢° [V(e]) + 4miV (e1)] +26(1+0*)my Cov (4, €7)

o que conduz diretamente ao resultado enunciado na parte b) do
lema. |

Do presente lema decorre que, neste tipo de modelos, a propriedade
de Taylor s6 podera verificar-se para h = 1. Nota-se ainda que os
valores px (1) e px2(1) sdo positivos, atendendo em particular ao
facto de Cov (Et,eg) > 0, uma vez que &; é nao negativo. Como
consequéncia imediata deste lema temos entao o seguinte teorema:

Teorema 2.2 O processo X definido em (2) verifica a propriedade
de Taylor (1) se e s6 seh=1 e

V(X?)
1+¢2

> ¢ [V(e2) + 4m3V (e,)] + 2mi (1 + ¢*)Cov (e1,7) . (3)
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A condigao (3) relaciona momentos do processo X com momentos do
correspondente processo de erro; notamos que de (2) e atendendo as
propriedades da esperancga condicionada, obtém-se a expressao que
se segue para os momentos de X em funcao dos momentos de €.

E(X!) =1+ ¢")mn + nz__;l <TZ) @ MM (4)

3 Propriedade de Taylor e curtose

Nesta secgao avaliamos a presenca da propriedade de Taylor no mo-
delo (2) considerando processos de erro com distribui¢ées nao nega-
tivas e com pesos nas caudas significativamente diferentes.

Com o objetivo de relacionar as curtoses dos processos X e €, come-
¢amos por exprimir os momentos centrados de ordem k de X, uy. x,
k = 2,4, em termos dos momentos centrados de €, pyc, k = 2,4.

De (4), obtemos E (X;) = (14+¢)my e E (X?) = (1+¢*)ma+2¢m3,
resultando po x = (14 ¢?)pa... De (2) e tendo em conta a expressao
de F(X}), podemos escrever

pax = B (e —m) + dler = m)'] = (L 6)puae + 6623 .

Conclui-se entao que a curtose de X, Kx, e a curtose de ¢, K, estao
relacionadas da seguinte forma:

642 1+ ¢*

Kx(@)= g7 T Ty oo =

(5)

Desta igualdade deduz-se facilmente que o processo X é leptocurtico,
platicirtico ou mesocurtico se e s se o processo € é, respetivamente,
leptocurtico, platicirtico ou mesocurtico.

Da igualdade (5) conclui-se também que K x (¢) tende para K., tanto
no caso de ¢ tender para 0 como no caso de ¢ tender para +oc.
Deduz-se ainda que, se K. < 3 entdo Kx(¢) é crescente para
0 < ¢ < 1 e decrescente para ¢ > 1, atingindo no ponto 1 o seu
valor méximo, 3(K. + 3). Por outro lado, se K. > 3 entdo Kx(¢)
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é decrescente para 0 < ¢ < 1 e crescente para ¢ > 1, atingindo no
ponto 1 o seu valor minimo, % (K. + 3).

No estudo que se segue, a igualdade (3) serd usada na forma
Tr.(¢) > 0, com

Tr.(¢) = Yf(;;) —¢ [V(e]) +4miV (er)] —2my (14 ¢*)Cov (e, £7)
(6)

onde L. designa a lei marginal do processo de erro. Apresentam-se
em apéndice as expressoes de Tr_(¢) para as leis L. consideradas
nas secgoes seguintes.

3.1 Erros com distribuigao leptocurtica

Suponhamos que ¢; segue a lei gama de pardmetros « e 6, v (a, 6),
a > 0,6 >0, cuja curtose é dada por K. =3 + g.

Verifica-se que tanto T’(4,0) como Ky sao funcoes de ¢ e 6, mas
nao de a. Na Figura 1 apresentam-se os gréficos de K = Kx/(¢)
e T = Tya,n)(d), para 0 < ¢ < 5, 0 < 6 < 10. Observa-se que
Ty(a,0)(¢) > 0, ou seja, a propriedade de Taylor estd sempre pre-
sente e, de um modo geral, é tanto mais acentuada quanto maior é a
curtose de X. Nota-se que, com o aumento de 6, o valor de K dimi-
nui o mesmo acontecendo com o valor de T. Concretamente, quando
0 tende para +oo, tem-se K a tender para 3 e T" a tender para zero,
como se pode constatar pela expressdo desta fungao, (A.1), apresen-
tada em apéndice. Este resultado vai ao encontro do que tem sido
observado noutros casos j& estudados ([2],[3],[4]): a propriedade de
Taylor manifesta-se, em geral, de modo mais acentuado para maiores
valores da curtose do processo.

Obtém-se conclusoes andlogas quando se considera para €; a distri-
buigao de Pareto de parametros a e 6, Par («,0), a > 0, 8 > 4 (para
assegurar a existéncia do momento de ordem 4), cuja curtose é dada
por K, = 3+ %. Neste caso, Kx e Tpgr(a,9) também
dependem de ¢ e # mas nao de a.



Atas do XXIII Congresso da SPE 111

-
VoS

LT
N

Figura 1: Gréficos de K = Kx(¢) com & ~ v(a,0) (esq.) e de T =
Ty (a0) (#) (dir.), 0 < ¢ <5,0<6 <10

Com o objetivo de comparar Kx(¢) nos casos Pareto e gama bem
como Tpar(a,0) (@) com T4 9)(¢), apresenta-se, na Figura 2, o gra-
fico da diferenca entre as curtoses de X nos casos Pareto e gama e o
gréfico da diferenca Tpar(a,0)(#) — Ty(a,60)(¢), ambos para 0 < ¢ < 3
e 4 < 0 < 6. Observa-se que o processo X tem maior curtose no
caso Pareto e, de um modo geral, a propriedade de Taylor surge
com maior intensidade nesse caso. Nos casos em que a diferenga
Tpar(a,0)(?) — Ty(a,0)(¢) assume valores negativos, tais valores sdo
préximos de 0 e ocorrem nas vizinhancas de ¢ = 1, caso em que a
curtose de ambos os modelos é minima.

3.2 Erros com distribuicao platicartica

Nos casos leptoctrticos analisados, a propriedade de Taylor estd sem-
pre presente. No entanto, esta propriedade também se manifesta em
modelos MA(1) platictrticos, embora de forma menos acentuada,
como mostram os exemplos seguintes.

Consideremos o processo X definido em (2) com ¢; seguindo a lei
beta de pardmetros « e 8, B(a,0), a > 0, 6 > 0. Mais precisamente,



112 Goncgalves, Martins & Mendes—Lopes

Figura 2: Grafico da diferenca, DifK, entre Kx(¢) no caso Pareto e
Kx(¢) no caso gama (esq.) e gréafico de DifT= Tpar(a,0)(P) — Ty(a,0)(P)
(dir.),0< ¢ <3,4<60<6

o

analisamos os casos = § (distribuigao assimétrica negativa), f = «
(distribuicao simétrica) e § = 2« (distribuigao assimétrica positiva).
Relativamente aos valores da curtose, tem-se K, = 3 — AH% quando
=35, K. =3~—
0 = 2a.

Em todos estes casos, a curtose de X e a fungao 77, dependem de ¢ e
de o, tendo-se Tp(a,0)(¢) > 0 € T(a,24)(¢) > 0, ¢ > 0, a > 0, como
facilmente se deduz das expressoes destas fungoes, (A.3) e (A.4),
apresentadas em apéndice.

Na Figura 3 apresentam-se, para os casos B(a,a) e B(a,2a), os
graficos sobrepostos tanto das curtoses como das fung¢oes Ty, para
os correspondentes processos MA(1).

Observa-se que, embora presente, a propriedade de Taylor manifesta-
se de forma ténue (isto é, Ty assume valores préximos de zero). De
notar ainda que, apesar da fraca presencga, a propriedade manifesta-
se de forma mais acentuada no caso da distribuicao B(a,2a), que é,
dos dois casos considerados, aquele em que a curtose do processo X
é maior. Observa-se ainda que, fixando ¢, o aumento de « acarreta
um aumento da curtose de X, mas uma presenca mais ténue da

SJF% quando = o e K, = 3 — %% quando
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Figura 3: Gréficos de K = Kx (¢) nos casos B(«a,2a) (por cima) e B(«,«)
(por baixo), & esquerda, e gréificos de T' = Tg(a,20)(¢) (por cima) e de
T = Tg(a,a)(9) (por baixo), a direita, 0 < ¢ < 10,0 < a < 10

propriedade de Taylor.

No caso assimétrico negativo B(a, §), o eixo das ordenadas da Fi-
gura 4 mostra que a propriedade de Taylor nem sempre esté presente
e, quando estd, a sua presenca manifesta-se de forma ténue tal como
nos outros casos platicurticos analisados.

4 Conclusao

Neste trabalho constatamos que, tal como acontece noutros modelos
lineares ou nao lineares estudados, continua a ser notdria a existén-
cia de uma forte ligagao entre a propriedade de Taylor e a curtose do
processo. Efetivamente, nos modelos leptocurticos analisados a pro-
priedade de Taylor estda sempre presente e tal presenca acentua-se,
em geral, com o aumento da curtose do processo. Relativamente aos
casos platicurticos em que a propriedade de Taylor esta presente, ela
manifesta-se de modo suave.

Verificou-se ainda que, nos exemplos correspondentes a modelos em
que o processo gerador tem distribuicao simétrica ou assimétrica
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Figura 4: Gréfico de T' = TB(Q,%)(¢)7 0<¢p<10,0<a<10

positiva, a propriedade de Taylor estd sempre presente. No modelo
em que o processo gerador tem distribuigao assimétrica negativa,
a propriedade nem sempre estd presente. Foram analisados outros
casos nestas condicoes tendo-se verificado o mesmo resultado.

Uma extensao natural do presente trabalho consistird no desenvol-
vimento de estudos tedricos que, com base nesta andlise prospetiva,
permitam explicar a presenca da propriedade de Taylor em modelos
com tais caracteristicas distribucionais, designadamente leptocur-
tose, simetria ou assimetria positiva.

Outro aspeto relevante serda o de alargar este estudo a modelos de
qualquer sinal sendo, neste caso, necessario ultrapassar o problema,
nao trivial, do estudo da funcao de autocorrelacao do médulo do
processo. Algumas analises empiricas levam-nos a conjeturar que
neste caso a propriedade devera traduzir-se por

lo1x) (W) > lpx= (W)], h € Z.

A consideragao de modelos dos tipos jd estudados, mas de ordens su-
periores, é também uma questao em aberto e sobre a qual se esperam
futuros desenvolvimentos.
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Apéndice - Expressoes de T;_(¢) para as leis
L. consideradas

2 4 2
Ty(a0)(9) = 1+¢)¢2 4450(1;92)(?1—0:;:2))gi—gi)?(el(tiQ%ngiii)‘l()l(;f54)9+292) (A1)
Tpar(a,0)($) = 1552 %7 (A.2)
com
Npar(a,0)(#) = ¢(1+¢°)(3+ 30 + 207 — 20°)
—¢20(4 4+ 116 — 116% + 26%)
+(1+ ¢*) (=3 + 56 — 36° + 6%),
Dpar(o($) = (L+¢")(0-3)(0-1)"
+2¢(1 + ¢%)0(6 — 1)*(8 — 66 + 6°)
+¢%0(12 — 550 + 536° — 186° 4 20%)
2 3 | a4 3 4
Ta(azay($) = pi =050 s0la—pmgs") (A3)
com
Dpazay(®) = 94126+ 164> + 126° + 9¢*
+18a% (1 + ¢)*(1 + ¢%)
+12a(3 + 4¢ + 4¢° + 49> + 3¢%)
TB(a,0) (@) = 1+¢¢2 3¢2+a1()1;;f2)((1¢_)¢+¢2)7 (A4)
com
Dp(a,a)(®) = 40’14 ¢)(1+¢>) +3(1+ ¢+ ¢%)?
+a(9 + 164 + 18¢> + 16¢° + 9¢)
TB(Q,%)(@ _ 1+¢¢2 3+¢_16¢2+¢3+f§ﬁ::?)((l<;¢_6¢2+¢3+¢4)’ (A.5)
com
DB(Q,%) (¢) = 9+ 24¢ + 406> + 24¢° + 9¢*

+180° (1 + ¢)*(1 + ¢°)
+30(9 + 209 + 2647 + 204> + 9¢*)
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Resumo: Neste trabalho analisamos filas de espera M /M/1/n com
bloqueio. Nestes sistemas, a admissao dos clientes é modulada pelo
estado do sistema nos instantes de chegada, i.e., consoante a di-
mensao da fila aquando da sua chegada, os clientes decidem com
determinada probabilidade entrar no sistema. Tirando partido da
propriedade regenerativa markoviana da cadeia embebida nos ins-
tantes de chegada ou saida de clientes, caracterizamos a distribuicao
de probabilidade conjunta do ntimero de clientes servidos e do nt-
mero de clientes perdidos em periodos de ocupacao continua. Apre-
sentamos um algoritmo recursivo para o calculo da respetiva funcao
geradora de probabilidades. Terminamos com uma breve ilustragao
numérica dos resultados derivados.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos filas de espera markovianas de capacidade
finita com um unico servidor e com diferentes politicas de bloqueio
de clientes a chegada dos mesmos ao sistema; na terminologia anglo-
saxonica e usando a notagao introduzida por David G. Kendall, tal
corresponde a uma fila de espera M/M/1/n with balking. Filas de
espera com bloqueio possuem muitas aplicagoes porque é frequente
os clientes terem a possibilidade de postergar ou desistir de um dado
tipo de servigo quando, a chegada ao sistema, o nivel de congestiona-
mento do servidor é considerado insatisfatério por parte dos mesmos
clientes. Com origem no trabalho de Haight [4], o estudo de filas com
bloqueio (balking e reversed balking) tem despertado o interesse de
diversos autores (c.f. [1], [2], [5] e [6] e suas referéncias).

A anilise de filas de espera com bloqueio de clientes em periodos de
ocupagao continua, i.e., em periodos continuos de utilizacao efetiva
do servidor, é relevante do ponto de vista do operador e fornece
informacao crucial para a sua gestao. Consideram-se neste estudo
periodos de ocupagao continua iniciados com multiplos clientes no
sistema. Em particular, um i-perfodo de ocupagao continua (i-p.o.c.)
representa um periodo que se inicia com i clientes no sistema, com
um cliente a iniciar servico nesse instante, e termina no instante
subsequente em que o sistema fica vazio.

Este trabalho visa calcular a distribuicao de probabilidade conjunta
do ntimero de clientes servidos e do ntimero de clientes perdidos em
periodos de ocupacao continua. Nesse ambito, na Seccao 2, caracte-
rizamos o sistema e mostramos como combinar as cadeias embebidas
com a uniformizacao por forma a calcular a matriz de probabilidades
de transicao da cadeia embebida nos instantes de chegadas e saidas
de clientes no sistema. Na Secgao 3, tirando partido da estrutura
markoviana de filas de espera M/M/1/n com bloqueio, obtém-se
a funcao geradora de probabilidades e a respetiva distribuicao con-
junta do nimero de clientes servidos e do niimero de clientes perdidos
em periodos de ocupagao continua nestes sistemas. Finalmente na
Seccao 4 ilustramos os resultados obtidos.



Atas do XXIII Congresso da SPE 119

2 Caracterizacao do sistema e do sistema
embebido

As filas de espera M/M/1/n com bloqueio sdo sistemas de capaci-
dade finita, n, as quais os clientes chegam segundo um processo de
Poisson de taxa A\ e s@o servidos a taxa p por um unico servidor.
Os tempos de servigo e os tempos entre chegadas de clientes sao
variaveis aleatdrias independentes com distribuicao exponencial. Se
um cliente encontra a chegada n clientes no sistema, ele é bloque-
ado com probabilidade 1. O que distingue estas filas das M/M/1/n
tradicionais é o facto de a admissdo dos clientes ser modulada pelo
estado do sistema nos instantes de chegada. Especificamente, se a
chegada um cliente encontra i clientes no sistema, ainda que tenha
lugar na fila (i < n), ele decide néo entrar com probabilidade 1 — e;.
Seja Y = (Y(t))teRar o0 processo em tempo continuo onde Y (t) de-
nota o numero de clientes no instante ¢ num sistema M/M/1/n
com bloqueio. Sejam (&,)nen @ sucessao dos instantes de chegada
de clientes, (@, )nen a sucessao dos instantes de saida de clientes e
(Tn)nen a sucessdo dos instantes de chegada ou saida de clientes no
sistema. Dado que as sucessées (§n,41 — En)nen € (Wnt1 — Wn)neN
sdo independentes com &,,41 — &, ~ exp(A) € wp41 — @y ~ exp(p).
Y é um processo regenerativo Markoviano (c.f. [3]) associado a
sequéncia de renovamento (7,)nen, com espago de estados

E ={0,1,...,n} e matriz geradora infinitesimal Q = (¢;;)i jcE,
e, j=i+1ANi#n
—Xeo, j=i=0
1, j=i—1Ai#0
0, jeB\[i—Lii+1}
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Figura 1: Diagrama de transigao do sistema M /M /1/n com bloqueio
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Figura 2: Trajetéria tipica no sistema M /M /1/n com bloqueio.

Nas Figuras 1 e 2 apresentamos, respetivamente, o diagrama de tran-
sigdo do sistema M/M/1/n com bloqueio e uma trajetéria da evo-
lugao do ntimero de clientes no sistema ao longo do tempo.

Como a taxa de saida dos estados é majorada por uma constante
finita, max |¢;| < A+ p < 00, consideramos a cadeia de Markov em
tempo discreto embebida em (Tk)keN, uniformizada a taxa A + u,
Y = (Yi)ren, onde Y}, denota o niimero de clientes no sistema no
intante 7. A matriz de probablhdades de transi¢ao a um passo de
Y, P = (pij)ijcE, ¢ tal que P =1+ onde, para i,j € E,

/H—)\
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R, j=i+1Ai#n
ESE =i
pij = M, j=1i#0 : (1)
v j=i—1Ai#0
0, jeB\{i—1i+1}

3 Probabilidade conjunta de (5;, L;)

Nesta secao derivamos a distribuicao de probabilidade conjunta do
vetor aleatério (S;, L;) onde, para i € E\{0}, S; denota o ndmero
de clientes servidos durante um i-p.o.c. e L; denota o ntimero de
clientes perdidos durante um i-p.o.c.
Para o efeito, calculamos a funcao geradora de probabilidades de
(Si, Lz)

gi(u,v) = BE(uivk) = Z Z uv' P(S; = s,L; = 1) (2)

seNeNy

com |u| < 1 e |v] < 1 donde, por derivagdo, obtemos a respetiva
distribuicao de probabilidade de (S;,L;),

1 9%g;(u,
P(51:S7L1:0):—M , seN
s! du? u=0
€
1 3S+lgi(u U)
P i = 7Lz' = l - S\ 7 7[ .
(5i=s ) sl gwdo’ |, gy (s,)) eNxN

Condicionando no tipo de evento X que ocorre no instante 7, da
primeira transicao apés iniciar um ¢-p.o.c., com

—1, seem T ocorre a saida de um cliente
X =<0, se em T ocorre a chegada de um cliente sem entrada

1, se em T ocorre a chegada de um cliente com entrada
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tem-se,

(1+SnflaLn71)a x=-1

Sn7Ln =z —s
( ) x t{(Sn,lJan), =0

e, para i € E\{0,n},
(1 + Sifl, Lifl), r=-—1
(Siy Li)| x=2 =st § (Si, 14 L;), r=0
(Siy1; Lit1), r=1
Pelo teorema da probabilidade total, para (s,l) € N x Ny,
P(Sp=8,Lp=1)=P(Sp_y =5—1,Lp_1 =)P(X = —1)
£ P(Sy =s,Ly, =1 —1)P(X = 0)
e, para i € E\{0,n},
P(S; =5, Li = 1) = 1{(i,s.)=1,1,0 P(X = —1)
+ 1{i>1}P(Si_1 =S5 — 1, Li—l = Z)P(X = —1)
4+ P(S;=s,Li =1 —1)P(X = 0)
+ P(SiJrl = S7L1'+1 = l)P(X = 1)

com 1y, a denotar a fungao indicadora da condigao z. Atendendo
a (1) e (2) obtém-se:

A
gn(u,w) = /\i Mgnq(uw) + )\Z—Ngn(u?v)
(6]
u o1 —¢; Ae;
ai(0) = 2 s () + = ) + 2 g ().
Assim,
gn(u7v) = Hngn—l(u7v)a com 911 = L (3)

A+t p—uA
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e, para i € E\{0,n},

_ — up _
gz(uvv) */\ ¥+ - 1})\(1 — ei) gz—l(uav)
/\61'

+ A+ pu—vA(1—¢;) Jitt

(u,v). (4)

Procedendo de modo recursivo parat =n—1,n—2,...,1, escrevemos
a fungdo geradora de probabilidades de (S;, L;) em funcdo da fungao
geradora de probabilidades de (S;—1, Li—1),

gi (u,v) = 01 gi—1 (u,v)

com

0; = o
T /\+/,L—U)\(1—€i)—)\€iei+1.

Finalizamos esta seccao apresentando, na Figura 3, um procedi-
mento recursivo para obter a funcao geradora de probabilidades de
(Si, L;) em sistemas M/M/1/n com bloqueio, usando o facto de

go(u,w) = 1.

4 Tlustracao numérica

Para efeitos de ilustragiao numérica, consideramos sistemas M /M /1/n
com taxa de servigo unitdria (1 = 1) e trés politicas de bloqueio de
clientes:

e 0s clientes sao bloqueados apenas quando o sistema esté cheio,

{1 i€ E\{n}

1
e():(eo,el,...,en) com e; = 0 i—n

que representa o bloqueio usual das filas M/M/1/n;
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Figura 3: Algoritmo para calcular a funcao geradora de probabili-
dades de (S;, L;) em sistemas M/M/1/n com bloqueio.

Input: n, \, p, e =(eg, €1, ..., €n—1, 1)
up
97 b = 7
(.v) A4 — oA
Fori=n—-1:-1:1
0;(u,w) = un

n A + Hm— ’U)\(l — ei) — )\67;_19,'+1(u,1)) ;
End for
g1 (U,’U) = 01 (U,U);
Fori=2:n
gi(“ﬂ“) = ei(uvv) gifl(/uﬂv);
End for
Output: (g;(u,v))i=12,...n

e um bloqueio de clientes que aumenta com o tamanho da fila,

1 .
— 1€F
6(2) = (60’61, A ,en) com €; = {1+2 Z \{n}
0 =N

situacao tradicional quando os clientes tém pressa de ser aten-

didos;

e um bloqueio reverso que previligia a entrada de clientes quando
o sistema estd mais ocupado,

1 .
—— 1€ FE\{n
e3) = (€0,€1,- - ,n) cOm e; = ¢ "FI=E© \{n}
0 i=n
situagao que pode ocorrer, por exemplo, na restauragao ou em
investimentos na bolsa.
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As Tabelas 1 e 2 apresentam a fun¢do de probabilidade conjunta do

ntmero de clientes servidos e do ntimero de clientes perdidos num

periodo de ocupacao continua que inicia com um cliente no sistema
(e . 11 1

em filas M/M/1/7 com politica de bloqueio e(®) = (3, 3,--55:.0) e

taxas de chegada A = 0.5 e A = 1.1, respetivamente.

0.6667 0.1481 0.0329 0.0073 0.0016 0.0004 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
0.0494 0.0343 0.0159 0.0061 0.0021 0.0007 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000
0.0064 0.0076 0.0054 0.0030 0.0014 0.0006 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000
0.0010 0.0016 0.0015 0.0011 0.0007 0.0004 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000
0.0001 0.0003 0.0004 0.0004 0.0003 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000
0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Tabela 1: Probabilidade conjunta do nimero de clientes servidos e do
numero de clientes perdidos num 1-p.o.c., no sistema M /M /1/7 com
taxa de servico u = 1 e taxa de chegadas A = 0.50, P(S; = s,L1 =1)
paras=20,1,...,9el=0,1,...,10.

No sistema com baixa intensidade de trafego (Tabela 1), a taxa de
entradas é bem menor do que a taxa de servigo pelo que a fila tem
pouca tendéncia a encher e a ter valores elevados de perdas. Conse-
quentemente a massa de probabilidade conjunta concentra-se nos va-
lores mais baixos do numero de clientes servidos e do nimero de cli-
entes perdidos. Note-se que, neste caso, P(S; < 3,L; < 3) = 0.9831.
Em contraste, no sistema com taxa de utilizacdo mais elevada (Ta-
bela 2), com mais tendéncia para encher e consequentemente para
ocorrerem mais bloqueios, P(S; < 3,L; < 3) = 0.8933 dado que
a massa de probabilidade conjunta ainda apresenta probabilidades
positivas para valores mais elevados do niimero de clientes servidos
e do ntmero de clientes perdidos.

A Figura 4 ilustra a sensibilidade da distribui¢ao conjunta acumu-
lada de (S, L1) no ponto (3,3) de filas M/M/1/10 em funcao da
taxa de utilizagao (p = \), para trés diferentes politicas de bloqueio,
e® = (1,1,...,1,0),e@ = (3, L. L 0)ee® = (&,&,...,10).

293" v 110 11°10° EEER)
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0.4762 0.1663 0.0581 0.0203 0.0071 0.0025 0.0009 0.0003 0.0001 0.0000
0.0396 0.0432 0.0315 0.0191 0.0104 0.0053 0.0026 0.0012 0.0006 0.0003
0.0058 0.0107 0.0120 0.0105 0.0078 0.0053 0.0033 0.0019 0.0011 0.0006
0.0010 0.0025 0.0039 0.0044 0.0042 0.0035 0.0027 0.0019 0.0013 0.0008
0.0002 0.0006 0.0011 0.0016 0.0018 0.0018 0.0016 0.0014 0.0010 0.0008
0.0000 0.0001 0.0003 0.0005 0.0007 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0006
0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001

Tabela 2: Probabilidade conjunta do nimero de clientes servidos e do
nimero de clientes perdidos num 1-p.o.c., no sistema M /M /1/7 com
taxa de servigo ;1 = 1 e taxa de chegadas A = 1.10, P(S1 = s,L1 =1)
paras=20,1,...,9e¢l=0,1,...,10.

o
©
:

\

e® = (1/2,1/3,1/4,...,1/11,0)
—e® = (1/11,1/10,1/9,...,1/2,0)

P(S,<3.L,<3)
o
o

0.4f 1
e®=(1,1,1,.1,0)
0.2 L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

taxa de utilizagao (p=A/1)

Figura 4: Probabilidade conjunta acumulada do ntimero de clientes
servidos e do ntimero de clientes perdidos num 1-p.o.c., no sistema
M/M/1/10 com taxa de servigo unitdria, P(S; < 3,L; < 3), em
fungao da taxa de utilizagao.

Como esperado, para qualquer uma das politicas de bloqueio, a me-
dida que a taxa de utilizagao aumenta, diminuiu o valor da fungao de
distribuicao conjunta no ponto considerado. Esta diminuicao é mais
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acentuada nas filas M/M/1/10 com bloqueio tradicional em que os
clientes entram no sistema enquanto ha lugares disponiveis. Em
contraste, entre os sistemas M/M/1/10 que permitem desisténcias
quando h& ainda lugares disponiveis na fila, os sistemas com blo-
queio reverso sao os que apresentam maior probabilidade conjunta
nesse ponto.
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Resumo: Este trabalho considera a generalizacao do estimador de
Hill, baseado na média de Lehmer, introduzido em [2, 3] e poste-
riormente estudado em [20]. Removemos a componente dominante
de viés assintotico deste estimador e apresentamos algumas das suas
propriedades assintéticas sob a validade duma condi¢ao de varia-
¢ao regular de terceira ordem. As propriedade para amostras de
pequena dimensao sao obtidas através do método de simulagao de
Monte-Carlo.

1 Introducao

Seja { X, tnen uma sucessao de varidveis aleatérias (v.a.’s) inde-
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) de um modelo F'.
Admita-se que F pertence ao dominio de atracao para méaximos de
uma funcao de distribuicao G, tal que, G¢(z) = exp{—(1 +§x);1/£},
¢ € R, x4 = max(z,0), ou seja, que F' € D(G¢) com £ > 0. A funcao
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G é a distribuigao de valores extremos e o parametro de forma, £, é
usualmente conhecido por indice de valores extremos (EVI, do inglés
extreme value index), sendo o parametro que se pretende estimar.
Este parametro estd diretamente ligado ao peso da cauda do modelo
F, isto é, quanto maior for o valor de &, mais pesada a cauda 1 — F.
Esta distribuicao G representa de modo unificado as trés possiveis
distribuigdes limite max-estdveis: Weibull (£ < 0), Gumbel (£ = 0)
ou Fréchet (£ > 0). Se £ > 0,

FeD(Ge) <= 1-FeRV_<+=UcRV, (1)

onde U representa a funcao quantil definida por U(t) = F* (1—1/t),
t > 1, com F*(t) = inf{z : F(x) > t} a inversa generalizada de F'
e RV, a classe das funcoes de variagao regular em infinito de indice
a, isto é, a classe das fungbes mensuraveis positivas f(.) tais que
F(t)/1(8) = a°, Ve >0, ([10]).

Na secgao 2 apresentamos alguns estimadores cldssicos e de viés re-
duzido do indice de valores extremos positivo. As distribuicoes as-
sintoticas dos mesmos sao obtidas com uma condi¢ao de segunda e
de terceira ordem. Seguidamente, na mesma seccao, fazemos a com-
paracdo, em niveis 6timos, entre os estimadores de viés reduzido.A
seccao 3 destina-se a um estudo de simulacao de Monte Carlo para
obter o comportamento dos estimadores, em estudo, para amostras
dos modelos Fréchet e Burr.

2 Estimacao do indice de valores extre-
mos

Nos modelos de cauda pesada, £ > 0, o estimador de Hill [18],

k
k) =2 X iprn — I Xp_pn), k=1,2,...,n—1, (2)
i=1

| =

é um dos primeiros e mais conhecidos estimador do indice de variagao
regular. Este estimador é consistente caso F' € D(G¢) com & > 0



Atas do XXIII Congresso da SPE 131

e k represente uma sequéncia intermédia, isto é, uma sequéncia de
valores inteiros (1 < k < n — 1) verificando

k=k,—o00 e k/n—0, n— oco. (3)

A condigao relativa a velocidade de convergéncia de U (tx)/U(t) para
i3
X )
InU(tr) —InU(t) —{lnxe  2f -1

tlg)élo A = P Vo >0 (4)

onde p < 0 é um parametro de forma de segunda ordem que mede
a velocidade de convergéncia, é necessaria para obter a distribuicao
limite do estimador éH (k). Neste trabalho, considera-se que F' per-
tence & vasta classe de modelos de Hall [17] para a qual é vilida a
parametrizagdo A(t) = £BtP com [ # 0 parametro de “escala” de
segunda ordem e p < 0.

Assumindo as condigoes (3) e (4), o estimador de Hill possui a se-
guinte representacao assintética em distribuigao

VEET (k) —€) £ €2, +

W(l Tl (5)

1—

onde Zj = Ele(Ez — 1)/Vk ¢é assintoticamente normal padrao
e B, i = 1,2,...,k é uma sucessao de v.a.’s exponenciais unita-
rias independentes. Este estimador exibe usualmente um viés as-
sintético acentuado quando k, o nimero de estatisticas ordinais
de topo envolvidas na estimacao, aumenta. A dificuldade na es-
colha do nivel 6timo, nivel que minimize o erro quadratico mé-
dio, levou muitos autores a considerarem outros estimadores do
EVI. Essa dificuldade foi ultrapassada com a introdugdo de esti-
madores MVRB (do inglés “minimum variance reduced bias”). Nes-
tes estimadores o termo dominante do viés do estimador de Hill,
An/k)/(1 —p) =£B(n/k)?/(1—p), é estimado e removido de modo
adequado sem alterar o valor da sua variancia assintética. O estima-
dor Corrected Hill, denotado CH, é o mais simples estimador MVRB
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e foi introduzido em [5]. Este estimador é dado por:

Agg(k):gH(k)@_fﬁ(Z)ﬁ), k=1,2,....n—1. (6)

Apesar do referido estimador CH resultar da reducao do termo do-
minante do viés assintético do estimador de Hill, este estimador é
geralmente enviesado para valores de k mais elevados (ver, por exem-
plo, a aplicagao a dados reais em [15]). O viés é usualmente positivo.
Penalva et al., [20] estudaram a seguinte generalizagido do estimador
de Hill, baseada na média de Lehmer,

(@)
o My,
€2 () = Lalh) = — i 005, g
aMy* (k)
onde
1 k
M) (k) = = Z X, =Xy n), k=1,2,...,n—1. (8)

A classe de estimadores em (7) coincide com o estimador de Hill
para a = 1. Nesta generalizagao, o termo dominante do viés é de
ordem A(n/k).

Como o estimador baseado na média de Lehmer, L, (k), é enviesado
para qualquer a, Penalva et al., [20] consideraram a reducgdo direta
da componente dominante do viés através dos seguintes estimadores
de viés reduzido (RB) de Lehmer,

(k) = LEB(k) := Lo (k) (1 — Mi) , a>0.5. (9)

ALRB

5(1

Escolhendo o = 1, obtemos o estimador Corrected Hill em (6).

Os estimadores habitualmente usados para estimar p e 5 sao aqueles
que foram introduzidos em [8] e [12], respetivamente. Podemos en-
contrar algoritmos para a estimacao de (p, §) em [13], entre outros.
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Primeiramente, vamos estudar o estimador de Lehmer, introduzido
em (9) e neste estudo vamos considerar os pardmetros de segunda
ordem desconhecidos e conhecidos, isto é,

(k) = LEB (k) := Lo (k) (1 - é(”/];)):) , a>05 (10)

No que se segue, considera-se as seguintes notagoes:

~1 RB*
LQ

§

ALRB

ECM(k) = €51 (K), o  E=T(k)=E5 (k). (11)

2.1 Propriedades assintéticas

Vamos, nesta seccao, obter as propriedades assintdticas dos estima-
dores H, CH, L, LE® ¢ LEB" em (2), (6), (7), (9) e (10), respetiva-
mente. Sob a validade da condi¢ao de segunda ordem em (4) e de k

intermédio em (3), tal que Aa i+> VEkA(n/k) finito, garantimos a
n—-+oo

normalidade assintética dos referidos estimadores H, CH, L, LSB e
LB Ou seja,

lim Vi (€2(k) =€) £ NOaba, 02) (12)

n—-+oo

onde N(u, 0?) representa a normal padrio de média p e varidncia

o2. Portanto, o viés e a varidncia dos estimadores cldssicos sao os

seguintes:

bH - lipa bLa - (1—1/7)"" bLgB* = 07 (13)
2 —
ch=€ o, = = ol (14)

O termo dominante de viés dos estimadores de viés reduzido, CH
e LSB é nulo, ou seja, boyg = bLfB = 0, se os parametros p e
forem consistentemente estimados por p e B, respetivamente, com
p—p=o0p(1/Inn). J& a varidncia dos referidos estimadores de viés
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reduzido é igual as variancias dos seus respetivos estimadores classi-
R 2 _ 2

cos, isto €, ooy = 03 € Oprs = 0L,

Para obter mais informacao sobre o viés do estimador em estudo,

vamos impor a validade da seguinte condicao de terceira ordem:

existe uma fungdo B(t) que mede a velocidade de convergéncia de

(4) tal que, para todo o = > 0,

InU(tz)—InU(t)—€Inx zP—1
- x2r —1

: A(t) P
1 = 15
Jim B o (15)

onde B < 0 é um parametro de terceira ordem e |B(t)| € RV,.
Vamos ainda assumir que A(t) = {5t?, B(t) = f't?, com 3, ' # 0,
e p < 0. Consideremos a notagao ¢ = 3'/p.

A distribuiciio assintética do estimador ¥~ (k), definido em (11),
é enunciada num contexto de terceira ordem na seguinte proposigao.

Proposicao 2.1 Consideremos que sdo vdlidas as condi¢des (3) e
(15) e que conhecemos os valores dos pardmetros de sequnda ordem
p e 3. Entao,

VEE(R) =& -5 N0, 02)+beVEA(n k) +caVEA®(n/k)Y1+0,(1))

n——+oo

onde podemos designar  como H, L, ou ijB*, be € 02 estio repre-
sentados em (12) e (14) e, co ¢ dado por:

— 1 _ 1 (¢pF+1=2 1—p(1—p)>~*
CH = g2 cr. = g (S — o), (16)
_ 1 Cp+1-—2 1—p(1—p)~
e = & (B — TR {an

Proposicao 2.2 Nas condigoes da Proposicao 2.1, consideremos
estimadores consistentes (8,p) dos parametros (8,p) ambos calcu-
lados num nivel k1 tal que k = o(k1) e, assumimos (p — p)In(n) =
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0p(1). Se (B—B)/B L ~(p— p)In(n/ky), entdo

y _ Aln/k)
N (T

Consequentemente, éLsB(k) € consistente se (p—p) In(k/k1) = 0p(1/A(n/k))
e possui a distribui¢do normal assintdtica se (p — p)In(k/k1) =

0p(1/VEA(n/k))

g

")

(p—p)In(k1/k).

Dem.: Através da parameterizagdo A(n/k) = £8(n/k)? e da expan-
sao em série de Taylor,

B by

(-7

_B/RY AR

- ( _ p)oz + 5(1 _p)a (ﬂ(kl) 6)(1 + p(l))
(/R I/ ) s (0) = )1+ (1)

-~
e usando a aproximacao gT(k) = 1, obtemos o resultado pretendido.
Ou seja,

SLRB _ {La _ B(n/k)ﬁ
g (k) - E (k) <1 (1 _ ﬁ)a)

A(n/k)
(1—p)>

Il

~1 RB*
gha

(k) = (p = p)In(k1/k)

2.2 Comparagao assintética em niveis 6timos

Nesta subsecg¢ao, vamos comparar assintoticamente o estimador LEB
com o estimador CH, nos respetivos niveis étimos. A comparagao
serd feita de modo similar & comparacdo em [7] para estimadores
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cldssicos e em [6] para estimadores de viés reduzido. Aqui conside-
ramos modelos de cauda pesada que verificam (15), com p = p’ < 0,
A(t) = £Bt° e B(t) = B'tr = CA(t)/€, com ¢ = /3. Estas condi-
¢oes sao verificadas por vérios modelos de cauda pesada ([6]). Nesta
subsec¢ao vamos usar os seguintes modelos:

e Fréchet, com funcao de distribuicdo F(x) = exp(—z~ /%), z >
0,>0 (pf)=p=-1,8=05ep =5/6);

e Burr com funcao de distribuicio F(z) = 1 — (1 + z=#/&)1/e,
£20,6>0, p<0 (f=p<0ef=p =1)

Vamos denotar por é *(k) um qualquer dos dois estimadores MVRB
m (11). Entao temos

E k)L e+ 227 + 1. A2 (n/k)(1 + 0, (1)), (18)

Vi

onde Zj, é a sucessdo de varidveis aleatérias introduzida em (5). A
variancia e o viés assintético do estimador £°(k) sdo dados por o2 /k
e be A%(n/k), respetivamente. O erro quadratico médio assintético
(AMSE) ¢ entdo dado por AMSE[¢® (k)] = 02 /k + b2 A*(n/k). Con-
siderando dois estimadores €M (k) e £2)(k) para os quais é vélida
a representacao em (18), calculados nos respetivos niveis éptimos,
k((f) = argmkinAMSE[f(j)(k)], e a notagao fé]) = é(j)(kéj)), ji=12.
A eficiencia relativa assintética, ARE (do inglés “Asymptotic Re-
lative Efficiency”), de fél) relativamente a ééQ) é obtida através do

seguinte indicador ([6]):
. -
9 —4p 1—4p
01 ’

Quanto maior for o valor de AREj3, melhor é o estimador éél).

: 2 _¢2 2 _ ¢g2T(2a-1) _
Para os estimadores em estudo, o&; = ¢ 1OprB = 13 2 (a) ,bog =

ba

ARE1|2 - AREéél)|é(()2) == E
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_<¢ o _1 _ 1 (1=2p+7p p(1—p)*—1
w2 a7 © L = e ((172,0)0‘ + T
mente,

) . Consequente-

r? T2 ¢p(1=p)? (1-2p) 1= p(1=p) 2~ (1-2)"
AREpreicp = {(F(zo(ca)n) LGS i e e e
Fizemos a escolha do « a partir de observagoes do grafico dos refe-
ridos modelos, Fréchet e Burr, que apresentaram maior estabilidade
junto ao valor do £ = 0.5. Neste sentido, os valores de @ = 1.1 e
a = 1.2 foram os escolhidos como referéncia no cédlculo da eficiéncia
assintética.
Para o modelo Fréchet, os valores da eficiéncia relativa assintotica
do estimador de Lehmer relativamente ao estimador CH sao de 0.99
para o = 1.1 e de 1.1 para a = 1.2. Isso significa que, para este mo-
delo, o estimador éLg (k) é assintoticamente mais eficiente do que o
estimador €2 (k), no respetivo nivel 6timo, para a = 1.2.
Relativamente ao modelo Burr, com p = —0.75 e p = —1, o valor
do indicador ARFEyrs|cy é sempre superior a 1 tanto para o = 1.1

como para « = 1.2. Portanto, para este modelo, o estimador éLgB (k)
é assintoticamente mais eficiente do que o estimador €9 (k), no res-
petivo nivel 6timo.

3 Estudo de Simulacao

3.1 Metodologia e resultados

Apresenta-se, nesta seccdo, um estudo de simulacao para analisar o
comportamento de £H, ECH o EALgB apresentados em (2), (6) e (9) res-
petivamente. Nesse estudo, foram geradas 1000 amostras de dimen-
sao n, para diferentes valores de n, dos modelos Fréchet com £ = 0.5
e Burr com £ = 0.5 e p = —1e —0.75. Para cada amostra de di-
mensao n, foram calculadas as estimativas £ (k), k =1,2,...,n—1,
i=1,2,...,1000, que permitiram obter estimativas do valor médio

1
‘ } 1—4p
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(E) e da raiz quadrada do erro quadrético médio (RMSE) dados por

1000 2 1000 , 2
& (k) _ (& (k) — §)?
Z 1000 - (19)

i=1 =

As Figuras 1, 2 e 3 representam os valores simulados de E[€*(k)] e
RMSE[¢*(k)] em (19), para amostras de dimensao n = 1000 dos
modelos em estudo. Com base nos valores dados por (19), determi-

namos kg = arg min, RMSE[£*(k))] com o qual obtivemos
El§) = Bl (k)] e RMSE[E) = RMSEE (k). (20)

Na Tabela 1 foram apresentados os valores dos indicadores dados em
(20), para vérias dimensoes de amostras e os modelos e valores de
parametros usados nas figuras.

3.2 Conclusoes

Analisando os graficos, em todas as dimensées de amostras conside-
radas, nos modelos Fréchet e Burr, constata-se que hé uma ligeira
melhoria dos valores médios de L®® comparativamente com os va-
lores médios de CH para a = 1.1 e a = 1.2, no nivel 6timo. Para
esses valores de «, o estimador de Lehmer tende a ser mais estavel
em torno do £ = 0.5 considerado.

Quanto as tabelas, observa-se que para os modelos em estudo, nas
dimensoes de amostras consideradas, os valores médios simulados
dos estimadores CH e LBB, no nivel 6timo, estao mais préximas do
verdadeiro valor de £ do que os valores médios simulados do estima-
dor de Hill no seu nivel étimo. No entanto, para os modelos Fréchet
com ¢ = 0.5 e Burr com (&, p) = (0.5, — 1), em todas as dimensdes
de amostras consideradas, os valores médios simulados do estimador
LSB, no nivel 6timo, s&o os que se encontram mais préximos do ver-
dadeiro valor de £&. O mesmo nao acontece para o modelo Burr com
(&, p) = (0.5, —0.75) onde o estimador CH apresenta o melhor valor
médio simulado.
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Figura 1: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimensao n = 5000 do modelo Fréchet com & = 0.5.
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Figura 2: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimenséo n = 5000 do modelo Burr com (&, p) = (0.5,—0.75).
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Figura 3: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimensao n = 5000 do modelo Burr com (&, p) = (0.5, — 1).
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Tabela 1: Estimativas do valor esperado, no nivel 6timo, ggs esti-
madores do indice de valores extremos, £ (k), (9 (k) e ¢ha ().

Fréchet £ =0.5 (p= -1, 3=0.5)

n 100 200 500 1000 2000 5000 10000

3 0.5601 0.5377  0.5314  0.5268  0.5209  0.5139  0.5120

o 0.4907  0.4955  0.4962  0.4999  0.5003  0.5005  0.4991

fo,?o,s) 0.4837  0.4855  0.4947  0.4995  0.4994  0.4992  0.4976
écl;,f(fi) 0.4957 0.4981 0.4963 0.5002 0.5007 0.5004 0.4981
fg’l%ig) 0.4974 0.4999 0.4974 0.5001 0.5010 0.5005 0.4991
é(l;y‘rgfi@ 0.5075 0.5064  0.5049  0.5025  0.5019  0.5017  0.5007

Burr £ = 0.5, p = —0.75 (8 = 0.5)

3 0.6052  0.5765  0.5467  0.5427  0.5368  0.5259  0.5220

o 0.5383  0.5309  0.5202  0.5204  0.5153  0.5139  0.5100

&0 0.5409  0.5324  0.5207  0.5199  0.5155  0.5141  0.5100

§0 ¢ 0.5368 0.5302 0.5200 0.5202 0.5151 0.5114 0.5100

§o ¢ 0.5356 0.5295 0.5211 0.5201 0.5154 0.5111 0.5090

&0 0.5396  0.5318  0.5224  0.5197  0.5150  0.5125  0.5090

Burr £ = 0.5, p=—1 (8=0.5)

3 0.5702  0.5427  0.5415  0.5273  0.5250  0.5189  0.5130

o 0.5060  0.4997  0.4860 0.4806  0.4982  0.5000  0.5000

§o%0. 0.5043  0.4982  0.4839  0.4785  0.4952  0.4991  0.5000

1% 0.5064 0.5004 0.4904 0.4859 0.4992 0.5000 0.5000

§o 0.5067 0.5035 0.4928 0.4883 0.4971 0.5000 0.5000

&0 0.5108  0.5095  0.5042  0.4978  0.4991 0.5000  0.5000
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Tabela 2: Estimativas da raiz quadrada do erro quadrético médio, no
nivel 6timo, dos estimadores do indice de valores extremos, £7(k),

M (k) e €= (k).

Fréchet £ =0.5 (p= -1, 3 =0.5)

n 100 200 500 1000 2000 5000 10000

& 0.1040 0.0812 0.0595 0.0464 0.0368 0.0263 0.0210

o 0.0888 0.0692 0.0526 0.0388 0.0285 0.0186 0.0132

fo,?o.s) 0.0942 0.0732 0.0544 0.0400 0.0296 0.0191 0.0138
é;f(:i) 0.0872 0.0678 0.0524 0.0388 0.0283 0.0185 0.0131
f;“}%ig) 0.0861 0.0668 0.0520 0.0389 0.0284 0.0185 0.0131
ég%%@ 0.0854 0.0661 0.0511 0.0389 0.0290 0.0188 0.0131

Burr £ = 0.5, p = —0.75 (8 = 0.5)

& 0.1671 0.1292 0.0937 0.0745 0.0604 0.0451 0.0360

o 0.1021 0.0748 0.0515 0.0380 0.0281 0.0213 0.0160

fo,('(yo,s) 0.1092 0.0796 0.0537 0.0397 0.0291 0.0220 0.0170
é;f(:i) 0.1005 0.0737 0.0513 0.0378 0.0281 0.0212 0.0160
fg}%ig) 0.0910 0.0732 0.0512 0.0378 0.0282 0.0212 0.0160
ég%%@ 0.1001  0.0733 0.0525 0.0389 0.0294 0.0217 0.0170

Burr £ = 0.5, p=—1 (8=0.5)

a 0.1312 0.1032 0.0743 0.0573 0.0440 0.0330 0.0261

o 0.0900 0.0725 0.0550 0.0429 0.0280 0.0110 0.0070

&0 0.0955 0.0769 0.0584 0.0453 0.0310 0.0120 0.0070

1% 0.0886 0.0711 0.0539 0.0418 0.0270 0.0110 0.0070

£t 0.0877 0.0701 0.0527 0.0415 0.0260 0.0110 0.0070

&0 0.0872 0.0684 0.0502 0.0373 0.0240 0.0110 0.0080
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Relativamente ao RMSE, no nivel 6timo, o estimador LSB apresenta
o menor valor, comparativamente com o RMSE dos estimadores de
Hill e CH nos modelos Fréchet com & = 0.5 e Burr com (&, p) =
(0.5, —1). A excecao é o modelo Burr com (&, p) = (0.5, — 0.75).
Para detalhes adicionais sobre este tipo de estimadores de Lehmer,
veja-se [19].
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Resumo: Na modelacao de acontecimentos multiplos, uma abor-
dagem muita utilizada consiste em desenvolver extensoes do modelo
semiparamétrico de Cox. Contudo, quando se considera que o co-
nhecimento da distribuicao do tempo é importante para o estudo,
a abordagem paramétrica revela-se mais adequada. Neste trabalho,
sao apresentados dois novos modelos paramétricos baseados na dis-
tribuicdo de Weibull (modelos WNE e WE), como alternativas a
duas das extensoes do modelo de Cox para acontecimentos recorren-
tes (modelos AG e PWP). De forma a ilustrar as diferencas entre
estas duas abordagens, é considerado um exemplo de aplicacao com
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dados simulados. Os resultados obtidos com os modelos propostos
permitem acrescentar mais duas op¢oes ao leque de escolhas de mo-
delos para acontecimentos recorrentes.

1 Introducao

Em estudos de longa duracao é cada vez mais frequente observar a
ocorréncia de varios acontecimentos para o mesmo individuo. Situa-
¢oes deste tipo surgem, por exemplo, nas ciéncias da saide, quando
se pretende analisar o tempo até sucessivas recaidas de uma do-
enga; e nas ciéncias econdmicas, onde interessa avaliar as razoes que
levam a observacao de insolvéncias de instituicoes bancédrias num
determinado pafs. Assim, tem-se verificado um crescente empenho
em desenvolver metodologia estatistica capaz de dar resposta a estes
cendrios complexos.

Na literatura, existem varias abordagens para modelar o tempo até
a ocorréncia de acontecimentos miltiplos [5]. Aquela que mais tem
sido aplicada, dada a sua versatilidade, consiste em adaptar o mo-
delo semiparamétrico de Cox [2] a esta situagdo. De facto, nas ulti-
mas quatro décadas tém sido propostas varias extensoes deste mo-
delo que visam ter em conta diversos aspetos relevantes num estudo
desta natureza [3, 16], nomeadamente: acontecimentos do mesmo
tipo (designados por acontecimentos recorrentes) ou de tipos dife-
rentes; acontecimentos instantaneos ou duradouros; acontecimentos
com riscos de ocorréncia distintos; acontecimentos com uma estru-
tura de ordenacao; e acontecimentos com uma estrutura de depen-
déncia.

Uma outra abordagem, ainda pouco trabalhada no contexto dos
acontecimentos muiltiplos, consiste na modelagao totalmente para-
métrica dos tempos até a ocorréncia dos acontecimentos. Note-se
que, nos modelos que sao extensoes do modelo de Cox, a funcao
de risco subjacente nao é especificada, o que pode constituir uma
limitacao. Com efeito, em certas circunstancias, a estimagao desta
funcao é extremamente importante, em particular na area da satide,



Atas do XXIII Congresso da SPE 147

pois permite estudar a evolugao de uma doenga ao longo do tempo.
Deste modo, os modelos paramétricos tém a vantagem de permitir
a estimacao da funcao de risco subjacente.

O principal propésito deste trabalho é dar a conhecer dois tipos de
abordagem para a modelagao de acontecimentos recorrentes: semi-
paramétrica versus paramétrica. Para tal, comecga-se por referir a
abordagem semiparamétrica, onde serao consideradas duas exten-
soes do modelo de Cox e, em seguida, a abordagem paramétrica,
onde serao apresentados dois novos modelos baseados na distribui-
¢ao de Weibull. Por tultimo, serd apresentado um exemplo de apli-
cagao com dados simulados de forma a ilustrar as diferencas entre
estas abordagens.

2 DMetodologia

Os modelos de riscos proporcionais constituem uma classe de mode-
los de regressao bem conhecida em Analise de Sobrevivéncia. Este
tipo de modelos é caracterizado pela proporcionalidade entre as fun-
¢oes de risco respeitantes a individuos com diferentes valores das
covaridveis. De facto, considerando T uma varidvel aleatéria (v.a.)
continua e z = (21,. .., %,) um vetor de covaridveis associado a um
determinado individuo, o modelo de riscos proporcionais formulado
com base na fungao de risco é usualmente escrito na forma

h(t;z) = ho(t) exp(B'z),  t>0, (1)

em que B = (B1,...,8p) é o vetor de parametros de regressdo que
representa o efeito (desconhecido) das p covaridveis, e hg(t) denota
uma fungao nao negativa, designada por fungao de risco subjacente.
Quando nao se especifica uma forma particular para esta fungao, isto
é, quando hg(t) é uma funcao arbitraria, obtém-se o modelo semipa-
ramétrico proposto por Sir David Cox [2]. Por outro lado, quando
se admite que o tempo de vida segue uma determinada distribuicao,
o modelo resultante é totalmente paramétrico.
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Antes de proceder a formulacao dos modelos que serdo considerados
neste trabalho, interessa introduzir alguma notacao adicional. Seja
n o nimero de individuos em estudo, em que para cada um pode ser
observado um méximo de K acontecimentos, e X;; = min{T}, Cix}
o tempo em observagao do individuo ¢ (i = 1,...,n) correspondente
ao acontecimento k (k = 1,...,K), onde Tj; e Cj; representam o
seu verdadeiro tempo e o seu tempo de censura, respetivamente. A
variavel indicatriz que caracteriza o estado do i-ésimo individuo em
relag@o ao acontecimento k é definida por 6, = I(T;r < Cix), a qual
toma o valor um quando o acontecimento k é observado e zero caso
contrdrio. Por fim, denote-se por 2, (t) = (zix1(t), - - ., 2zikp(t)) 0 ve-
tor de p covaridveis (possivelmente dependentes do tempo) associado
ao i-ésimo individuo referente ao acontecimento k.

2.1 Extensoes do modelo semiparamétrico de Cox

O modelo de Cox é apropriado para analisar o tempo decorrido desde
um instante inicial, bem definido, até a observagao de um unico
acontecimento de interesse. Porém, no contexto dos acontecimentos
miultiplos, o facto de se poder registar mais do que um tempo para
cada individuo inviabiliza a aplicagao direta deste modelo. Por essa
razao, tém sido propostas véarias extensoes do modelo de Cox para
analisar acontecimentos multiplos e, em particular, acontecimentos
de um tnico tipo que se repetem ao longo do tempo [16]. Este traba-
lho focar-se-a nesta segunda situacao, sendo que duas das extensoes
do modelo de Cox que mais tém sido aplicadas para analisar aconte-
cimentos recorrentes foram propostas por Andersen e Gill (AG) [1]
e Prentice, Williams e Peterson (PWP) [11].

No que concerne & formulagdo dos modelos AG ¢ PWP, para o
i-ésimo individuo em estudo, as respetivas fungoes de risco sao dadas
por

h(t; zik(t)) = ho(t) exp (B'zik(t)), t>0, (2)

h(t; zi(t)) = hok(t) exp (B zik(t)), t>0, (3)
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onde hg(t) > 0 representa a fungdo de risco subjacente comum a
todos os acontecimentos, hox(t) > 0 é a funcado de risco subjacente
especifica do acontecimento k e 8 = (B1,...,08p) é o vetor de pa-
rametros de regressao. Note-se que estas extensoes sao na verdade
modelos semiparamétricos pois a forma da funcao de risco subja-
cente nao ¢é especificada.

Em termos gerais, o modelo AG (2) foi proposto para o caso em que
os acontecimentos ocorrem de forma ordenada e apresentam igual
risco de ocorrerem, pelo que se considera uma fungao de risco subja-
cente comum a todos os acontecimentos. Neste modelo, considera-se
que todos os individuos em estudo contribuem para o conjunto de
risco de qualquer acontecimento, seja qual for o niimero de aconte-
cimentos observados para cada individuo. Deste modo, diz-se que o
conjunto de risco é nao restritivo.

O modelo PWP (3) também surgiu para analisar acontecimentos
ordenados, mas pressupoe que o risco de ocorréncia de um aconte-
cimento é afetado pela ocorréncia do acontecimento que o antecede.
Consequentemente, é necessario estratificar os individuos segundo a
ordem pela qual os acontecimentos ocorrem. Assim, se for possi-
vel observar k acontecimentos, existirao k estratos ordenados, sendo
que a cada um deles estard associada a funcao de risco subjacente
hox(t), k =1,..., K. Note-se que neste modelo tanto pode ser obtida
uma estimativa global dos parametros de regressao 8 = (51,..., )’
(alternativa que adotamos de modo a poder ser comparada com a
obtida pelo modelo AG), como as estimativas especificas associa-
das a cada acontecimento k, Bx = (Bk1,...,0kp). Relativamente
ao conjunto de individuos em risco, considera-se que estao em risco
para o k-ésimo acontecimento, apenas os individuos aos quais ja foi
observado o acontecimento k — 1, o que se traduz num conjunto de
risco restritivo.

Em ambos os modelos, a construcao do intervalo de risco é feita
através dos processos de contagem (counting process), em que a es-
cala utilizada se refere ao tempo desde o inicio do estudo, mas onde
os tempos até a ocorréncia de cada acontecimento tém como ins-
tante inicial o instante em que o acontecimento anterior é observado
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(acontecimentos instantédneos) ou em que o acontecimento anterior
termina (acontecimentos duradouros). Importa salientar que o mo-
delo PWP permite ainda que o intervalo de risco possa ser formulado
segundo o tempo por intervalos (gap time), onde a escala de tempo
diz respeito ao tempo desde o ultimo acontecimento, sendo que neste
caso o reldgio reinicia a sua contagem voltando ao instante zero apds
a ocorréncia de cada acontecimento.

Nestes dois modelos semiparamétricos, a estimagao do vetor de pa-
rametros de regressao (3 é feita pelo método da méxima verosimi-
lhanga, pelo que se assume que as observacoes sao independentes.
Para isso, é preciso adaptar a funcao de verosimilhanca parcial do
modelo de Cox ao contexto dos acontecimentos miiltiplos. Todavia,
é plausivel considerar que os tempos associados ao mesmo indivi-
duo estejam correlacionados entre si, ou seja, que exista correlagao
intra-individual. Para ter em conta esse facto, foi desenvolvido um
estimador robusto da matriz de covariancia — estimador sandwich —
o qual permite efetuar uma corregao na estimativa usual da variancia
e, por conseguinte, averiguar se as observagoes estao correlacionadas
[9]. Mais detalhes sobre esta temdtica podem ser encontrados em
Kelly e Lim [7].

2.2 Modelos paramétricos de Weibull

Conforme citado por Royston e Parmar [14], o sucesso do modelo de
Cox fez com que, involuntariamente, seja dedicado pouco esforco ao
estudo da funcao de risco subjacente. Contudo, em determinadas si-
tuagoes, é importante conhecer o comportamento desta fungao, uma
vez que esta diretamente relacionada com a forma como a ocorréncia
dos acontecimentos evolui ao longo do tempo. Além disso, alguns
autores como Kwong e Hutton [8] e até o préprio Cox [13], defendem
que adotar um modelo paramétrico, quando adequado, pode aumen-
tar a precisao das estimativas dos parametros de regressao, o que por
sua vez contribui para uma melhor compreensao do fenémeno em es-
tudo. Assim sendo, a adocdo de uma abordagem paramétrica pode
vir a revelar-se mais apropriada.
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Os motivos referidos levaram-nos ao desenvolvimento de dois mode-
los paramétricos para analisar acontecimentos multiplos, consoante
se considere ou nao a estratificacdo por acontecimento. Tendo por
base os modelos de riscos proporcionais e os modelos semiparamé-
tricos AG (2) e PWP (3), a estratégia consistiu em especificar um
modelo paramétrico para o tempo. Nesse sentido, optou-se por con-
siderar a distribui¢ao de Weibull com parametro de escala A > 0 e
parametro de forma v > 0, cuja funcao de risco pode ser escrita por
h(t) = Mt7~1 para t > 0. A razdo pela qual se considerou esta
distribuicao deve-se ao facto de ocupar um lugar de referéncia na
andlise de dados de sobrevivéncia.

Assim sendo, para o i-ésimo individuo em estudo, as correspondentes
fungoes de risco dos modelos paramétrico Weibull nao estratificado
(WNE) e paramétrico Weibull estratificado (WE) sao definidas por

h(t; zi(t)) = Myt7 exp (B zi(t)), t>0, (4)

h(t; zin(t)) = Aoyt Lexp (B'zi(t)),  t>0, (5)

em que A > 0 e v > 0 denotam os parametros de escala e forma
comuns a todos os acontecimentos, enquanto A\ > 0 e v > 0 repre-
sentam os parametros de escala e forma especificos do acontecimento
k,k=1,..., K, respetivamente. Assim, o modelo WNE (4) permite
analisar situagoes em que se assume que o risco de ocorréncia dos
acontecimentos nao se altera. Por outro lado, como no modelo WE
(5) sdo considerados pardmetros de escala e forma especificos de cada
acontecimento, este modelo abrange situagoes em que se admite que
os acontecimentos tém riscos de ocorréncia diferentes.

Nestes dois modelos paramétricos, os métodos de inferéncia esta-
tistica também sao baseados na teoria assintotica de méaxima ve-
rosimilhanca. Para estimar os varios parametros de cada modelo,
admite-se que as observagoes sao censuradas a direita e que os tem-
pos até cada acontecimento e os tempos de censura sao independen-
tes. Deste modo, assumindo que a censura é nao informativa, para
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ambos os modelos a expressao geral da fungao de verosimilhanca é
dada por

n

L= H H h(tix; Zik(tik))éiks(tim Zik(tir)), (6)

i=1k=1

onde t;; denota o tempo de observacao do individuo i referente
ao k-ésimo acontecimento, d;; é a varidvel que caracteriza o es-
tado do individuo em relacdo ao acontecimento k e h(tk; zi (tir))
e S(tik; zik(tix)) representam a funcio de risco e a fungao de sobre-
vivéncia associadas ao modelo que estiver a ser ajustado, respeti-
vamente. Embora a construcdo das fungoes de verosimilhanca dos
modelos WNE (4) e WE (5) tenha por base a mesma expressao (6),
a funcao resultante difere consoante a situacgao, dado que no segundo
modelo existe estratificagao.

3 Uma aplicacao com dados simulados

Com o proposito de exemplificar a aplicagao dos quatro modelos for-
mulados anteriormente, recorreu-se ao software estatistico R, versao
3.5.0. Embora existam varios conjuntos de dados reais disponiveis
neste software (por exemplo, em [15]), optou-se por realcar a pos-
sibilidade de este poder ser utilizado para simular acontecimentos
recorrentes, em particular através do package survsim [10].

Por conseguinte, foi gerada uma amostra constituida por n = 1000
individuos, onde se definiu que os mesmos podiam sofrer no maximo
K = 8 acontecimentos, de forma a ter um nitimero razoavel de indivi-
duos nos estratos respeitantes aos tultimos acontecimentos e, assim,
evitar que sejam obtidas estimativas muito instaveis. Relativamente
ao tempo de follow-up, estipulou-se que este seria igual a 1825 dias
(0 equivalente a 5 anos) pois, em geral, é necessirio que o tempo seja
suficientemente longo para que o acontecimento possa repetir-se.
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Uma vez que o package survsim apenas permite que os tempos até
cada acontecimento sejam gerados por intermédio das distribuigoes
de Weibull, log-normal ou log-logistica, optou-se pela distribuicao
de Weibull. Para os tempos de censura, acresce ainda a possibili-
dade de considerar a distribuicao uniforme, algo que é usual neste
contexto. No entanto, optou-se por escolher a mesma distribuicao
para ambos os casos. Assim sendo, definiu-se que os tempos seguem
distribuicoes de Weibull com parametros de forma distintos, mas
maiores do que 1 de modo a que os acontecimentos tivessem riscos
de ocorréncia diferentes e que as correspondentes fungoes de risco
fossem crescentes.

Por ultimo, o package survsim permite que as covaridveis sejam
geradas através de trés distribuigoes distintas, tendo-se decidido ex-
plorar as trés possibilidades. Simulou-se entdo uma varidvel discreta
com distribuicao de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a
0.5, correspondente a covaridvel x; uma varidvel continua com dis-
tribui¢do uniforme no intervalo [0, 1], correspondente & covaridvel
x.1; e uma outra varidvel continua com distribuicao gaussiana pa-
drao, correspondente a covariavel x.2. Nesta etapa, estipulou-se
que o efeito de cada covaridvel seria o mesmo em todos os aconteci-
mentos, sendo que os valores fixados foram B, = 0.6, Bx.1 = 0.03 e
Bx.2 = 0.75, respetivamente. Importa salientar que o propdsito deste
trabalho nao é efetuar um estudo de simulagao, mas sim utilizar a
simulagao como um meio de obter um conjunto de dados adequado
a aplicagao dos dois modelos propostos. Assim, a partir deste mo-
mento o conjunto de dados simulados serd tratado como se fossem
dados reais.

Na Tabela 1, sumarizou-se a informagao relevante sobre a consti-
tuicao e evolugao do conjunto de individuos em risco por aconteci-
mento. Deste modo, obtém-se uma visao global sobre as caracte-
risticas dos dados que, posteriormente, pode contribuir para uma
melhor compreensao dos resultados obtidos no ajustamento dos mo-
delos. Procedeu-se entao a implementagao dos modelos, em que
para os dois modelos semiparamétricos (AG e PWP) utilizou-se o
package survival [15] e para os dois modelos paramétricos (WNE e
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Tabela 1: Resumo da informacao sobre os dados simulados.

Numero do acontecimento
1 2 3 4 5 6 7 8

Conjunto de risco 1000 355 143 83 52 27 17 11
Acontecimentos observados 355 143 83 52 27 17 11 8
Percentagem de censura (%) 64.5 59.7 42.0 37.3 48.1 37.0 35.3 27.3

WE) recorreu-se ao package straweib [4]. Os resultados obtidos no
ajustamento de cada modelo encontram-se compilados na Tabela 2.
Como é possivel constatar, em todos os modelos as covaridveis x e
x.2 tém influéncia significativa sobre o tempo até a ocorréncia do
acontecimento e a covaridvel x.1 nao. Ao comparar os valores do
parametro associado a cada covaridvel definido no processo de simu-
lacao com as respetivas estimativas, observa-se que os modelos PWP
e WE sao os que melhor conseguem estimar os valores fixados. Na
verdade, o modelo PWP é o que apresenta melhores resultados em
relagao ao efeito das covaridveis x e x.1, enquanto o modelo WE se
destaca em relacao ao efeito da covariavel x.2.

Considerando a estimativa usual do erro padrao (E P( BJ)) , verifica-se
que estas sao praticamente iguais entre modelos nao estratificados
(AG e WNE) e modelos estratificados (PWP e WE). Nos mode-
los semiparamétricos pode-se comparar ainda a estimativa usual do
erro padrao com a respetiva estimativa robusta, onde se observa que
EP,(B;) é ligeiramente superior a EP(f;). Segundo Kelly e Lim [7],
este facto estd de acordo com a potencial existéncia de correlagao
intra-individual.

Em ambas as abordagens, semiparamétrica e paramétrica, o modelo
mais adequado para estes dados foi o que considerou a estratifica-
¢a0, 0 que é coerente com o facto de os dados terem sido simula-
dos de modo a que os acontecimentos tivessem riscos de ocorréncia
distintos. De facto, através do critério de informagdo de Akaike
(AIC), na abordagem semiparamétrica, verifica-se que o modelo
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Tabela 2: Estimativas dos parametros de regressao para cada modelo.

Covarigvel /Modelo Bj exp(B;) EP(B;) EP.(B;) Valor-p

X
AG 0.806 2.238 0.081 0.107 5.84e-14
WNE 0.829 2.290 0.082 — < 2e-16
PWP 0.651 1.917 0.083 0.088 1.20e-13
WE 0.683 1.981 0.083 — 2.22e-16
x.1
AG 0.064 1.066 0.131 0.173 0.714
WNE 0.063 1.065 0.133 — 0.636
PWP 0.048 1.049 0.133 0.137 0.725
WE 0.057 1.059 0.135 — 0.671
X.2
AG 0.861 2.365 0.046 0.055 < 2e-16
WNE 0.871 2.389 0.045 —_— < 2e-16
PWP 0.720 2.055 0.048 0.047 < 2e-16
WE 0.765 2.150 0.048 — < 2e-16

PWP apresenta um valor AIC inferior ao obtido para o modelo AG
(AIC,,,, = T133.034 e AIC,, = 9035.034) e, na abordagem para-
métrica, observa-se que o valor AIC mais baixo encontra-se associ-
ado ao modelo WE (AIC,,,, = 10825.300 e AIC,,,,, = 11015.160)°.

Na abordagem paramétrica, pode-se ainda avaliar a adequabili-
dade do modelo, de forma informal, representando graficamente as
estimativas da funcao de sobrevivéncia obtidas pelo estimador de
Kaplan-Meier e pelo modelo nulo® que estiver a ser considerado,
tendo-se obtido o gréfico apresentado & esquerda na Figura 1. Atra-
vés deste gréfico, verifica-se que as estimativas baseadas no modelo
de Weibull sao bastante préximas das estimativas de Kaplan-Meier,

5Note-se que a comparacio dos valores AIC obtidos para cada modelo sé
pode ser feita dentro de cada abordagem, visto que o tipo de verosimilhanga
considerada nao é o mesmo.

60 modelo é ajustado sem incluir as covaridveis.
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Kaplan—-Meier vs Weibull (A, y)
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Figura 1: Estimativas da funcao de sobrevivéncia de Kaplan-Meier
e para a distribuicao de Weibull, referentes aos trés primeiros
acontecimentos.

excepto na parte final. Relembre-se que os dados foram proposita-
damente simulados através da distribuicao de Weibull, pelo que este
resultado ja seria de esperar. Outra forma de realizar esta andlise,
consiste em considerar a representagao de log [ — log (S (t))] versus
log(t) para cada acontecimento, originando o grafico apresentado &
direita. Analisando este grafico, confirma-se que de facto assumem
uma forma razoavelmente linear, embora tal ndo aconteca em alguns
dos menores tempos observados. Note-se que, para nao sobrecarre-
gar o grafico, decidiu-se apenas representar as estimativas referentes
aos trés primeiros acontecimentos/estratos.

4 Conclusoes e trabalho futuro

De um modo geral, os dois modelos paramétricos baseados na dis-
tribuigdo de Weibull (WNE e WE), revelaram-se uma alternativa
bastante adequada as duas extensoes do modelo semiparamétrico de
Cox que foram propostas para analisar acontecimentos recorrentes,
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os modelos AG e PWP.

A implementacao dos dois novos modelos foi efetuada com recurso
ao package straweib [4], originalmente criado para lidar com a vio-
lacao do pressuposto de riscos proporcionais, permitindo uma funcao
de risco subjacente especifica para cada estrato. Assim, o que se fez
foi adaptar o cédigo deste package ao caso em que sao observados
varios acontecimentos por individuo, utilizando a variavel que indica
o numero do acontecimento como variavel de estratificacao.
Quando a funcao de risco subjacente é corretamente especificada,
sabe-se que os modelos paramétricos evidenciam maior eficiéncia
comparativamente aos modelos semiparamétricos. Embora a apli-
cagao dos modelos WNE e WE a este conjunto de dados simulados,
em particular, nao tenha melhorado a precisao das estimativas dos
parametros de regressao, estes modelos tém a vantagem de permitir
estimar de forma suave a fungao de risco. Além do mais, conhecer
a distribuicao associada ao tempo até cada acontecimento contribui
para uma melhor compreensao sobre o modo como a multiplicidade
de acontecimentos evolui ao longo do tempo.

A abordagem aplicada neste trabalho consistiu em considerar a dis-
tribuigdo de Weibull para especificar a forma da fungdo de risco
subjacente e, consequentemente, obter um modelo totalmente para-
métrico. Porém, consoante o caso de estudo, tem interesse ponderar
outras distribuigoes que podem vir a revelar-se mais apropriadas ou
até mesmo ter maior flexibilidade para captar a forma como o risco
evolui ao longo do tempo. Nesse sentido, recomenda-se explorar o
package £lexsurv [6] para implementar esses novos modelos.
Apesar de esta investigacao ter sido direcionada para acontecimen-
tos recorrentes, isso nao significa que estes dois modelos paramétricos
nao possam ser utilizados para analisar acontecimentos de tipos dife-
rentes. Uma outra temédtica a explorar futuramente seria desenvolver
um estimador robusto para a matriz de covariancia, a semelhanca
daquele que foi desenvolvido para as extensées do modelo de Cox.
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Resumo: Este trabalho visa aplicar modelos estatisticos padrao
para analisar dados de captura por unidade de esforgo da pesca de
pequena escala e, em particular, do Baixo Rio Amazonas. Neste
sentido, desenvolvemos um modelo hierdrquico bayesiano em trés
etapas. Na primeira etapa, descrevemos o nimero de viagens por
local de pesca (N) de acordo com a distribuicao de Poisson, enquanto
na segunda etapa, dado N > 0, definimos uma varidvel de Bernoulli
X com probabilidade g de haver captura de uma dada espécie. Na
terceira etapa, modelamos o peso Y de pesca capturada, com Y = 0,
quando N =0ou X =0e N > 0, e Y > 0, no caso contrario.
Quando X = 1e N > 0, descrevemos Y de acordo com a distribuicao
gama. O modelo proposto pretende ser uma ferramenta tutil para
analisar a variagao na captura por unidade de esfor¢o em funcao de



162 Pereira, Silva & Isaac

covariaveis, tendo em conta que os dados podem estar inflacionados
de zeros, provenientes de ambas as fontes: abstinéncia da atividade
pesqueira ou auséncia de captura na presenca de atividade pesqueira.

1 Introducao

Dados de captura e esforco gerados por pescarias comerciais sao
comummente disponibilizados para avaliar estoques pesqueiros, jun-
tamente com covaridveis relacionadas ao tipo de embarcagoes e ao
ambiente de pesca. Neste caso, a captura por unidade de esforgo
(CPUE) ¢ usualmente usada para designar a quantidade efetiva de
pesca, podendo ser e.g. a biomassa de peixes capturados por nu-
mero de pescadores e dia de pesca. Geralmente a quantidade CPUE
é utilizada como um indice de abundancia, por isso, ao se fazer a
avaliacao de um estoque pesqueiro ha interesse em detetar tendén-
cias nesse indice ao longo do tempo. Por um lado, como dados de
CPUE nominais podem conter efeitos de covariaveis, modelos es-
tatisticos sao utilizados na padronizacao das CPUE, de forma que
essas quantidades ajustadas para um mesmo nivel de covaridveis se-
jam consideradas como indice de abundancia. Por vezes o esforco de
pesca também pode ser modelado ([13]). Por outro lado, dificulda-
des no ajuste de modelos para a CPUE ou para a captura surgem
quando hé elevada proporgao de zeros nessas variaveis.

Algumas abordagens tém sido propostas na literatura para a mo-
delagem de dados de CPUE ou de captura na presenga de zeros.
Mais comummente, os modelos lineares generalizados com distribui-
¢ao Poisson ou binomial negativa, quando se observa a captura em
ntimero de individuos. Entretanto, quando a proporcao de zeros nas
contagens é maior do que a esperada sob uma distribuicao Poisson
ou binomial negativa, adotam-se os chamados modelos inflacionados
de zeros [4] ou alternativamente os modelos com barreira (hurdle)
(vide e.g. [10]).

No contexto de modelo continuo, a modelagem da CPUE ou captura
em peso, com elevada proporcao de zeros, é por vezes feita via mo-
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delos do tipo “delta”. Nesse caso, a probabilidade de ocorréncia de
zeros pode ser descrita pelo modelo logistico, enquanto que para o
total de capturas se considera geralmente o modelo log-normal, gama
ou gaussiana inversa. Alternativamente, pode-se usar aqui modelos
com distribui¢do composta (vide e.g. [1, 11, 5, 6]), tal como a dis-
tribuicao Poisson-gama, que pode ser vista como caso particular da
chamada familia de distribuigoes de Tweedie [3].

Nos modelos Poisson compostos, as capturas em peso ou CPUE,
denotas por Y;, sao considerada resultantes de uma soma de captu-
ras em peso (ou CPUE) individuais Wy, Wa, ..., Wy, onde os Wy,
k=1,...,N, sao variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas de acordo com distribuicao gama e N; segue uma distri-
buigao Poisson. A variavel N representa e.g. o nimero de individuos
por lance de pesca, sendo W o peso de cada individuo associado [1].
Alternativamente N pode ser o numero de aglomerados de peixes
encontrados e W o peso obtido em cada aglomerado [5]. Como N
pode ser zero, com probabilidade determinada pela distribuicao de
Poisson, entao a distribuicao de Y tem uma massa de probabili-
dade maior que zero em Y = 0. Dessa forma, essa abordagem tem
a vantagem de modelar de forma unificada o peso individual e a
presenca/auséncia de capturas.

Nessa abordagem observa-se que as quantidades Y associadas a
N > 0 sao sempre positivas. Entretanto, se N representar e.g. o
nimero de viagens de pesca ou o numero de lances e Y for a quan-
tidade produzida em cada viagem, entao é possivel ter N > 0 com o
respetivo Y = 0. Nessa situagao, o modelo Poisson composto ja nao
é aplicavel, pois nao acomoda os valores de captura zeros associa-
dos a N > 0. Essa situagao motivou o desenvolvimento do presente
trabalho.

Ao analisar dados de captura e esforco de pescarias no Baixo Rio
Amazonas deparamos com a dificuldade em aplicar os modelos inici-
almente mencionados, uma vez que a producao em peso de capturas
mensais por localizacao e por espécie apresentavam zeros que po-
diam ocorrer por dois motivos: i) porque as localizacoes néo eram
visitadas por qualquer embarcacdo naquele més ou ii) porque havia
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mais que uma visita, mas para parte das visitas nao havia sucesso
na captura da espécie de interesse.

O objetivo do presente trabalho é desenvolver um modelo capaz de
acomodar essas duas fontes de zeros na captura em peso, ou seja,
captura zero resultante de N = 0, a exemplo do modelo Poisson
Composto, bem como captura zero devido ao fracasso na captura
quando N > 0.

2 Dados

Os dados analisados no presente trabalho sao provenientes de pesca-
rias comerciais ocorridas no Baixo Rio Amazonas e desembarcadas
no ano de 2004 no porto de Santarém-Para, o maior porto da regiao.
As varidveis registadas sdo i) o ntimero de pescadores na embarca-
¢ao, ii) o nimero de dias efetivos de pesca, iii) a época de pesca que
foi dividida em dois periodos: mo - periodo de marco a outubro, que
vai do fim da cheia e inicio da seca; nf - periodo de novembro a feve-
reiro, o qual abrange as estagoes seca e enchente, iv) o ambiente de
pesca, o qual foi dividido em duas categorias: rio - quando a pesca
ocorreu no canal principal ou canais menores do rio - e lago - quando
a pesca ocorreu em lagos de véarzea ou areas alagadas lateralmente.
O peso (em Kg) das capturas de cada espécie desembarcada também
foram registados.

A Figura 1 ilustra as localizagoes das atividades de pesca. Para a
modelagem das capturas neste estudo escolheu-se a espécie Mapara
(Hypophthalmus marginatus and H. edentatus) por ser a espécie que
apresentou em geral a maior captura em peso. Mais detalhes dos
dados podem ser obtidos em [9]. A varidvel esfor¢co de pesca foi
definida em termos do produto do nimero de pescadores por dias
efetivos de pesca. Havendo agregacao de capturas por localizagao e
més, o esforgo também teve essa agregacao.

O conjunto de dados é formado por 393 unidades amostrais, das
quais 126 sao caracterizadas por nuimero de visitas igual a zero. E
dentre as 267 unidades para as quais houve visitas, em 202 nao houve
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Figura 1: Localizacao de atividades pesqueiras, identificada por “+”.

sucesso na pesca do Mapard. A Figura 2 apresenta o histograma do
peso capturado (em toneladas) incluindo-se capturas iguais a zero,
ilustradas por um segmento fracionado nas cores cinza (N = 0) e
preto (Y = 0|N > 0), com média de 477 Kg (desvio padrao de 2158)
para todas as capturas e méida 800 Kg (desvio padrdo de 4635)
considerando apenas capturas positivas.
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Figura 2: Histograma do peso capturado do Mapara por local-més.

3 Modelos

Para a andlise do conjunto de dados em estudo, desenvolvemos um
modelo hierarquico bayesiano em trés etapas. Na primeira etapa,
descrevemos o nimero de viagens de pesca (N) por més e localizagao
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de acordo com uma distribuicao de Poisson
N; ~ Poisson(X\;), i=12,...,n, (1)

em que n representa o numero de unidades amostrais. A média de
N;, representada por \; foi considerada dependente das covaridveis
disponiveis, i.e.,

log )\z = 50 + 517"7;01 + ﬁ2m0i7 (2)

onde 1o e mo sao varidveis “dummies”, com rio = 1 (pesca em
ambiente de rio) e ri0 = 0 (pesca em ambiente de lago), mo = 1
(pesca de margo a outubro) e mo = 0 (pesca de novembro a fe-
vereiro). A fim de modelar possivel sobredispersao nas contagens,
também consideramos uma extensao do modelo (2), isto é, log A\; =
Bo + Birio; + Bamo; + v;, onde v; é um efeito aleatério, com distri-
buicdo gaussiana de média zero e varidncia o2.

Na segunda etapa, dado que o esforco foi maior que zero para a
observacao i, definimos uma varidvel Bernoulli X com probabilidade
q de sucesso, onde X é igual a 1, se a captura ocorre para a espécie
de interesse, e zero, no caso contrario. Isto é,

X; | N =n; ~ Bern(g;), Vn; > 0, (3)

em que ¢; = P(X; = 1| N = n;), potencialmente dependente das
covariaveis disponiveis, tem uma estrutura dada por

logit(q;) = log[qi/(1 — ¢:)] = Ziy, (4)

onde Z; é um vetor linha de covariaveis observadas, possivelmente
com dimensao diferente dos outros vetores de regressao a referir
aqui e.g. associado a média A;. Em principio, ajustou-se o mo-
delo incluindo-se as covariaveis 70 € mo a fim de selecionarmos pos-
teriormente aquelas que eram significativas. Uma das versoes dos
modelos ajustados incluiu também o esforgo de pesca como um off-
set na equagao do preditor linear, visto que o esforgo de pesca esta
diretamente ligado a captura.
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Na terceira etapa, modelamos o peso Y, que assume zero quando

=0ouquando N >0e X =0. Quando N > 0e X =1
descrevemos Y de acordo com uma distribuicdo gama. Assim, o
i-ésimo peso capturado é dado por

0 se N; =0
;=< 0 se N;>0e X=0 (5)
Z?Qka se N;>0e X; =1

onde os pesos capturados W) para cada evento de pesca bem su-
cedido sao considerados independentes e identicamente distribuidas,
seguindo distribuigdo gama, denotada por Wy, ~ Gama(ag,b), por-
tanto o peso total dado N; = n;,n; > 0 e X; = 1 também segue
distribui¢do gama, Y; | N; = n;, X; = 1 ~ Gama(ag x N;,b) [2].

A partir de uma anélise exploratéria dos dados sugerindo uma re-
lacao linear entre o logaritmo dos pesos capturados e o niimero de
viagens de pesca, assumimos que Y; | N; = n;, X; = 1 ~ Gama(a,b)
com o logaritmo da média proporcional a N;. Dessa forma, em
principio inclufmos também as covaridveis disponiveis (ri0 e mo) na
média da distribui¢do gama. Isto é, a média da distribuicao gama
inicialmente ficou definida como

a .
X X i Ni
BIYi | Ny =ni, X; = 1] = 5 = elmormuxriotmaxmoth,  (g)
e2(mo+my XriotmyXmo;+N;)
obtendo-se V[Y; | N; =n;, X; = 1] = e 2 . No-
vamente, em uma das versoes dos modelos aJustados incluimos o
esforgo de pesca como um offset na média do peso capturado.

3.1 Inferéncia

Sob uma abordagem bayesiana, a especificagdo completa do modelo
acima requer distribuicbes a priori para os parametros. Ou seja,
para os pardmetros B em (2), v em (4) e m = (mg,m1,m2) foram
consideradas distribuicoes a priori normais vagas, tendo em conta
a falta de informagéo a priori no estudo vigente: 8 ~ IN(0,1001),
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m ~ N(0,100I) e v ~ N(0,1001I), onde I é uma matriz identidade
p X pepéadimensao do respetivo vetor de parametros.

Nota-se que é necessario atribuir distribuigao a priori apenas a um
dos parametros a ou b, associados ao vetor m da equacao 6. Por
conveniéncia computacional atribuimos distribuicao para o parame-
tro a, isto é, distribuicao a priori vaga, gama(a; = 0.01,b; = 0.01),
garantindo uma melhor implementagao da distribuigao em causa.
As inferéncias sobre os parametros de interesse baseiam-se nas suas
distribuigbes a posteriori. Supondo independéncia a priori, a distri-
buicao conjunta a posteriori é expressa por

m(0;y, N,x) x L(0;y, N,x) x 7(8) x w(v) x n(m) x w(b) (7)

em que L(0;y, N, x) representa a fungio de verosimilhanc¢a do mo-
delo em causa e 8 = (3,v, m,b). Infelizmente, a distribui¢do a pos-
teriori (7) nao tem uma apresentagao analitica razodvel e portanto
usamos métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)
para gerar amostras das distribui¢coes marginais a posteriori dos pa-
rametros, utilizando o programa OpenBugs [7], com as 200 mil pri-
meiras amostras descartadas (burn-in) e espagamento igual a 100
(emphthin) e amostra final de 1500.

3.2 Selecao de modelos

Para a selegao de um modelo hierdrquico bayesiano em trés etapas,
descrito na Secgéo 3, usaram-se os critérios de comparacao de mode-
los: DIC (Deviance Information Criterion) [12] e WAIC ( Watanabe-
Akaike Information Criteria)[14]. Modelos com menores valores de
DIC e WAIC séo os preferidos na selegdo. Além disso, descartaram-
se inicialmente as covaridveis em cada etapa do modelo para as quais
os respetivos intervalos de credibilidade a 95% continham o valor
zero.

Foram também utilizados como medidas de diagndstico e adequabi-
lidade dos modelos a soma dos logaritmos das densidades preditivas
de cada observagao y;: i) condicionalmente aos dados y—_; i.e. dei-
xando a it" observagao fora do ajuste (LCPO), ii) condicionalmente
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aos dados completos y (Lppd). Note-se que, quanto maiores forem
os valores de Lppd e LCPO, tanto mais adequado serd um modelo.

4 Resultados

A Tabela 1 apresenta a definigao dos 7 modelos ajustados, com a
presenca (v') ou nao de pardmetros de regressao, parametro de dis-
persio o2, offset esforco de pesca (ef f) e parametro de forma a as-
sociados as quantidades A, ¢ e ;1 em cada etapa do modelo. Nota-se
que quando uma célula estd vazia, significa que o respetivo para-
metro nao faz parte do respetivo modelo. Além disso, os efeitos de
covariaveis “significativos”, com base em intervalos de credibilidade
a 95%, sao denotados por *x, optandos-se pela sua omissao por limi-
tagao de espaco. Por exemplo, como o zero esta contido no intervalo
de credibilidade (omitido aqui por limitagao de espago) para o para-
metro my no modelo M1, deve-se excluir a covariavel rio associada
a esse parametro para u, dando origem aqui ao modelo M2. Esse
resultado sugere que as covariaveis 1o e mo afetam o nimero de vi-
agens e a probabilidade de captura e que apenas a variavel mo afeta
as intensidades das capturas.

A seguir a selecao preliminar de modelos, os varios modelos hie-
rarquicos para a captura do Mapard, usaram-se critérios de compa-
ragao de modelo, descritos anteriormente e apresentados agora na
Tabela 2 para os modelos M2, M4, M5 e M7. Esses critérios sao
apresentados apenas para as versoes dos modelos em que os interva-
los de credibilidade 95% de todos os parametros nao contém o valor
zero, igualmente confirmados pelos respectivos valores das medidas
de comparagao dos modelos.

Comparando-se o modelo M4 ao modelo M2 nota-se uma redugao no
valor de DIC e pequena diferenca nos valores de WAIC, bem como
nos valores de Lppd e LCPO. Esperava-se um ganho nas predigoes
do M4 com relagao ao modelo M2, por se acrescentar o offset para
explicar o sucesso/fracasso nas capturas, dado a presenga de pesca.
De fato, a proporgao de vezes que se conseguiu prever corretamente
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Tabela 1: Selecao preliminar de modelos com base em intervalos de
credibilidade a 95% dos parametros dos modelos.

M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7
Bo Viox V,ox V,x Vok V,x
A By ik ik Vik Vik Vik Vik Vo k
B2 ik ik Vox ok ok ok Vo k
o2 v v
Yo Vox ik ok Vox ok ok VR
q Y1 v ‘/a* v
Y2 Vox ik Vox Vox ok ox Vox
eff v v v v v
mg Vv,x V,x V,x V,x V Vi,*x V,*
I mi v
me V,x V,x V,x V,*x V Vix Vv, *
a v v v v v v v
eff v

o fracasso e o sucesso nas capturas aumentaram de 0.80 para 0.93
e de 0.28 para 0.66 respetivamente quando comparado ao modelo
M2 (Tabela 3). Quanto ao modelo M5, a inclusao do offset também
na média do peso capturado, resultou num aumento drastico dos
valores de DIC e WAIC e reducao nos valores de Lppd e LCPO
(Tabela 2) sem no entanto se ter melhoras nas predigoes do fracasso
e sucesso das capturas (Tabela 3). Esses resultados sugerem que
nao ha melhora no ajuste e na capacidade preditiva do modelo ao se
incorporar o offset na equagdo da média do peso capturado. Cabe
notar que o nimero de viagens é uma componente da média do peso
capturado, sendo assim, a inclusao do esforgo nao contribui para a
melhora do modelo possivelmente pela relagao de dependéncia entre
essas duas varidveis.

O modelo M7 inclui uma componente aleatéria no preditor linear
do numero de viagens N. Comparado ao modelo M4, esse modelo
apresentou reducao no valor de DIC e um pequeno aumento no valor
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Tabela 2: Selecao final de modelos.

Model DIC WAIC Lppd LCPO
M2 111851 1048.31 _518.79 52418
M4 -1384.63 1050.16 -518.93 -525.27
M5 1626.14 1637.33 -808.30 _818.77
M7 -1819.76 1078.09 -489.27 -541.00

Tabela 3: Proporgao de predigoes corretas de zero, n® de visitas
(positivas), capturas nulas e capturas positivas, dado que as visitas
ocorreram, com base nos modelos propostos.

Model N=0 N>0 Y=0/N>0 Y>0[N>0

M2 0.26 0.89 0.80 0.28
M4 0.29 0.91 0.93 0.66
M5 0.29 0.89 0.93 0.66
\Y g 1 1 0.91 0.68

de WAIC, bem como aumento no Lppd e redugao no LCPO. Uma
vantagem desse modelo com relagao a todos os demais foi com rela-
¢ao a sua capacidade de prever corretamente valores de N iguais a
zero. Esse modelo prediz corretamente valores N = 0 em 100% dos
casos, enquanto que essa percentagem foi de no méximo 33% para
os modelos concorrentes (Tabela 3). Esse é um indicativo de que
extra variagao esta presente nas contagens e que essa variagdo nao
deve ser ignorada.

Usando a mediana a posteriori como um estimador pontual para os
parametros do modelo selecionado (M7), apresentamos na Tabela 4
estimativas do niimero esperado de visitas, da probabilidade de su-
cesso nas capturas dado a presenga de visitas (¢), bem como das
probabilidades de capturas iguais a zero para as diversas situagoes.
As medianas dos pardmetros do modelo selecionado (Modelo MT)
foram By = —1.26, By = 0.43, §o = —15.81, J» = 7.6, mo = —3.26,
msy = 3.58, a = 0.61, 0 = 1.67. O esforco foi fixado em 110 unidades
para o calculo apresentado.
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Tabela 4: Valores estimados do numero médio de visitas, da pro-
babilidade de sucesso nas capturas dado a presenca de pesca e da
probabilidade de captura igual a zero para diferentes cendrios de
Ambiente (Amb.) e Perfodo (Per.), com esfor¢o de 110 unidades.

Amb. e Per. A qPr(N=0)Pr(Y=0|N>0) Pr(Y =0)

Lago and nf 1.00 0.01 0.37 0.63 0.99
Lago and mo 1.54 0.94 0.21 0.05 0.26
Rio and nf  0.28 0.01 0.75 0.24 0.99
Rio and mo 0.44 0.94 0.65 0.02 0.67

No ambiente lago e durante o periodo margo a outubro é esperado
o maior nimero de visitas (maior valor de 5\) enquanto que no am-
biente rio e nos meses de novembro a fevereiro o menor nimero de
visitas é esperado. De acordo com o modelo selecionado, a maior
chance de captura (¢) dada a presenca de visitas de pesca ocorre no
periodo de margo a outubro. A probabilidade de sucesso na captura
nao depende do ambiente, entretanto depende do esforco de pesca,
que esta relacionado ao ntimero de visitas e que por sua vez depende
do ambiente.

5 Discussao

De forma semelhante & proposta de [5] e [11], utilizamos uma mo-
delagem hierarquica, em que tinhamos a varidvel peso capturado
associado a contagens, dada pelo nimero de visitas de embarcagoes
de pesca. Nas referéncias citadas as observagoes iguais a zero na
varidavel continua eram resultantes de contagens iguais a zero. No
presente artigo expandimos esse modelo, ao substituir a distribuicao
gama por uma distribuicao delta-gamma flexibilizamos o modelo e
permitimos que as capturas iguais a zero pudessem ser devido as
contagens iguais a zero bem como devido ao fato de se ter niimero
de visitas maior que zero associado a fracasso na captura. Ao permi-
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tir covaridveis nas trés etapas do modelo, o modelo proposto ainda
permite identificar os niveis das covaridveis que proporcionam maior
chance de captura zero devido ao niimero de visitas igual a zero bem
como devido ao fracasso nas capturas.

A introducao de uma componente aleatéria no preditor linear de N
também se mostrou importante. Os modelos sem a componente ale-
atéria, a exemplo do modelo M4, nao permitia a extracao de zeros
da distribuicao Poisson que fosse compativel a quantidade de zeros
dos dados. Mesmo quando a estimativa da média da Poisson era
pequena, nao se obtinha muitos zeros, pelo fato da variancia tam-
bém ser pequena. Quando se incluiu variancia extra, pela inclusao
dessa variavel latente, flexibilizou-se a distribuigao Poisson, isto é,
a variancia nao mais ficou vinculada ao valor da média, e portanto,
quando a média era proxima de zero mais amostras iguais a zero
eram extraidas.

De forma geral, o modelo aqui proposto, mostrou-se flexivel e 1til
para analisar a variagao na captura como uma fungao de covaridveis
quando os dados foram inflacionados de zeros provenientes de ambas
as fontes: abstinéncia da atividade pesqueira e auséncia de captura
na presenca de atividade pesqueira. Uma limitacao deste trabalho
é a nao inclusao de uma componente espago-temporal que se espera
ser investigada em trabalhos futuros, bem como uma anélise de sen-
sibilidade cabal sobre os parametros de forma e dispersao.
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Abstract: This paper presents contributions to the generalization
of Markowitz’s Portfolio Optimization Model [11]. First, we define a
new risk measure considering all cross interrelationships between re-
turns in addition to deviations above and below a target. Second, we
introduce frequency analysis to Re-Sampled Portfolio Assets in order
to consider the distribution frequency of the optimal results. This
allows to evaluate the Modal Optimum and the Modal Re-Sampled
Efficient Frontier, giving a probability measure of the optimal occur-
rence. The new risk measure uses a quadratic optimization (QP),
with a global optimum and lower computational than non-smooth
optimization (NSP) used on partial moments and target deviations
risks measure.
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1 Efficient Frontier Model

1.1 E-V Efficient Portfolio (Markowitz, 1991)

The mathematical formulation of the E-V (Mean, Variance) Efficient
Portfolio [10] [11] model (EV) considers three basic premises: i) un-
covered sales are not allowed; ii) the sum of the fractions to invest
equals the capital available for investment; and iii) the Assets are
correlated but not perfectly correlated, implying that diversification
can reduce but not eliminate risk. Return is measured as the mean
and risk as the variance of the returns of the Portfolio of Assets.
Based on these assumptions, the EV optimization model seeks to
find the Efficient Portfolio that offers lowest risk for each level of
predefined minimum required returns (MRR). The set of Efficient
Portfolios for different levels of MMR constitutes the Efficient Fron-
tier (EF), which limits the feasible Portfolios. The EV optimization
model is a quadratic model (QP) which allows a global optimum.

1.2 The Mean-separated Target Deviations

The Mean-separated Target Deviations (MSTD) model [8] , unlike
the EV model, considers the risk as a joint measure of deviation
below (BTD) and above (ATD) a certain target, the Minimum Ac-
ceptable Return (MAR), by using the concept of non-central semi-
moment or deviation around a target. The MSTD risk measure is
a generalization of the risk metrics evolution of the EV model risk
measures.These evolution use the concept of non-central semimo-
ment and the concept of lower partial momemts (LPM) for risk, and
the return as a function of UPM [6]. In particular, the MSTD model
can be reduced to the semi-variance above and below a target, the
risk measure proposed as in [4], to the risk measure as in [11], and
to the risk measure as in [1]. However, the semi-moment of order 2
for a target does not assume a quadratic form, which prevents con-
struction of the Portfolio semi-moment from the n semi-moments
and co-variate semi-moments of order 2. In general, for different or-
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ders degrees, one does not have a literal form that allows simplifying
the computational complexity of a discontinuous and nonlinear al-
gorithm for solving semi-moment models. This means that we have
to use empirical data to solve the optimization model algorithm,
without a literal form expression, which for that model makes the
optimization algorithm a NSP model with a complex solution and
high computational consumption and which only provides a single
viable solution or a local optimum.

2 The New Statistic Efficient (SE) Risk
Measure

Define M as the matrix of the integral of squared deviations and
cross deviations of Portfolio returns to a target t:
ffooo(ati—t)(xj—t)fij(zi,zj)dx,;dmj (1)

where t is the target, or MAR, and fij represents the joint density
probability function of the Assets i and j. Assuming i = j in (1), we
obtain:

M (i,0)= 22, (@i =) fi(zs)

Proposition 1: The matrix M can be decomposed into the sum of
2n2 -2n 42 matrices, with 1 < i < j < n, denoted by:

M7 (4,0),M ™ (i6) and MY (i,5), M5~ (,5),M;; ™ (6,5), M (6,5),

based on the returns of Assets and on the target t, such that:

M (i,0)=[(2i—t) fi(z:)dziand M (4,5)=0,i#j,

M~ (i,8)=[" _(@:—t)° fi(z:)dwiand M~ (i,§)=0,i#j,

MEY (i) =M (5,0)=[° [ (wi—t)(z;—t) fij (s,7;)dwsdz; and O for the oth-
ers entries,
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F— N NS (N — [t
ML (i,5)=M}; (N)—fzj
others entries,

- f;’;’:t(ri—t)(mj—t)f” (z4,2;)dxdx; and 0 for the

Mi;Jr(ivj):MﬂJr(jvi):f:;:t f,t,i:_oo(wi_t)(xj_t)fij(xi,xj)quydxj and O for the
others entries,

Mi;*(i,j):MJ;*(j,i):j;j:_oo [h o @i=t) (@ =) fij (wisa;)deda; and 0 for
the others entries.

The properties of matrices and the split of integrals easily perform
the deduction of this result.

We construct the proposed risk measure, referred to as Statistic Effi-
cient (SE) risk measure, based on the empirical formulas analogous
to the matrix M. Since M, in addition to taking into account the
deviations above and below the target t (MAR), considers all inter-
relationships between these deviations, SE also allows the solution of
the optimization model through a literal form based on the returns
of the Assets and the target t.

Proposition 2: The squared deviation from the return r,5 on a Port-
folio of Assets Ay, As,...A,, related to a MRR t can be written as a
function of squared deviations and cross squared deviations of the
returns z; of each Asset A; and fraction to invest w;.

Proof: Indeed,

Sl =)= (Zlgsgz w?(xis—t)2> +

Tis>1

i1 (w? Z1<s<z(ﬂ3ist)2> +

Tis <t

2Z?§i<j§n wiwjzlgsgz(wis_t)(ljs_t) +
Tis >t
z;.i>t

2> Tcicicn | Wiws 21 <<z (@is—t) (255 —1) [+
Tis >t
Tis<t
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22?§¢<J‘gn wiwjZlgsgz(l'is_t)(sz_t) +
x5 <t
x;i>t

23 Vcicicn | wiws 21 <5<z (@is—t) (w55 —1)
Tis<t
£j3<t

Definition: The measure of risk Statistic Efficient, denoted by SE,
can be defined as:

SE =AM~y M43 (e (0 M +8i M ™ 483, M T iy M)

We can extend the sum of squared deviations and cross-squared de-
viations of returns from the target t to any order degree without
loss of the properties displayed. One of the advantages of SE is that
it provides a high dimensional space in the search region formed by
the optimization problem and solved by using a QP algorithm that
allows a global optimum. To compute the SE risk measure we can
use a QP algorithm that, even though containing a higher number
of parameters, requires much less computational consumption, com-
pared to NSP models used on partial moments and on above and
below a target risk measures.

3 A New Re-sampling model with Fre-
quency Analysis

The EV model and its risk metrics evolution as MSTD model, by not
taking into account the frequency distribution of the optimization
results, do not allow calculating how frequently the optimal Portfolio
occurs, so it is not possible to know how often the optimal Portfolio
will be (was) optimal in future (past) periods. Among other reasons,
due to the uncertainties in the estimates of position and dispersion
measures of Assets, the Portfolio calculated by the EV model fails
to attain the optimal parameters [7]. In addition, because Portfolio
optimization models are based on the mean, variance and correlation
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between Asset returns, persons often mistakenly assume normal dis-
tributions for the respective returns. The assumption of normality,
however, is not a convenient assumption, the distributions of Assets
returns are generally asymmetric and leptokurtic [8]. We did not
find in the literature a Portfolio selection model that considers the
frequency of occurrences as the model starting point and that consid-
ers as result the analysis of the frequency distribution of the optimal
results, instead of statistical position and deviation measures. In
the literature the Re-sampled Efficient Frontiers [12] [13] [14] model
result is an qualitative average of re-sampled EV models, i. e., a sta-
tistical position measure. Also the Simulation-Optimization model
[5], uses simulation only to create a disturbance around the input
variables in order to obtain an output distribution where they can
calculate a statistical position measure as an answer. The new re-
sampling model with frequency analysis explained below use a new
heuristic to calculate a probability measure of occurrence of the se-
lected optimum. We will show through simulations that the consid-
eration of the distribution frequencies of Ex-Post evaluation of the
optimal parameters can provide the frequency of occurrence of the
optimal Portfolio, that should be used on a Ex-Ante analysis. The
heuristic for the new re-sampling model with frequency analysis, by
performing the simulation, which considers all possible combinations
of Assets and calculating from each iteration all possible optimal val-
ues, obtain the frequency distributions of the optimal parameters.
Thus from the method of clusters, we find the centroid of the group
with highest frequency of optimal results. The percentage invested
in each Asset, the Asset return and the Asset risk are evaluated from
the centroid of the group with highest frequency, which we defined as
the Modal Optimum. We define the heuristic method to obtain the
Modal Optimum as the Distribution Efficient Method (DEM). Thus,
we obtain the Portfolio defined as Statistic and Distribution Efficient
(SDE) from applying the DEM method to the SE risk measure. The
centroid of the group with highest frequency is the representative of
the Modal Optimum and the frequency of optimums in that group
is the Modal Optimum frequency. By considering the Modal Opti-



Atas do XXIII Congresso da SPE 181

mum from the frequency of occurrence of all the optimums selected
for a group from a cluster analysis we had calculated the frequency
of occurrence of an optimum by means of simulation where for each
iteration we carried out an optimization. We consider the window
of observations of Assets to be a unit window, where the expected
return of the Portfolio is given by the return at each iteration. Thus,
it is possible at each iteration to evaluate the optimal parameters,
such as the percentage of capital invested in each Asset. We call
the Portfolio return calculation with window for one period a naive
Portfolio, since implicitly we assume that the current return is the
best forecast for the average returns of the Assets. This hypothesis
is similar to the assumption made for building the U-Theil statistic
by [3], exhibited initially by [17]. We define the calculated optimal
number of groups used in the cluster method by the V-Fold Cross
Validation method [2]. In the process of exhibiting the results ob-
tained by the SDE Portfolios, we use the optimal investment fraction
defined by the DEM together with the holdout method. We use a
data window for training, another data window for testing, and both
for analyzing the performance of the SDE Portfolios. Specifically, we
measure the SDE Portfolio performance, generated from the simula-
tion, optimization and cluster analysis, by the Ex-Post and Ex-Ante
analysis, applied to the data used to generate the Portfolio and to
the holdout data, respectively. We will see two examples using the
frequency analysis as a new form of the optimization result analysis
and using the new concept of Modal Optimum. In that examples
we compare the results obtained by the SE model to the results ob-
tained from the EV model and from the MSTD model, with all them
using the DEM to obtain the Modal Optimum.
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4 Results

4.1 Ex-Post comparison of Portfolios with three
Assets of the Sao Paulo Stock Exchange

In the Ex-Post analysis we compare the SDE Portfolio performance
to the performance obtained from the EV and the MSTD Portfo-
lios models (using the DEM to obtain the Modal Optimum) taking
into account three Assets of the Sdo Paulo Stock Exchange in Brazil
(Bovespa), named PETR4, BBDC4 and GGBRA4. This analysis con-
siders a history Index window of 100 closing price (returns) of Au-
gust 1, 2005 (100%) until December 22, 2005. The three Assets are
among the most traded stocks of the Bovespa, usually preferred by
the managers. Two of them have low risks (standard deviation) in
comparison with other traded Assets and one has high risks.

We analyze the Ex-Post model frequency distribution of each model
using the Modal Optimum by applying the DEM method to each
model. The distribution of the three Bovespa Assets are obtained
making the series stationary, with the finite difference of order one,
and calculating the histogram of each Asset series, since these do
not fit with goodness to any theoretical distribution usually fitted for
Asset distribution, with asymmetric and leptokurtic returns [8]. The
simulation of the three Bovespa Assets is performed by simulating
the correlated histograms of each stationary Asset.

The comparison of the Portfolios models performance is done con-
sidering the EF of the EV model and setting the MRR by using
the Capital Market Line (CML) as independently developed on the
Capital Asset Pricing Model (CAPM), by [18][19], [16], [9] and [15].
We consider an MRR. equals 4% for model comparison, after mak-
ing the Assets stationary, in an EF varying from 0.5% to 6.0%, that
means risk free Asset with return of near of 2.50% in the period of
the window of 100 daily stationary Assets return; which is equivalent
to risk free Asset with a return near of 110.00% per year. During
the 100 daily returns the Selic tax (average adjusted rate of daily
financing determined in the Special System of Settlement and Cus-
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tody for federal securities by the Central Bank of Brazil) had an
annual average of 119.14%.

In the Ex-Post frequency analysis, we applied the Modal Optimum
fraction to invest in each Asset, determined by the compared Portfo-
lio models, to measure the Portfolios returns generated by a simula-
tion of 100,000 iterations, which allows the calculation of simulated
variables with accuracy of 1% with 99% confidence. We re-sampled
the historic window of 100 closing returns prices of the correlated
histograms for the three Bovespa Assets.

To calculate the Modal Optimum and it frequency we used points
on the efficient frontier with a MRR ranging from 0.5% to 6.0%.
For being more detailed and comprehensive regarding the results,
we show in Table 1 the frequency values of the Modal Optimum,
for each considered model, on the range of the MRR. We can see in
that example, for a specified MRR, that the frequencies of the Modal
Optimum of the SDE model outperforms, with one exception, the
results for the EV and the MSTD models.

. . MODAL OPTIMAL FREQUENCY
Efficient Frontier MAR Narkowits NSTD SDE
0.50 77.49% 85.49% 99.45%
1.00 69.84% 70.64% 79.79%
2.00 58.04% 60.57% 67.86%
3.00 46.48% 50.96% 59.94%
4.00 30.13% 34.95% 48.70%
5.00 19.56% 22.92% 25.70%
6.00 25.07% 20.96% 22.61%
9.00 0.00% 0.00% 0.00%

Table 1: Modal Optimum Frequency
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4.2 Ex-Ante comparison procedures for Portfolio
Assets of the Sao Paulo Stock Exchange

We compare the SDE Portfolio performance to EV and the MSTD
performance considering a Portfolio with Assets of the Bovespa, se-
lect by usual investor procedures. This analysis considers a history
window of 100 closing price (returns) of August 1, 2005 until De-
cember 22, 2005 to calculate the Modal Optimum Portfolios and
another sequential window of 395 returns, for holdouts, to be used
on the Ex-Ante analysis, of December 23, 2005 until July 31, 2007.
The Portfolio selection chose Assets from the Ibovespa (a theoreti-
cal Portfolio of Assets prepared in accordance with the criteria set
out in a method of the Bovespa). The objective of the Ibovespa
is to be the indicator of the average performance of the prices of
most traded and representative Assets in the Brazilian stock mar-
ket. The final Ex-Ante results also present a comparison with the
Ibovespa Portfolio. The selected Assets are among the most traded
Assets of the Bovespa, usually preferred by managers. We chose As-
sets with high liquidity and high weight in the theoretical Portfolio
of the Ibovespa. We also chose Assets that will account for nearly
50% of the Ibovespa. This analysis considers two windows, one with
100 returns to calculate the Optimal Modal of each model, and an-
other with 395 holdouts used in the Ex-Ante analysis. The range of
the study comprises a high volatility (risk) market with two stress
moments. The select Assets are PETR4, VALES, BBDC4, USIM5,
ITAU4, GGBR4, TNLP4, CSNA3, UBBR11, ITSA4, CMIG4 and
BRKMS5. After making the series stationary, during the first window
of 100 returns used for the Portfolios models calculus, we classified
the selected Assets by their annual standard deviation as low volatil-
ity and high volatility Assets, as shown by the standard deviation of
Assets, presented in Table 2.

In addition to the usual restrictions to the EV model, we also consid-
ered: i) not using the Asset TNLP4, which presents problems with
minority shareholders; ii) that the percentage of an Asset with low
volatility should always be less than 35%; and iii) that the percent-
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Low Volatility High Volatility Not Used
BRKM5|CMIG4| VALES| ITAU4| PETR4|ITSA4| CSNA3|GGBR4| UBBR11 BBDC4| USIM5| TNLP4
219 | 222 | 224 | 240 | 244 | 245 | 246 | 275 | 291 | 3.00 | 310 | 346

Standard
Deviation

Table 2: Assets Volatilily

age of an Asset with high volatility should always be less than 25%.

For evaluate the Modal Optimum we generated a simulation of 100,000
iterations, which allows the calculation of simulated variables with
accuracy of 1% with 99% confidence. We re-sampled the historic
distribution of the window of 100 closing prices of the correlated
Asset returns for the select Assets from the Bovespa. The distri-
bution of the eleven Bovespa Assets is obtained making the series
stationary and calculating the histogram of each series, the simu-
lation of the eleven Bovespa Assets is performed by simulating the
histograms of each Asset, considering the Assets correlation. For
models comparison we have the MRR equals 3,0%, by the CML in a
EF varying from 0.5% to 6.0%, that means a risk free Asset of 2.50%
in the period of the window of 100 daily stationary returns. In the
Ex-Ante analysis, using the frequency Ex-Post analysis, we applied
the Modal Optimum fraction to invest in each Asset, determined by
the compared Portfolio models and evaluated using the first window
of 100 returns, to the second window of 395 holdouts returns. The
investor uses the Modal Optimum Portfolio obtained by the DEM
method, which will be the Portfolio of Assets acquired for the next
period and reinvested in each new period as in Markowitz[13].
Making the beginning of the holdout period equals 100%, Figure 1
shows the results for applying the Modal Optimum of each model to
the second window of 395 holdouts returns, the graph also include
the Ibovespa holdout returns. Table 3 shows the index Return results
for the EV and the MSTD models using the DEM method, the SDE
models and for the Ibovespa at the end of the 395 holdout window,
making the beginning of the holdout period equals 100%.
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Ex Ante Analisys for Modal Optimum: Ibovespa,
Markowitz, MSTD and SDE models comparison

Retorno
.
g
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SDE

Figure 1: Ex-Ante Analysis

Ibovespa | Markowitz | MSTD SDE
162.56% 145.91% | 187.34% | 221.79%

Table 3: Results at the End of the Holdout Window

5 Conclusion

The evolution of the E-V Efficient Portfolio [11] for models based on
risk measures that use partial moments, downside risk, upside risk [1]
and [4], LPM [6], BTD and ATD [8] does not provide a solution to the
optimization problem with a literal expression, but transforms the
optimization algorithms into a NSP. These kinds of models have a
complex solution with high computational consumption and provide
only a single viable solution or a local optimum.

We presented a new measure of risk that considers all cross interrela-
tionships between returns in addition to deviations above and below
a reference target. Our measure provides a high dimensional space in
the search region formed by the optimization problem and solved by
the optimization algorithm. This allows us to try obtaining solutions
with higher returns compared to the EV and MSTD models. We also
have as solution of the optimization: a QP problem with a optimal
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solution that presents lower computational consumption compared
to NSP models. Moreover, we used simulations and a new heuris-
tic that add to the usual optimization procedures by re-sampling
the Portfolio in order to consider the Ex- Post returns distributions
in addition to the position and dispersion measurements commonly
used. This allowed us to evaluate uncertainties inherent to the pro-
cess of Portfolio selection and access the Modal Optimum, giving a
probability measure to the occurrence of the selected optimal, used
on the ex-Ante Analysis. Our paper makes contributions to the de-
velopment of the Portfolio Optimization Models shedding some light
on the use of Modal Optimums and introducing Frequency Analyses
in Portfolio Optimization.
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Abstract: In Extreme Value Theory, we are essentially interested
in the estimation of quantities related to extreme events. Whenever
the focus is in large values, estimation is usually performed based on
the largest k order statistics in the sample or on the excesses over
a high level u. Here we are interested in modelling (and forecast-
ing) extremes in time series. For modelling and forecasting classical
time series, Boot. EXPOS is a computational procedure built in the
R environment that has revealed to perform quite well in a large
number of forecasting competitions. However, to deal with extreme
values, a modification of that algorithm needs to be considered and
is here under study.

1 Introduction and Motivation

Time series analysis deals with records that are collected over time.
The records are usually dependent, and the time order of data is
important. Depending on the application, data may be collected
hourly, daily, weekly, monthly, yearly, etc. Time series arise in many
different contexts. Its impact on scientific, economic and social ap-
plications is well recognized by the large list of fields in which impor-
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tant time series problems may arise. Time series can show different
displays. Let us illustrate a few time series, two of them existing in
the ‘R packages datasets and fma, see Fig.1.

Monthly total
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1500
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&
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o

Figure 1: Number of airplanes in the FIR Lisbon(left), see [6]; Deaths and
serious injuries on UK roads (center); and Sales of printing and writing paper
(right).

In time series analysis, there are several challenging topics among
which the treatment of extreme values has been capturing the in-
terest of researchers. Modelling and predicting the behaviour of
extreme (often maximum) values of the time series (e.g. security
reasons) need special procedures.

The paper is structured as follows. In Section 2, basic results in
extreme value theory both for independent and for dependent se-
quences are briefly reviewed. A new parameter that can appear in
the limit law of the maximum of a stationary sequence, under some
conditions, is described. Resampling techniques and their applica-
tion together with exponential smoothing methods for modelling and
prediction of a time series are reviewed in Section 3. In this section,
a modification of that computational procedure, already introduced
in [27] is again considered and used in extreme value theory estima-
tion. More efficient bootstrap procedures can lead to more reliable
estimates.
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2 Basics in statistical analysis of univa-
riate extremes

Statistical analysis of the extremes in time series was initially dedi-
cated to problems in hydrology and insurance, but in the last decades
the applications have spread out to a huge variety of areas, such as
climatology, finance, environmental sciences (here mainly because of
the direct impact in the society), etc.

The classical limiting results in Extreme Value Theory (EVT) were
initially obtained through arguments that assumed an underlying
process consisting of a sequence of independent and identically (i.i.d.)
random variables, (X7,...,X,), with common and unknown distribu-
tion F'. Suppose we want to know the distribution of M,, = X,,.,, :=
max(Xy,....,Xp).

Given that X,,.,, LN xp =:sup{z € R : F(z) < 1}, the right end-
point of F'; we are facing the situation of a degenerate distribution.
First results for the existence of a non-degenerate limit for that
probability date back to the beginning of the last century but were
completely established by [12] and [16] that gave conditions for the
existence of sequences {a,} € R and {b,} € R such that,

M. —
lim P (nbn < ac) = lim F"(a,x+b,) = EV¢(2), (1)

n—oo a n— 00

when n — oo and Vo € R. EV is a nondegenerate distribution
function. It is called Eztreme Value d.f., and is given by

exp[—(1+&x) 8], 1+&x>0 if £€#0
exp[—exp(—z)], v €R it £€=0,

EVe(z) = {

where &, the extreme value index, is the primary parameter in ex-
treme value theory because it measures the weight of the right tail
function, F = 1 — F, of the underlying model.

A function F for which the limit in (1) holds is said to be in the
max-domain of attraction of EVg, and we write F' € Dy (EVy).
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These models can also incorporate location (A) and scale (6 > 0)
parameters, and are generally represented by

EVg(x; )\,5) = EV&((.%‘ — )\)/5)

2.1 From i.i.d. to a dependent set-up

In many applications, temporal independence is unrealistic. When-
ever the original scheme is no longer identically distributed, but it
remains independent, those limiting results may hold true. However,
when it is not possible to assume independence, we are faced with
new situations. For many real problems the stationarity is the first
realistic situation to be considered. In the last decades, many pro-
gresses have been made in parameter estimation of extreme values in
time series, with relevance to asymptotic results. By the 1990s there
was an increased interest in extremal time series, see [29, 5, 2, 4, 24],
to mention a few.

Temporal dependence is common in univariate extremes of time se-
ries leading to clusters of extremes, which means that extreme values
are likely to occur in temporal proximity. An excellent overview of
the topic of extremal clustering is provided by [8].

As an illustration, let us consider the following sequences:

Example 2.1 Let {X,,} be a sequence of i.i.d. variables from the
model F(z) = (1 — exp(—z))*, 2 > 0, and {Y; }n>1 a two-dependent
sequence defined by Y, = max(Z,11,Z,), n > 1, where Z,, are unit
exponential i.i.d..

We have then the underlying model for'Y,, given by F(y) = P[Z,4+1 <

Y.Zy < y)) = (1 —exp(~y))* y > 0.

Plotting some values from {X,} and from {Y,}, clusters of ex-
ceedances of high levels of size equal to 2, for the {Y,,} sequence,
can be seen, Fig.2. It can also be seen a shrinkage of the largest ob-
servations for the 2-dependent sequence, although we have the same
model underlying both sequences.
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Figure 2: One realization of an i.i.d. process (solid) and a 2-dependent process
(dot dash) with the same marginal d.f.

Let {X,},~, be a stationary sequence. Under adequate conditions,
the d.f. of the maximum, X,.,, of a stationary sequence may be
directly related to the maximum Y., of the associated i.i.d. se-
quence, through a new parameter, the so-called extremal index. The
extremal index, 0, 0 < 6 < 1, appears as

P(X < an EV T — b'/n, a/n = an8€
(Xnim <) & (z) ~ EV¢ o b%:anranefgl'

n

In [23] conditions were established under which a stationary sequence
has the same limiting EV,¢ as the associated i.i.d. sequence, but
different scale and location parameters,

05 —1

é— )
where (), 4, &) are the location, scale and shape parameters of EVy,
respectively. A reliable estimation of 6 is then required, not only by

itself but because of its influence on the estimation of other param-
eters of interest.

A=A+ 8y = 66° Eo =&,
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2.2 The extremal index and its estimation

One common interpretation of 6 is as being the reciprocal of the
“mean time of duration of extreme events” which is directly related
to the exceedances of high levels, see [20, 22]. Parameter 6 can then
be defined as # = 1/(limiting mean size of clusters).

Now, identifying clusters by the occurrence of downcrossings (or
upcrossings), we can write

0 = lim P[X3 < uy| X1 > up] = lim P[X; < up| X2 > up]
n—oo n—oo

and the interpretation of 6 has suggested the so-called Up-Crossing
estimator, see [25, 10, 11], defined as:

n—1
(/._.jUC R ZiZl I(X’L S Unp, < X1+1)

o ST (X > uy) ’ @

=1

where I(A) is the indicator function of A. Consistency of this es-
timator is obtained provided that the high level u,, is a normalized
level, i.e. if with 7 = 7, fixed, the underlying distribution function
F verifies

F(uy,)=1—-7/n+o0(1/n), n — 0o and 7/n — 0.

Other estimators have appeared in the literature, motivated by other
forms of cluster identification, such as the blocks estimator and the
runs estimator, see [18, 19, 30, 31]. Conditions for the asymptotic
normality of those estimators can be seen in [19, 30, 31].

As usual in semiparametric context, the estimators considered, de-
spite having good asymptotic properties, present high variance for
high levels vs high bias when the level decreases, showing then a
strong dependence on the high threshold u,,, for finite samples.

3 Resampling procedures

Resampling computer-intensive methodologies, like the generalised
jackknife, [15], and the bootstrap, [9], have been revealing them-
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selves as important tools for a reliable semi-parametric estimation
of parameters of extreme events. Let us briefly see the application
of those methodologies in the 6 estimation.

3.1 The Generalized Jackknife methodology

By using generalized jackknife methodology, [13] proposed a reduced-
bias Generalized Jackknife estimator of order 2, 067 , based on the
estimator OU¢ computed at three levels: k, |k/2]+1and |k/4]+1,
(|z] — integer part of x), defined as

0% (k) :=50YC(|k/2) +1) — 2(BVC([k/4] + 1) + Y (K)). (3)

More generally [13] considered the levels k, |dk| + 1 and |62k + 1,
depending on the tuning parameter §, 0 < § < 1, and got then a
class of estimators. Actually ©F7 in (3), is obtained with § = 1/2.
This estimator illustrates the simulation study performed with the
“Max-Autoregressive Process (ARMAX process)”, see [2].

Example 3.1 Let{Z;};>1 be a sequence of independent, unit-Fréchet
distributed random variables. For 0 < 0 <1, let

X1 = Zl Xi = max{(l - 9)X,»,1,9Zi} ) Z 2.

For u, =nz, 0 <z < 00, ]P’{Mn < un}—>exp(—9/x), as n — oo,

being 0 the extremal index of the sequence.

The reduced-bias estimator in (3) outperforms the associated classi-
cal estimator. However, for a given sample, the choice of the number
of upper order statistics to be used is a difficulty not yet solved. See
Figure 3, where three different samples were generated, considering
three different values for the parameter, in an ARMAX model. The
estimates paths show how difficult it is to choose k£ and to obtain a
reliable estimate of 6.
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Figure 3: One sample path for UC and GJ estimates in the ARMAX model
for three simulated samples with 8§ = 0.9,0.5,0.1 (from the left to the right).

3.2 The bootstrap under dependence

For modelling and forecasting time series [6, 7] developed a compu-
tational procedure, built in the ‘R environment, based on Exponential
Smoothing Methods jointly with “adequate” bootstrap procedures. When
applied to a large set of time series, competitive results were obtained
compared with the best procedures available, see [7].

So the main motivation of this work is to explore and to modify that
automatic procedure in order it can be an alternative for modelling and
(forecasting) extreme values in time series. Preliminary results have been
presented in [27] and are used here in the 6 estimation.

The aforementioned computational procedure, for modelling and forecast-
ing time series, chooses among a set of models, that one that best fits the
data. Sieve bootstrap principle is applied to the residuals; an autoregres-
sive model with increasing order is fitted to the residuals; stationarity is
tested; transformations or differentiations are performed when necessary,
and after bootstrapping the second level of residuals a bootstrap esti-
mated series is obtained. Forecast is performed based on the bootstrap
estimated values and on the model parameters estimated at the initial
step. Measures of forecast errors are also included in the algorithm. A
description and sketch of the algorithm is presented in [6, 7, 26] among
others.

Fig.4 illustrates the result of forecasting twelve months applying Boot. EXPOS
and ets” [21], using the dataset UKDriverDeaths available in ‘R. The good

7Stands for error, trend and seasonality.
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performance of the Boot.EXPOS procedure is clearly illustrated both for
point forecast values and for forecasting intervals.

UKDriverDeaths UKDriverDeaths
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Figure 4: True values (o) compared with Boot.EXPOS values (- + -) and ets
values (- a o).

3.3 DModelling time series extremes

The classical bootstrap does not work in a dependent context. This was
referred to [3] and later in [1], who showed that in extreme value theory
the bootstrap version for the maximum (or minimum) does not converge
to the extremal limit laws. Actually, [32] pointed out “.. to resample the
data for approximating the distribution of the k largest observations would
not work because the “pseudo-samples” would never have values greater
than Xp.n”. A bootstrap method considering to resample a smaller size
than the original sample was proposed in [17] for estimating mean squared
error and smoothing parameter in nonparametric problems. The idea in
[17] was to choose the resample size, n1, to be less than the original sample
size, n, and use knowledge of the amount by which the two samples differ
to estimate mean squared error and to select the optimal smoothing pa-
rameter for deriving a bootstrap estimator of a functional of (X1, ..., Xn).
He suggested resampling a subsample of size n; = O(n'™¢) with 0 < ¢ < 1.
The procedure developed in [17] was illustrated for nonparametric den-
sity estimation, nonparametric regression and tail parameter estimation.
In this latter case, the tail parameter estimators in a semi-parametric ap-
proach need an adequate choice of the number, k, of upper order statistics,
that should be chosen such that the asymptotic mean squared error of the
estimator is minimized. The [17] bootstrap procedure suggests the follow-
ing: to draw a resample of size n; from de original sample of size n, to
obtain the bootstrap estimate of the mean squared error of the estimator
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considered, let us denote it as DZSTE(chQ, where k1 are the upper order
statistics of the nj—sized resample. Supposing that the asymptotically
optimal k is of the form Cn”, where 0 < v < 1 is a known constant and
C is unknown, what is a common result, [17] proposed, for a given class
of models, if the optimal k1 is asymptotic to Cn], then

ko ~ kl,()(n/nl)’y7 (4)

is asymptotic to Cn”. For several models, [17] showed that v = 2/3.
This idea was exploited in a very preliminary study in [27], where the
funcional under study was the mazimum, taking advantage of the good
performance of Boot. EXPOS for modelling and forecasting time series.
A subsample of size n1 = [n%%%%| of the residuals in the algorithm was
considered. Values of the resampled series were then “improved” on basis
of the relation (4) — this is now called Boot. EXPOS with subsampling. See
Fig.5 as an illustration.

1600 2000
| |

1200
|

T T T T T T
1980 1981 1982 1983 1984 1985

Figure 5: Subset of observed UKDriverDeaths values (solid grey) and forecasts
obtained using Boot. EXPOS (dashed), Boot. EXPOS with subsampling (dotted).

The Boot. EXPOS with subsampling, was applied to a simulated data set
and to a real data set, the UKDriverDeaths time series. The interest is to
estimate 0. Figures 6 and 7 show sample paths for the f-estimator, Y,
in (2), and ©¢7 | in (3), and the associated bootstrap estimates calculated
using Boot. EXPOS with subsampling, @ZC* and @GJ*, respectively.
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Figure 6: UC and GJ 6-estimates in an ARMAX process with § = 0.1. UC*
and GJ* f-estimates using Boot. EXPOS with subsampling.
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Figure 7: UC and GJ f-estimates in the UKDriverDeaths time series and the
associated UC* and GJ* #-estimates using Boot. EXPOS with subsampling.

4 A brief discussion

The procedure here proposed and based on [17] results seems to be a
promising bootstrap approach for modelling and forecasting extremes,
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providing more stable paths to the parameters estimates. Other values
for the 0 parameter in the ARMAX process have been considered, leading
to similar results, not shown for reasons of space. More research needs to
be performed. A large simulation study is now in progress.
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Resumo: Este artigo tem por objetivo apresentar as especificida-
des de dois importantes instrumentos de suporte a preparacao das
estatisticas oficiais nas dreas da Educagao e Formacao - os concei-
tos de producao e difusao estatistica e a Classificagao Internacional
Tipo da Educacao (CITE) 2011 - e dar alguns exemplos préticos dos
impactos que diferentes opgoes, quer no que respeita aos conceitos,
quer no que respeita a CITE, podem ter nos indicadores oficiais de
educacao e formacao.

1 Introducao
A necessidade de dispor de informagao estatistica nos diferentes do-

minios - entre os quais a Educacao - tem vindo a ser progressiva-
mente compreendida a nivel global. A esta evolugdo na percecao
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social da importancia das estatisticas nao se pode dissociar o es-
forgo conjunto de todos os intervenientes, quer sejam as autoridades
estatisticas responsaveis pela recolha, quer sejam as entidades ou
individuos responséveis pelo reporte da informagao.

Para se compreender o papel das diferentes autoridades estatisticas
(tanto a nivel nacional, como europeu), importa partilhar:

e avisao do Sistema Estatistico Europeu, que “...com base
em principios e métodos cientificos, o Sistema Estatistico Euro-
peu proporcionard e melhorara continuamente um programa de
estatisticas europeias harmonizadas que constituird uma base
essencial dos processos democraticos e dos progressos sociais”

e a respetiva missao, de prestar “(...) & Unido Europeia, ao
mundo e ao publico informacao independente de grande quali-
dade sobre a economia e a sociedade, a nivel europeu, nacional
e regional, e disponibilizar publicamente essa informacao, para
efeitos de apoio ao processo de decisao, de investigagao e de
debate” [1].

Para garantir a qualidade das estatisticas e a possibilidade de com-
paragao internacional, torna-se imperioso desenvolver e adaptar os
diversos mecanismos de recolha e producao de estatisticas a termi-
nologias e classificacbes comuns. E também importante garantir a
existéncia de dados harmonizados. Esse objetivo alcancga-se, através
da utilizagado de dois instrumentos fundamentais: os conceitos de
producao e difusao estatistica nas dreas da Educagao e Formacgao e
a Classificacao Internacional Tipo da Educagao (CITE).

Neste artigo pretende-se, para além de uma breve abordagem ao Sis-
tema Estatistico Nacional, apresentar com maior detalhe as especi-
ficidades dos dois instrumentos anteriormente referidos e dar alguns
exemplos praticos dos impactos que diferentes opgoes, quer no que
respeita aos conceitos, quer no que respeita a CITE, podem ter nos
indicadores oficiais de educacao e formagao.
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2 O Sistema Estatistico Nacional

O Sistema Estatistico Nacional (SEN) define as normas e toda a
estrutura que deve orientar a produgao de estatisticas oficiais em
Portugal [2]. Definindo direitos e deveres das autoridades estatisti-
cas, das pessoas (individuais ou coletivas) que fornecem os dados e
dos utilizadores, o SEN rege-se por 6 principios principais: 1)Autori-
dade estatistica (que define os aspetos relacionados com os processos
de recolha de dados); 2) Independéncia técnica (das autoridades e
dos seus colaboradores); 3) Segredo estatistico (de forma a aumen-
tar a confianca no sistema, salvaguardando a privacidade de todos
os cidadaos e entidades que reportem informacgao); 4) Qualidade
(cumprindo os padroes nacionais e internacionais); 5) Acessibilidade
estatistica (cumprir calenddrios de divulgagdo e ir ao encontro das
necessidades dos utilizadores); 6) Cooperagao entre autoridades es-
tatisticas.

O SEN integra o Conselho Superior de Estatistica (CSE), érgao que
orienta e coordena o Sistema, o Instituto Nacional de Estatistica, 1.
P. (INE), o Banco de Portugal, os Servigos Regionais de Estatistica
das Regioes Auténomas dos Acores e da Madeira e as entidades pro-
dutoras de estatisticas oficiais por delegacao do INE (entre as quais
a DGEEC - Direcao-Geral de Estatisticas da Educagao e Ciéncia).

Como definido no Regulamento Interno, o CSE 6rgao funciona em
plenario, sessoes restritas e secgoes permanentes ou eventuais, po-
dendo estas decidirem pela criagao de grupos de trabalho com o
intuito de estudar determinadas matérias mais especificas.

Foi com este enquadramento legal que, em 2010, a Secgao Perma-
nente de Estatisticas Sociais, do Conselho Superior de Estatistica,
aprovou a constituicao do Grupo de Trabalho de Estatisticas da
Educagao e Formagdo (GTEEF). O GTEEF, que integrava, entre
outras entidades, o INE e a DGEEC, tinha como mandato 9 linhas
principais, das quais se destacam o acompanhamento e promocao
da atualizagao dos conceitos para fins estatisticos nas areas da “edu-
cagao e formacao” e o acompanhamento da implementagao da nova
International Standard Classification of Education (ISCED) e a sua
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tradugao e adaptagao para a lingua portuguesa e para o sistema
educativo nacional.

3 Producao e difusao estatistica nas areas
da Educacao e Formacao

A correta defini¢gdo de conceitos, com a atualizacdo e transversali-
dade necessaria, é fundamental para a correta definigao metodoldgica
de indicadores estatisticos e consequente interpretacao dos resulta-
dos obtidos. Assim, e considerando que hé praticamente 10 anos que
nao se procedia a alteragoes, a revisao e atualizacao do conjunto de
conceitos utilizados nas areas da educagao e formagao procurou que
a andlise e a validagao efetuada se ajustassem a realidade atual - e
previsivelmente futura.

3.1 Metodologia e constrangimentos

Em termos metodoldgicos, o trabalho realizado no ambito do GTEEF
passou pela sistematizagao dos conceitos existentes no Sistema de
Metainformacao do INE e pela apresentacao, exposicao e utilizacao
de critérios subjacentes & metodologia de trabalho [3] [4].

Nao esquecendo a necessidade de definir um conjunto de conceitos ri-
goroso, consistente, coerente e sistematizado, foi necessdrio: 1) optar
por definigoes latas, abrangendo a realidade de diferentes produto-
res e utilizadores de informagao e evitando conceitos de conteiddo
similar; 2) evitar a “multiplicacdo desnecessédria de conceitos”; 3) e
tornd-los de aplicagao transversal (i.e., por haver sido definido, acla-
rado, discutido e acordado por todas as entidades, retine as condicoes
necessdrias para ser “universalmente” reconhecido e adotado).

Ao longo do trabalho, foram analisados 615 conceitos. Entre os que
tiveram maior discussao, encontram-se os conceitos de aluno, ano de
escolaridade, aprendizagem, area de educagao e formagao, docente,
educagao formal, ensino, retencao, transicao, conclusao, oferta de
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educacao e formacao, oferta formativa, oferta educativa, sistema de
educagao, sistema educativo, sistema de educacao e formagao.

Os principais constrangimentos prenderam-se com: (1) existéncia
de perspetivas frequentemente nao convergentes, no ambito da Edu-
cacao e da Formagao; (2) proliferacao, inconstancia, disparidade e
incoeréncia terminoldgica e semantica da documentagao legislativa,
normativa e técnica; (3) diferencas legislativas existentes entre o
Continente e as Regioes Auténomas.

Todo o trabalho efetuado possibilitou a elaboracao de uma lista final
com um conjunto de 327 conceitos para entrar em vigéncia no SEN
na area de Educacao, Formagcao e Aprendizagem. Esta nova lista de
conceitos foi aprovada pela 53.% deliberacao da Secgdo Permanente
de Coordenagao Estatistica, publicada com o n.° 327/2017, Didrio
da Republica n.° 82/2017, Série II de 2017-04-27.

3.2 Analise e impacto dos Processos RVCC

A defini¢ao do conceito de aluno, e mais concretamente a sua liga-
¢ao aos Processos de Reconhecimento, Validagao e Certificacao de
Competéncias (Processos RVCC), foi dos temas mais debatidos.

Neste sentido, e antes de se entrar na problemética dos RVCC, é im-
portante esclarecer o conceito de aluno. Este conceito, na sua forma
final, considera que aluno é um “Individuo que, apés um ato de re-
gisto administrativo, participa em percursos de educacgao e formagao
no ambito da educacdo formal”, sendo que por educagao formal se
entende a “educacao intencional, institucionalizada e planeada que
se materializa em oferta de educacao e formagao, confere certifica-
¢ao escolar ou dupla certificagao, apresenta uma sucessao progressiva
de niveis de escolaridade e é ministrada por entidades publicas ou
privadas reconhecidas pelas autoridades nacionais competentes em
matérias de educacdo e formacao”. Nesse sentido, excluem-se da
educacao formal: a formacao profissional e técnica nas empresas; a
formagao exclusivamente em contexto de trabalho; a formacao sem
reconhecimento formal das autoridades nacionais competentes e os
programas de curta duragao de menos de um semestre ou duragao
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equivalente a tempo completo, segundo legislacao em vigor.

De acordo com o definido no manual da ISCED 2011, a educacao
é um processo de comunicacao organizado e concebido para susci-
tar aprendizagens. Também o Manual do UOE [5] remete o con-
ceito de educacao para o definido pela ISCED, destacando que as
palavras-chave para o seu entendimento sdo: comunicagio (transfe-
réncia de conhecimentos), aprendizagem (aquisigao de), organizacao
(das aprendizagens através de programas e dos préprios docentes),
sustentabilidade (a experiéncia de aprendizagem tem elementos de
duragao e continuidade).

Subentende-se, assim, que um “aluno” faz uma aprendizagem susten-
tada de conhecimentos formativos organizados de forma cientifica e
pedagogica, durante um periodo estabelecido e reconhecido como
necessario do ponto de vista educativo, findo o qual lhe é conferido
um determinado grau da classificagao educativa, caso tenha provado
que assimilou estes conhecimentos.

Ora, em relacao aos “alunos” em processos RVCC, a problematica as-
sentava na resposta a dois problemas principais: a forma de inclusao
dos Processos RVCC no esquema conceptual associado ao referido
conjunto de conceitos; a equiparagao - ou nao - dos adultos em Pro-
cessos RVCC a alunos, nos processos de producao, reporte e difusao
de informagao estatistica.

Em Portugal, os Processos RVCC partem da valorizacao dos conhe-
cimentos previamente adquiridos pelos alunos adultos em contextos
formais, nao formais ou informais. Por outro lado, tal como em ou-
tras ofertas de educagao e formacao, a carga de esforgo dos alunos
adultos, para a conclusao com éxito do Processo RVCC, nao se reduz
a simples presenca e participacao nas agoes de formacao promovidas
no ambito do Processo, mas igualmente ao trabalho individual de-
senvolvido. Para que os adultos em RVCC possam ser correntemente
classificados como alunos, a duragao tedrica dos processos devera ser
igual ou superior a um semestre letivo. A tabela seguinte serve para
caraterizar alguns dos principais indicadores administrativos relaci-
onados com esta tematica.

Como se pode observar na tabela 1, as maiores parcelas de cer-
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Tabela 1: Processos RVCC em Portugal, entre os anos letivos 2009/
2010 e 2014/2015

Adultos Dias Horas Formagao
certificados | agoes | processo | complementar
1) @ | © (4)
Total 264.273 283 55 21
Basico 169.376 225 56 23
1.° Ciclo 986 168 52 23
2.° Ciclo 19.151 190 58 25
3.2 Ciclo 149.239 230 56 22
Secundario 94.897 384 52 18

Fonte: SIGO, Sistema de Informacgao e Gestao da Oferta Educativa
Notas: (1) Numero de alunos/adultos que concluiram, com éxito, o Pro-
cesso RVCC; (2) Numero médio de dias em que se desenvolveu o Processo
RVCC; (3) Nimero médio de horas de desenvolvimento de todas as agbes
do Processo RVCC; (4) Numero médio de horas de formagao complemen-
tar.

tificagao de adultos via conclusao com éxito de Processos RVCC
registam-se no 3.° ciclo do ensino bésico (56,5%) e no ensino secun-
dério (35,9%). Por outro lado, a duragao efetiva média de desenvol-
vimento de um Processo RVCC foi de 283 dias (225 dias, no ensino
bésico; 384 dias, no ensino secundério; comportamento crescente,
com o nivel de ensino e o ciclo de estudos). Em termos dindmicos, é
importante notar que o ntimero de alunos/adultos matriculados em
RVCC tem diminuido de forma acentuada, sendo atualmente muito
reduzido.

As perspectivas que se colocavam eram, entdo, as seguintes:

1) Consideragao dos Processos RVCC como uma Oferta de Educagao
e Formacao, orientada para adultos.

Esta opgao conduziria a contabilizacdo dos adultos em Processos
RVCC como alunos, quer no que se refere a “Matriculas”, quer no
que se refere a “Resultados escolares”.

2) Consideracao dos adultos em Processos RVCC como estando
numa modalidade de Qualificacao.
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O que em termos praticos se traduz na consideracao dos adultos em
Processos RVCC apenas no ambito dos “Resultados escolares”.
Importa igualmente verificar o impacto da decisdo de equiparar, ou
nao, os adultos em Processos RVCC a alunos. A nao equiparacao,
teria um efeito negativo de cerca de 200 mil alunos (em 2009), 190
mil (em 2010) e 10.500 (em 2016) (Figura 1).

Tmpacto da nio inclusio dos adultos

em processos RVCC nas Estatisticas Oficiais da Educacao

# Alunos

Figura 1: Impacto da nao inclusao dos adultos em processos RVCC
nas Estatisticas Oficiais da Educagao

Perante a andlise efetuada, foi decidido, em termos gerais, aprovar
o conceito de aluno nos moldes referidos anteriormente e integrar os
Processos RVCC na area das “Ofertas da Educagao e Formagao”, na
Estrutura do Sistema Conceptual da proposta de conceitos [6].

4 Classificagao Internacional Tipo da Edu-
cacgao (CITE)

A International Standard Classification of Education (ISCED) 2011
[7] foi formalmente aprovada em 2011 pela UNESCO, com o objetivo
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de substituir a versao anterior (ISCED 97). A Classificagao Interna-
cional Tipo Educacdo (CITE) 2011 constitui a versdo portuguesa da
ISCED e a sua implementagao foi aprovada pela 52. Deliberacdo da
Seccao Permanente de Coordenagao Estatistica, publicada com o n.°
343/2017, Didrio da Republica n.° 84/2017, Série II de 2017-05-02.
A CITE 2011, que passou a ser de carater obrigatdério no reporte
internacional dos dados a partir de 2014, constitui o quadro de refe-
réncia que permite a apresentagao normalizada de estatisticas muito
diversas e relevantes para a elaboragao das politicas relativas a edu-
cagao, de acordo com um conjunto de defini¢oes e de conceitos acor-
dados internacionalmente, garantindo assim a comparabilidade, ao
nivel internacional, dos indicadores obtidos.

A sua correta aplicacao possibilitard a existéncia de uma base com-
parativa das diferentes ofertas existentes nos Sistemas de Educacao
e Formacao de cada pais membro da UNESCO, da OCDE e do Eu-
rostat. No ambito do mandato do GTEEF, referido no ponto 1, o
desenvolvimento dos trabalhos a nivel nacional, incidiu sobre duas
vertentes: traducao da ISCED 2011 para a lingua portuguesa; cons-
tituigdo do quadro de equivaléncias entre os niveis ISCED 97, ISCED
2011 e os niveis de escolaridade vigentes no sistema de educacao e
formagao portugués. Como resultado final do trabalho desenvolvido,
sintetiza-se abaixo a relagao entre os diferentes niveis da CITE 2011
e os niveis e programas de ensino em Portugal:

e CITE 0: Educagao pré-escolar;

e CITE 1: Ensino bésico - 1.° ciclo e 2.° ciclo;

e CITE 2: Ensino bésico - 3.° ciclo

e CITE 3: Ensino secundario

e CITE 4: Ensino pos-secundério, nao superior

e CITE 5: Ensino superior - curso técnico superior profissional

e CITE 6: Ensino superior - bacharelato e licenciatura de 1.°
ciclo de Bolonha
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e CITE 7: Ensino superior - licenciatura pré-Bolonha, mestrado
integrado de Bolonha, mestrado de 2.° ciclo de Bolonha, mes-
trado pré-Bolonha

e CITE 8: Ensino superior - doutoramento de 3.° ciclo de Bolo-
nha e doutoramento pré-Bolonha.

4.1 Principais eixos orientadores da CITE

Por comparagao com a anterior classificacao, ao nivel dos princi-
pais eixos orientadores da CITE 2011, h& trés aspetos essenciais a
destacar:

e a) apresenta mais dois niveis a um digito, passando de 7 para
9 niveis (o ensino superior passa a ter 4 niveis face a 2 niveis
na versao anterior);

e b) apresenta um maior detalhe, podendo ir a um nivel de desa-
gregacao até 3 digitos (o segundo digito respeita & orientacao
do programa - geral ou vocacional, no ensino nao superior e no
ensino superior de curta duragao; académico e profissional, no
ensino superior - e o terceiro digito refere-se a etapa e duracao
dentro do nivel);

e ¢) permite uma codificagdo em paralelo dos programas educa-
tivos e do nivel de escolaridade completo.

No que particularmente se refere & alinea c), importa compreender
a diferenga entre: 1) por um lado, a classificagdo dos programas
educativos dos varios niveis de ensino - essencialmente, a classifi-
cacdo de dados administrativos e/ou dados estatisticos recolhidos
pela DGEEC relativos a matriculas/inscrigdes, resultados escolares
e recursos humanos (pessoal docente e pessoal ndo docente); 2) por
outro, a classificagao do nivel de escolaridade completo- avaliagao dos
stocks populacionais em termos de nivel de escolaridade concluida
com sucesso, a partir de dados estatisticos recolhidos pelo INE e por
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outras autoridades estatisticas, através dos Censos e de diferentes
inquéritos as familias e as empresas.

Durante o processo de implementacao da CITE 2011, surgiram pro-
blemas de classificagao de programas educativos ou niveis de esco-
laridade considerados de fronteira, por exemplo, situados entre os
niveis 4 e 5 da CITE, entre os niveis 5 e 6 e entre os niveis 6 e 7.
Através de um longo debate entre as diferentes organizagdes inter-
nacionais, nomeadamente, a UNESCO, o Eurostat e a OCDE, e os
Estados Membros, foi entdo sublinhada a necessidade de conside-
rar trés critérios fundamentais para a distingao entre os programas
educativos e niveis de escolaridade:

e requisitos de acesso - a conclusao bem-sucedida dos programas
permite ou nao o acesso a programas classificados em niveis da
CITE mais elevados;

e conteudos - os sucessivos niveis CITE refletem graus crescentes
de complexidade e de especializagao dos programas educativos;

e duragao - proxy ao critério da complexidade dos programas
educativos referido no ponto 2.

Como se ira verificar nos pontos seguintes, foi com estas premissas
que as decisoes relativas as classificagoes dos programas em Portugal
foram tomadas.

4.2 Programas de estudo na fronteira de dois ni-
veis da CITE

De entre as analises técnicas desenvolvidas destacam-se, pela rele-
vancia em termos do nimero de alunos matriculados e do nimero
de individuos detentores de um nivel de escolaridade, as seguintes:

e Anadlise transversal da classificagao dos programas de ensino
superior pré e pds-Bolonha, nomeadamente nos aspetos que
resultam da redugao generalizada da duragao tedrica dos cur-
S0s;
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e Classificagao dos Cursos de Especializagdo Tecnolégica (CET)
e Cursos Técnicos Superiores Profissionais (TeSP), no ambito
da Classificagdo CITE 2011;

e (lassificagao das Licenciaturas pré e pds-Bolonha, igualmente
no ambito da classificacao CITE 2011.

4.2.1 Programas pré e p6s-Bolonha

A problemética prendia-se com a reducao da duracao tedrica dos
programas que conferem os graus de licenciado, mestre e doutor
resultante da implementagao do processo de Bolonha. Em causa
estavam entao os cursos de bacharelato, licenciatura e mestrado
(pré-Bolonha e pés-Bolonha). Existindo duas perspetivas diferen-
tes, a solucao passaria pela discussao em torno ou da adogao de um
quadro de equivaléncia com transposi¢do direta da CITE 97 para
a CITE 2011, privilegiando o critério diploma; ou privilegiando a
duragao teérica como forma de medir a complexidade de um curso,
e, portanto, o nivel da Classificacao CITE em que esse curso seria
colocado. Como solugao decidiu-se pela harmonizagao internacional
transversal (tanto quanto possivel) na classificacio de programas
com caracteristicas similares nos diferentes paises.

4.2.2 CET e TeSP - CITE 4 ou CITE 57

Ap6s uma ampla discuss@o aos niveis nacional e internacional (Eu-
rostat/UNESCO/OCDE/Estados Membros) foi estabelecido um acordo
de principio em que se considerava que programas com duragao de

1 a 3 semestres deveriam ser classificados no nivel 4 da CITE e
programas com duracdo de 4 a 5 semestres deveriam ser classifica-
dos no nivel 5 da CITE. Neste sentido, os programas e qualificacoes
associados aos Cursos de Especializagdo Tecnolégica (CET) foram
classificados no nivel 4 da CITE 2011 e os programas e qualifica-
¢oes associados aos Cursos Técnicos Superiores Profissionais (TeSP)
foram classificados no nivel 5 da CITE 2011.
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4.2.3 Licenciaturas pré e pés-Bolonha

De todas as discussoes técnicas que existiram, as que envolveram
a classificagdo de Licenciaturas pré-Bolonha e de Licenciaturas pés-
Bolonha (Licenciaturas de 1.° ciclo) foram as mais complexas. Pri-
meiro importa descrever as caracteristicas especificas de cada um
dos programas:

e Em termos da duracao tedrica - 3 a 4 anos pés-Bolonha e 4 a
6 anos pré-Bolonha (diminui¢ao na duragao de 1 a 2 anos);

e Em termos do diploma/grau obtido - qualquer destas ofertas
educativas atribui o mesmo diploma (licenciatura) e o mesmo
grau (licenciado);

e Em termos da classificagao na CITE 97: 5A, independente-
mente de se tratar de licenciaturas pré-Bolonha ou pés-Bolonha.

Depois, a grande questao: Classificar ambas as Licenciaturas - pré e
p6s Bolonha - no mesmo nivel CITE 6, “Bachelor or equivalent”? Ou
classificar de forma diferenciada, a licenciatura pds-Bolonha como
“Bachelor or equivalent” (CITE 6) e licenciatura pré-Bolonha como
“Master or equivalent” (CITE 7)?

E importante notar que qualquer opgao que se viesse a seguir te-
ria diferentes implicagoes. Por exemplo, a classificagao de ambas as
licenciaturas no mesmo nivel CITE, privilegiando como critério de
decis@o o grau atribuido, permitiria fazer o seguimento ao longo do
tempo da percentagem de licenciados na populagao ativa, tal como
“historicamente” se vinha a fazer. Em contrapartida, em termos com-
parativos internacionais, o pais surgiria como tendo uma reparticao
pelos niveis 6 (Bachelor or equivalent) e 7 (Master or equivalent)
com um maior peso no nivel mais baixo, o que nao traduziria o “real
valor”, o nivel de conhecimento e preparacao da populacao ativa
portuguesa. Em particular, todos os licenciados pré-Bolonha com
licenciaturas, que passaram posteriormente a mestrados integrados
(como é o caso, por exemplo, das engenharias, medicina, ciéncias
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farmacéuticas, arquitetura, ...) seriam classificados como “Bachelor
or equivalent”.

Na secgao seguinte apresentam-se os resultados da anélise de impacto
de cada uma das opgoes. Como resultado e tendo, ainda, como base
outros pareceres técnicos, mais concretamente orientacoes interna-
cionais, decidiu-se pela classificacao diferenciada de acordo com o
critério de duragao: as licenciaturas pos-Bolonha ficaram classifica-
das no nivel 6 da CITE 2011 e licenciaturas pré-Bolonha no nivel 7
da CITE 2011.

5 Licenciaturas pré e pos-Bolonha - im-
pacto de cada opcgao de classificacao

Para analisar o real impacto das decisoes técnicas que iriam ser assu-
midas, comegou-se por estimar o nimero de diplomados com forma-
¢oes de nivel superior de 5 ou mais anos vs. os de 4 ou menos anos,
na populagao ativa. Para este exercicio, recorreu-se a duas bases de
dados: Dados dos censos 2011, organizados por idade dos individuos,
nivel de formagao superior (Bacharelato, Licenciatura, Mestrado e
Doutoramento) e drea de educagao e formacao (CNAEF); Dados do
RAIDES (diplomados por nivel de formacao superior e por idade
entre 2011 e 2014).

As principais decisoes metodoldgicas, apresentadas na figura ante-
rior, assentaram nos seguintes pressupostos:

e todos os diplomados com mestrado ou doutoramento integra-
ram o grupo “formagdes com 5 ou mais anos”;

e todos os diplomados com Bacharelato integraram o grupo “for-
magoes com 4 ou menos anos”;

e todos os diplomados com licenciatura em escalGes etarios a
partir dos 52 anos (em 2011) integraram o grupo “formacoes
com 5 ou mais anos”;
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Diplomadoscom mestrado ou doutoramento | | Formag&o superior com 5 anos ou mais = G[>= 5]
Licenciados a partir de 2010 [ Formagéo superior com menos de 5 anos—G[< 5]
Restantes licenciados
J\_/L Por interpolagdo (admitiu-se coexisténcia
Anélise por idade de regimes)
G[<5] Dependente da area de formagao (cf. tabela) E G[>=5]
20 24 48 52 65

Idade do diplomado a datados Censos 2011

Figura 2: Metodologia de estimagao do niimero de diplomados com
formacdo de 5 ou mais anos (G[>5]) e de 4 ou menos anos (G[<5])

e os diplomados com idades entre os 48 e 51 anos foram repar-
tidos, gradualmente, pelos grupos “formacoes com 5 ou mais
anos” e “formagbes com 4 ou menos anos” (uma vez que sao
idades de charneira para os licenciados no periodo 1988 a 2006
e anterior a 1988);

e dos diplomados com licenciatura cujas idades variam entre 24
e 47 anos, foram integrados no grupo “formagdes com 5 ou
mais anos” a parte correspondente a areas onde as licenciaturas
vigentes no periodo 1988 a 2006 revelavam longas duracoes.

Admitindo como consensual que os licenciados cujas licenciaturas
tém 5 ou mais anos de duracao deverao ser contabilizados no ni-
vel CITE 7, a dificuldade colocava-se principalmente no periodo de
1988 a 2006 onde coexistiram licenciaturas de 4, 5 e 6 anos. Nesse
periodo, as licenciaturas de 5 ou mais anos eram, tipicamente, as
das grandes dreas com ordens profissionais (engenharias, medicina,
farmaécia, arquitetura, direito, psicologia) e ainda as de ensino para
0s 2.° e 3.° ciclos do ensino béasico e para o ensino secundario.

Em outras areas também existiam, a data, licenciaturas de 5 anos
(nomeadamente, em informdtica, ciéncias sociais, fisica, matema-
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tica, geologia) mas, por nao haver informagao sistematizada quanto
a respetiva duracao, optou-se por repartir equitativamente os diplo-
mados nessas areas por cada um dos grupos (G[>= 5] e G[< 5]).
Para todas as restantes areas os diplomados contabilizaram para o
grupo G[< 5].

Chegou-se entdo as seguintes estimativas: 11% da populagdo com
idades (em 2014) compreendidas entre os 25 e os 64 anos teria um
curso superior de duracao inferior a 5 anos e 12% teria um curso
superior de duragao igual ou superior a 5 anos.

Os gréficos da Figura 3 ilustram a distribui¢ao dos niveis de classifi-
cagao CITE 6, 7 e 8 na populagao portuguesa consoante se atribua
o nivel 6 a todas as licenciaturas ou se atribua o nivel 6 apenas as
licenciaturas pds-Bolonha e o nivel 7 as licenciaturas pré-Bolonha.
De acordo com o Cenério 1, Portugal surgiria nos reportes nacionais
e internacionais como tendo apenas 4,5% da populagao dos 25 aos
64 anos com o equivalente ao grau de mestre ou superior (quando
as estimativas acima apresentadas indicam que essa percentagem
seja, efetivamente, de 12%) enquanto que no Cendrio 2, a referida
percentagem fica mais proxima (17,1%), embora, naturalmente, so-
breavaliada.

Cendrio 1 — Todas as licenciaturas na CITE6 Cendrio 2 — Licenciaturas pré-Bolonhana CITE7

329.527.
1.048.560 5.8%

18,5%
31673
0,6%

216.235
3,8% M‘
f—
31,673/
0,6%

4.359.503 4.359.503
77,1% 77,1%

Semn ensino superior mCITES m CITE7 mCITE6

Figura 3: Numero de diplomados nas CITE 6, 7 e 8 na populagao
com 25 a 64 anos (em 2015), de acordo com os Cendrios 1 e 2
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Na segunda parte do exercicio, admitindo a estacionariedade nas ta-
xas de conclusao das licenciaturas e mestrados e nas taxas de pros-
seguimento para mestrado entre os licenciados, de acordo com os in-
dicadores mais recentes, previu-se sucessivamente ao longo dos anos
a proporg¢ao da populagao com cada tipo de diploma no grupo etério
dos 25 aos 64 anos.

Cendrio 1 —Todas as licenciaturas Cenério 2 — Licenciaturas pré-Bolonha
classificadas na CITE & classificadas na CITE 7
30,0% - 30,0%
25,0% J 25,1% 25,0% J
| ‘ 22,6%
20,0% | 20,0% ‘ 186%
18,5% Lk
15,0% w 1% 15,0% £.5%
10,0% - 10,0% W
5,0% | ‘
1 8%

5,0% 7B
0,0% \—u

2010 2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045

2010 2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045

. CITE 7 s C[TE 6 s C[TE 7 s C[TE 6

Figura 4: Previsao da evolucao da percentagem de diplomados na
populagao [25 a 64 anos] em cada nivel de CITE, de acordo com os
Cenérios 1 e 2

Nas premissas do Cenario 1, de classificagao de todas as licenciaturas
no nivel 6 da CITE, parte-se em 2015 de uma repartigio [CITE
7:CITE 6] de [3,8%:18,5%], havendo uma previsdo de crescimento
em ambos os niveis da ISCED até 2030, com pequeno decréscimo na
CITE 6 e um crescimento mais acelerado na ISCED 7 a partir de
2030.

Nas condigbes do Cenério 2, de classificacao das Licenciaturas pré-
Bolonha no nivel 7 da CITE, parte-se em 2015 de uma repartigao
[CITE 7:CITE 6] de [16,5%:5,8%)], havendo também aqui uma pre-
visao de crescimento em ambos os niveis CITE até 2030, neste caso
com um pequeno decréscimo na ISCED 7 (fenémeno que poderd
eventualmente nao se verificar caso venha a haver um aumento da
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taxa de prosseguimento para mestrado entre os licenciados) e um
crescimento continuado na ISCED 6 a partir de 2030.
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Resumo: Neste estudo de simulagao é analisado o impacto nas me-
didas de qualidade de ajustamento racio x2/gl, SRMR e RMSEA, da
dimensao da amostra e da existéncia de nao respostas, em modelos
de anilise fatorial confirmatoéria. Sao consideradas omissoes planea-
das pelo investigador e nao planeadas. Os indices que se mostraram
mais afetados pela existéncia de nao respostas foram o récio x2/gl
e o SRMR. Em amostras de maior dimensao os indices analisados
apresentaram melhores valores.

1 Introducao

A utilizacao de modelos com equagoes estruturais, em particular,
modelos de andlise fatorial confirmatéria (AFC) (Bollen [1], Sal-
gueiro [5]), tem revelado uma importancia crescente em diversas
areas das ciéncias sociais. Todavia, a impossibilidade de dispor de
amostras de dimensao razoavel face ao tipo de modelagao desejada
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e a existéncia de nao respostas nas amostras recolhidas, sao cir-
cunstancias comuns que se traduzem em limitagoes e/ou desafios em
termos estatisticos e metodoldgicos. Por outro lado, apesar de uma
das grandes vantagens do framework dos modelos com equacoes es-
truturais ser a possibilidade de aferir da qualidade do ajustamento
modelo-dados, face a variedade de medidas disponiveis na literatura
e implementadas nos pacotes estatisticos existentes, é recomendada
a utilizacdo de medidas de diferentes tipos/familias, uma vez que os
valores para elas obtidos podem nao ser concordantes em termos da
qualidade do ajustamento do modelo em anélise.

Na area das ciéncias sociais muitos estudos utilizam dados recolhi-
dos através de inquérito, sendo comum a existéncia de nao respostas
nos dados obtidos desta forma. As omissoes podem ser item mnon
response, caso em que o individuo nao responde a uma ou mais per-
guntas, ou unit non response, caso em que o individuo nao responde
a todas as perguntas. Por outro lado, as omissées podem também
ocorrer de forma intencional e de acordo com a vontade do investi-
gador, situacdo que se designa por planned missing design (PMD)
(Enders, [2]). Este procedimento tem por objetivo aumentar a qua-
lidade dos dados evitando o esforgo de inquirigao e o consequente
abandono do questionario por parte dos respondentes, que é uma
das principais razoes para a existéncia de nao respostas em dados
recolhidos por questionério.

Este trabalho apresenta os principais resultados de um estudo de si-
mulagao realizado recorrendo ao pacote estatistico Mplus 7 (Muthén
e Muthén [4]), no qual se pretende aferir o efeito da existéncia de
dados omissos, bem como o efeito dimensao da amostra, nas medi-
das de qualidade do ajustamento modelo-dados. E considerado um
modelo de AFC com dois fatores, medidos por dois, trés ou qua-
tro indicadores, sao considerados diferentes valores para os pesos
fatoriais e diferentes graus de correlagdo entre os dois fatores. Sao
consideradas e analisadas as seguinte medidas: récio da estatistica
do qui-quadrado pelos graus de liberdade (x?/gl), Standardized Root
Mean Square Residual (SRMR) e Root Mean Square Error of Appro-
zimation (RMSEA). Sao usadas amostras de diferentes dimensoes,
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com diferentes padroes e percentagens de omissao.

2 Metodologia

2.1 Modelo de Analise Fatorial Confirmatdria

O modelo de Anélise Fatorial Confirmatdria corresponde ao modelo
de medida de um modelo de equacoes estruturais e representa a re-
lacao entre as variaveis observadas e as varidveis latentes do modelo.
A equagdo do modelo de AFC é:

X=AxE+9 (1)

em que, XT = (X, Xs,..., X3) é o vetor das k-varidveis observa-
das, ¢T = (&1,&2,...,&,) 6 o vetor das g varidveis latentes, 6T =
(61,02,...,05) € o vetor dos k-termos residuais do modelo de medida
e Ax é a matriz dos pesos fatoriais. Os termos residuais nao estao
correlacionados com as varidveis latentes e seguem uma distribui-
¢ao normal multivariadas com média zero e matriz de variancias-
covariancias ®g. Tal implica que, dados gerados a partir de um
modelo definido pela equacao 1 sigam distribuigao normal multiva-
riada. A matriz de variancias-covariancias implicita ao modelo, X,
é dada por:

3 = Ax®Ax + O, (2)

sendo, ® a matriz de variancias-covariancias das variaveis latentes
£ e ®s a matriz diagonal de variancias-covariancias dos termos re-
siduais.

Estimar um modelo de AFC consiste em encontrar valores para
os parametros do modelo que resultem numa matriz de variancias-
covariancias que reproduza o melhor possivel a matriz de variancias-
covariancias implicita ao modelo teérico considerado. Assim, sendo
3 a matriz de variancias-covariancias subjacente ao modelo de AFC,
pretende-se que a matriz de varidncias-covaridncias entre as varia-
veis observadas S, esteja o mais proximo possivel da matriz 3. Os
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valores estimados dos pardmetros do modelo (X\;; e ¢;;) sdo deter-
minados por forma a minimizar uma funcao distancia, F', entre Se
S.

A fungao, F, é definida de acordo com o método de estimagao con-
siderado, sendo definida por

F =tr[SZ71] + log|E| — log|S| — k, (3)

quando é considerado o método da méaxima verosimilhanca.

2.2 Medidas de Qualidade do Ajustamento

Entende-se por qualidade do ajustamento modelo-dados o grau em
que o modelo especificado e estimado reproduz a estrutura de va-
ridncias-covaridncias (ou de correlagoes) observada na amostra. Na
literatura sobre modelos com equacoes estruturais é possivel encon-
trar um conjunto alargado de medidas (de diferentes tipos), que
sao usualmente calculadas com o objetivo de avaliar o ajustamento
modelo-dados. Todavia, de acordo com Schumacker e Lomax [6],
existem trés indices de ajustamento que devem ser sempre apresen-
tados, qualquer que seja o modelo considerado: o racio da estatis-
tica de qui-quadrado pelos respetivos graus de liberdade (x2/gl), o
SRMR e o RMSEA.

2.2.1 Estatistica de x? e o racio x?/gl

A estatistica de qui-quadrado é um teste estatistico cujo objetivo
é a nao rejeicao da hipétese nula de que a estrutura de variancias-
covariancias entre as varidveis observadas reproduz a estrutura de
variancias-covariancias do modelo especificado. Esta estatistica é
definida como:

=2 {71/2(71 ~1) [tr(Sle) +log|S| — log|S| — k} } (@)

em que n é a dimensao da amostra e k o nimero de varidveis. Este
teste assume a normalidade multivariada dos dados e é sensivel a di-
mensao da amostra. Assim, quando a dimensao da amostra aumenta
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a estatistica x? tende a aumentar (Bollen [1]). O récio x?/gl é um
indice obtido dividindo a estatistica de qui-quadrado pelos respeti-
vos graus de liberdade, sendo que um valor inferior a 2 ou 3 indica
um bom ajustamento, embora estes valores nao sejam consensuais
na literatura (Salgueiro [5]).

2.2.2 Standardized Root Mean Square Residual (SRMR)

O indice SRMR é uma medida baseada na média dos residuos es-
tandardizados entre a matriz de variancias-covariancias observada e
a que estd subjacente ao modelo. Este indice calcula-se através de:

S S (50 — i)/ (siissi))
SRMR:\/ 1k(k+1)/2

; ()

em que, S;; e 0;; s40 elementos da matriz S e EA], respetivamente.
Este indice indica um bom ajustamento modelo-dados quando o seu
valor ¢ inferior a 0.05 (Salgueiro [5]).

2.2.3 Root Mean Square Error of Approximation(RMSEA)

O indice RMSEA ¢é uma medida baseada na diferenga entre a matriz
de variancias-covariancias pelos graus de liberdade e a matriz que
esta subjacente ao modelo. Este indice calcula-se através de:

RMSFEA = max{(F(iE)nil>,O}, (6)

em que, F' (S,f]) é a funcao distancia, definida em fungdao do método
de estimagao, e v sao os graus de liberdade.

Este indice produz melhores valores quando a dimensao da amostra
é grande, pois o termo 1/(n—1) tende para zero quando n tende para
infinito (ver equagao 6). O RMSEA também tem em consideragao
o numero de indicadores, dado que este ntmero influencia os graus
de liberdade do modelo.
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De acordo com Salgueiro [5], valores de RMSEA inferiores a 0.05
indicam um bom ajustamento modelo-dados, mas valores até 0.08
podem ser condiderados aceitaveis.

2.3 Opcoes do Estudo de Simulacgao

Pode realizar-se um estudo de simulagao utilizando procedimentos
de Monte Carlo recorrendo ao pacote estatistico Mplus (Muthén e
Asparouhov [3]). Este software permite gerar m amostras de dados
a partir da estrutura de um determinado modelo (neste estudo, um
modelo AFC), cujos parametros populacionais sdo definidos & pri-
ori pelo investigador. Para cada uma das m amostras geradas, e
de uma forma, integrada, é estimado um modelo AFC, obtendo-se
deste modo, m estimativas para cada uma das medidas de qualidade
de ajustamento. Para cada uma das medidas disponibilizadas pelo
software, é apresentado um valor médio calculado a partir das m
amostras independentes que foram geradas, assim como, o respetivo
desvio padrao. Para além da média das varias medidas de ajusta-
mento modelo-dados disponibilizadas pelo Mplus, também sao for-
necidas as médias e os erros padrao das estimativas dos parametros,
assim como o erro quadrédtico médio, a cobertura e a poténcia do
teste (Muthén e Muthén [4], Vicente e Salgueiro [7]). O método de
estimagao utilizado é o da maxima verosimilhanga, mas quando as
amostras geradas apresentam omissoes € considerado o método da
maxima verosimilhanga de informacao completa.

Neste estudo de simulacao foram geradas, a partir da estrutura de
um modelo de AFC com dois fatores medidos por dois, trés e qua-
tro indicadores cada, 1000 amostras de dados, com 100, 250 e 500
observagoes cada (ver exemplo na figura 1). Foram utilizados como
valores dos parametros populacionais, A = 0,8 e A = 0,6, o primeiro
corresponde a um peso fatorial considerado bom e o outro um valor
no limite do aceitavel, sendo os correspondentes valores de fiabilidade
dos indicadores de, respetivamente, 0,64 e 0,36. Para a correlacao
entre fatores latentes foram considerados os valores ¢o; = 0,1, 0,25
e 0,5.
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Figura 1: Modelo de analise fatorial confirmatoéria com dois fatores,
& e &, correlacionados entre si, cada um deles medido por trés
indicadores

Além de serem geradas amostras com dados completos, sdo ainda
geradas amostras com omissoes. Amostras com 25% de omissoes
em cada indicador, de acordo com um mecanismo completamente
aleatério (que designamos por omissdoes MCAR) e amostras com
omissoes planeadas pelo investigador (que designamos por omissoes
PMD), tal como ilustrado na tabela 1. A tabela 1, apresenta o caso,
em que existem 25% de observagoes com néo respostas nos indicado-
res do factor 1, X1, X5 e X3, as restantes 75% das observagoes nao
apresentam omissoes em qualquer dos indicadores do modelo. De
referir que, quando se considera omissoes nos dados, apenas sao usa-
dos modelos de AFC com trés ou quatro indicadores em cada fator,
com pesos fatoriais no limite do aceitdavel (0,6). Modelos em que
cada fator é medido por dois indicadores nao foram considerados,
uma vez que constituem o caso mais extremo.

3 Resultados

Para cada um dos indices em anélise foi calculado um intervalo de
confianca a 95% e é apresentado em cada uma das diferentes situa-
¢oes, o seu limite superior.
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indicadores X1 X2 X3 X4 X5 XG
75% das observagées | O | O | O | O | O | O
25% das observagoes | X X X O] O ]| O

Tabela 1: Desenho das omissdes PMD para o modelo AFC com 3
indicadores em cada fator. O -valor observado, x - valor omisso

3.1 Réacio x?/gl

A analise da tabela 2 permite verificar que o limite superior do in-
tervalo a 95% para o racio x?/gl diminui quando a dimensdo da
amostra aumenta e mantém-se quando o grau de correlagao entre
fatores latentes aumenta, em modelos com trés ou quatro indicado-
res por fator. Todavia, em modelos em que cada fator é medido por
dois indicadores, este valor aumenta quando aumenta a dimensao
da amostra e quando aumenta o valor da correlagao entre fatores
latentes. De salientar que, em modelos deste tipo e se a correlacao
entre fatores latente é forte (0,5), entdo o rdcio x?/gl pode assu-
mir valores proximos de quatro, o que indica um mau ajustamento
modelo-dados, qualquer que seja o valor assumido pelos pesos fato-
riais.

Por outro lado, é possivel verificar que o limite superior do intervalo
a 95% para este rdcio nao revela ser afetado pelo valor assumido
pelos pesos fatoriais, em modelos com trés ou quatro indicadores.
Alids, a andlise da tabela 2 permite verificar que o valor do racio
tende a estabilizar.

A tabela 3 mostra que, em modelos em que cada fator é medido
por trés indicadores ou quatro indicadores, os valores aumentam
se existem 25% de omissdes em cada indicador (MCAR) e se as
omissoes sao PMD os valores sao proximos, quando comparados com
os resultados dos modelos sem omissoes.
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2 indicadores 3 indicadores 4 indicadores
A=06 AX=08 | A=06 X=08| A=06 AX=0,8
n=100 1,787 1,993 2,105 2,153 1,702 1,709
$12=0,1  n=250 1,995 2,163 2,073 2,074 1,677 1,675
n=>500 2,180 2,581 1,998 2,001 1,627 1,625
n=100 2,285 2,728 2,115 2,151 1,702 1,708
¢12 = 0,25  n=250 2,836 3,446 2,065 2,071 1,675 1,674
n=>500 3,326 3,724 1,992 2,000 1,626 1,624
n=100 3,475 3,903 2,116 2,144 1,701 1,707
¢12 = 0,5 n=250 3,919 4,029 2,046 2,060 1,666 1,670
n=>500 3,975 3,969 1,971 1,991 1,626 1,621

Tabela 2: Limite superior de um intervalo de confianca a 95% para
o récio x2/gl, modelo AFC medido por 2, 3 ou 4 indicadores e dados
completos

3 indicadores 4 indicadores
MCAR PMD | MCAR PMD
n=100 2,157 2,074 1,809 1,766
¢12 = 0,1 n=250 2,085 2,062 1,710 1,713
n=500 2,037 1,997 1,631 1,643
n=100 2,149 2,075 1,810 1,767
¢12 = 0,25  n=250 2,079 2,049 1,709 1,711
n=500 2,031 1,990 1,629 1,643
n=100 2,153 2,096 1,811 1,769
¢12 = 0,5 n=250 2,065 2,029 1,709 1,703
n=500 2,025 1,975 1,631 1,644

Tabela 3: Limite superior de um intervalo de confianca a 95% para
o ricio x?/gl, modelo AFC medido por 3 ou 4 indicadores, A = 0,6
e dados com omissdes MCAR e PMD

3.2 SRMR

A andlise da tabela 4 permite verificar que, os valores obtidos do
indice SRMR nao sao afetados pelo aumento da correlagao entre os
fatores latentes do modelo de AFC. Todavia, apresenta piores resul-
tados quando os pesos fatoriais no modelo considerado sao menores,
exceto no caso de o modelo ter dois fatores medido por dois indica-
dores cada.

Os valores obtidos mostram, ainda que, aumentar a dimensao da
amostra provoca a diminuicao deste indice, mas quando n é pe-
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queno, isto é, igual a 100, o limite superior do intervalo de confianga
a 95% estd acima do considerado um bom ajustamento na literatura,
exceto quando o modelo tem dois indicadores em cada fator.

2 indicadores 3 indicadores 4 indicadores
A =0,6 A=0,8 A=06 AN=0,8 A =0,6 A=0,8
n=100 0,030 0,029 0,072 0,058 0,074 0,062
¢12 = 0,1 n=250 0,020 0,019 0,045 0,037 0,048 0,038
n=>500 0,014 0,013 0,030 0,026 0,034 0,026
n=100 0,033 0,029 0,069 0,058 0,073 0,059
¢12 = 0,25 n=250 0,023 0,018 0,044 0,036 0,045 0,037
n=>500 0,016 0,012 0,030 0,026 0,032 0,026
n=100 0,039 0,026 0,066 0,052 0,068 0,053
¢12 = 0,5 n=250 0,023 0,013 0,040 0,032 0,044 0,033
n=>500 0,016 0,010 0,028 0,022 0,030 0,025

Tabela 4: Limite superior do intervalo de confianca a 95% para o
indice SRMR, modelo AFC medido por 2, 3 ou 4 indicadores e dados
completos

Analisando a tabela 5, em modelos de AFC com 3 e 4 indicadores
medindo cada fator, qualquer que seja a dimensao da amostra e o
valor da correlacao entre fatores latentes, os valores do indice SRMR,
aumentam, quando existem omissoes nos dados face aos resultados
obtidos para os modelos sem omissoes. Este aumento é mais acentu-
ado quando as omissoes sao 25% em cada indicador, do que quando
se consideram omissoes PMD. Com a existéncia de omissoes nos da-
dos, nao é s6 para amostras de dimensao 100, mas também para
amostras de dimensao 250, temos valores acima do aceitavel (0,05).
De referir ainda que, se obtém valores piores em modelos de AFC
com dois fatores medidos por quatro indicadores, do que quando se
tem trés indicadores a medir cada fator.

3.3 RMSEA

Analisando a tabela 6 é possivel concluir que, os valores obtidos de
RMSEA diminuem quando aumenta a dimensdo da amostra, bem
como, quando aumenta o nimero de indicadores no modelo, exceto
quando se consideram dois indicadores a medir cada fator latente.
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3 indicadores 4 indicadores
MCAR PMD | MCAR PMD
n=100 0,097 0,083 0,104 0,090
$12=0,1 n=250 | 0,060 0,051 | 0,062 0,056
n=500 0,044 0,035 0,044 0,038
n=100 0,096 0,082 0,103 0,087
¢12 = 0,25  n=250 0,059 0,051 0,062 0,055
n=500 0,041 0,035 0,044 0,037
n=100 0,091 0,076 0,098 0,083
¢12 = 0,5 n=250 0,054 0,046 0,059 0,051
n=500 0,039 0,031 0,040 0,036

Tabela 5: Limite superior do intervalo de confianca a 95% para o
indice SRMR, modelo AFC medido por 3 ou 4 indicadores, A = 0,6
e dados com omissoes MCAR e PMD

Este indice nao parece ser influenciado pelo valor dos pesos fatoriais,
pois os seus resultados mantém-se sensivelmente os mesmos, quer
para valores de A = 0,6, quer para valores de A = 0,8, exceto no
caso mais extremo do modelo de AFC com dois fatores, medidos por
dois indicadores, cada. O valor do limite superior de um intervalo
a 95% de confianca para este indice apresenta valores superiores ao
considerado como um ajustamento aceitavel, sendo a dimensao da
amostra pequena (n=100), exceto quando existem dois indicadores
por fator latente. Neste caso, os valores parecem aumentar com
o aumento da correlagdo entre os fatores latentes do modelo. Por
outro lado, se o nimero de indicadores que mede cada fator latente
é superior a dois, o valor do RMSEA nao parece ser muito afetado
pelo valor assumido pela correlacao entre fatores latente, uma vez
que os valores obtidos sao muito préximos.

Quando as amostras geradas apresentam omissoes, os valores do in-
dice RMSEA sa@o pouco afetados, em modelos com 3 indicadores
em cada fator, quando comparados com os resultados obtidos para
modelos com dados completos. Todavia, os valores obtidos indicam
um mau ajustamento quando a dimensao da amostra é pequena,
qualquer que seja o valor da correlacao entre os fatores latentes (ver
tabela 7).

Em modelos com 4 indicadores por fator, a existéncia de omissoes
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2 indicadores 3 indicadores 4 indicadores
A=06 A=08 | A=06 A=08| A=0,6 A=038
n=100 | 0,076 0,087 0,105 0,108 0,085 0,086
$12=0,1  n=250 | 0,053 0,058 0,066 0,066 0,051 0,051
n=>500 0,041 0,049 0,044 0,044 0,034 0,033
n=100 0,098 0,120 0,105 0,108 0,085 0,086
¢12 = 0,25 n=250 0,075 0,092 0,064 0,066 0,051 0,051
n=>500 0,061 0,069 0,044 0,044 0,034 0,033
n=100 0,144 0,158 0,105 0,108 0,083 0,084
12 =0,5 n=250 | 0,100 0,103 0,063 0,064 0,051 0,051
n=500 | 0,072 0,072 0,044 0,044 0,034 0,033

Tabela 6: Limite superior do intervalo de confianca a 95% para o
indice RMSEA, modelo AFC medido por 2, 3 ou 4 indicadores e

dados completos

provoca um aumento do valor de RMSEA, embora esse efeito seja
mais acentuado no caso em que temos omissoes MCAR, e em amos-

tras de pequena dimensdo (n=100).

3 indicadores

4 indicadores

MCAR PMD | MCAR PMD

n=100 | 0,108 0,102 | 0,092 0,088

$12=0,1 n=250 | 0,065 0,064 | 0,054 0,054
n=500 | 0,045 0,044 | 0,033 0,036

n=100 | 0,108 0,102 | 0,002 _ 0,090

$12=0,25 n=250 | 0,065 0,063 | 0,054 0,054
n=500 | 0,045 0,044 | 0,034 0,036

n=100 | 0,100 0,105 | 0,093 _ 0,000

12 =05 n=250 | 0,065 0,063 | 0,054 0,054
n=500 | 0,044 0,043 | 0,034 0,036

Tabela 7: Limite superior do intervalo de confianga a 95% para o
indice RMSEA, modelo AFC medido por 3 ou 4 indicadores, A = 0,6

e dados com omissdes MCAR e PMD
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4 Conclusoes

Com a implementacao deste estudo de simulagao pretendeu-se aferir
qual o efeito nas medidas de qualidade do ajustamento modelo-dados
com modelos de AFC, da existéncia de amostras de pequena dimen-
sdo e/ou com omissoes de diferentes tipos. Foram considerados trés
indices de qualidade do ajustamento: x?/gl, RMSEA e SRMR.

O fndice médio do racio x?/gl apresentou sempre valores abaixo do
considerado aceitavel na literatura, exceto quando o modelo conside-
rado tinha dois fatores latentes medidos por dois indicadores cada e
valores de correlacao entre fatores latentes mais elevados. Os indices
RMSEA e SRMR apresentaram valores superiores ao considerado
aceitavel, quando as amostras eram de pequena dimensao e em mo-
delos em que cada fator é medido por mais de dois indicadores. Em
modelos de AFC com dois indicadores por fator, apenas o indice
RMSEA apresentou valores acima do considerado como um ajusta-
mento aceitdavel.

Por outro lado, quando existem omissoes nos dados os valores ob-
tidos para os trés indices de ajustamento pioram, em particular, os
indices que se mostraram mais afetados foram o SRMR e o ricio
x%/gl. Alids, o indice RMSEA nao se mostrou muito afetado pe-
las omissoes PMD. Para obter valores dentro do considerado como
aceitavel na literatura, a dimensao da amostra em estudo deve ser
superior a 250 observacoes. A existéncia de 25% de nao respostas
em todos os indicadores provocaram piores resultados nos indices
de ajustamento, do que quando se consideraram omissoes planeadas
pelo investigador.

De modo geral, podemos concluir que para modelos AFC com e sem
omissoes, aumentar a dimensao da amostra provoca uma diminui-
¢ao no valor dos trés indices. Maior niimero de indicadores por fator
provoca menores valores dos fndices réacio x?/gl e RMSEA, enquanto
que o indice SRMR tem comportamento contrario. Aumentar o valor
da correlagao entre fatores latentes nao se reflete nos valores obtidos
dos indices récio x?/gl e RMSEA, mas os valores obtidos para o
indice SRMR diminuem.
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De referir ainda que, em algumas situagoes, quando se considera o
modelo com dois indicadores em cada fator latente face ao modelo
com trés ou quatro indicadores, os valores obtidos para cada um
dos indices em andlise parecem ser discordantes. Esta situacao pode
ser consequéncia de algumas réplicas apresentarem um problema de
convergéncia, neste que é o modelo mais extremo considerado.
Como em qualquer estudo de simulagao, também neste existem lim-
tagoes, que se pretende responder no futuro préximo, tal como, con-
siderar outros desenhos de omissao planeados pelo investigador.
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Resumo: A representagao visual de dados tem uma histéria secu-
lar, mas o debate sobre a visualizacao de informagao ganhou nova
dimensao com o conhecimento da percegao visual, com o uso de re-
cursos informaticos e recentemente com a representagao de big data.
Este estudo propoe e discute representacoes visuais alternativas, em
funcao dos objetivos e da andlise estatistica efetuada. Tem como
objetivo a recolha, estrutura, andalise e representacao de dados sobre
a presenca feminina na direcado dos sindicatos da administracao pu-
blica, entre 2013 e 2016, dados ainda nao estudados na perspectiva
apresentava. Os resultados revelam uma sub-representagao gene-
ralizada das mulheres, apresentados em graficos mais eficientes e
segundo boas praticas de visualizagao.

1 Visualizacao de dados

A representacao visual de dados é uma parte fundamental na anélise
exploratoria e estatistica de dados, assim como na comunicacgao da
informacao relevante. Uma visualizagao corresponde a um qualquer
tipo de representacao visual de informacao, destinada a permitir a
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comunicagao, andlise, descoberta, exploracao, etc [1].

As representacoes mais antigas estdo associadas a mapas, mas no
final do séc. XVIII, William Playfair desempenhou um papel funda-
mental na criacao de diversos graficos, como por exemplo, a repre-
sentacao da balanga comercial de Inglaterra, publicado em 1786, ou
posteriormente, em 1801, a criagao do primeiro grafico circular, com
o objectivo de representar a relagao entre partes e o seu todo [2] [3].
Para Playfair, os graficos sao preferidos as tabelas porque mostram
a forma dos dados numa perspetiva comparativa [4]. Tukey [5] con-
siderou que os graficos sao uteis, nao s6 para nos mostrar o que ja
sabemos, mas também para nos revelar e fazer perceber o que nunca
esperavamos ver.

A visualizagdo de dados é uma linguagem e estd diretamente rela-
cionada com a captagao da imagem pelo olho e o processamento
dessa imagem que ocorre no cérebro. Um melhor conhecimento des-
tes processos permite uma optimizagao das representacoes visuais a
construir. O trabalho de semiologia dos gréficos, desenvolvido por
Bertin [6], sistematiza os tipos de codificacdao visual, para melhor
percecao e entendimento da informagdo. O autor considerou que
os dados podem ser codificados em varidveis visuais, como sejam,
a posicao, o comprimento, intensidade, cor, textura, orientagao, e
a forma. Estas varidveis foram associadas a quatro propriedades
percetivas: a associacao, selecao, ordenacao e quantificagao. Por
exemplo, associamos mais facilmente as representagoes pela forma,
cor ou orientagao e mais dificilmente pelo comprimento ou pela po-
sicao. Baseados na percegao visual e nas tarefas de percecao que
as pessoas usam para extrair informacao quantitativas dos gréficos,
Cleveland e McGill [7], estabeleceram pela primeira vez uma hie-
rarquia de tipos de graficos, colocando no topo, os de mais facil
e precisa interpretacdo e o mais confuso e indutor de erro, na base.
Desta forma, é possivel encontrar no topo graficos de barras, com co-
dificacao dos dados através de comprimento ou posi¢ao, com menor
percecao comparativa, seguem-se as direcoes, os angulos e as dreas.
Na base, com menor precisao de analise comparativa, encontram-se
os graficos com volumes, curvas, saturacoes e intensidades de cor,
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recomendados apenas para a percecao de padroes mais genéricos
7], 18], [1], [9].

As técnicas estatisticas sdo muito importantes na anélise de dados,
mas para revelar a informagao apurada, € essencial ter preocupacoes
com a sua visualizacao, como por exemplo, estruturar uma tabela de
forma apropriada ou saber qual o grafico mais adequado para o tipo
de informacao existente, aos objetivos definidos, a audiéncia a que
se destina, entre outros. Nao existe um grafico ideal, mas é possivel
seguir algumas boas praticas de visualizagao e facilitar a percecao e
leitura da informacao mais importante de um grafico.

Neste artigo pretende-se discutir algumas escolhas de gréficos e alte-
ragoes de variaveis visuais, para comunicar os resultados encontrados
sobre a presenca das mulheres nas diregoes dos sindicatos da admi-
nistragao publica.

2 Trabalho no feminino e a sua relagao
com os sindicatos

O sindicalismo nasceu andro-centrado, tendo revelado desde o seu
inicio uma atitude sexista em relagao ao papel da mulher na socie-
dade. Ao longo dos tempos, com a incorporacdo em massa das mu-
lheres no mercado de trabalho, os sindicatos reorientaram as suas
estratégias e os seus programas, tendo passado de uma “logica de
exclusdo” para uma “légica de organizacao”. Bouaffre e Sechi [10]
salientam que a tendéncia para a sub-representacao continua, ainda
que se verificando diferencas de assinalar: as confederagoes dos pai-
ses do sul e do leste da Europa sao mais fortemente dominadas pelos
homens. A tendéncia para uma sub-representacdo mais ou menos
intensa ocorre igualmente ao nivel das organizagoes sindicais de pri-
meiro nivel, como comprovam [13], para os EUA; [14], para o Reino
Unido [15], ou para a Suécia. Para Le Quentrec et al. [16], a sub-
representacao é socialmente construida. A escassez de tempo, dado
o trabalho da mulher na esfera privada, é a variavel fundamental que
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explicard o diferencial de militancia entre mulheres e homens.

Por forma a melhorar a representacao feminina nas confederacoes
sindicais muito tem contribuido a adogao de varias medidas, como
sejam a reserva de lugares, as quotas, as comissoes de mulheres ou
a realizacao de conferéncias. Na década passada foi proposta uma
nova abordagem impulsionada pelo conceito de gender mainstrea-
ming, uma “abordagem integrada da igualdade”, uma nova concegao
da igualdade entre homens e mulheres, integrada e permanente, que
passa por os sindicatos integrarem este objetivo nas suas praticas
(igualdade em matéria de representagdo nas instancias dirigentes) e
nas suas estratégias. Contudo, diversos estudos tém demonstrado
a existéncia de entraves & implementacao do conceito. Garcia [11]
propos que se concedesse atencao as agoes ja implementadas, como
as conferéncias de mulheres, a criacdo de comissoes de mulheres ou
de igualdade, o estabelecimento de quotas, a reserva de lugares ou a
garantia de uma representagio proporcional e Silvera [12] propos a
integragao do tema da igualdade na formacao sindical de base, para
além do desenvolvimento de acoes especificas mais aprofundadas.
Apesar dos avancos registados, o reconhecimento e integracdo das
mulheres nos sindicatos e da sua direcao, bem como a implementa-
¢ao de uma politica de igualdade, continua a encontrar dificuldades
e a caracterizar-se pela lentidao.

3 Metodologia

Este estudo pretende contribuir para o estudo da participagao das
mulheres no movimento sindical em Portugal. Os dados sobre este
tema nao existem numa unica fonte, nem se encontram organizados,
sendo assim inovadora a abordagem proposta, quer com a estrutura
e organizacao do sdados, quer na andlise estatistica multivariada uti-
lizada. Pretende-se também analisar e discutir algumas formas de
visualizagao, o seu contributo para a descoberta de casos atipicos,
comparagoes ou relacoes entre os dados, de acordo com as melhores
praticas de visualizagao [6], [1], [9]. Pretende-se contribuir para o es-
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tudo da participacao das mulheres no movimento sindical em Portu-
gal, procurando aferir se no nosso pais também se verifica o fenémeno
da sub-representagao, entendida como uma menor representacao fe-
minina nas estruturas dirigentes dos sindicatos por comparac¢ao com
a proporgao de mulheres na populacao sindicalizavel e/ou nos efe-
tivos sindicais. A selegao dos sindicatos da administragao publica
como campo empirico teve por base trés critérios. O primeiro foi a
elevada taxa de feminizagao do emprego que se regista neste sector,
60% no conjunto da administragéo, no 1° trimestre de 2018 [17]. Os
restantes relacionam-se com o sistema sindical existente no sector.
Por um lado, ele engloba algumas das estruturas de maior dimensao
do pafs. Por outro lado, é na administragao piblica (42%), na satide
(44%) e na educagao (63%) que se verificam as taxas de feminizagao
das diregoes sindicais mais elevadas.

Organizaram-se os dados a trés niveis: a populacao feminina sindi-
calizavel num ramo, servigo ou profissao; a constituicao das equipas
dirigentes; e a lideranca da organizacao. Para apurar a populacao
feminina sindicalizavel, recolheu-se a informacao estatistica oficial
disponivel, sobre a percentagem de mulheres existente em cada ano
e foi determinada uma percentagem média para o periodo de 2013 a
2016. Para obter os dados referentes a constituicao das equipas diri-
gentes e as liderancas sindicais, realizou-se uma analise documental,
com incidéncia nas fichas biograficas dos dirigentes sindicais, publi-
cadas no Boletim de Trabalho e Emprego e no Jornal Oficial da
Regidao Auténoma da Madeira, na sequéncia das elei¢oes realizadas
(2013-2016). Apurou-se a percentagem de mulheres na direcao, na
ultima eleigdo, que decorreu entre 2013 e 2016. Este intervalo de
tempo justifica-se porque as elei¢goes podem ser efectuadas em anos
diferentes para diferentes organizacoes sindicais, sendo que neste in-
tervalo, cada sindicato teve apenas uma eleigao.

Os dados recolhidos foram estruturados e armazenados numa base
de dados em Excel e em SPSS Statistics, com os indicadores apura-
dos para 102 organizagoes sindicais, uma amostra que corresponde a
cerca de um terco do ntimero total de sindicatos existentes em Portu-
gal, e para o emprego publico. Em seguida, realizou-se uma analise
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estatistica para representar e caracterizar os sindicatos em relagao
a presenca das mulheres na direcao, atendendo ao ramo onde tém
jurisdigdo. Com o objetivo de determinar o ntimero de clusters de
sindicatos diferentes aplicou-se uma andlise de clusters hierarquica,
utilizando-se a taxa de feminizacao do emprego e a percentagem de
mulheres na direcao como variaveis de segmentacao. Em seguida,
para a sua classificacao, aplicou-se o método k-médias, técnica de
andlise de clusters nao hierdrquica, de otimizacao [18].

4 Resultados

Dos 102 sindicatos analisados, 32% tém jurisdigdo na educacao; 19%
na saide; outros 19% nas forgas e servigos de seguranga; 7% na jus-
tiga e 23% foram englobados numa categoria intitulada “outra admi-
nistragao publica”, ou por terem ambito de atuagao noutros ramos
da administragao publica ou porque lhe sdo transversais. A maioria
(78%) sao sindicatos de profissao (49% de profissbes ndo manuais
e 29% de profissoes cientificas e técnicas); 12% tém jurisdigio num
ramo e 10% num servigo.

O sistema sindical na administragao publica apresenta um grau de
consisténcia baixo, consequéncia do elevado ntimero de organizagoes
que existem, mas também devido ao baixo indice de filiacao confede-
ral, ainda que os maiores sindicatos estejam filiados nas estruturas
de topo do movimento sindical portugués. Verifica-se que 68% dos
sindicatos nao sao filiados confederalmente; 18% sao filiados na UGT
e 14% na CGTP-IN.

Entre os sindicatos da administragao ptublica é muito baixa a pro-
porcao de mulheres nos cargos de lideranca. A percentagem média é
de apenas 17%, apresentando os sindicatos da educagao e da justiga
valores mais elevados (24% e 29% respetivamente).

Ao analisar as equipas dirigentes, verifica-se que as taxas de femini-
zagao das diregoes sao, em geral, baixas. Os sindicatos associados a
educagdo, surgem como exce¢do, com uma elevada ou mesmo muito
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elevada participagao feminina (>60%), em 63% dos casos, e, em me-
nor escala, na justiga (média ou elevada participagdo — 41%-80%).
Saliente-se que existem nove sindicatos que nao apresentam qualquer
mulher na direcao, sendo que oito pertencem as forcas e servigos de
seguranga. Apenas uma organizagao evidencia uma taxa de femini-
zacao da direcao de 100% (SIMAC®) e outro, uma taxa superior a
90% (SPCLY).

A sub-representacdo das mulheres nas diregoes sindicais da admi-
nistragao publica é generalizada. Contudo, é necessirio tomar em
consideragdo que existem ramos onde a feminizacao do emprego é
baixa, como é o caso das forcas e servicos de seguranga, sendo expec-
tavel uma fraca presenca das mulheres nas estruturas de decisao dos
respetivos sindicatos. Procedemos ao confronto da percentagem de
mulheres nas direcées com a taxa de feminizacao do emprego, ou seja,
a populagao feminina potencialmente sindicalizdvel em cada ramo.
A Figura 1 pretende representar a comparagao dos dois indicadores,
com uma opc¢ao grafica obtida com o Excel, de forma automatica.
Este grafico é classificado como uma opcao que permite um maior
rigor comparativo [1], com o uso de duas das varidveis visuais, a cor
e a dimensao [6]. Contudo, néo facilita a imediata percegéo da com-
paracao que é pretendida. Para além das opgOes autométicas das
cores nao serem as mais adequadas, as linhas auxiliares surgem em
excesso, tal como as divisoes na escala do eixo vertical. Para corrigir
estas dificuldades e salientar a comparacao, foram construidas duas
alternativas ao grafico inicial.

A Figura 2 mostra as duas representacoes construidas em Excel,
onde sao percecionadas de forma mais imediata as diferencas entre
a participagao das mulheres na direcao dos sindicatos e a populagao
potencialmente sindicalizdvel, porque se encontram as comparagcoes
na vertical e nao lado a lado, usando a cor e a forma para os dois
indicadores diferentes, continuando sobre o mesmo eixo. A versao B
mostra como meta a taxa de feminizacao, revelando que seria pelo

8Sindicato Nacional de Massagistas de Recuperacio e Cinesioterapeutas.
9Sindicato dos Professoras nas Comunidades Lusiadas.
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Figura 1: Percentagem de mulheres nas dire¢oes dos sindicatos da
administracdo piblica e taxa de feminizagdo do emprego (%), por

ramo, em Portugal (2013-2016)
Fonte: Célculos préprios a partir do BTE e JORAM

menos razoavel atingir este valor na direcao dos sindicatos em cada
ramo. Acresce ainda uma classificacdo em fundo, em trés niveis de
participacdo feminina (baixa, média e elevada). Este grifico, tam-
bém conhecido como bullet chart [9], permite um maior nivel de
analise e de classificacao associados a imagem. Faz uso da forma e
da cor para a comparacao entre o observado e o objetivo. Utiliza
também a cor, com escala de intensidade, para evidenciar a classifi-
cagao ordinal do nivel de participacao das mulheres em cada ramo,
deixando com mais intensidade a traducao da situacdo menos favo-
ravel (baixa representagido das mulheres).

No que concerne a interpretagao, pela observacao da Figura 2 verifica-
se, por um lado, que as forgas e servigos de seguranca registam uma
diminuta presenca de mulheres nas diregoes, mas apresentam um
diferencial de apenas sete pontos percentuais (p.p.) face a taxa de
feminizacao destas forcas. Por outro lado, o ramo da educagao é o
que apresenta uma maior presenca de mulheres e é também o que
regista uma sua maior proporg¢ao nas diregoes sindicais, se bem que
se verifique um diferencial de dez p.p.. Os sindicatos da satude e
da justica s@o os que manifestam um maior afastamento, com um
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diferencial de 23 p.p. e 21 p.p. respetivamente.
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Administragdo Servigos
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Figura 2: Diferenca entre a percentagem de mulheres nas diregoes
dos sindicatos da administracao piblica e a taxa de feminizacao do
emprego (%), por ramo, em Portugal (2013-2016)

Fonte: Célculos préprios a partir do BTE e JORAM

Pode ainda ser referido que apenas a educagao e a justiga poderiam
vir a atingir uma elevada participagao das mulheres na diregao, en-
quanto nas forgas e servigos de seguranca a presenga é muito baixa
e mesmo que atingisse uma percentagem idéntica a presenca femi-
nina no ramo, esta seria sempre classificada como baixa, quando
comparada com os restantes ramos. De acordo com os dois indica-
dores mencionados, percentagem de mulheres na direcao e taxa de
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feminizacao do emprego, procedeu-se a uma segmentagao dos sindi-
catos. Numa primeira etapa, para mostrar a forte relacao positiva
entre estes dois indicadores (R=0,809), construiu-se um gréfico de
quadrantes em Excel, utilizando a média global de cada indicador
como referencial para os eixos (Figura 3). Esta representagdo visual
surge adequada para perceber a relagao entre dois indicadores, mas
permite também, numa analise exploratoria, a descoberta de casos
atipicos situados nos quadrantes pares, passiveis de um posterior
aprofundamento da anélise [1].

% Mulheres na

dire¢do
(2013-2016)
100
80 i a ™
// !
£ Cluster 2 r /'
60 N oa -7
““j:i"“"‘\\
’ (] A NY
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20 1 X x o\ 7
' A X
\ XX. Cluster 1 7 e SEEEE ==
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0 =) 40 60 80 100

Taxa de Feminizagao (média 2013-2016)

Educagao ¢ Satide ™ Justica XForgas e Servigos A Outra Administragdo Publica @ Clusters
de Seguranga

Figura 3: Tipologia dos sindicatos da administracao ptiblica em Por-
tugal (2013-2016) (n=61)

Fonte: Elaboracao prépria

Assim, no segundo quadrante encontram-se o SMZS'?, no ramo da

108indicato dos Médicos da Zona Sul.
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satide, e o SINSEF!!, que integrdmos na categoria “outra adminis-
tracao publica”, sao sindicatos com uma taxa de feminizacao inferior
a média do conjunto e com uma percentagem de mulheres na direcao
superior & média. No quarto quadrante encontram-se o SPTAAP!?,
o SFJ'3 e dois sindicatos do ramo da satide, o SIPE'* e 0 SE'®, sin-
dicatos com uma taxa de feminizagao superior a média do conjunto,
mas onde a presenga de mulheres na direcao é inferior a respetiva
média.

Numa segunda etapa de trabalho com os dados, foi aplicada uma
andlise de clusters hierarquica. Como variaveis de segmentacao fo-
ram utilizadas a percentagem de feminizagao e a percentagem de mu-
lherees na direcao, para o periodo de tempo considerado. Utilizaram-
se os métodos de agregacao de Ward e do vizinho mais afastado,
ambos com o quadrado da distancia Euclideana para o calculo das
distancias. Depois de analisados os dendogramas resultantes e os
coefcientes de fusao encontrados nas etapas de agregacao com cada
um dos métodos, ambons sugeriam a formagao de trés clusters dis-
tintos de sindicatos. Em seguida a formagao dos clusters foi efec-
tuada com recurso ao método nao hierdrquico k-médias, peritindo
assim a optimizagao do agrupamento realizado. Na Figura 3) foram
projectados os centréides finais dos trés clusters, encontrados com o
recurso ao K-médias e foi desenhada uma linha a tracejado, orienta-
dora para a sua caracterizagao.

O primeiro cluster (nj=15) é composto por sindicatos com juris-
digdo em ramos com uma baixa taxa de feminizacdo do emprego
e que apresentam em consequéncia uma muito fraca representacao
das mulheres nas diregoes. Este cluster é constituido quase exclusi-
vamente por organizagoes das forgas e servigos de seguranca (93%).
O segundo cluster (ny=27) é integrado por sindicatos que atuam
em ramos com uma elevada taxa de feminizagdo do emprego, re-

1 Sindicato dos Funciondrios Servigo de Estrangeiros Fronteiras.
12Gindicato Pessoal Técnico Apoio Atividade Policial da PSP.
13Sindicato dos Funcionérios Judiciais.

14Sindicato Independente Profissionais de Enfermagem.
15Sindicato dos Enfermeiros.
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gistando uma presenga de mulheres nas direcoes sindicais acima da
média, sendo formado maioritariamente por estruturas do ramo da
educagao (74%). O terceiro cluster (n3=19) engloba sindicatos com
uma taxa de feminizagao semelhante ou superior & média, com as or-
ganizagoes a evidenciarem uma percentagem de mulheres na direcao
muito inferior ao seu peso na populagao sindicalizavel. Compoem-no
sobretudo sindicatos da satde (37%) e da educagao (26%).

Para uma amostra de 63 sindicatos foi possivel apurar a presencga
de mulheres na direcao entre 2003 e 2006, ou seja, 10 anos antes.
Com estes dados, procedeu-se a uma anélise comparativa temporal.
Verificou-se a existéncia de um retrocesso das taxas de feminizagao
das diregdes num conjunto elevado de organizagoes (27), ligados ao
ramo da educagao. Os restantes ramos revelaram um ligeiro au-
mento.

5 Conclusao

A presente investigacdo pretende contribuir para o estudo da repre-
sentagao das mulheres nas estruturas sindicais, particularmente nas
suas diregoes. Apresenta a inovacao da criacdo de uma base orga-
nizada e classificada de dados sobre os sindicatos da administracao
publica, assim como a analise multivariada realizada. Paralelamente,
também foram dicutidas as opgoes de visualizagao, adotando as me-
lhores praticas neste dominio. Apresentam-se possibilidades de mo-
dificacdo das representacoes graficas “tradicionais”, com recurso ao
Excel. A escolha da visualizagao de dados mais adequada relaciona-
se com a mensagem que se pretende comunicar, com a andlise que
se pretende fazer, podem ser comparagoes, relagoes, classificacoes ou
detecao de padroes. Sugere-se a construcao de mais do que uma po-
roposta de grafico, arranjadas as suas componentes, e decidir sobre
qual a forma que facilita a extracdo de conhecimento a partir da
imagem [1].

Tradicional ou nao, recomenda-se a simplicidade na apresentacao de
valores, linhas, formas ou cores, de acordo com a referéncia atual de
“keep it simple”. Nas modificacoes a efectuar nao de devem alterar
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mais de duas varidveis visuais [6], [1].

Relativamente aos resultados encontrados sobre a militancia sindi-
cal no feminino, este estudo permitiu concluir que mesmo em ramos
e/ou profissdes altamente feminizados, isso ndo é garantia de uma
adequada representagao das mulheres. Apesar dos varios padroes
que descortinamos, isso é notério para o conjunto dos sindicatos da
administracao publica, em particular no caso dos sindicatos dos pro-
fissionais de enfermagem, onde encontramos diferenciais superiores
a 40 p.p. entre a propor¢ao de mulheres na populacao sindicalizavel
e a sua propor¢ao nas instancias de decisdao. Uma nao adequada
representacao das mulheres tem consequéncias nefastas para o sin-
dicalismo. Por um lado, se ele é menos inclusivo entao é menos
representativo. Por outro, como alertam varios autores [19], [14],
se as liderancas sindicais nao representam de forma proporcional os
efetivos, entao o cardcter democratico das organizagoes é fortemente
restringido. Se bem que se mantenham insuficiéncias, a situagao evo-
luiu bastante por comparagao com as décadas de 70 e 80 e, mesmo,
de 90. Muito hé a fazer, mas os sindicatos saberao encontrar e apli-
car as politicas que permitirao acabar com a sub-representacao das
mulheres nos seus 6rgaos dirigentes.
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Resumo: Neste trabalho consideramos sucessoes fortemente esta-
ciondrias, {X,}, cujas margens sao varidveis aleatérias inteiras po-
sitivas pertencentes & classe de Anderson ([3]). E estudada a dis-
tribuicdo assintética de (S, , My, ), onde Sy = X3 + ... + Xp,,
My, = max{Xy,....Xg, } e {k,} é uma sucessao de inteiros positivos
nao decrescente tal que k,11/kn, — 7 > 1, n — +00. Considerando
este crescimento geométrico da dimensao amostral, é estabelecido
um limite ndo degenerado para P(Sg, < anx + by, My, < x +dy,),
o qual expressa a independéncia assintdtica destas estatisticas. O
resultado ¢ ilustrado com uma classe de modelos W-INAR(1).

1 Introducao

Nas ultimas décadas, tem-se verificado um interesse crescente pela
modelagao de dados ambientais, como a temperatura, a velocidade
do vento, os niveis de dgua, a quantidade de poluentes, onde a ocor-
réncia de valores elevados pode influenciar significativamente a sua
média. Se, para amostras de dimensao moderada, tal influéncia é no-
toria, para grandes dimensoes amostrais, a dependéncia (assintética)
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entre média e maximo nem sempre se verifica. Assim, ha que estu-
dar a distribuigao assintética conjunta da soma S, = X; + ... + X,
e do méximo M,, = max{X;,...,X,,} de uma sucessdo de varidveis
aleatdrias (v.a.’s) {X,}.

Um dos trabalhos pioneiros deve-se a Chow e Teugels [4], que con-
siderando as v.a.’s {X,} independentes e identicamente distribui-
das (i.i.d.), mostraram que se (a,'S, + nb,,c, (M, — d,)), com
Gn, cn > 0, by, e d, constantes reais, converge em distribuicao para
(U,V) entao U e V sdo independentes, exceto quando o indice de
estabilidade o < 2 e V tem distribuicao de Fréchet. Neste caso,
os autores estabelecem a fungdo caracteristica de (U,V) no limite
através de

— +OO 3
E (ezt(anISn+7zbn)][{Mn§vn}) — W (t,p) exp |:/ eztkwdw—a:| ,
v

onde v, = cuv + dy, wa(t,p) é a fungdo caracteristica limite de
a; S, + nb, e k é uma constante. Com a motivagio de encontrar
um modelo adequado a distribuigao conjunta da velocidade média e
maxima do vento, entre outras, a literatura prosseguiu com os resul-
tados de Anderson e Turkman [2], relativos também & distribuicao
limite de (S, M, ), considerando todavia que {X,,} é uma sucessao
fortemente estaciondria (estaciondria) sob condigoes de dependéncia
adequadas.

Como em muitas areas, como filas de espera, epidemiologia e me-
teorologia, surgem séries temporais de valores inteiros, ha que esta-
belecer o comportamento limite de (S, M,,), tendo por suporte os
modelos de varidveis inteiras e as técnicas subjacentes.

Em McCormick e Sun [15] é estudado o comportamento assint6tico
deste par aleatdrio, assumindo que a sucessdo subjacente {X,} é
estaciondria com margens pertencentes a classe de Anderson ([3]),
isto é, a classe das fungdes de distribuicao (f.d.’s) F' com extremo
superior do suporte, wg, infinito e que verificam

1-F(n-1)

1 1
= F() —7r>1,n— +oo, (1)
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o que denotamos por F' € C4(r). Sob normalizacao linear, sdo obti-
dos os limites inferior e superior (diferentes) para tal distribuigao.
Mantendo a plataforma probabilista em que as varidveis da suces-
sdo estaciondria {X,} s@o inteiras positivas e pertencem & classe
de Anderson, neste trabalho é estudada a distribuicdo assintética
de (Sk, , My, ), onde {k,} é uma sucessao de inteiros positivos nao
decrescente tal que

knt1/kn — 1 >1,n — +00. (2)

Na Seccao 2, considerando que as margens de {X,} sdo i.i.d., sdo
apresentadas as distribuicoes limite de P(Sk, < anx+b,)e P(M, <
z +dy), que caso existam sdo semiestdveis e max-semistaveis, res-
petivamente. Na Seccao 3 é dedicada a alguns resultados sobre su-
cessOes estacionarias e f.d.’s pertencentes a classe de Anderson, no
contexto max-semiestavel. Na Seccao 4 estabelece-se um limite nao
degenerado para P(Sk, < anpz + by, My, < x4+ d,), o qual ex-
plicita a independéncia assintdtica destas estatisticas. A Seccao 5
encerra uma aplicagao do resultado anterior a uma classe de modelos
U-INAR(1).

2 Leis semiestaveis e max-semiestaveis

Apresentamos nesta sec¢do alguns resultados sobre as distribuicoes
limite da soma e do maximo, Sy, e My, , de ky, v.a.’s i.i.d. onde {k,}
é uma sucessao de inteiros que satisfaz (2). Para o que se exp0e nesta
seccao as v.a.’s nao sao necessariamente inteiras.

Resultados relativos a distribuicao limite de Sy, surgem nos traba-
lhos de Kruglov [12] e Grinevich e Khokhlov [8], onde se prova que
a distribui¢do limite da sucessao {a; 'Sk, + b,}, com a, > 0 e b,
reais, é uma funcao distribuicao (f.d.) semiestdvel G. Nesse caso,
dizemos que a f.d. F pertence ao dominio de atragao de uma f.d.
semiestével G, e escrevemos F' € D(G,). Uma f.d. semiestével G,,
ou é Gaussiana ou entao a sua funcgao caracteristica, ¢, admite a



252 Dias & Temido

representagao

+o0 ;
log p(t) = ict +/ (eit‘r -1 i ) dH (x), (3

e 1+ 22

~—

com ¢ € R e fungao espectral

(—x)"%01 (log(—x)) sex <0
H(z) = { fx’af)g(logagc;) sex>0" )

onde 0 < a < 2, 6; sao fungoes periddicas com periodo comum e tais
que, para todo o z e para todo o h > 0, e*"0;(x—h)—e~"0;(z+h) >
0,0<¢ <bi(x) <d; <+4ooecs+cy>0. A a €]0,2] chamamos
de indice de semiestabilidade.

Notamos que, se em (2) substituirmos r por 1, entdo a fungao espe-
tral H é definida por H(z) = (—z) %01 se t < 0 e H(z) = —x~ %0
se x > 0, onde 0 e A5 sdao constantes nao simultaneamente nulas,
e assim (G, representa uma f.d. estavel. A classe de distribuicoes
max-semiestaveis foi introduzida em Grinevich [6, 7]. Nesses traba-
lhos provou-se que, se {k,} é uma sucessdo de inteiros satisfazendo
(2) entao a distribui¢ao limite da sucessao {(My, — dn)/cn}, com
cn, > 0 e d,, constantes reais, é uma f.d. max-semiestavel Gg,. Di-
zemos assim que a f.d. F pertence ao dominio de atragao da f.d.
max-semiestavel G, e escrevemos F' € D(Gg,). Uma f.d. max-
semiestavel Gz, ¢ do tipo de uma das f.d.’s caracterizadas por

®s,(r) = exp(—z Pv(log(x)), >0
Vs, (z) = exp((—x)’v(log(—z)), z <0
Ay(z) = exp(—e "v(z)), z € R,

onde v(zx) é uma fungdo positiva, limitada e periédica com periodo
log . Também aqui observamos que, se em (2) substituirmos r por
1, entao o limite em distribuicao de My, , sob normalizagao linear,
encontra-se na classe das bem conhecidas f.d.’s max-estaveis.
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3 Sucessoes estacionarias, classe de An-
derson e max-semiestabilidade

Seja {X,,} uma sucessao estaciondria com f.d. marginal F'. Recorde-
mos algumas condigoes de dependéncia das sucessoes estacionarias,
em particular em contexto de max-semiestabilidade.

Definicao 3.1 A sucessao {X,,} verifica a condi¢ao de mistura forte
se, para quaisquer acontecimentos A e B pertencentes a o-dlgebra
gerada por {.... Xt—1,X¢} e {Xtpn, Xetnt1,--}, S€ tem

|P(AN B) — P(A)P(B)| < a(n), Vn €N, Vt € N,

para alguma sucessao ndo decrescente a(n), com lim «a(n) = 0.
n—-4oo

As condigoes de independéncia assintética Dy, (u,,) e de dependéncia

local D}, (un), que sdo adaptagoes das condigoes D(uy) e D'(uy)

de Leadbetter et al. [13] ao contexto de max-semiestabilidade, sdo

introduzidas em Temido e Canto e Castro [17] e Hall e Temido [10],

respetivamente.

Definicao 3.2 Seja {k,} uma sucessao crescente de inteiros posi-
tivos e {un} uma sucessio de reais. A sucessio {X,} verifica a
condi¢cdo Dy, (uy) se, para quaisquer inteiros 1 < iq < ... < i, <
J1 < oo <Jq <k, com g1 —ip > by e Aj = {X; <u,}, setem

|P(NI_y Ai, 0 _ A ) = P(ME_y A ) P(NLy Aj))| < ae,,s

m=1“%J)
onde lim apy, = 0, para alguma sucessio L, a satisfazer
n—-+oo ’
lim ¢,/k, =0.
n—-+00 n/ "

Temido e Canto e Castro [17] provam que, sob Dy, (u,), a distribui-
¢ao limite do maximo Mj,_, se existir, é max-semiestavel.

Defini¢ao 3.3 Seja {k,} uma sucessao crescente de inteiros posi-
tivos e {un} uma sucessio de reais. A sucessio {X,} satisfaz a
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condi¢cdo Dy, (un) se existir uma sucessio de inteiros positivos {sy}
tal que lim k,/s, = +oo, lim spang, =0e
+oo ’

n—-+oo n—
[kn/sn]
e 3 PO X > ) =0
j=

A nogao de indice extremal é também estendida ao contexto de max-
semiestabilidade. Para tal, defina-se o conjunto

T(Fky,) ={7>0:Fup(rkn) : "EI_POO kn(1 — Fun(1,kn))) =7}

Note-se que se F' é uma f.d. discreta e (2) ocorre, entdo I'(F\k,) é
um conjunto pelo menos infinito numeravel. Define-se que a sucessao
{X,} tem indice extremal 6, se existe uma sucessdo de inteiros nao-
decrescente satisfazendo (2) tal que, para todo o 7 € T'(F\ky,), se
tem

lim P (Mg, < un(m.ky)) =e ", 6€)0,1].

n—-+4oo

Como se espera, sob Dy, (un) e D} (uy), os méximos My, e Fkr
tém o mesmo limite em distribuigao, do que decorre 6 = 1.
Relativamente as f.d.’s pertencentes & classe Ca(r) e a sua relagio
com as f.d.’s max-semiestaveis apresentamos alguns resultados.
Comegamos por recordar que as f.d.’s pertencentes a C4(r), como
a Binomial Negativa, nao pertencem a qualquer dominio de atragao
max-estdvel. Porém, Anderson [3] provou que, uma f.d. F, com
wp = 00, verifica (1) se e s6 se existe {d,,} tal que, para u,, = z+d,,
exp(—r~*1) < liminf F"(u,) e limsup F"(u,) < exp(—r~%).
n—-+00 n——+oo
Na procura de uma f.d. limite ndo degenerada, Temido [18] provou
que, para qualquer F' € C4(r), o limite de F*», sob normalizagio
linear, é uma f.d. max-semiestavel discreta, designada Gumbel dis-
creta e definida por G(z) = exp(—r~*l), z € R. Concretamente,
para uma f.d. F com wp = 400, existe uma sucessao de inteiros
nao-decrescente {k,} a satisfazer (2) e uma sucessao {d,} tal que
lim Fk(z4d,) = exp(—rf[x]), r € R,

n—-+4oo
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se e 86 se F' € C4(r). Em conclusdo, se {X,,} é uma sucessdo esta-
ciondria, com f.d. marginal F' € C4(r), e que satisfaz as condigoes
Dy, (un) e Dy, (un), entdo a f.d. limite de My, — d, é também a
Gumbel discreta.

4 Distribuigao limite de (S, , M)

Antes de apresentar o resultado principal deste trabalho, ha que defi-
nir a nova condigao, Dy, (v/kn,uy), que é uma adaptacio da condicio
D’(ay,uy) de Anderson e Turkman [2].

Defini¢ao 4.1 Seja u, = u,(7,ky,) para qualquer T € T'(F)k,) . A
sucessdo { Xy} satisfaz a condigdo D), (Vkn,un) se

Tn it Tno
lim limsups ZE exp ! ZXl -1 Ix,5uy | =0,
j=1 =1

§—=+00 n—too ovVkn

I#]

kn ~
onde 02 = lim ;%V (Z Xz‘>7 X=X —E(X)) er, = [%}
i=1

n—-+oo n

O teorema seguinte é o resultado principal deste trabalho, no qual se
estabelece um limite nao degenerado para (S, ,My, ), evidenciando,
como ja referimos, a independéncia assintética entre estas duas es-
tatisticas.

Teorema 4.2 Seja {k,} uma sucessao de inteiros positivos ndo de-
crescente a satisfazer (2) e {X,} uma sucessdo estaciondria que
verifica a condicao de mistura forte e com f.d. marginal, F, per-
tencente a Ca(r). Se existirem constantes reais d,, a, > 0 e by
tais que {Xn} wverifica as condi¢oes D), (un) e D;Cn(\/E,un), com
Up =Y+ dy, €

ay (Sk,, — knbn) ~2 N(0,1), n — +00,

n
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entao,

n—-+oo

Sk, — knb
i P (2B <o, < ) = P (o) exp(-r )

Dem.: Uma vez que a condi¢ao de mistura forte implica a condi¢ao
Dy, (un), com a condi¢do D), (u,) garante-se a existéncia de indice
extremal igual a 1. Por outro lado, para a classe de Anderson, tem-
se a existéncia de uma sucessio real {d,} tal que F*~(z +d,) —
exp(—r~ ), n — +oo. Assim, a sucessdo aleatéria My, — d, é
atraida em distribuicao para o mesmo limite.
Em Temido e Canto e Castro [17] é introduzida uma extensao da di-
visao em blocos de Loynes, adaptada ao contexto de max-semiestabi-
lidade, com a qual foi possivel estabelecer

lim limsup s|P(M,, < u,)—G*(z)|=0. (5)

5—=++00 3 to00

Com os mesmos argumentos e seguindo Anderson e Turkman [2],
com gkn = Sk, — knbn € grn =Sy, — kpby, também no presente
contexto se prova que

E(iti’“"]l )_Es<'ts
€ My, <un} €

lim limsups
$—=+00 n_y 400

n ]I{M,nun}>’ =0,

bem como

lim slimsup F [( ita; 'S, 1) ]I{M,.n>un}] =0.

§=+0 pnytoo

Na prova de este ultimo limite é usada a versao discreta do Lema 2.2
de Anderson e Turkman [2]. A saber, aplicando a soma por partes
obtemos

+oo
E(IXo|Tixsu,y) = Y iP(Xo=1i)=P(Xo > un)([un] + 1)
i:[un]+1

+ Z P(Xo > i) = O(ZZ)“"(”

i=[upn]+1
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uma vez que P(Xg > i+ u,)/P(Xo > un) — 174, n — +o0.
Da normalidade assintética de a,, 1Sk, decorre

: : ita; 'S i
lim limsups|E ("% "™ | —e 25| = 0.

§—+00 ps oo

Por outro lado

G t2 §
‘ES (enanlsrn ]I{Mrn gun}) o <G1/S(l‘) te - 1)

R B
<s E[(eltan ST‘n +171) (171[{M7‘n>u”})j| 7G1/S(IE)767£+1’
<s ‘E [(eim;l§m — 1) ]I{Mrn>un}]

g 2
E (em’" ST") —eT |,

+ s

Tn —

P(M,. <) — Gl/s(x)’

+ s

Assim, atendendo aos limites ja estabelecidos, obtemos
: . s ita;lgkn _
sl}r-&poo ngrﬂr-loo B (e ]I{ZVI;% Su"}> a

— lim lim (Gl/S(xHe*%q)‘ — G(z)e 7.

s—+o0o n——+o0

5 Aplicacao — O Modelo V-INAR(1)

Nesta seccao aplicamos os resultados das secgoes anteriores ao mo-
delo fortemente estaciondrio W-INAR(1), introduzido na literatura
de séries temporais inteiras por Aly e Bouzar [1]. Consideremos uma
fungao geradora de probabilidades (f.g.p.) ¥y, ¢t > 0, que verifica

Wiy, (2) = Wg, (W, (2)) € Ue(0) £ 0O, (6)

para quaisquer reais positivos t,t; e t. Dada uma v.a. inteira
positiva X, n € (0,1) e ¥_1,,, a satisfazer (6) com ¢t = —Inn, Aly
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e Bouzar [1] introduzem a v.a. operada n ®y X, cuja distribuicao é
caracterizada, em termos da f.g.p condicionada, como

B(2"0vX|X) = (U,(2))¥.

Mais, E(n Oy X) =1’ E(X), onde §g é uma constante. Concreta-
mente, considerando uma sucessao de v.a.’s i.i.d. {Y,,}, independente
de X e com f.g.p. ¥, ,asv.a’snOg X e szzl Y; sao identicamente
distribuidas.

Neste trabalho consideramos uma sub-classe da classe de Anderson,
constituida pelas f.d’s que verificam

1—F(n) ~nSr~"L(n), n— +oo,

onde £ >0, r > 1 e L é uma funcao de variagdo lenta. Esta classe é
aqui denotada por C%(r).
Consideremos o modelo W-INAR(1) definido por

Xn =10w Xn1+Zp, n2>1, (7)

onde 0 < n < 1, {Z,} tem f.d. Fz, € C%(r) e é independente da
sucessao {Y,,}.

Teorema 5.1 Para o modelo W-INAR(1) proposto em (7) temos

Sk, — k

com p = E(X,) eo?=V(X,).

Dem.: Dias e Temido [5] provaram que {X,} é uma sucessdo es-
taciondria que satisfaz as condigdes Dy, (un) e D} (un) e que se
Fyz, € C4(r) entao também Fx, € C%(r). Consequentemente, de-
vido ao que foi exposto na Secgdo 3, existe uma sucessao real {d,}
tal que F)kcn (x+4d,) — exp(—r~[*), n — +00. No caso particular
da classe C%(r) podemos considerar d,, =n e k, = [n=%r"/L(n)].
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Assim, como a sucessdo {X,} tem indice extremal igual a 1, con-
clufmos que P(My, —d, < x) — exp(—r~1*), n — +o0.
Provemos agora que a sucessao estaciondria { X, } verifica a condigao
de mistura forte com coeficiente de mistura

a(n) = O(e¥" +n'9), (8)

onde ¢ €]0,1] e d > 1, seguindo de perto McCormick e Park [14].
Com efeito, para qualquer A C Nj e B € B(Np), tem-se

[P (X1, X0) € A, (Xnpot, Xntaii1,) € B) —
—P((Xh..A,Xn) S A) P((Xn+21,Xn+21+1,...) S B) |
n+l (9)
< > P ((Xnyai—k, Xnyai-ki1,m) € B|Xo = 0) —

k=n+1
—P((X1,X2,...) € B)| +2P(E),

onde F = {X}, = 0, para algum k = n,...,n + [}. Provemos agora
que

|P((Xn,Xn+1,...) S B‘XO = O) — P((Xl,X27...) S B) |
< CL (" +n?) (10)

De facto, o primeiro membro desta desigualdade nao excede

n—1 n—1 n—1
Z‘P<Zﬁi®wzni—v>—P<Zﬁi®\yZn¢+77n®\1on—v>‘
v=0 1=0

i=0
+2P(X, >n)

— n Syn E(X'g)
<> PM" ©w Xo > 1)+ 2P(Xn > n) < ™" E(Xo) + 2 ol

v=0

onde se usou a desigualdade de Markov. Fica assim provado (10).
Por outro lado, o Lema 2.5 de McCormick e Park [14] garante que

P(E) < 2Cgs‘ﬁ, onde Cs e ¢ €]0,1] sdo constantes adequadas. Con-
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sequentemente, (9) é majorado por

n+l
C 3 (MR p (n 20— k)T + 205V
k=n-+1
14
<0511_;S T l +2C5eV < Ca(oV + 119,

onde § := 1 e g é fungdo de J e de ¢. Fica assim estabelecido (8).
A normalidade assintdtica da soma fica estabelecida, de acordo com
Ibragimov e Linnik [11], se provarmos que, para algum 8 > 0 se

> _8_
tem E(X2HF) < oo e :iol(a(n))ﬁ+2 < oo, onde «(n) representa
o coeficiente de mistura. Para este modelo temos F(X2*58) finito

porque a classe C%(r) admite todos os momentos finitos. Por outro
s

lado, a série numérica de termo geral (Q\/ﬁ—l—nl_d) B¥2 é convergente,
parad > 1e 8 > 0 tais que (dﬁ;l%ﬁ > 1 (por exemplo, S =2ed > 3).
Temos assim um Limite Central para S,, e obviamente para Sk, .

Seguindo novamente McCormick e Sun [15], prova-se que { X, } satis-
faz a condi¢do D) (v/'kn,un) desde que o coeficiente de mistura veri-
ﬁque k a(k,l/ﬁ) = 0p(1),n — 400. Ora kna(lml/ﬁ) = Cs(kyp, o 4

ke ) = 0n(1), n — +o0, para d > 8.

Realcamos o facto de que, se ¥y (2) = 1 — e ! + e 'z, entao GOy
representa o operador aleatério Binomial, aqui denotado por x .
Neste caso, o modelo W-INAR(1) d4 lugar ao modelo estacions-
rio INAR(1), proposto por McKenzie [16] e definido por X, =
n*Xp—1+ Zn, n>1, onde 0 < n < 1. Considerando, por exemplo,
Xo~ NB(\p),com A€ Ne0<p<1,asucessao {Z,} tem f.g.p.
dada por U, (s) = (1 —p(1 —n+ ns))” (1 — ps)~*. Uma vez que em
McCormick e Park [14] se prova que

1—Flz+n—1)~C(z+n)p" n — oo,
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considerando k, = [Cp~"n'*], u = P eo= 1—V_p;)\, tem-se

Sk, — knit

i — < —— < = -p
nEIEOOP< o <z, My, n—!—l_y) Fyo,1)(z)e
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Resumo: Dos muitos trabalhos sobre a distribuigao do méximo de
amostras com dimensao aleatéria que se seguiram ao trabalho de
Rachev e Resnick [3] de 1991, salientamos o trabalho de Satheesh e
Sandhya [7], que generaliza alguns resultados apresentados em [3].
Dando continuidade a [1], neste trabalho sdo estudadas com detalhe
as estatisticas ordinais de uma amostra que tem um niimero aleatério
de elementos, tendo este nimero uma distribui¢ao Binomial Negativa
(r,p). Sao também explorados alguns resultados limite (p — 0),
a max-divisibilidade infinita e a max-estabilidade, no caso em que
r=2.

1 Introducao

Os extremos de amostras com dimensao aleatdria surgem nas mais
variadas areas, como a meteorologia, a hidrologia, a geologia, a geo-
fisica, a eletrénica, a modelagao de comportamentos na bolsa de
valores, entre outras.
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Consideremos N ={1,2,...}, {X;,i € N} uma sucessdo de varidveis
aleatdrias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas (i.i.d),
com funcao de distribuicao (f.d.) comum dada por Fx, p € (0,1),
N, uma v.a. inteira e nao negativa, independente de X;, Vi € N,
e a k—ésima estatistica ordinal descendente (k € N) da amostra
aleatéria X7,...,Xn,, quando a dimensao da amostra é superior ou
igual a k, (N, > k), i.e., Xy _py1:n,|N,>k- Por comodidade de
escrita denotaremos esta varidvel por M (k,p):

M(k,p) = XN, k4 1:N,|N, >k (1)
Nao é dificil mostrar que (cf., e.g., [1]), para z real,
o k-1

Pt (2) = 3030 (1) 1= P (@ [P ()" Pisi (@

_ _ P(Np=j+1i) ]—H
= 1 § : P(N,>k) \ i )FX
i=k j=0

)

() F (), (3)

com Fy = 1— Fx. Quando k = 1 obtém-se (de (2))

i ) PWazn) _ by (Fe(e) —PWN=0) ()

Faap (T P(szk) = 1-P(N,=0) d

onde 1y, (s) = E (s"7) é a fungio geradora de probabilidades (f.g.p.)
de N,. A expressao (4) é facilmente generalizdvel para a distri-
buicao de maximos de vetores de dimensao d € N, onde o wvetor
mdzimo, M (1,p), é o vetor cujas componentes sd0 0s MAXimos
de cada componente dos vetores envolvidos. Neste caso, tomando
z = (21,..,2q4),X = (X1,....X4),M(1,p) = (M(1,p)1,....M(1,p)a),
temos

Farp) (@) = Unes) (Fx (x)) — P (N, = 0)_ (5)
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2 Quando a dimensao da amostra tem
distribuicao binomial negativa
Consideremos N, uma v.a. com distribuigao binomial negativa com

parametros r > 1, inteiro, e p € (0,1), i.e., N, —~ BN(r,p), com
funcao massa de probabilidade dada por, para i > 0, inteiro,

, t+r—1\ , r
P, == (T 0
Neste caso, da expressao (3) resulta que (cf. [1])
P (N, > k)
Fri(kp) (2) =1 = m (7)

com
*:p[l—Fx(l‘)] (8)
1—pFx (x)
Notemos que, se substituirmos (8) em (6) obtemos, para i > 0,
inteiro,

rev == () (SR () @

o que conduz a (substituindo (9) em (7)),

oo

_ 1 z+r 1 v[1—Fx (z)]
Furp) (1) = 1= 5,51 (1 PFx( z)) Z (11 PFx (2) ) ’
i=k

que pode ser reescrito usando fungoes hipergeométricas ja que, quando
lg()] <1,
e .
(gl (@) = ¢ (@) (CTE) 2P (L — L+ k4 Lk + 1 g(2)).
i=k
O caso r = 1 corresponde a ter como dimensao da amostra uma v.a.

geométrica: ‘
P(N,=i)=p'(1—p),i=0,1,...
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A estabilidade e a divisibilidade para o caso k = 1, considerando a
v.a. geométrica com distribuicao transladada, de forma a ter como
suporte N, foi detalhadamente estudada por Rachev e Resnick (cf.
[3]), que identificaram a varidvel M (1,p) como sendo apropriada para
descrever acontecimentos extremos que ocorrem até ao instante de
uma catastrofe.

Quando r = 2 temos (¢f. (6)), parai=0,1,...,

P (N, =1i)=(i+1)p'(1-p)*,

“+oo
P(N,>k) =Y (i+1)p' (1-p)°=(k+1-kp)p"  (10)
1=k
e, de (8),
k
P20 = - SE ) (SR ) - o

Assim, substituindo (10) e (11) em (7), obtemos

k
[1-Fx (z)] 1—Fx ()
[k +1- kpl—pF)';(:L'):| (1—pF)§((x)> (12)

k+1—kp

FM(k,p) (l‘) = 1-

Na figura 1 estao representadas algumas fungoes de distribuigao de
estatisticas ordinais de ordem N, — k£ 4+ 1 de amostras de dimensao
aleatéria N, condicionadas & dimensdo ser superior a k, nos casos
em que X tem distribui¢do Normal(0,1) e em que X tem distribuigao
Exponencial(1).

Sendo X uma v.a. com funcgao densidade de probabilidade fx, a
v.a. M(k,p) terd fungdo densidade de probabilidade dada por

(mew+nku_p(@ﬁd
k+1—Fkp [l—pF); (g:)]m.ng (x).(13)

Ik, (z)

Na figura 2 estao representadas algumas fungoes de densidade de
probabilidade de estatisticas ordinais de ordem N,—k+1 de amostras
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Figura 1: Algumas fungoes de distribuigdo de Fjs(k,p) quando X
tem distribui¢do Normal(0,1) (direita) e quando X tem distribuicao
Exponencial(1) (esquerda).

de dimensao aleatéria, condicionadas a dimensao ser superior a k,
nos casos em que X tem distribuicdo Normal(0,1) e em que X tem
distribuigdo Exponencial(1).

= ]
— —~t
B« B
e Il
L Za
= =
SO =
— - -
.
o -
= o

Figura 2: Algumas fungoes de densidade de probabilidade de M (k,p)
quando X tem distribuigdo Normal(0,1) (esquerda) e quando X tem
distribuigdo Exponencial(1) (direita).

Se k£ = 1, obtemos o maximo da amostra, condicionado a que a
amostra tenha pelo menos um elemento M (1,p) = XN,:N, N, >1 €
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de (12) e de (13), sabemos que

[ pl-Fx@)] 1-Fx (@)
Fuan @ =1= 5= 2= T R () | T-pFx ()

2(1—p)? 1
2=p [1-pFx(z)]

Ty (2) = 5fx (7).

Nas figuras 3 e 4 estao representadas algumas fungoes de distribuigao
(esquerda) e de fungoes de densidade de probabilidade (direita) de
M (1,p), nos casos em que X tem distribuicio Normal(0,1) (Figura
3) e em que X tem distribuicdo Exponencial(1) (Figura 4).

4 Qoﬁ
x| S
e O

= —
By gda
2= S A
=S =

O RSP
< C?:

= T T T T T T < T T T T T T

2 0 2 4 6 8 2 0 2 4 6 8

X T

Figura 3: Algumas fungoes de distribuigao (esquerda) e de densidade
de probabilidade (direita) de M (1,p) quando X tem distribuigao
Normal(0,1).
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Figura 4: Algumas fungoes de distribuigao (esquerda) e de densidade
de probabilidade (direita) de M (1,p) quando X tem distribuigao
Exponencial(1).

3 Divisibilidade infinita do maximo ale-
atério

Rachev e Resnick (cf. [3]) definiram um vetor aleatério Y, tomando
valores em R¢, como sendo infinitamente divisivel para “méaximos
geométricos” se, para qualquer p € (0,1), YV 4 Yn,:n,, onde N, é
uma v.a. distribuida geometricamente e {Y}, ;,j € N} é uma sucessao
de vetores aleatdrios i.i.d. e independentes de IN,,.

De forma andloga, dizemos que uma v.a. Y, com fungao de distribui-
¢ao Fy, é uma v.a. infinitamente divisivel para maximos aleatérios
(i.d.p.m.a.) relativamente a uma familia de distribuigoes de conta-
gem N, p € (0,1) se, para qualquer p € (0,1), se tem

y &

M(1,p) = YN, .N, N, >15 (14)
onde {Y,,;,i € N} é uma sucessao de vetores aleatérios i.i.d. e inde-
pendentes de IV, com f.d. conjunta comum dada por F},. Recorde-
se a expressao obtida em (5). Sendo 9, uma funcao estritamente
crescente para s € [0,1] (com ¢n,(0) = 0 e ¢n,(1) = 1), podemos
falar na funcao inversa de v, 7,/1;[]1), e determinar a solugao de (14)
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tomando para distribuicao de X,
Fy,(z) =¥y, (Fy(@)[1 = P(N, =0)] + P (N, =0)).  (15)

Notemos que, no caso em que N, é uma v.a. positiva, temos sim-
plesmente

Frap) () = YNy (Fy (z)) e Fy, (x) = %}i (Fy(z)).

A f.g.p. de N, definida por (6) é ¥y (s) = (1*1’ )T, desde que

1—sp
1 s .
5< . A funcao inversa de ¢y, é

_ 1 1-p 1
1
= —— 16
wNp (y) D D yl/’" ( )
e P(N,=0) = (1—p)", de onde resulta que o vetor aleatério YV’
¢ i.d.p.m.a. relativamente a N, —~ BN(r,p) se (¢f. (15) e (16)) a
fungao definida por
1 1-p 1
FYp(m):i_ r l/7
PP [(Fy(@){1-(1-p"}t+1-p))
for uma funcdo de distribuicdo. Quando d = 1, a expressao (17)
define sempre uma funcao de distribuicao. Quando r =2 e d = 2
temos

1 1 1
Fy, (zy) = ——-— . (18)
» p p \/P(iﬁ;fi Fy (z,y) +1

Consideremos 0 < y1 <y, 0 < z1 < z9e 0 = 1(11(2_;’3 Fy (x;,y;)+1.

Temos que:
Proposigao 3.1 A expressio (18) define uma f.d. quando
1 1 1 1
+ < + ,
V22 Vaii vV az21 V@12

sendo esta uma condi¢ao necessdria, no caso em que a distribuicdo
Fy ¢ simétrica e que a%l < ajiasz.
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4 Sobre a estabilidade para maximos ale-
atorios

Consideremos uma v.a. X com funcdo de distribuicao Fy,
p € (0,1) e N, uma v.a. discreta tomando valores inteiros positi-
vos, i = 1,2,.. com probabilidade p; = P (N, =4). Consideremos
ainda X1,Xo,..., v.a.’s independentes e identicamente distribuidas a
X e independentes de N,. Dizemos que a distribuicdo F' é max-
estével em relacdo a Ny, p € (0,1), se, existirem nimeros reais a(p)
e b(p) > 0, tais que

Xn,.n, 2 b(p)X + alp), (19)

ou, equivalentemente,

o, (F(2)) = 3 P () P, =) = P (5520 ) o)

No caso em que N, tem um atomo em zero, como é o caso quando
Np —~ BN (2,p) , substituimos a v.a. Xy, .n, por M(1,k) (cf. (1)) e,
considerando (4), reescrevemos a expressao (20) na forma

Ung) (Fx (2) = P(N=0) r — B(p)
1-P(N=0) _FX( a(p) )

de onde resulta que F' é max-estdvel para N —~ BN (2,p) se, para
algum « (p) e B (p), se tem:

1 1 (2_P[1—Fx($)]) 1 — Fx (z) :FX<$—ﬁ(P)>
2-p 1—pFx (z) ) 1—pFx () a(p)
Notemos que a estabilidade para minimos é definida de forma seme-

lhante — a distribui¢do F' é min-estével em relacdo a Ny, p € (0,1),
se existirem numeros reais a(p) e b(p) > 0, tais que

4

min (X1,...,.Xn,) = b(p)X + a(p),
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— e que a generalizagao para vetores aleatérios é possivel, bastando
para tal considerar os maximos componente a componente.

Entre os resultados ja conhecidos destacamos os trabalhos de Voorn
[9], Pillai [2] e de Satheesh e Nair [6].

Voorn mostrou em 1987 (c¢f. [9], Teorema 4.3) que, se a distri-
buicdo F for ndo degenerada e simétrica e se {m,; (p),i € N},
for uma sucessao de distribuicoes discretas definidas em N, tais
que lim, 4o 7,1 (p) = 1, entdo a distribuicdo F' é max-estével
em relagdo a {m,; (p),i € N} se, e s se, as distribuigdes discre-
tas {m,.i (p) i € N}y tém distribuicdo geométrica e se F' tem dis-
tribuigao logistica. Voorn mostrou também que no teorema ante-
rior poderia abdicar da simetria, juntando a estabilidade para mi-
nimos, mostrando que (¢f. [9], Teorema 4.4) se a distribuicio F'
for ndo degenerada, se {m,; (p),i € N} e {pni(p),i€ N}  fo-
rem sucessoes de distribuicbes discretas definidas em N, tais que
limy, 400 M1 (p) = limy st 00 Pn1 (p) = 1, entdo a distribuigdo F
¢ max-estavel em relacdo a {m,;(p),i € N} _., e min-estdvel em
relacdo a {pni (p),i € N} _y, se, e s6 se, as distribuiges discretas
{mni(p),i € N} _y sdo geométricas e se I tem distribuicio logis-
tica, loglogistica ou loglogistica regressiva, colocando em destaque
as mesmas distribuigdes encontradas por Rachev e Resnick (¢f., [3]).
Pillai em 1991 (¢f. [2]) mostrou que se F' é uma distribuicdo com
suporte (0,00) é estdvel para méximos com respeito a distribuigao
Geométrica(p) (p € (0,1)) se, e 86 se, F' tem distribuigao semi-Pareto,

1

ie,parax >0, F(z)=1- Tra(e)» com

o (x) = %(b <p1/°‘33) ,a> 0. (21)

Um outro exemplo é dado por Srechari em 1995 (cf. [8]) que gene-
raliza a condigao de estabilidade, substituindo a condicéo (20) por

[ Fewac, 0 - (542,

onde G, é a funcao distribuicao de Np, e conclui, entre outros resul-
tados, que as distribuigdes L— max-estaveis sao apenas max-estaveis
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com respeito a distribuicoes G degeneradas.

Mais recentemente, Satheesh em 2001 (c¢f. [5]) e Satheesh et. al.
em 2003 (cf. [6]), apresentaram algumas caracterizagoes de varid-
veis X > 0 usando a estabilidade para maximos aleatérios. Por
exemplo, mostraram que se X tem distribuicdo Exponencial(1), X
¢ max-estdvel em relagao a N, se, e s6 se, IV, segue a distribuigao
de Sibuya(p), com fungao geradora de probabilidades dada por

YN, (s)=1—-(1—s)", 0<p<1,

obtendo-se neste caso v, (F'(z)) = Fx (pr). Mais geralmente,
X > 0 é max-estdvel em relagdo a N, com a distribuigdo Sibuya(p)
se, e 86 se, X tem distribuicdo semi-Weibull(p,«) dada por, para
z > 0,

F(2) =1—exp(—6(z)),

onde ¢ satisfaz a condi¢do funcional (21), obtendo-se neste caso
¢ (F (z)) = Fx (p*/*z). Um outro caso particular provado pelos

referidos autores é o caso em que F (x) = (1 +J;_“)7l/k, com k
inteiro positivo, e & > 0. Neste caso F' é estdvel com respeito a N,
p € (0,1), se, e s6 se, N, tiver a distribuicdo de Harris(1/p,k) (cf.,
e.g., [4]).
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