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Prefacio

O processo que consiste em dividir uma coleccio de abjectos em gripos
naturais, a partiv de wm conjunto de dados relativos aos objectos, é co-
nhecido por virios nomes sendo o mais popular o de “andlise de clusters”,
Os grupos sio designados por clusters e a ideia central no processo de for-
macio de clusters é a ideia de semelhanga. Objectos que pertencam ao
mesnio cluster sdo mais setelhantes entre si do que objectos pertencentes
a clusters diferentes.

Um dos principais objectivos da andlise de clusters é o de induzir uma
classificagao no conjunto dos objectos. E, como classificar é uma constante
da actividade hnmana e, em particular, de toda a investigacio cientifica,
nao admira que a prética da anélise de clusters seja da maior importiancia
em todas as 4reas de trabalho. Por exemplo, em biologia é usada para
derivar taxonomias de animais e plantas e agrupar genes de acordo com
a sua funcionalidade, e em andlise de mercados é usada para identificar
nichos de clientes com iguais preferéncias.

Actualmente devido & grande produgéao de dados e & emergéncia de novas
dreas de investigagao (datae mining e aprendizagem antomaitica, por exem-
plo) a andlise de clusters atravessa um vigoroso desenvolvimento. A sua
pritica e o conhecimento dos seus métodos interessam a um vasto leque de
estudiosos.

O presente texto, preparado para servir de base ao mini-curso que an-
tecede o XIT Congresso da Sociedade Portuguesa de [statistica, é uma
tentativa de fornecer, de uma lorma breve, uma visdao geral dos principais
métodos e principais problemas da anilise de clusters. Alguns métados,
mencionados no Capitulo b, realtmente aqueles menos usados pela generali-
dade dos ntilizadores, nao merecem aqui mais do que uma breve referéncia,
Espera-se que a bibliografia referida seja um guia atil para permitir ir mais
além no estudo destes métodos e das virias questdes que se colocam em
andlise de clusters e que aqui nao foram incluidas ou foram tratadas de
forma leve.



O nivel de matemética requerida para compreender o texto é minimo
e por isso tanto estudantes de estatistica como utilizadores da andlise de
clusters em geral nao deverao ter muita dificuldade em utilizé-lo. Os exer-
cicios propostos no final de alguns capitulas sao wma mistura de pequenos
projectos requerendo a utilizagdo do computbador, exemplos numéricos e
questoes Ledricas, sendo que estas (llimas correspondem muitas vezes a
desenvolvimentos de ideias apresentaclas no texto.

Quero agradecer aos meus amigos Sérgio Valente que elaborou um texto
para descrever o exemplo dos automéveis do Capitulo 6 e no qual a descrigao
que aqui é feita se inspirou, a Patricia Ferreira que, com paciencia, produziu
a Figura 1.1 e as Tabelas 1.1, 2.6 e 2.7 e & Ana Pires que cometeu a loucura
de se oferecer, e no fim eu nao fui capaz de recusar, para digitar o texto.
A sua ajuda foi preciosa, nao s6 porque me libertou da tarefa de digitagao,
muito morosa para mim, mas também pelas criticas e sugestdes que foi
fazendo & medida que o texto se ia desenvolvendo.

E claro que os erros e omissoes que restam séo da inteira responsabilidade
do autor que, desde ja, agradece a todos os que queiram comunicar falhas
que encontrarem ou contribuir com comentdarios construtivos.

Instituto Superior Técnico,

Lisboa, Julho de 2004

J. A.B.
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1

Introducao

1.1 Classificacao

A necessidade de reunir objectos semelhantes para formar grupos, dando
origem a uma classificagao, tem acompanhado a evoluciio da hinmanidade
desde os sens primordios até aos nossos dias. Imagina-se que no prineipio
esta actividade primitiva seria um recurso para a propria sobrevivéncia,
pois era vital reconhecer os animais ferozes, os frutos comestiveis e iden-
tificar as aves avisadoras de perigos e de climas. Mais tarde classificar
objectos tornou-se uma pratica essencial ao aperfeigoamento da organiza-
¢io da sociedade e ao progresso da maior parte das dreas cientificas. A
classificacio de animais e plantas estd na origem da teoria evolucionista de
Darwin, a classificagio dos elementos quimicos influenciou o conhecimento
da estrutura do dtomo, a classificncio das estruturas, dos fenémenos e dos
tempos geoldgicos é um aspecto fundamental na explicagao da origem e
evolugio do planeta em que vivemos, a classificagio dos astros contribuin
para formular as teorias em que se baseia a moderna astronomia e a clas-
sificagio das palavras permite compreender a estrutura das lingnas e saber
como elas evoluiram. Enquanto que estas classificagoes tradicionais estao
fortemente dependentes de elaboradas teorias sobre os fendmenos a clagsi-
ficar, modernamente é comum proceder & classificagio de fenémenos sobre
08 quais nao existem teorias bem definidas ou até sobre os quais nao existe
um grande conhecimento, como sio os casos, por exemplo, de dale mining
e andlise de mercados. Compreende-se assim que a classificagio continue
a constituir uma ferramenta fundamental na evolugdo do conhecimento
actual. De facto os objectivos finais da classificagdo sao a andlise de fené-
menos com vista a identificar quais sio as suas partes, como ¢ que elas se
interligam, e usar este conhecimento assim criado para predizer e controlar
o comportamento dos grupos e dos seus membros.

O homem moderno vive numa sociedade que estd organizada por grupos.
Fazem parte integrante do nosso mundo os pafses, as escolas, empresas,
profissoes, partitos politicos, religides e clubes da mais variada natureza,
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mma lista que o destino vai estendendo de maneira inexorivel com novos
grupos de entidades e ideios que vao surgindo com o passar do tempo e
com o evoluir do conhecimento. A necessidade de construir grupos é uma
caracteristica da actividade humana e sem divida um suporte essencial do
método de aprendizagem e do praprio método cientifico em geral,

(lasgsilicacio é um conceito cientifico para o qual é diffeil dar uma defi-
nicao. Boris Mirkin sugere, em Mirkin (1996), uma actualizacao de uma
definicio inicial avangada, hd longos anos, por J.S. Mill (1806-1873). De
acordo com a proposta actualizada,

Classificagdo é o verdadeiro ou ideal arranjo em conjunto
daqueles que sao iguais, e a separacao daqueles que sao
diferentes, sendo que a finalidade deste arranjo é primeira-
mente:

(i) formar e conservar o conhecimento,

(ii) analisar a estrutura do fenémeno,

(iii) relacionar entre si os aspectos do fenémeno em
questao.

—

Uma andlise da classificacio nas vérias ciéncias revela que para com-
preender a estrutura do fenémeno e a relagao entre os seus diversos aspec-
tos é conveniente basear a andlise em cinco dimensGes relevantes: historia,
estrutura, funcionalidade, atitude/acgio. Por exemplo, enquanto que na
classificacao em geologia se destacam as dimensdes relativas a estrutura e
& histéria (origem e evolugdo das camadas rochosas) em biologia interessa
considerar a estrutura, a histéria e a funcionalidade (como o movimento e
a reprodugio).

Embora a classificacao constitua a base para a compreensao das coisas
do mundo em que vivemos e a sua pratica seja tao longa como a existéncia
do préprio homem, nao parece que se tenha constituido numa disciplina
académica, coerente e independente, nem que pertenga a alguma das dis-
ciplinas académicas estabelecidas. A sua esfera de acg@o abrange todas as
4reas do conhecimento e é em cada uma delas que as teorias e métodos de
classificacao tém florescido.

O acto de classificar assenta numa diversidade grande de conhecimen-
tos, teorias e critérios, e é esta imensa dispersdo que possivelmente tem
dificultado a montagem de uma estrutura que permita elevar a classifi-
cacdo A categoria de ciéncia. Esta situagdo peculiar da classificacdo vem
constituindo motivo de reflexdo de grandes cientistas especializados em
classificacio (Hartigan, 1996 e Mirkin, 1996).

Sem esquecer estas preocupagoes, algumas de natureza filoséfica, muita
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da actividade ligada & classificagdo tem-se concentrado em aspectos ma-
tematicos definidos com o objectivo concreto de construir grupos a partir
de um conjunto inicial de individuos ou objectos. A frase seguinte, ex-
traida do prefacio em Mirkin (1996), traduz, em minha opiniao, o estado
em que actualmente se encontra a classificagao, enquanto corpo difuso de
uma grande variedade de conhecimentos:

The science of classification, which deals with the problems of
how classifications emerge, function and interact, is still un-
born. What we have in hand currently is clustering, the dis-
cipline aimed at revealing classifications in observed real-world
data.

1.2 Analise de clusters

A anslise de clusters é apenas mais uma maneira de produzir classificagdes.
Enquanto que a classificagio é um processo muito geral, actuando sobre
fenémenos do mundo real e usando todo o tipo de conhecimento disponivel,
a andlise de clusters actua sobre um conjunto de dados e usa métodos
mateméticos geralmente de forma automatica.

Partindo de um conjunto de dados relativos a objectos de uma colecgéo,
o seu objectivo consiste em construir grupos ou clusters de tal forma que
objectos dentro do mesmo grupo sio mais semelhantes do que objectos
situados em grupos diferentes, induzindo, desta maneira; uma classificagao
na colecgiio inicial. Com grande frequéncia verificamos que este procedi-
mento é pritica corrente em todos os ramos da actividade cientifica. E é
pretensao do analista identificar grupos genuinos e relevantes para os seus
estudos sempre que eles de facto existam, desejando ao mesmo tempo nao
ser ludibriado por revelagdes arbitrarias de grupos sem qualquer interesse
que a andlise possa revelar. Interessa conhecer como é que a andlise de
clusters responde a esta dupla exigéncia. Para isso é preciso percorrer um
longo caminho. O que se segue constitui uma parte de aspectos impor-
tantes da analise de clusters. Antes de comegar é conveniente lembrar que
a andlise de clusters assim como todo o processo de classificagdo em geral
se aplica tanto a animais como plantas, rochas, minerais € a todo o tipo
de fenémenos, factos e casos. Neste texto usa-se o termo “objectos” para
designar as entidades que sio elementos de nm grupo, quaisquer que elas
sejam. podendo, em casos particulares, usar-se a designagio que melhor
descreva e identifique essa entidade. A formagao de grupos a partir da
totalidade de elementos de uma colecgao inicia-se com o estudo de um ou
mais atributos, propriedades ou caracteristicas dos seus elementos. Para
referir qualquer destas designagdes usa-se em geral o termo “yariaveis”. Por
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vezes a analise tem por objectivo agrupar as caracteristicas ou variaveis.
Nesse caso os objectos da andlise sdo as préprias varidveis.

1.2.1 Objectivos da andlise de clusters

Os objectivos da andlise de clusters sio essencialmente os mesmos da clas-
sificagiio mas conio a andlise de clusters é aplicada a um conjunto de dados
pode dizer-se que esses objectivos sao a andlise do conjunto de dados com
vista a obter uma clagsificacao. Essa andlise pode apontar para unm on mais
dos seguintes objectivos especificos:

(i) A exploragio dos dados
Inicialmente nio é sabido se os dados estiio ou nao estruturados em
grupos e esperi-se que a analise venha a revelar a estrutura subja-
cente. Este é 0 ohjectivo mais imediato da analise de clusters.

(ii) Reducgao de dados
Se os grupos obtidos sio homogéneos significa que os n objectos po-
dem ser substituidos por um ndmero muito menor de grupos ou seus
representantes.

(iii) Geragio de hipéteses
A anélise pode revelar grupos nao esperados pelo utilizador, facto que
leva naturalmente a sugerir conjecturas e hipoteses para explicar a es-
trutura revelada. Uma hipétese muito frequente refere-se ao niimero
de grupos encontrados. Para testar esta hipdtese usa-se um novo
conjunto de dados.

(iv) Predigao
0s objectos do mesmo grupo tém propriedades semelhantes. Este
facto torna possivel predizer propriedades desconhecidas de um ob-
jecto, comparando o objecto com os objectos do grupo. Além disso,
conhecidos os grupos é possivel classificar um nove objecto, isto é,
predizer a que grupo ele pertence.

A andlise de clusters, com os objectivos que aqui s8o definidos, é por
vezes referida com outros nomes: (i) classilicagio automatica, um termo
que aparece geralmente nas publicagoes em lingua francesa; (i) aprendiza-
sem nao supervisionada, linguagem tipica da drea de reconhecimento de
padroes; (iii) taxonomia numérica, muito usada nas ciéncias da vida; (iv)
classificaciio, termo que aparece também erm estatistica mas com um sen-
tido diferente, o sentido da analise discriminante, significando a atribuigao
de objectos a grupos jé definidos.
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1.2.2 Formas de clusters

Neste texto usam-se indistintamente as palavras grupos e clusters para
designar o produto de uma anélise de clusters.

Antes de prosseguir interessa reflectir sobre o que é de facto um cluster.
Intuitivamente é fieil imaginar ou definir o que ¢ um cluster mas infeliz-
mente néo é facil transpor a defini¢do intuitiva para uma definicdo formal
que seja também operacional. Por isso esta é considerada uma primeira e
grande dificuldade da anélise de clusters.

° e oo
.® ° o e o o o
o® . o o
® o .. LK) ¢ &
') X} o, 0 o, o
. o .
® . ® e o
4 e o
()
'.o. ) ... e °
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° 0, >
(a) grupos coesos e bem separados (b) grupos separados mas sem coesdo in-
terna
s " e ®
. .?. e o .
. °
o Lo o 88
- ° s, °
. N e b
° .

(c) grupo homogéneo sem clusters naturais (d) zonas de grande densidade rodeadas
por regides de pequena densidade

(e) grupos separados mas nao coesos  (f) grupos totalmente coesos mas nao se-
parados

Figura 1.1 Formas de clusters mostrando coesdo interna e/ou isolamento
externo.
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Na Fignra 1.1 o caso (a) apresenta trés clusters e os casos (b), (d), (e) e (f)
podem descrever-se como consistindo em dois clusters cada um. Mas qual
deve ser a definicao formal de cluster que a ser usada produz precisamente
os clusters que aqui se vislumbram?

As ideias que estao por detrds do conceito de cluster sdo: (i) os objectos
de um cluster devem ser homogéneos no sentido de serem mais semelhantes
quando comparados entre si do que quando comparados com objectos de
outros clusters; (i) os clusters devem estar bem separados. Cormack (1971)
traduziu estas ideias por coesdo interna e isolamento externo. Alguns méto-
dos usados na construco de clusters incidem, umas vezes, mais na coesao
interna e, outras vezes, mais no isolamento externo.

Os casos (a), (b), (¢) e (d) da Figura 1.1 tentam reproduzir vérias formas
de clusters, apresentadas em Gordon (1999), em que se destaca a coesao
interna e/ou o isolamento externo. O caso (¢) mostra um grande grupo
homogéneo onde nao hé clusters naturais. A divisdo em trés clusters que
se apresenta & uma divisio artificial e por conveniéncia, semelhante aquela
que consiste em dividir a regiio de uma cidade em zonas associadas a
corporagoes de bombeiros, para efeitos de combate a fogos.

1.2.3 Alguma literatura relevante

Os primeiros desenvolvimentso da andlise de clusters aconteceram princi-
palniente em trés dreas: na biologia, o que conduziu & taxonomia numérica,
na psicologia, com o agrupamento de varifiveis na andlise factorial, e no re-
conhecimento de padrdes, com a aprendizagem nao supervisionada.

Nos anos sessenta do séeulo XX a andlise de clusters tornou-se muito
popular absorvendo muitos investigadores interessados na produgéo, talvez
exagerada, como se refere em Cormack (1971), de algoritmos e software
apropriados para a construgio de grupos. Muilos destes algoritmos foram
depois integrados nos principais programas de software em circulagao. Fve-
ritt et al. (2001) apresentam uma extensa lista de packages com programas
para realizar andlise de clusters. Entre eles estdo SPSS, SAS, S-PLus e
Statistica. Além destes packages estatisticos de grande abrangéncia, mas
com uma variedade de programas suficiente para servir os utilizadores em
geral, a lista contémn indicacoes de ligagoes a paginas Web onde se pode
encontrar software para andlise de clusters que pode ser usado on-line.
Alguns packages como Clustan séo especializados s6 em analise de clusters.
H4 ainda programas especificos para métodos menos habituais como os
métodos para modelos de mistura e os métodos de cobertura, mencionados
no Capitulo 5. Outras bibliotecas de programas sdo desenvolvidas para
problemas coneretos em dreas especificas, como é o caso do EPCLUST
( Bapression Profile date CLUSTering and analysis) pertencente ao software
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"

LBP (epression Profiler) para andlise de dados de genética. EPCLUST éo
médulo especializado em andlise de clusters de malbrizes de dados relativos
i expressao de genes observada em virias condigoes. Este soffware esta
disponivel na Web e permite que diferentes investiga dares possam partilhar
bases de dados, resultados, andlises e experiencias de investigagao. Nao se
indicam aqui os sitios da Web para acesso a software on-line. Os sitios
mudam com frequéncia e é preferivel o uso de motores de busca e palavras
chave que facilmente conduzem aos sftios de interesse.

A producio de artigos e livros sobre a anilise de clusters é muilo vasta.
Arabie et al. (1996) contém uma extensa lista de trabalhos fundamentais
que mostram o grande interesse na investigagao e utilizacao da andlise de
clusters. Entre as vérias publicagoes destacamm-se o texto cldssico de Sokal
and Sneath (1963) que é agora de interesse histérico. Outros textos de
interesse sio Jardine and Sibson (1971), Anderberg (1973), Sneath and
Sokal (1973), Duran and Odell (1974), Romesburg (1984), Jain and Dubes
(1988). MecLachlan and Basford (1988), Kaufman and Rousseeuw {1990},
Gordon (1999) e Everitt, et al. (2001). No sentido de controlar de forma or-
ganizada o grande volume de publicagoes a “Classification Society of North
America” publica a bibliografia anual, de livros e artigos. Classification Li-
terature Automated Search Service, que inclni nao s a analise de clusters
mas também multidimensional scaling.

1.2.4 Aplicagdes

A razio pela qual a andlise de clusters é tao popular e tio itil é sin-
plesmente porque hé necessidade constante de produzir classificagoes nos
varios ramos da actividade cientifica e da actividade humana em geral.
Daf que as novas ideias e que os progressos do préprio tema que é a andlise
de clusters tenham sido introduzides por investigadores das mais diversas
especialidades.

Os exemplos da aplicagao da anélise de clusters nos virios dominios cons-
tituem uma lista sem fim. Presentemente, com a produgio de grandes guan-
tidades de dados, a anélise de clusters tornou-se um tépico de investigagao
muito activo e que estd a ter um desenvovimento vigoroso. Os exemplos
que a seguir se apresentam pretendem ilustrar a variedade de temas para
os quais a andlise de clusters é relevante. Incluem-se dreas onde a aplicagao
da analise de clusters tem fortes tradigoes e outras, actualmente em grande
desenvolvimento, onde essa aplicagao é mais recente mas ja considerada de
grande interesse para a resolugao dos problemas que af se colocam.
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Alguns exemplos

Arqueologia

A identificagio de grupos de artefactos semelhantes usacos por povos
j4 desaparecidos ajuda a compreender muitos aspectos de civilizagoes
antigas (Hodson, 1971 e Hodson et al., 1966).

Sismologia

A predigao de abalos sismicos é da maior importancia e a analise de
clusters tem sido usada com esse objectivo (Davis and Frolich, 1991
¢ Wardlaw et al., 1991).

Medicina

Para identificar as causas das doengas e criar os seus tratamentos é
preciso separd-las em grupos ou tipos de doengas (Burbank, 1972 e
Petrakis and Faloutsos, 1997).

Psiquiatria

Agrupar as doengas psiquiatricas facilita o seu conhecimento e per-
mite detectar as suas causas e identificar o seu tratamento (Smart et
al., 2003).

Andlise de mercados

Segmentos de consumidores ou produtos sio em geral clusters que é
importante conhecer para perceber a estrutura do mercado (De Sarbo
el al., 1993 e Arabie and Hubert, 1994},

Dados de microarrays

Dados de microarrays resultam da actuagio de novas tecnologias em
estudos de genética. A expressdo genética de varios genes (geralmente
em numero muito grande) é observada e medida em virias amostras,
ou segundo vérias condigoes ou em varios momentos ao longo do
tempo. A andlise de clusters é usada para agrupar tanto os genes
com perfis de expressao semelhantes ao longo das amostras, como
as amostras com perfis de expressio semelhantes ao longo dos genes
(Parmigiani et al., 2003).

Data mining

Data mining é o processo de identificar grupos de registos semelhantes
e extrair conhecimento de grandes bases de dades. A andlise de clus-
ters constitui um dos primeiros passos do processo de data mining
(Han and Kamber, 2001).

Classificagao de documentos

A procura de informagao em grandes bases de dados, em particular
informacao existente de forma dispersa na Web, fica grandemente
facilitada se os documentos estiverem agrupados em clusters (Willet,
1990).
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1.3 Estrutura dos dados

A natureza é fértil em oferecer muitos tipos de dados que geralmente séo
apresentados na forma de tabelas. A diversidade de tabelas relativas a
dados ¢ grande mas o andlise de clusters opera essencialmente sobre dois
tipos de estruturas de dados, identificadas por dois formatos de matrizes.

(i) A matriz de dados ou matriz de perfis, uma matriz X = [x;;], i=1,...,n
e j=1,...,p, em que x;; representa o valor que a variivel j assume
quando medida no objecto i. Uma matriz de dados tipica encontra-se
na Tabela 1.1 onde estdo registados valores de vérias caracteristicas
(variaveis) dos nove planetas (objectos) do Sistema Solar. Esta matriz
inclui:

e Varidveis quantitativas
As vari4veis quantitativas sao caracterizadas pelo facto de a cada
ohjecto ser atribuida uma medida ou valor numérico. Sao va-
ridveis quantitativas as oito primeiras varidveis da Tabela 1.1
(Distancia do planeta ao Sol, o seu Diametro, Massa, Densidade
¢ Gravidade, os Tempos de Translagao e Rotagao e o niimero de
Satélites). Entre as varidveis quantitativas distinguem-se as

— varidveis continuas, aquelas que podem tomar todos os va-
lores de um intervalo e que estdo associadas a um processo
de medicdo. As sete primeiras varidveis quantitativas sao
variaveis continuas.

— Variéveis discretas, aquelas que s6 podem assumir um nime-
ro finito ou infinito numeravel de valores e que estao asso-
ciadas a um processo de contagem. O niimero de Satélites
¢ a tnica varidvel discreta no conjunto das oito varidveis
quantitativas.

e Varidveis qualitativas
Com as varigveis qualitativas cada objecto é submetido a uma
classificagdo, sendo-lhe atribuida uma classe ou categoria. As
trés tltimas varidveis da Tabela 1.1 sdo varidveis qualitativas
(existéncia de Anéis, tipo de Superficie, existéncia de Campo
Magnético global). Nas varidveis qualitativas destacam-se as

— Varidveis nominais, caracterizadas pelo facto de nao ser pos-
sivel estabelecer uma ordem entre as vérias categorias. No
caso presente todas as varidveis qualitativas siio nominais,
sendo as varidveis Anéis e Campo Magnético designadas por
bindrias ou dicotémicas uma vez que apresentam apenas
duas categorias.

— Varidveis ordinais, aquelas em que é possivel estabelecer
uma ordem entre as suas categorias. Este tipo de varidvel
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nao estd contemplado na Tabela 1.1. para dar um exem-
plo pode pensar-se na variavel Satélites e supor que em vez
do niimero de satélites se indicayvam categorias significando
quie esse nimero é nulo (0), pequeno (1, 2), médio (13)
e grande (26, 31, 61). Com esta classificacao a varidvel @
entendida como uma varidvel ordinal, na medida em que
é possivel introduzir uma ordem entre as classes, podendo
materializar-se essa ordem com os cédigos: 1 - nulo, 2 -
pequeno, 3 - médio e 4 - grande.

Finalmente é de salientar que a Tabela 1.1 mostra a existéncia de um
valor omisso, relativo ao Campo Magnético global para Plutéo.

(ii) A matriz de dissemelhangas (semelhangas), uma matriz D = |d;;] (S =
[siil), i,j=1,...,n. quadrada e em geral simétrica em que d;; (si5)
representa o valor da dissemelhanga (semelhanga) entre o objecto i e
o objecto j. Estes conceitos serao melhor explicados no Capitulo 2.
Neste texto faz-se uso da nogio de dissemelhanga apenas. Com uma
transformacao simples, como por exemplo, dij = k— si; (constante)
pode geralmente obter-se uma matriz de dissemelhangas a partir de
uma matriz de semelhangas.

Como muitos algoritmos usados em anélise de clusters operam sobre ma-
trizes de dissemelhancas isso faz com que uma primeira tarefa da andlise
de clusters seja a de construir, a partir de uma matriz de dados, a matriz
de dissemelhancas 3 qual os métodos podem entédo ser aplicados.

Uma matriz de dissemelhancas (objectos por objectos ou varidveis por
variaveis) pode ser obtida a partir da transformagao de uma matriz de dados
(objectos por varidveis). A Tabela 1.2 apresenta a matriz de digsemelhangas
construida com base na matriz de dados dos planetas, referida na Tabela
1.1, considerando apenas as trés varidveis, diametro, massa e densidade do
planeta. Nestas condigoes os nove planetas podem ser representados por
nove pontos num espago de trés dimensoes. Definin-se a dissemelhanga
entre dois planetas como a distancia euclidiana entre os dois pontos que
os representam. A matriz de dissemelhangas contém 36 dissemelhancas
distintas que correspondem aos 36 pares que se podem formar com nove
planetas.

Muitas vezes a matriz de dissemelhangas é observada directamernte. Como
acontece frequentemente em psicometria onde os individuos sao solicitados
a indicar numa escala a dissemelhanca entre os elementos de todos os pares
de objectos que ¢ possivel formar com os objectos disponiveis.

Um exemplo em que as dissemelhangas sao observadas directamente en-
volve 13 objectos identificados com 13 expressoes da face de nma mulher,
em que cada expressao traduz a reaccao a cada um dos 13 cendrios deseritos
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Tabela 1.2 Matriz de dissemelhancas para o0s planetas (com base nas trés primeiras varidveis).

Merctirio  Vénus Terra  Marte Jipiter Saturno Urano Neptuno
Veénus 0.950
Terra 1.128 0.210
Marte 0.314 0.846 1.048
Jupiter 317.930 317.152 316.965 317.873
Saturno 95.580 94.770 94.582 95.512 222.607
Urano 14.912  14.040 13.853 14.815 303.385  80.883
Neptuno 17.413 16.558  16.371  17.324 300.789 78299  2.604
Plutao 0.697 1.265 1.457 0.536 317.989  95.648 14.994 17.492
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Tabela 1.3 Lista de cendrios descritos pelas expressées da face de uma
mulher.

Cenério
Sofrimento pela morte da mae
Saboreando coca-cola
Uma surpresa agradavel
Amor maternal — bebé nos bragos
Cansaco fisico
Apercebe-se que hé qualquer coisa errada com o aviao
Acesso de célera ao ver bater num cao
Embaraco — vontade de se esconder
9 Inesperadamente encontra um antigo namorado
10 Mudanca stibita de humor
11 Dor intensa
12 Apercebe-se que o avido vai cair
13  Ligeiro descanso

0~ O O N

na Tabela 1.3.

A Psicologia d4 muita importéncia ao estudo da expressao facial, uma
vez que h4 grande interesse em saber se é possivel identificar as mensagens
emocionais a partir das expressoes faciais que se observam numa pessoa.
Abelson and Sermat (1962) realizaram uma experiéncia que consistiu em
apresentar, a 30 estudantes, 13 [otografias da lace de uma mulher com as
expressoes correspondentes &s reaccoes aos cenirios indicados na Tabela
1.3. Os estudantes avaliaram, numa escala de 9 pontos, a dissemelhanga
entre os dois elementos dos 78 pares que é possivel formar com os 13 ob-
jectos.

As 30 matrizes de dissemelhangas, correspondentes aos 30 estudantes,
foram amalgamadas de forma apropriada tendo produzido a matriz que se
encontra na Tabela 1.4.

1.4 Fases de uma analise de clusters

Na condugdo de uma andlise de clusters é preciso tomar decisoes e ter
em conta aspectos que dependem do problema particular que é objecto do
estudo. Contudo é possivel indicar uma sequéncia de passos, como a que
se vé na Figura 1.2, que sdo requeridos pela generalidade das anélises.

Os vérios passos tém em vista responder as vérias questoes que geral-
mente se colocam no decorrer da anélise.
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Tabela 1.4 Matriz de dissemelhangas para as 13 fotografias correspondentes aos cendrios da Tabela 1.3,

1 2 3 5 G 7 8 9 10 11 12
2 4.05
3 825 254
4 557 269 2.1
5 1.15 2.67 898 3.78
6 297 3.88 927 6.05 2.34
7 434 853 11.87 9.78 T7.12 1.36
8 490 1.31 2.56 4.21 590 518 847
9 625 1.88 0.74 045 4.77 545 1020 2.63
10 155 4.84 925 492 222 417 544 545 7.10
11 1.68 581 7.92 542 434 472 431 3.79 658 198
12 657 7.43 830 893 816 4.66 157 6.49 9.77 4.93 4.83
13 393 451 847 3.48 160 489 9.18 6.05 6.55 4.12 3.61 12.65




Fases de uma analise de clusters 15

5197590 9P SUDUD DWN 9P $5V T'T en3iy

oedeqerdiejul/oedlIosep/oedepies
S199SN[O P OISWNN

4

|
oediyreg |oombielery| O°GRI
-7 - ’ . ]

o1mQ m !
sedue([owsssIp sopep
op ZLIYeN op ZLRIN

s0399(qQ

sopejNsal sOp
oedejusseide & orsSSNOSI ‘9

sopep soe Iedlde
@ 0pojoW Op BY[OOSH G

eiueyewas /edUury[oWassIP ap
epIpow ep 0BdNISU0) ¥

SIeARLIRA
op oedeULIOJSURI], ‘¢
SIoAgLIRA Op 08D03[g ‘g~
¢ 50100(qo ap oedoe[eg ‘-7 -



16 Introdugdo

(i) Como seleccionar os objectos?

(i) Que varidveis devem ser inclnidas e a que transformagoes devem ser
submetidas, se for caso disso?

(iif) Havendo que construir uma matriz de dissemelhangas, qual a medida
de digssemelhanca mais conveniente?

(iv) Considerando que estao disponiveis muitos métodos de andlise, qual
deles serd o mais adequado?

(v) Qual a forma mais clara de apresentar os resultados e como proceder
de forma convincente a sua validagao?

Uma vez que em cada passo existem vérias opgdes isso significa que os
resultados da anslise podem ser muito variados. Ao longo do texto sao
apresentadas muitas dessas opgdes.

No Capitulo 2 descrevem-se vérias medidas de semelhanga e disseme-
lhanca e indicam-se métodos para construir essas medidas. Nos Capitulos
3, 4 e 5 apresentam-se os métodos referidos na fase 5 da anélise, indicada
na Figura 1.2, e no Capitulo 6 faz-se um resumo final dos aspectos a ter
em conta para a escolha da op¢ao que melhor se adapte ao problema em
estudo.



2
Medidas de proximidade

2.1 Introducao

As ideias subjacentes ao processo de construgao de clusters sao a ideia
de semelhanca e a ideia de dissemelhanga, conhecidas por proximidades
quando a elas nos referimos mas nao querendo especificar nenhuma delas em
particular. Dois objectos perfencem ao mesmo cluster se sio semelhantes
e pertencem a clusters diferentes se nao sao semelhantes ou, dito de forma
equivalente, se sdo dissemelhantes.

Intuitivamente a dissemelhanca reflecte o grau de diferenga, afastamento
ou divergéncia entre dois objectos. Quanto mais distintos forem os objectos
maijor é a dissemelhanga entre eles.

A semelhanca mede o grau de parecenga ou proximidade entre os objec-
tos. Quanto mais parecidos forem os objectos maior é a semelhanca entre
eles.

Para usar os conceitos de semelhanga e dissemelhanca de forma util e
eficaz é importante eliminar a sua subjectividade criando medidas concretas
de proximidade.

Dissemelhanga: Dada uma colecgdo de objectos define-se dissemelhancga
entre dois objectos da colecgdo, i e j, como a fungio dos ohjectos cujos
valores, d;j, satisfazem as seguintes propriedades:

1. d,’jZO, Yij
2. di;=0,V;
3s d,'j=dj,', Vi j

Em certos casos a simetria, propriedade 3, néo se verifica embora a fungao
possa continuar a ser 1til para representar a dissemelhanca. Um exemplo
desta situagdo é o caso em que a dissemelhanga dij, entre a cidade i e
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,

a cidade j, ¢ medida pelo niimero de pessoas que viaja de § para j. B
claro que, em geral. dj; # djj. A simetria pode ser restabelecida tomando
(dij+dj;)/2 para valor comim de djj e dji. Pode ainda acontecer que diy =0
ei#J.

Se além das propriedades anteriores se verifica ainda a propriedade tri-
angular

4. dij <diy+dij, Vijk

diz-se que a dissemelhanca satisfaz as propriedades de uma semi-métrica
ou semi-distincia. Se a dissemelhanca satisfaz também a propriedace

5. dij=0seesdsei=]j

diz-se que a dissemelhanga é uma métrica ou uma distancia.

Muitas dissemelhancas nio satisfazem a propriedade 4 (ver Exercicio
2.6). Por outro lado certas dissemelhangas satisfazem uma propriedade
mais forte do que a propriedade triangular, a chamada propriedade ultra-
métrica,

6. dij < max (di,dji) » Vijk

dizendo-se entdo que as dissemelhangas sdo ultramétricas.

No entanto, para muitas situagbes praticas é suficiente que a disseme-
lhanga satisfaca as propriedades 1, 2 e 3.

Semelhanga: Em muitas situacoes a medida de proximidade mais facil de
conseguir é a semelhanga entre objectos. Uma definicao razodvel de seme-
lhanga entre os objectos i e j, sij, deve inelnir as seguintes propriedades:

1. Sij ZO, V,"j
2. sij = Sji, Vij
3. s;j é tanto maior quanto maior for a semelhanga entre os objectos.

Virios autores definem semelhanga de forma a que os seus valores figuem
no intervalo [0,1], isto &, 0 < s;; < 1, assumindo ainda que §; =1 se e 80 se
i=j. Pode acontecer ainda que —1 < §ij < 1 quando a semelhanga depende
de grandezas do tipo da correlagio.

Na Tabela 2.1 estdo registadas as semelhancas, entre 6 universidades,
produzidas por 500 estudantes. Foi pedido aos estudantes para indicarem
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Tabela 2.1 Frequéncias absolutas do nimero de estudantes que escolheu
cada par de universidades.

Uy, U U U U U

U
U, 13
Us 22 0

Us 10 61 18
Us 150 25 120 7
Us 15 12 5 19 23

as duas universidades que consideram ser mais semelhantes. Os valores da
tabela representam as frequéncias absolutas do nimero de estudantes que
escolheram o respectivo par de universidades. Querendo reduzir s;j ao inter-
valo [0,1] basta considerar as frequéncias relativas em vez das frequéncias
absolutas.

Em geral é possivel estabelecer uma relagao entre as semelhangas e dis-
semelhangas dos mesmos objectos. A dissemelhanca djj pode obter-se a
partir da semelhanga s;;, usando uma fungao decrescente, comao por exemn-
plo, dij = k—sij. onde k ¢ uma constante adequada. Inversamente, dada a
dissemelhanga dij. pode obter-se s usando, por exemplo, a transformagio

k
Sij =
ij k+dij,

com k =constante. Note-se que esta iltima relagao é incapaz de recuperar
o valor zero para a semelhanga pois 0 < s, uma vez que k nao pode ser
zero. lsto é, a relagio nio consegue transformar a dissemelhanga em se-
melhanga, de acordo com as definicoes que foram dadas. Embora tanto
semelhangas como dissemelhangas possam ser usadas no processo de cons-
trucio de clusters muito do software dispont vel para andlise de clusters usa
dissemelhancas, havendo por isso uma fase de conversao de semelhancas
em dissemelhancas, se as medidas de proximidade inicialmente disponiveis
forem as semelhancas.

Como ja foi referido e ilustrado no Capitulo 1 as semelhangas/disseme-
lhancas sao muitas vezes construidas directamente por observadores que
examinando os objectos aos pares acabam por indicar, numa escala apro-
priada, qual é a sua semelhanga/dissemelhanga. Um ontro exemplo que
& i clissico, agora com inleresse pedagogico e histdrico, refere-se i per-
cepcio e preferéncia entre nagoes.

Os dados foram produzidos por um estudo piloto conduzido em Margo de
1968 (Wish, 1971 e Wish et al., 1970). Cada um de 18 estudantes avaliou
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numa escala de 1 a 9, as semelhancas entre 12 nagbes. Cada estudante
produziu 66 semelhancas (Lodos os pares possiveis formados a partir de 12
nagoes). As 18 matrizes de semelhanga foram substituidas por wma inica
matriz contendo as médias das semelhangas obtidas pelos 18 estudantes.
Nio foi dito aos estudantes as caracteristicas das nagbes que deveriam con-
siderar para construir as semelhangas. De facto o objectivo do estudo era
descobrir esta informagao em vez de a fornecer. Os resultados da aplicagao
de multidimensional scaling & matriz de semelhangas final revelou duas di-
recgoes (alinhamento politico ¢ desenvolvimento econdmico) que foram in-
terpretadas como as principais caracteristicas das nagdes que os estudantes
useram para construir as dissemelhancas.

Porém a observacao directa nem sempre é passivel e as medidas de proxi-
midade siio deduzidas a partir da matriz de dados dos objectos observados.

A seguir indica-se como é, em geral, possivel definir dissetnelhangas e
semelhancas, entre objectos ou entre varidveis, com base nas ohservagoes
efectuadas em cada um dos objectos.

2.2 Medidas de proximidade entre objectos

Como ja se disse é possivel, de um modo geral, construir uma medida
de dissemelhanca a partir de uma semelhanga e vice-versa. Como porém
a maior parte dos métodos de andlise de clusters usam algoritimos que
operam sobre dissemelhangas, o objectivo desta geccio é construir matrizes
de dissemelhanca. Quando for mais conveniente comegar por construir uma
matriz de semelhanga significa que se espera que o utilizador execute uma
transformacio para uma matriz de dissemelhangas.

As medidas de proximidade dependem da natureza das caracteristicas
que sio observadas nos objectos, Assim, interessa saber coimo ¢ possivel
construir medidas de proximidade quando as varidveis séo quantitativas e
qualitativas (nominais e ordinais).

Como a seguir se verifica, muitas das medidas de dissemelhanca sao ins-
piradas em modelos geométricos em que os objectos sao representados por
pontos 1o espago e a dissemelhanga entre dois objectos equivale a distancia
entre os pontos que os representalm.

2.2.1 Varidveis quantitativas

No caso de variaveis quantitativas a medida de dissemelhanga mais conhe-
cida é a distancia euclidiana.
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Tabela 2.2 Idade e altura de trés pessoas.

Nome Idade Altura (cm)

Pedro 18 165
Anténio 19 198
José 20 181

e Dissemelhancas derivadas da disténcia euclidiana

Assumindo que a matriz de dados é representada, como no Capitulo 1, por
X=[xj],i=1,...,ne j=1,...,p, a dissemelhanga entre o objecto i e 0
objecto j é definida por

o= | s | g 2

k=1

ou, em forma vectorial,

dij = [(xi— %) (xi—x)] %, (2.2)

onde X; e x; sdo vectores linha da matriz X, isto é, os vectores de observacoes
relativas aos objectos i e j, respectivamente, ou seja as coordenadas dos dois
pontos de IR? que identificam os dois objectos.

Esta dissemelhanca nem sempre é satisfatéria, especialmente se as va-
ridveis sio medidas em unidades diferentes, se tém varidncias muito di-
ferentes e ainda se sao correlacionadas. Nestas condicbes as varidveis in-
tervém com pesos diferentes na determinagao das dissemelhancgas. Além
disso a distancia euclidiana é sensivel a mudangas de escala, no sentido
em que, mudando a escala mudam, néo s6 as distdncias, o que € natu-
ral, mas também podem mudar, de forma arbitraria, as ordens das dis-
tancias e consequentemente o resultado da anélise de clusters (ver Capi-
tulo 6), o que niio é conveniente. Na Tabela 2.2 Pedro e Anténio sao
os mais dissemelhantes dyp = [(18 —19)% + (165 — 198)?]'/2 = 33.015 mas se
a altura for medida em metros Pedro e José sao os mais dissemelhantes,
diz = [(18 —20)%+ (1.65 — 1.81)%/2 = 2.006.

Para ultrapassar estes inconvenientes da distancia euclidiana usam-se
vérias medidas dela derivadas:

i. Distancia euclidiana média
1
7

= [M} _ (2.3)

p
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Esta distancia goza das mesmas propriedades da distancia euclidiana
mas apresenta vantagens quando hé dados omissos.
ii. Distancia euclidiana estandardizada

Rt
dij=| X (ak—2x)"| > (2.4)
k=1
onde _
Xrk — Xk
Zrk = T, r = 1,...
e

X, =

]
T Xk _ T | Xk — j-k]z z
sl o g = |EElm
n n—1

representam as estimativas do valor médio e do desvio padrao da
variavel k. Substituindo em (2.4), zjx € zjx pelas suas expressoes tem-
se

1
2=\ |’
dij=|Y | —/—= , (2.5)
k=1 Sk
ou, em linguagem matricial,
1
dij=[(xi—x;) D7 (xi—x))] %, (2.6)

onde D é a matriz diagonal das varidncias das colunas de X, D =
diag(s%,s%, e ,sf,). Este processo consegue eliminar a dependéncia dos
resultados da analise de clusters das unidades de medigdo. Contudo
a estandardizacao pode tornar a distancia dentro dos clusters maior
do que a distancia entre os clusters, o que torna os resultados pouco
claros (Hartigan, 1975, p. 62).

iii. Distancia euclidiana ponderada
A férmula (2.6) pode ser vista como uma maneira de atribuir pesos
As varidveis de forma a elifinar os seus efeitos arbitrarios, fazendo
com que estas contribuam, nao de forma diferenciada, mas de forma
homogénea para a construgao das dissemelhangas. De um modo geral
podemos pensar numa matriz de pesos A, e com ela construir a dis-
tancia euclidiana ponderada entre os objectos i e j,

dij = [(X,‘ —Xj),A(X,' — Xj)]% . (2.1

Esta dissemelhanca inclui as distancias anteriores como casos parti-
culares:

e se A =1 tem-se a distancia euclidiana
e se A= ;—)I tem-se a distancia euclidiana média
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Tabela 2.3 Densidade e gravidade dos planetas.

Planeta Dens.  Grav.

Mercirio 0.984  0.378
Vénus 0.951 0.907
Terra 1 1
Marte 0.713 0.377
Jupiter 0.240 2.36
Saturno 0.125 0.916
Urano 0.230 0.889
Neptuno  0.297 1.12
Plutéo 0.317 0.059

. -1 - -
e seA=D 1= [dlag(s%,s%, . ,sf,)] tem-se a distancia euclidiana
estandardizada.

Um outro caso que interessa é o caso
e A=S71

onde S é a estimativa da matriz de covaridncias das p varidveis em
estudo. A distadncia que daqui resulta,

dij = [(xi—x;)'S™ (i—x))] 7, (2.8)

¢é conhecida por distancia estatistica ou distdncia de Mahalanobis. A
distancia de Mahalanobis além de reduzir a dependéncia das unidades
de medigao, reduz também a influéncia da correlagio entre varidveis.
Por isso a distdncia de Mahalanobis tende a mascarar ainda mais
os resultados da anélise de clusters (Hartigan, 1975, p. 63). Outro
conjunto de pesos que costuma usar-se deriva de r = max;, ; |Xi —Xjkl,
tendo-se R = diag(r,73,..., rlz,) e
N ) —1

o A=R"'=[diag(r},r3,....2)] .
Apesar da grande variedade de pesos que pode apresentar-se parece nio
haver solugdo satisfatéria para o problema das unidades de medigéo.

Considerando os dados dos planetas na Tabela 1.1 e seleccionando apenas
as varidveis densidade (Dens.) e gravidade (Grav.) tem-se a nova Tabela
2.3.

A disténcia d;; da Terra (i) a Marte (j) tem os seguintes valores , corres-
pondentes as cinco definigbes de distAncias apresentadas anteriormente.

Seguindo a notagao adoptada tem-se sucessivamente, p =2,

x; = (1.000,1.000), x’=(0.713,0.377), (x;—x;)’ = (0.287,0.623),
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D= 0.134 0.000 S— 0.134 —0.073 _ | 0.766 0.000
=1 0000 0430 |’ °~ | —0073 0430 |" © | 0.000 5.295 |

bt [ 7444 00007 oy 8.190 1.381
=1 0.000 2324 =1 1381 2557 |

R [ 1:306 0.000
~ | 0.000 0.189

e a férmula (2.7) produz as cinco disténcias,

e distancia euclidiana (A =1): 0.686

e distancia euclidiana média (A = 31): 0.485

e distancia euclidiana ponderada (A =D71): 1.231
o distancia euclidiana ponderada (A =S~"): 1.470
e distancia euclidiana ponderada (A = R™1): 0.425.

Muitas outras semelhancas podem ser construidas com base na chamada
familia de métricas de Minkowski. )

e Dissemelhancas usando métricas de Minkowski

A familia de métricas de Minkowski é dada pela férmula geral

p %

dij= {z |xik —Xjk|r] : (2.9)
k=1
com r> 1. Variando r obtém-se uma infinidade de dissemelhangas, algu-
mas delas ja aqui apresentadas. Por exemplo, se r =2 tem-se a distancia
euclidiana, ou métrica Ly e se r=1 oblém-se a métrica do quarteirao, tam-
bém conhecida por métrica Ly e por outras designagoes em lingua inglesa
(city-block, tavicab e Manhattan). Fsta dltima métrica é conhecida pelo sen
comportamento robusto relativamente a outliers. Quando r tende para in-
finito tem-se a métrica de Chebychey, métrica L., ou métrica do supremo,
ou seja,

r—ro0 k=1

p %
lim [z |x,-k —xjklr} = sup (x,'k —xjkl . (2.10)
k=1,

A Figura 2.1 é uma representagao geométrica num espago hidimensional,
p =2, dos pontos que estao & distancia unitaria de um ponto fixo @, usando
as métricas L1, Ly € Le.
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Figura 2.1 Posicdo relativa de pontos & distdncia unitdria de um outro
ponto O, segundo as métricas L1, Ly € Leo.

Quando 1 < p <2 os lugares geométricos correspondentes a estas métri-
cas ficam entre Ly e Ly e quando p > 2 os lugares geométricos das respec-
tivas métricas ficam entre Ly € L.. De entre a infinidade de métricas de
Minkowski, séo as métricas L, e L, as que mais interesse pratico despertam.

Uma outra ilustragio da interpretagdo geométrica das trés métricas é
aquela que se apresenta na Figura 2.2, onde o comprimento do trago con-
tinuo representa a distncia entre os dois pontos, Py e Py, num sistema de
coordenadas (x,y), segundo cada uma daquelas métricas.

Py

(a) Métrica L; (b) Métrica L, (c) Métrica L..

Figura 2.2 Interpretagio geoméirica das métricas L1, Ly e Leo.

Para reduzir o efeito resultante das diferencas nas escalas de medigao e
nas variancias e ainda o efeito da correlaco entre caracterfsticas dos objec-
tos pode pensar-se em aplicar pesos as mélricas de Minkovski, & semelhanga
do que se fez para a distancia cuclidiana ponderada.
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Assim, tem-se a métrica de Minkowski ponderada

p r
v
dij=| Y o fxw—xul | (2.11)
k=1
onde os pesos Wy que geralmente interessa considerar sdo wy =1, oy = 1/p,
— ol _
Q=58 , =7 .

e Outras dissemelhancas

O aparecimento de novas dissemelhancas e semelhangas ¢ motivado pelo es-
tudo de problemas priticos em muitas 4reas de trabalho. Listas de medidas
de dissemelhanca e semelhanga podem ser encontradas em muitos livros e
artigos relacionados com a anilise de clusters como, por exemplo, Cormack
(1971), Anderberg (1973), Sneath and Sokal (1973), Spith (1980) e Legen-
dre and Legendre (1982). A seguir indicam-se mais algumas medidas de
uso frequente.

e Métrica de Camberra

2, Jx — ik
di=3$ L
4 [Zi Kik -+ Xjk '

com dj; = 0 se X = Xjk = 0.
e Coeficiente de Bray-Curtis

P . y
di— zk=| 'xxk _-‘5)#!
o ] -
Sy (xa+ Xjk)
Para as duas dissemelliancas anteriores interessa que os elementos da matriz
de dados sejain nio negativos pois s6 assim se garante que as dissemelhancas

resultam nio negativas., Por este facto nenhuma das formulas deve ser
usada com dados estandardizados.

e Coeficiente de Sokal e Sneath
12 (A‘,’k —I-k>2
di= |23 (Fe— 2R
Y p kgl Xik + X jk
e Cocficiente de Soergel

oo Zhe f =i
Y sp max (xig, Xjie)
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e Métrica de Gower p | |
Xk — ,t'_,';,t
a'f;j = Z —_—
=t T

onde r é a amplitude de variagao da varidvel k, ja definida anterior-

mente. Trata-se da distancia city-block ponderada, onde wy = rk_'.
e Coeficiente de separagio angular (ou coseno)

DI
Cij = T

po2p 2
( k_l-"skzk:—s-‘?k)

e Coeficiente de correlacao
Ty (i — i) (i = %)

(S0, Grie=32) Sy (o %)’

r,»,- =

onde »
_ 1 Xy
%, = Y sk
p

Os dois tltimos coeficientes sdo semelhancas e s6 depois de transformados
podem ser usados como dissemethangas, di; = (1 —¢;j)/2, dij = (1—rij)/2.
Ent ambos os casos tem-se —1 < ¢;; < 1 e —1 <r;; < 1. Os valores ¢jj= —1
e rjj = —1 indicam que a semelhanga é minima (dissemelhangn maxima)
e ¢ij=1e rj=1 indicam que a semelhanga é méixima (dissemelhanga
minima).

O coeficiente c;; é igual ao coseno do &ngulo formado pelas semi-rectas
que unem a origem dos eixos coordenados com os pontos que representam
os objectos nesse sistema de eixos.

O uso do coeficiente de correlagdo r;; neste contexto é tema de contro-
vérsia (Fleiss and Zubin, 1969 e Cronbach and Gleser, 1953). O problema
resicle no facto de os dados associados a cada ohjecto se referirem a dife-
rentes caracteristicas e por isso a média e variancia desses mesmos dados
n&o fazem sentido. Pode no entanto fazer-se uma interpretagdo semelhante
4 que se fez para o coeficiente ¢;j, s6 que agora o angulo que interessa
é formado por semi-rectas partindo da média das observagGes, isto é, do
centréide do conjunto de pontos do espago de dimensao p.

2.2.2 Varidveis qualitativas

Quando se pretende descobrir a semelhanga entre dois objectos é frequente
centrar a observacdo em caracterfsticas qualitativas (os objectos tém a





