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Prefacio

Este livro foi escrito para servir de base ao mini-curso do XVI Con-

gresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica sobre dados espaciais.

O reconhecimento de uma natureza espacial em dados como a distri-
buicao de minérios no subsolo, a concentracao de poluentes na atmos-
fera, a localizacao de focos de disseminacao de doengas, o niimero de
casos de doengas cuja etiologia depende da localizagao da morada dos
doentes, etc., de uma forma que nao apenas a da construgao de ma-
pas que os representem, levou a que a comunidade cientifica tivesse
de formular modelos e teorias que conseguissem descrever, modelar e

prever estes fenémenos dependentes da sua localizagao no espaco.
Espacial é especial!

Estes dados classificam-se tipicamente em trés categorias, conforme
o problema em questao. Por vezes estamos interessados num fené-
meno que ocorre em toda uma regiao no espago, mas que apenas é
amostrado num subconjunto de localizagoes - dados por pontos (ou
dados geoestatisticos). Outras vezes usamos dados que foram reco-
lhidos de forma agregada em subdivisoes da regido em estudo - dados

agregados. Outras vezes ainda a localizagao espacial do fenémeno de
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interesse é o que se pretende modelar - padroes pontuais.

O objectivo deste curso é fazer uma introducgao aos dados espaciais
e as principais técnicas e modelos que existem para os tratar. Apesar
de remontar apenas a segunda metade do século XX a aceitagao da
necessidade de encontrar formas especificas para efectuar este trata-
mento, a verdade é que é ja vasta a literatura sobre o assunto. Nao é
nosso proposito descrevé-la exaustivamente. Pretendemos sim apre-
sentar as principais linhas de accao e investigacao da estatistica espa-
cial, tentando dar uma compreensao global destes conceitos e méto-

dos, ilustrando-as com alguns exemplos praticos.

M. Lucilia Carvalho e Isabel C. Natério
Lisboa, 31 de Julho de 2008
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Um pouco de histdria

Um exemplo de como um método adequado de representar dados,
aqui eminentemente espacial, pode indicar a solugao de um problema
complexo, mesmo sem se conhecer exactamente as causas do fend-
meno em andlise, estd bem patente no trabalho de John Snow (1855)
sobre a epidemia de célera, que alastrou em Londres no século XIX,

e que descrevemos brevemente.

A 31 de Agosto de 1854 surgiu no centro de Londres uma epidemia
de célera que matou mais de 500 pessoas em cerca de 10 dias. O
alarme foi geral e os londrinos abandonaram a cidade em massa o
que provocou uma forte interrupcao da vida econémica e social da

cidade.

O diagrama da Figura 1.1, onde se representa o nimero de mortes
por célera registadas diariamente durante a epidemia, mostra bem o

rapido desenvolvimento da doenca.

O panorama era tanto mais assustador quanto a data nada se sabia
sobre a causa da célera e se pensava que a doenga se espalhava através
do ar ou, mais fantasiosamente, que subia em forma de vapor dos

locais onde tinham sido enterradas vitimas da doenca 2 séculos antes.
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Remocgao da manivela
100 da bomba da Broad Street

8 de Setembro,1854
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Figura 1.1 Mortes por colera em cada dia da epidemia

No entanto, John Snow estava convencido que a doenca era transmi-
tida através de agua contaminada e, para tentar provar essa teoria,
registou no mapa da parte de Londres onde a epidemia alastrava, a
localizagao precisa da morada de cada um dos 83 mortos por célera

de uma lista que obteve do General Register Office.

O mapa que desenhou, do qual apresentamos na Figura 1.2 uma
cépia, mostra claramente que a maioria das mortes, assinaladas com
pequenos tragos negros nas respectivas residéncias, se verificaram nas
imediagoes do pogo situado na confluéncia da Broad Street com a

Cambridge Street, marcado com dois circulos no mapa.

Apesar do mapa ser bastante informativo, John Snow fez uma in-
vestigacao porta a porta sobre os habitos de abastecimento de dgua
dos 83 dos casos, onde pode confirmar a correlagao existente entre as
mortes e a utilizacao de dgua do pogo da Broad Street.

Embora tivesse observado que a dgua do poco nao apresentava im-
purezas suspeitas, Snow descreveu as suas descobertas as autoridades

responsaveis pelo abastecimento de dgua a 7 de Setembro e, no dia
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Figura 1.2 Mapa de Londres onde deflagrou a epidemia:

1 circulo - pogo nao infectado;

2 circulos - poco infectado da Broad Street;

m - n° de mortes por cdlera no local, proporcional ao comprimento

do rectangulo

seguinte, a manivela da bomba do referido poco foi removida.

E erradamente atribuida a remogao do manipulo o fim deste surto
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de colera. De facto, como se pode verificar na Figura 1.1, a epidemia
nessa data jé estava na sua fase descendente, muito provavelmente
devido & fuga do local de grande parte da populagao. No entanto, a
nao utilizagao do pogo contaminado foi certamente responsavel pela
prevencao de novos surtos quando os ocupantes regressaram as suas

residéncias.

Em 1886 a descoberta do vibriao da célera veio confirmar a hipdtese
tao brilhantemente avancada por Snow, cujo eloquente trabalho é
com frequéncia apontado como o primeiro exemplo de aplicacao da
representagao espacial de dados na descoberta de solucao para um

problema de satde publica.

Mais recentemente, outro problema préatico deu origem ao desenvolvi-
mento de outro ramo de anélise espacial de dados que é habitualmente

conhecido por Geoestatistica.

Trata-se da avaliacao da rentabilidade de exploragao de uma mina
através da estimacao da quantidade de minério ai existente feita com
base em amostras retiradas de locais igualmente espagados no terreno,
usando um método empirico de célculo apresentado em 1951 pelo

engenheiro de minas sul-africano D. J. Krige.

Este problema da predigao espacial, foi mais tarde tratado do ponto
de vista mais formal por G. Matheron (1962) em Franca, sempre no
contexto da exploragao mineira, e por Gandin (1963) na Unido So-
viética, no contexto da meteorologia, e desde entao nao tem deixado
de conhecer enormes desenvolvimentos com a utilizacao, cada vez
mais vulgar, de sofisticados meios computacionais e de representagao

geogréfica fornecidos pelos Sistemas de Informagao Geografica (SIG).

Outro tipo de problema de dependéncia espacial foi certamente perce-
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bido por R. A. Fisher durante o seu trabalho de agricultura experi-
mental, nas décadas de 20 e 30 do século XX na Rothamsted Expe-
rimental Station em Inglaterra, que deu origem ao planeamento de
experiéncias. De facto, a par dos principios de divisao em blocos e de
replicacao, a aleatorizagao foi criada para controlar o enviesamento e
também para neutralizar (embora ndo remova) o efeito da correlagao

espacial.

Este tipo de dados que se referem a areas contiguas de for-
mato regular ou irregular foram tratados extensivamente por Besag
(1974, 1975) e os modelos que lhes estdo associados fundamentam-se
nao na nocao de distancia, como nos casos descritos anteriormente,
mas sim na nogao de vizinhanca entre regices. Estes modelos experi-
mentaram desde entao um enorme desenvolvimento visto serem muito
adequados ao estudo e tratamento de imagens, quer das fornecidas
por satélite na deteccao remota, quer das fornecidas por aparelhos
de imagem para diagnéstico médico, mas neste curso estamos espe-
cialmente interessados na sua aplicagao no campo da epidemiologia

espacial.

Os 3 tipos de dados espaciais que descrevemos serdao objecto de
um maior detalhe ainda neste capitulo, pretendendo-se apenas com
esta brevissima introducao realgar a modernidade do trabalho de in-
vestigagao nesta area da estatistica em que o primeiro livro de texto
cobrindo os casos que apresentamos, da autoria de Cressie (1991; 22

edigao em 1993), tem uns escassos 17 anos.
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1.2 Objectivos da analise de dados espa-

ciais

A diversidade de exemplos apresentados na introdugao histérica per-
mite perceber que os fendmenos, em que a localizagao no espaco
fisico onde se desenrolam tem um papel importante no seu desenvolvi-
mento, surgem nos mais diversos ramos de actividade e sao objecto
de estudo em muitos campos de investigagao, como por exemplo a
climatologia, a ecologia, a epidemiologia, a sociologia ou a pesquisa

agricola ou mineira.

Em qualquer desses campos, os investigadores sao cada vez mais
confrontados com a tarefa de analisar dados que, para além de serem
altamente multivariados e temporalmente correlacionados, estao tam-
bém referenciados geograficamente e sao muitas vezes apresentados
em mapas. Normalmente, para esse tipo de dados, pretende-se mo-
delar tendéncias e estruturas de correlagao, estimar parametros dos
modelos pressupostos, realizar testes de seleccao a modelos que com-
pitam entre si e, cada vez mais frequentemente, efectuar predigao em

instantes e locais nao observados.

Neste curso faz-se uma primeira abordagem da analise destes con-
juntos complexos de dados espaciais e, para melhor nos movermos
neste vasto grupo, vamos classificd-los em trés categorias sem apro-
fundarmos, para ja, a definicao dos modelos que se supoem estar
subjacentes, mas realgando através de exemplos as suas diferencas e

a investigacao que mais frequentemente lhes esta associada.

e Dados referentes a pontos

Sob esta designagao sao estudados conjuntos finitos de vectores,

{y(s1),y(s2),...,y(8,)}, constituidos por observacoes das mesmas
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caracteristicas de um fenémeno em n localizacoes precisas de um

dominio espacial continuo limitado.

Neste curso, abordaremos apenas casos em que y(s) é unidimen-
sional e em que o dominio estd em R?, mas o estudo poderia ser

facilmente estendido a espagos de dimensao superior.

Supostamente, o fenémeno poderia ser observado em todos os pon-
tos desse dominio fixo, que notaremos por D, e por essa razao pode
ser modelado por um campo aleatério {Y'(s),s € D}, em que D é um

subconjunto de R? contendo um rectangulo de drea nio nula.

Um exemplo de dados deste tipo é apresentado na Figura 1.3.

PRECIPITACAO MENSAL (mm)

NOVEMBRO 2006

e 10-130
+ 130 - 250
o 250 - 370
A 370 - 500

Figura 1.3 Precipitacao do més de Novembro de 2006 registada em

158 estacoes da rede meteoroldgica nacional

O fenémeno em andlise é precipitagao mensal em Portugal continental

e os dados referem-se a precipitagao acumulada, medida em mili-
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metros, registada em 158 estacoes da rede meteorolégica nacional

durante o més de Novembro de 2006 1.

Embora a precipitagao deste més tenha sido forte, a sua distribui-
¢ao estd longe de ser uniforme, verificando-se acumulacGes particu-
larmente intensas nas terras altas do centro e na faixa litoral norte do
paifs, ao mesmo tempo que as terras do interior sul registavam valores

bastante mais baixos.

O fim em vista neste exemplo é o de encontrar um modelo para a
distribuicao geografica da precipitagao que, tendo em conta a corre-
lacao espacial e algumas covaridveis como, por exemplo, a altitude, a
distancia ao mar, etc., possa fornecer estimativas em locais onde nao

existem estacoes meteoroldgicas.

Em dados associados a pontos, o propésito do estudo é, tal como
neste exemplo, a predicao do valor da caracteristica analisada em
pontos nao observados. A modelagao do campo aleatério subjacente
ao fendmeno, a estimagao dos respectivos parametros, a avaliagao do

ajustamento, sao elementos essenciais na prossecucao desse objectivo.

Habitualmente essa estimacgao é feita para uma grelha de pontos de
malha apertada cobrindo o dominio, o que permite delimitar zonas
com valores da variavel em estudo dentro de intervalos pré-definidos,
normalmente representadas em gréficos designados por graficos de
contorno, ou construir mapas que, associando tons de uma escala de
cinzentos ou cores diferentes a valores da varidavel em intervalos que
particionam o seu suporte, fornecem uma imagem da distribuigao

espacial do processo.

Como veremos no capitulo dedicado a andlise de dados referentes

a pontos, um dos elementos chave da modelagao é o tratamento da

1Dados recolhidos na pégina electrénica do Instituto da Agua (INAG), em
Maio de 2007, < http://snirh.inag.pt> .
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covariancia entre varidveis associadas a duas localizagoes do dominio,
a covariancia espacial, que se supoe depender do vector que as une
ou, em muitos casos, apenas do seu comprimento, a distancia entre

as localizagoes.

Saber calcular correctamente distancias entre os pontos do dominio
torna-se um imperativo e, uma vez que muitas aplicacoes dizem res-
peito a dominios na crusta terrestre, referiremos posteriormente de

forma breve os problemas associados a este calculo.

e Dados referentes a areas

Esta designagao utiliza-se para referir conjuntos de vectores,
{y(B1),y(Bz2),...,y(B,)}, constituidos por observagoes das mesmas
caracteristicas em n sub-regioes de uma particao de um dominio es-

pacial fixo limitado.

Sé serao consideradas observagoes unidimensionais em que o dominio
espacial, D, estd contido em RZ? e se encontra particionado num
numero finito de regioes regulares ou irregulares de drea nao nula

com fronteiras bem definidas.

O campo aleatorio Y usado para modelar este tipo de observagoes
tem como espago de indices a referida particao de D, cujos elementos
sao designados por células, areas ou blocos, sendo por isso notados

por B; em vez de s;.

Frequentemente, escolhe-se um ponto especial em cada bloco, muitas
vezes o seu centrdide, para o representar, e a particao do dominio
associa-se um grafo, cujos vértices sao exactamente os pontos repre-
sentantes. Estes vértices estarao ligados por uma aresta se corres-
pondem a células vizinhas, sendo que a relagao de vizinhanca entre
células pode ser definida de muitas formas diferentes. A forma mais

comum corresponde a considerar como vizinhas as células contiguas,
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ou seja, as que partilham parte das respectivas fronteiras, mas a re-
presentacao em grafo possibilita definicées de vizinhanga baseadas
na distancia entre vértices, que se tornam uteis em alguns tipos de

estudos da correlacao espacial entre células.

Na Figura 1.4 apresenta-se um exemplo da representagao de da-
dos deste tipo. Trata-se do nimero de casos de morte por cancro de
estomago durante o periodo de 1991 a 1995, por concelho de residén-
cia 2. Os dados aqui representados referem-se a toda a populacdo,
sem distingao de género ou classe etéria, e abrangem apenas Portugal

continental.

I

MORTALIDADE POR
CANCRO DE ESTOMAGO
1991-1995
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Figura 1.4 Numero de casos de morte de cancro de estomago por
concelho de residéncia em Portugal continental no periodo de 1991 a
1995

2Direcgio Geral de Satide.
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O conhecimento dos locais exactos de residéncia dos casos de can-
cro aproximaria estes dados do tipo de dados envolvidos no estudo
de Snow sobre a epidemia de célera apresentado inicialmente, no en-
tanto, as instituicoes produtoras de estatisticas oficiais sé divulgam
informacao do nimero de casos até um determinado nivel regional, o
que transforma o estudo numa analise de dados areolares. De facto,
os dados referentes a regioes administrativas dizem frequentemente
respeito a fenémenos que envolvem alguma confidencialidade, como
é o caso dos dados de saide, e, como tal, sé podem ser divulgados de

forma agrupada sem risco de perda de anonimato.

Os mapas como o da figura anterior sao chamados mapas corople-
tos ou mapas de manchas visto usarem manchas de cor para classi-
ficar os valores da varidvel em estudo num pequeno nimero de classes.
Os mapas coropletos sao cada vez mais utilizados por fornecerem
uma ideia sumadria, facilmente interpretavel, da distribuigao regional
da caracteristica de interesse. O reverso desta simplicidade ¢é a falta
de robustez da mensagem que transmitem, que se apoia essencial-
mente na sua natureza visual, facilmente manipuldvel por alteragao

dos limites das classes ou do gradiente de cores utilizado.

No presente exemplo estamos interessados em saber se existird al-
guma tendéncia para os casos se aglomerarem em certas zonas do
pais, depois de controlados os efeitos ébvios que a concentragao popu-
lacional nas zonas litorais e a acentuada diferenca entre a distribuicao
etaria dos habitantes dessas zonas e a dos do interior produzem no

mapa apresentado.

A adopcao de modelos que permitem construir estimativas alisadas
do nimero de casos em cada regiao possibilita a obtencao de imagens
mais realistas da incidéncia da doenca e, inclusivamente, o despiste
de causas que podem estar a determinar uma tao grande prevaléncia

deste tipo de cancro em Portugal.
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Tal como neste exemplo, a andlise de dados referentes a areas tem
muitas vezes como objectivo a procura de padroes espaciais da dis-
tribuicao da varidvel, nomeadamente a verificacao da significancia
estatistica de aglomeragoes de valores mais altos ou mais baixos em
determinadas zonas do dominio, mas a predi¢ao de valores da varia-
vel em células nao observadas é também um alvo habitual de estudos

entre os quais se salientam os relacionados com o restauro de imagem.

Métodos baseados em modelos que levam em conta a correlagao
espacial entre células vizinhas e eventuais covariaveis sao um instru-

mento precioso neste tipo de andlise.

e Dados referentes a processos pontuais

Esta terceira classe de dados pode ser exemplificada pelas locali-
zagoes no mapa da Figura 1.2 das moradas de casos de morte por
célera, ou pelas localizacoes exactas de arvores com certas caracteris-

ticas numa floresta.

Nos casos que trataremos, podem encarar-se os dados como conjun-
tos de localizagoes aleatérias correspondentes as ocorréncias de um
certo acontecimento de interesse num dominio fixo, W, de R2, desi-
gnado por janela. Cada conjunto de localizacoes, configuragao, é
notado por & = {z1,...,2,} e serve de base ao processo, designado

por processo pontual, usado na modelagao.

Por vezes, a complementar cada ponto x das configuragoes do pro-
cesso pontual, existe informacao adicional sobre o tipo de ocorréncia
af verificada, sob a forma de outra variavel aleatéria com valores num
conjunto de marcas. Neste caso o processo chama-se processo pon-

tual marcado.

A andlise de dados referentes a processos pontuais tem frequente-

mente como objectivo o estudo do agrupamento das ocorréncias no
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espaco. Trata-se de verificar se as localizagoes tendem a estar aglo-
meradas espacialmente em um ou varios focos ou se, pelo contrario,

se encontram espalhadas independentente e homogeneamente no es-

paco.

1.3 Modelos e realidade

Como em todos os casos em que se utilizam modelos matemaéticos,
deve ter-se presente que a adopgao de um modelo para representar
um certo conjunto de dados espaciais vai necessariamente condicionar
a resposta aos diferentes problemas que se pretendem estudar e sobre
os quais é frequentemente necessario tomar decisoes, algumas delas

com fortes implicagoes financeiras ou sociais.

Convém, por isso, realgar que os campos aleatérios sao meramente
modelos que se mostram tteis no tratamento de dados espaciais se a
sua seleccao for adequada e, nesse sentido, a primeira etapa da mode-
lacao é a escolha dum processo estocastico que tenha propriedades em
consonancia com as propriedades do fenémeno fisico em estudo. Em-
bora nunca se possa ter a certeza que o fenémeno tem as propriedades
que atribuimos ao modelo, os dados nao devem desmenti-las e, por
isso, o ajustamento do modelo a realidade deve ser validado em todas
as etapas de tratamento dos dados, para que se possa distinguir entre
os resultados que sao inerentes ao fenémeno e os que sao produto do

modelo que adoptamos.

Desde que feita com as precaugoes que apontamos, a adopgao de
modelos tem a vantagem de sumarizar as propriedades do fenémeno,
o que facilita a distingao entre as que lhe sdo intrinsecas e as que
sao meramente fortuitas, sendo que nesse processo também tém o seu

papel os modelos que foram afastados por se mostrarem inadequados.

Faz-se notar também que véarios modelos podem estar concordantes
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com as propriedades gerais manifestadas pelos dados e que, no caso de
ser necessario seleccionar um deles, esta escolha deve ser guiada pelo
problema cientifico subjacente ou, se este nao fornecer informagao
adicional suficiente, pelo simples equilibrio entre o ajustamento aos

dados e a parciménia do modelo.

Para finalizar, chamamos ainda a atengao que os modelos espaci-
ais vém responder a necessidade de alargar o conjunto dos métodos
cléssicos de andlise de dados, provocada pela inadaptagao da hipétese
de independéncia das observagoes, ao tratamento de dados espaciais.
De facto, é simplista supor que a tunica fonte de variabilidade deste
tipo de dados sao erros de medida modelados por um ruido branco,
quando se torna tao evidente, tal como acontece com os fenémenos
variando no tempo, que dados que estao mais perto no espago tém
tendéncia a ser mais parecidos dos que os que estao mais afastados.
E na capacidade de incorporar, por diversos métodos, esta variagao

espacial, que estes modelos se distinguem dos classicos.

1.3.1 Calculo de distancias sobre o globo terrestre

Em todos os exemplos que apresentamos esteve sempre presente a
ideia que a dependéncia entre observagoes estava ligada a sua pro-
ximidade fisica, ou seja, que poderia ser traduzida numa funcao da
distancia entre localizagoes. Torna-se, por isso, imperativo saber de-

terminar distancias entre pontos do dominio.

Esse cédlculo nao envolve qualquer dificuldade nos fenémenos que
sao registados em superficies planas, como por exemplo as ligadas a
imagiologia médica ou de satélite, ou que dizem respeito a dominios
terrestres pouco extensos. Para o fazer pode, por vezes, ser utilizado
um qualquer instrumento de medida ou, no caso mais vulgar em que
os pontos sao dados em coordenadas cartesianas, através da distancia

euclidiana vulgar.
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O mesmo nao se pode dizer quando se trabalha com dominios ter-
restres maiores, como por exemplo o continente europeu, em que se
torna necessario contar com a curvatura terrestre no calculo de dis-
tancias entre localizagoes geograficas mais distantes. Esta distancia
é o comprimento do caminho mais curto entre dois pontos sobre a
superficie da Terra, corresponde ao comprimento do arco do circulo

maximo entre os dois locais, e designa-se por distancia geodésica.

Passemos a verificar como se calcula a distancia geodésica quando,
para qualquer localizacao s, se conhecem as suas coordenadas geo-
graficas, notadas por (), ¢), em que X representa a longitude (E-W),
positiva para leste do meridiano de Greenwich, e ¢ a latitude (N-S),

positiva para norte do equador.

No que se segue, vamos supor que estas coordenadas, dadas habi-
tualmente em graus, minutos e segundos, ja se encontram expressas
em radianos através da expressdo 6m/180, em que 6 é um angulo

expresso em graus decimalizados.

Consideremos, entdo, cada ponto representado em R? pelas coorde-
nadas polares num sistema de eixos ortogonais, (z,y, z), com origem
no centro da Terra, eixo dos zz sobre o eixo de rotagao da Terra e
eixo dos zx no plano do equador unindo o centro da Terra ao meri-
diano de Greenwich. E simples verificar através da Figura 1.5 que,
para um ponto 8 de coordenadas geograficas (A, ), as coordenadas

polares sao dadas por

x = Rcospcos A\
y = Rcospsen
z = Rsenyp

em que R ¢é o raio da terra, que se considera medir 6371 Km.

Consideremos agora dois pontos 81 = (A1, 1) e 82 = (A2, p2) sobre a
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Figura 1.5 Projecgdes dum ponto s = (\, @) do primeiro octante:

a esquerda no plano yoz; a direita no plano xoy.

superficie da terra, e seja 6 o angulo ao centro expresso em radianos
correspondente ao arco do circulo maximo que os une. Temos entao

para a distancia geodésica entre os dois pontos, d(s1,82) = R#.

A melhor forma de calcular 8 é através do seu coseno que é facil de
— —
escrever em termos dos vectores 41 = 081 € us = 085 em que o ponto

o ¢é o centro da terra

Como

<UpU2 > =T1T2 + Y1Y2 + 2122
= R cos 1 cos A1 R cos s cos Ao
+ R cos ¢; sen A\ R cos g sen Aa + Rsen o Rsen g
= R?[cos (1 cos pa(cos A1 cos Ay + sen Aj sen Ap)
+ sen 7 sen ]

= R?[cos @1 cos pa cos(A; — \o) + sen @y sen @s),
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e [[u1 = [Juz|| = R, obtém-se

cos 0 = cos 1 cos 3 cos(A1 — A2) + sen ¢q sen pg

d(s1,82) = Rarccos|[cos @1 cos p2 cos(A; — A2) + sen @1 sen @s].

Note-se que nao é raro ver este tipo de célculos trignométricos da
distancia geodésica substituidos por um calculo em que se trata a
longitude e a latitude como equivalentes a coordenadas cartesianas.
Embora para pontos na vizinhanga do equador o erro cometido nao
seja substancial, este aumenta muito quando se medem distancias
entre locais de longitude diferente que estao afastados do equador. De
facto, o comprimento do arco correspondente a um grau de longitude

diminui rapidamente com a aproximagao aos polos.

Esta questao prende-se com o problema mais geral da medida das
distancias em mapas que, por sua vez, estd relacionado com a im-
possibilidade de preparar um mapa plano livre de distor¢ao de uma
superficie curva em todas as direcg¢Ges, como acontece com a superficie
da Terra. Como tal, quando se pretende construir uma representa-
¢ao sistematica de toda ou parte da superficie da Terra num plano,
ou seja construir um mapa, tem que se escolher a caracteristica, ou
caracteristicas, que se pretende que sejam mostradas com precisao e
utilizar um tipo de projecgao - funcao definida na superficie da Terra

com valores no plano - que as preserve.

No caso vertente estarfamos interessados em projecgoes que preser-
vassem as distancias entre pontos. Infelizmente nao existe, como
Gauss demonstrou, uma projecgao em mapa planar que preserve a
distancia entre todos os pontos e, como tal, procura remediar-se essa
situacao criando mapas que se dirigem a pequenas porcoes da globo

terrestre para as quais a distor¢ao nao seja muito relevante.
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Uma projecgao que é habitualmente usada para esse efeito é a pro-
jeccao de Mercator transversa em que se usa um cilindro com
eixo perpendicular ao eixo de rotacao da Terra e tangente & superficie
desta num meridiano, para nele se fazer a projeccao de cada ponto
da Terra a partir do eixo do cilindro. Esta projeccao, dita cilindrica,
é conforme (preserva os dngulos e as suas orientagoes), e produz uma
distorcao baixa numa faixa de 6° de longitude centrada no meridiano
tangente. Normalmente essa faixa é ainda subdividida em 16 zonas
com 8° de latitude que nao incluem as regioes polares. Para pon-
tos dentro de cada uma dessas zonas é possivel calcular as distancias
no mapa correspondente usando o teorema de Pitagoras visto que as

unidades usadas sao métricas.

Evidentemente que o primeiro passo na construcao de um mapa
deste tipo é a escolha de um modelo para a superficie da Terra. Em
muitos casos é escolhida a forma esférica, embora a forma da Terra
seja aproximadamente a de um elipséide com o achatamento nos pé-
los. Seleccionar um destes dois modelos para representar a Terra
implica escolher entre as vantagens e desvantagens de cada um deles.
Para representacoes em pequena escala, como é o caso dos atlas e
globos, escolhe-se normalmente o modelo esférico mas, para repre-
sentacoes em escala grande ou média, escolhe-se o elipséide. A forma
esférica da projeccao de Mercator transversa foi pela primeira vez
apresentada por Lambert em 1772. Uma forma eliptica foi apresen-
tada por Gauss em 1822 e analisada por Kriiger no inicio do século
XX sendo, por isso, chamada de projeccao de Gauss-Kriiger ou

projeccao conforme de Gauss.

Existe ainda um terceiro modelo mais complexo, chamado gedide,
que representa o nivel global médio do mar e que é obtido através
de uma combinagao de medidas terrestres e de satélite. Este modelo

nao é usado para fazer projecgdoes em mapas mas sim para controlar
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os Datums Geogréaficos.

Um datum geografico é um sistema de referéncia constituido por:
um ponto na superficie terrestre em relacao ao qual as medidas de
posicao sao feitas, um modelo da superficie da terra para calcular
as posigoes, e um sistema de projeccao. Historicamente os datums
sao baseados no elipséide que melhor representa o gedide dentro da
regiao que o datum pretende representar acrescentando-se-lhe algu-

mas modificagoes (controlos) fornecidas pelo gedide.

Existe um elipséide global de referéncia para representar toda a
Terra cuja ultima versao é conhecida por WGS84 (World Geodetic
System 1984), mas para a Europa é habitualmente usado o elipséide
de Hayford e para a América do Norte o elipséide de Clarke.

Em Portugal existem varios datums 3

, como por exemplo o Datum
Lisboa, o Datum 73, etc., para o continente, o0 Datum Base SE-Porto
Santo para a Madeira, e um Datum para cada um dos grupos do
arquipélago dos Acores. Esses datums usam o elipséide de Hayford

para representar a terra e o sistema de projeccao de Gauss-Kruger.

3Informacao sobre os Datums usados em Portugal pode ser recolhida na pagina
electrénica <http://www.igeo.pt> do Instituto Geogréfico Portugués.

Note também que o pacote mapproj do software R possui a fungdo
mapproject que permite transformar coordenadas geograficas em coordenadas

referentes a numerosos sistemas de projecgao.
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Capitulo 2

Modelos referentes a pontos

Neste capitulo vamos apresentar a andlise classica dos modelos para
dados espaciais referentes a pontos também conhecida por Geoes-

tatistica.

2.1 Nomenclatura e conceitos basicos

Como foi dito anteriormente, os dados que analisaremos consistem em
medidas de uma varidvel de interesse num conjunto finito de locais,
{s1,82,...,8n}, pertencentes a um certo dominio de area ndo nula,
D C R2. Como foi também referido, este estudo poderia ser alargado
a observagoes multidimensionais e a dominios incluidos em espagos
de maior dimensao, fazendo alteragoes convenientes nos modelos que

vamos utilizar.

2.1.1 Hipoéteses iniciais

Cada observacio y; = y(s;) serd considerada como uma realiza-
¢do de uma varidvel aleatéria Y; = Y(s;), cuja distribuicao é go-
vernada por um processo estocdstico subjacente, espacialmente con-
tinuo, {Y'(s),s € D}, notado simplesmente por ¥ quando néo exis-
tir possibilidade de confusao, que é a restricao a D do processo em

todo o plano {Y(s),s € R?}, habitualmente designado por campo
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aleatério.

Faz-se notar que os locais de observagao do processo terao que ser
escolhidos de acordo com planos de amostragem ditos planos nao
preferenciais, os tnicos que admitiremos. Estes incluem dois tipos:
deterministico (por exemplo, uma quadricula uniforme de pontos co-

brindo o dominio); estocdstico, mas independente do processo Y.

Planos de amostragem com localizagoes dependentes da varidvel
de observacao sao frequentes na vida real. Veja-se, por exemplo, a
distribuicao das estagoes de monitorizagao de poluentes atmosféricos,
normalmente localizadas em pontos onde se espera que a poluicao
seja elevada, por forma a verificar-se o cumprimento das regras de

concentracao maxima de poluentes impostas pelas leis ambientais.

No que se segue, vamos admitir que diversas hipdteses sao verifi-

cadas pelos processos espaciais subjacentes.

Notemos, respectivamente, por E[Y (s)] = u(s) e Var[Y(s)] = o(s)

a média e a variancia do processo.

Hipotese 2.1. O processo tem média e variancia finitas,

E[[Y(s)|]] < 400, s€D, Var(Y(s)) < +oo0, s €D.

Hipoteses sobre a estacionaridade do processo sao também admi-
tidas e, por isso, vamos fazer uma breve revisao de alguns dos tipos

que sao habitualmente pressupostos.

2.1.2 Estacionaridade dos processos espaciais

Por vezes, consideram-se processos espaciais fortemente esta-
ciondrios, ou seja, exige-se que, para todo o n > 1, para qualquer

conjunto de locais {81, 82,...,8,} C D e qualquer vector h de R? tal
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que {81 + h,so+h,... s, +h} CD, as distribuicoes de
(Y(s1),Y(s2),...,Y(sn)) e (Y(si+h),Y(s2+h),...,Y(s,+h))

sejam idénticas.
Usualmente consideram-se processos com estacionaridade menos

restritiva, como por exemplo a estacionaridade de segunda ordem.

Um processo diz-se estacionario de segunda ordem ou fraca-

mente estacionario se o processo é estacionario de primeira ordem,

EY(s)|]=u, s€D

COV(Y(Sl),Y(Sg)) = 0(81 — 82), 81,82 € D,

ou seja, se a covariancia depende apenas do vector de separagao

81 — 8o.

A fungdo C(.) é conhecida como funcgdo de covariancia ou co-

variograma.

Note-se que esta definicdo implica que o processo tenha variancia
constante, o%(s) = C(0), e ainda que o covariograma seja simétrico,
C(h) = C(—h).

Se C'(0) # 0 é equivalente definir a segunda propriedade & custa da

funcdo de correlagao ou correlograma’, notada por p(.),

Cov(Y (s1),Y (s2))
C(0)

para a qual se verifica p(h) = p(—h) e p(0) = 1.

Corr(Y (s1),Y(s2)) = =p(s1 —82), (2.1)

Claro que, devido a hipotese de existéncia de variancia que estabe-
lecemos no inicio, se pode garantir que um processo fortemente esta-
ciondario também ¢ fracamente estacionario, mas a afirmacao reciproca

nao é verdadeira.

1 Alguns autores usam as designacdes de covariograma e correlograma, exclusi-

vamente para os graficos da fungdo de covariancia e de correlacdo.
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Por vezes, exige-se um tipo de estacionaridade ainda mais fraco.

Um processo diz-se intrinsecamente estacionario se

E [Y(Sl) — Y(SQ)] =0, $1,85€D (22)

27(Y(81), Y(SQ)) = Var(Y(sl) — Y(Sg)) (23)
—E [(Y(sl) - Y(SQ))2]

= 2’}/(31 — 32), 81,82 € D. (24)

A fungdo 2v(.) chama-se variograma e a (.) semivariograma.

Sem a Hipotese 2.1, o facto de um processo ser intrinsecamente
estaciondrio nao garantiria a existéncia de valor médio ou varian-
cia, no entanto, como se adoptou esta hipdtese, a estacionaridade
intrinseca obriga a que o processo tenha valor médio constante, i.e.,
que seja estaciondario de primeira ordem. De facto, a estacionaridade
intrinseca é uma propriedade associada a diferencas e, como tal, nada
diz sobre a distribuigdo conjunta das observagoes Y (s1),...,Y(sy),

ou seja, ndo proporciona o conhecimento da verosimilhanca 2.

Evidentemente que existem relacoes entre a estacionaridade de se-

gunda ordem e a estacionaridade intrinseca que convém conhecer.

E f4cil verificar que

27(Y (s1),Y (s2)) = Var(Y(s1) — Y (s2))
= Var(Y (s1)) + Var(Y (s2)) — 2Cov(Y (s1), Y (s2)),

2Note-se que, se a caracterizacdo de um processo é feita & custa de diferencas,
néo se consegue distinguir entre os processos Y (s) = p+2Z(s) e Y'(s) = M +Z(s),
em que M é uma variavel aleatéria qualquer.

Se, no segundo caso, a varidvel M nao tiver valor médio e Z for um processo
com valor médio constante, Y é um exemplo de um processo sem valor médio e

com incrementos satisfazendo a condigao (2.2).
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e esta expressao mostra que, conhecida a variancia do processo, a
adopc¢ao de um modelo de covaridncia determina um modelo para o

variograma e reciprocamente.

O conhecimento da variancia do processo é essencial nesta equiva-
léncia. Note-se que, se um processo € estacionario de segunda ordem,

a variancia é conhecida e constante, o%(s) = C'(0), e vem

)
)
—
=
—
»
=
3
=
—
»
N
~
~—
I
N

(C(O) — Cov(Y(sl), Y(sz)))
— Cov(Y(s1),Y(s2)), (2.5)
— C(Sl — 82) = ’7(81 — 82)

ou seja, um processo estacionario de segunda ordem ¢é intrinsecamente

estacionario e
7(h) = C(0) = C(h). (2.6)

O mesmo ji nao se pode dizer do reciproco. Mesmo sabendo que o
processo € estacionario de segunda ordem, se se conhecer exclusiva-
mente y(h), a covaridncia fica conhecida a menos de uma constante.

No entanto, se também for valida a seguinte condicao 2,
Cov(Y(s),Y(s+h)) -0 quando ||h|| — oo (2.7)
teremos, se aplicarmos limites a ambos os membros de (2.5),

lim ~(Y(s),Y(s+h))=C(0)

IRll—oc

— lim Cov(Y(s),Y(s+h))

IRll—oc

(Y (s),Y(s+h))=C(0), s€D, (2.8)

IRl —oc

3De facto, se se exigir uma forma fraca de independéncia assintética que é
equivalente & ergodicidade, a condigdo 2.7 é verificada. Num processo ergédico
esperangas respeitantes ao espago de probabilidades base do processo puderem
ser estimadas por médias espaciais. A classe dos processos ergddicos estd contida

estritamente na classe dos processos fortemente estacionarios.
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e poderemos escrever a covariancia exclusivamente a custa de 7(.),

Cov(Y(s),Y(s+h)) =C(0) —~v(Y(s),Y (s + h)) (2.9)
= ”ulﬁlgooy(Y(s), Y(s+u))+7(h)
= lim ~7(u)+~v(h), seD.

lul|—o0

A expressdo anterior mostra que um processo intrinsecamente esta-

cionario para o qual seja valido,

v(u) < oo, (2.10)

lu]|—o0
é um processo estaciondrio de segunda ordem com covariograma dado

por

C(h) = lim ~(u)+~(h). (2.11)

lul|—o0

Estas conclusoes mostram que a inclusao dos processos de segunda
ordem na classe dos processos intrinsecamente estacionarios é uma
inclusao estrita. De facto, verificaremos mais & frente que existem

variogramas vélidos para os quais o limite (2.10) é infinito.

2.1.3 Propriedades do variograma e covariograma

Passamos a estudar mais em pormenor as propriedades do semivario-

grama de um processo estacionario de segunda ordem.
Deduz-se facilmente da defini¢do que v(—h) = v(h), v(0) = 0.

Admite-se, no entanto, que possa acontecer,

y(h) =12 >0,

lim
llhll—0
em que 72 é chamado o efeito de pepita.

Esta descontinuidade do semivariograma na origem é teoricamente

impossivel se o processo a que corresponde for continuo em média
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quadritica, ou seja, se E[(Y (s +h) —Y(s))?] — 0, quando ||h| — 0,
mas ela foi precisamente admitida para modelar os fendémenos que
tém um comportamento descontinuo em micro-escala, ou seja, aque-
les para os quais se pode supor que em cada ponto existe uma pe-
quenissima pepita do mesmo material que é diferente do material

vizinho.

A presenga da descontinuidade pode também ser explicada através
da decomposigao do processo em varios subprocessos cada um deles
reflectindo o comportamento do fenémeno numa determinada escala:
- Uma primeira componente deterministica, u(.), convencionalmente
designada em geoestatistica por tendéncia espacial, reflecte o com-
portamento médio do processo e traduz a variabilidade em larga es-
cala;

- Uma segunda componente, W(.), de valor médio nulo, estacionéria
de segunda ordem e continua em média quadrética, modela a ligagao
espacial entre as observacoes e traduz a variabilidade em pequena e
micro-escala ;

- Finalmente, uma terceira componente pretende representar os er-
ros de medida e é modelada por um ruido branco, €(.), independente
da componente anterior, que deriva do pressuposto que, se fossem
feitas varias observagoes do processo numa certa localizagao, estas

flutuariam em torno do correspondente valor do processo.

4Por vezes, esta parcela da decomposicio é ainda decomposta em duas W (s) =
Wi(s) + Wa(s), estaciondrias de segunda ordem e independentes. Wi(.) explica
a variagdo em pequena escala, (entre pontos s;,s; tais que ||s; —s;|| > min ||sy —
st]l, (1 < k,l < n), e Wa(.) explica a variagdo em micro-escala, (entre pontos
8;,8; tais que ||s; —s;|| < min ||s; —s;]|, (1 < k,I <n). Na pratica, a ndo ser que
existam observagoes repetidas nas mesma localizagoes, é impossivel distinguir
entre o efeito de Wa(.) e de €(.) e, por essa razdo, agrupam-se frequentemente

numa sé componente £(.) = Wa(.) + €(.).



28 Modelos referentes a pontos
Suponhamos que o processo admite uma tal decomposigao,
Y (s) = p(s) + W(s) + ¢(s), (2.12)
e seja Var(e(s)) = 72
E f4cil verificar as seguintes relagoes,
27y(h) = Var(u(s) + W(s) + €(s) — u(s + h) — W(s + h) — e(s + h))
= Var(W(s) — W(s + h)) + Var(e(s) — e(s + h)),

e ainda, dada a independéncia de W (.), continuo em média quadratica,

e €(.), ruido branco,

iy (k) = i B(W(s) — W (s +h))]
|\f1;i||n—1>0 {Var(e(s)) + Var(e(s + h)) } =272 # 0,

que, como pretendiamos, mostra como este modelo explica a descon-

tinuidade do variograma na origem.

Usando as designagoes,
Var(W(s)) = o® e p(W(s),W(s')) = pw(s — s'),
temos ainda,

Var(Y(s)) = C(0) = Var(W(s) + €(s)) =0 + 7>  (2.13)

Cls—s)=0’pw(s—5), s#¢,

o que evidencia que o covariograma serd igualmente descontinuo na

origem.

Note-se também que,
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o que conduz, através de (2.6), as seguintes relagdes para o semiva-

riograma,

V(s =) =C(0) - C0)p(s — §)
=(*+0*)(1-p(s—5")), (2.14)

2
(o
(s —8)=(r"+0°) - (72 + UQ)(mPW(S —5'))
=12 +0% —opw(s—5)

=72+ 0*(1-pw(s—9).

Devido a este ultimo resultado, os semivariogramas de processos espa-
ciais estacionarios de segunda ordem sao genericamente representados

pela expressao
v(h) =7*+0*(1 - p'(h)), (2.15)

em que p/(.) é a fungdo de correlagdo de um processo estacionério
de segunda ordem, continuo em média quadratica, e 72 e o2 sdo

parametros nao negativos.

De facto, na bibliografia mais recente, a fungao de correlacao dos
processos estacionarios de segunda ordem passou a ser identificada
com a fungéo de correla¢ao da componente W da decomposicao (2.12),

ou seja,
C(s—¢)

p(s_s/) = B} )

g

em vez de p(s —s') = C(s — §')/C(0), como definido em (2.1).

Para terminar a nomenclatura associada ao variograma, referimos

que se utiliza a designacao de patamar para

lim ~(h) = C(0)

Al —oo
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quando este limite existe®, e o de patamar parcial para a diferenca

entre o patamar e o efeito de pepita
C(0) — 2.

O patamar parcial é notado por o2 o que leva a que, tal como em
(2.13),

v(h) = 7% + 0% (2.16)

IRl —occ
De facto o patamar parcial pode ser identificado com a variancia da

componente W da decomposigao (2.12).

Alguns autores chamam alcance ou amplitude do variograma

na direcgao h/| k|| ao menor valor de ||| para o qual se verifica
((1+6)h) =C(0), 6 >0,
ou seja, & menor distancia na direc¢do h/||h|| para a qual o semiva-

riograma passa a ser constantemente igual ao patamar.

Vamos agora verificar uma propriedade importante do variograma
que permite limitar o conjunto das fungoes que podem ser variogra-

mas validos.

Proposicao 2.1. Para qualquer inteiron > 0, qualquer conjunto de lo-

calizagoes {81,...,8,} e qualquer conjunto de constantes {aq,...,an},
. n . . 7

tais que Y., _oa; = 0, tem-se, para um semivariograma vdlido, a

sequinte desigualdade

D> wa(Y(s). Y (s5) <0,

o que € equivalente a dizer que a matriz T = (W(Y(si),Y(sj))> é

semidefinida negativa.

5 . ~ . o
°Recorde-se que este limite pode nao existir se o processo for apenas intrinse-

camente estacionario.
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Demonstragao:

Note-se que

S aian (¥ (8. Yiay) = 5 30 Yy B[V (@) - ¥ (8)))]

4 4

- %E { 3 ; aa;(Y(s;) — Y(Sj))z}

-Z Z aian(Si)2 + Z Z aian(Sj)Q -2 Z Z aian(Si)Y(sj)}
= %E -Z an(Si)z Z a; + Z an(Sj)2 Z a; —2 Z Z aian(Si)Y(Sj):|

N—— ~——

=-E :;aiY(si) Z(;jY(sj)} = —E{(Z aiY(si)ﬂ <0.

O covariograma tem propriedades andlogas as do variograma, que
se deduzem facilmente das deste ultimo atendendo a relagao ja esta-
belecida

Assim, usando a notagdo adoptada para o variograma, temos para
0 covariograma,
C0)=7*+0* lim C(h)=0*> e lim C(h)=0.
lh][—0 llA]|—o0
A demonstragao da propriedade seguinte que estabelece que um

covariograma valido tem de ser uma funcao definida positiva, obtém-

se de imediato da Proposicao 2.1, usando a relagao (2.9).

Proposicao 2.2. Para qualquer inteiron > 0, qualquer conjunto de lo-

calizagoes {s1,...,8,} e qualquer conjunto de constantes
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{a; :ai #0, i = 1,...,n}, tais que Y. ,a; = 0, tem-se para um

covariograma vdlido a sequinte desigualdade
Z Z aiajCov(Y(si), Y(Sj)) = Var( Z CLZY(SZ)) > 0,
i i

ou seja, a matriz de covaridncias ¥ = (COV(Y(SZ'), Y(sj))) é definida

positiva.

A utilizacao da propriedade anterior para averiguar a validade dum
covariograma nao € facil. Existem, no entanto, condiges necesséarias
e suficientes mais simples de verificar como, por exemplo, a dada pelo
teorema de Bochner que, para campos aleatérios reais, diz que C'(h)

¢ definida positiva se e s6 se
C(h) = / cos(w' h)G(dw), (2.17)

onde G é uma medida em R?, limitada, positiva e simétrica em torno
de 0.

Por outras palavras, C'(h) serd uma fungio de covaridncia vélida
se e s6 se tiver representacao espectral (2.17), em que G/C(0), com
C(0) = [G(dw), é referida como a distribuicao espectral que
induz C. Se G tem densidade relativamente a medida de Lebesgue,
ie. G(dw) = g(w)dw, entdao g(w)/C(0) é designada por densidade

espectral.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que existia densidade es-

pectral. Uma vez que G é simétrica, (2.17) é equivalente a

C(h) = / ¢ g () dw, (2.18)

o que mostra que teremos uma fungao de covariancia valida se e s6
se a funcdo de correlacdo p(h) = C(h)/C(0) for a fungéo caracteris-

tica de uma variavel aleatoria bidimensional com densidade simétrica

9/C(0).
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Atente-se na transformada de Fourier de C'(h),

1

T2

C* (w) / e~ hC(R) d(h), (2.19)

e também na férmula de inversao desta transformada que, neste caso,

resulta em )

T

C(h) / e PO (w) d(w).

Comparando esta tltima expressdo com (2.18), conclui-se que
C*(w)/2m = g(w) e, consequentemente, que

Crw)

Desta forma, pode verificar-se se uma certa fungdo C'(h) é um co-
variograma véalido calculando a sua transformada de Fourier (2.19) e

verificando apenas se é positiva e integravel.

O calculo da transformada de Fourier, excepto para os casos espe-
ciais em que se pode obter explicitamente, pode ser feito de forma
aproximada através do eficiente algoritmo conhecido por FFT (Fast
Fourier Transform) que, tendo sido desenvolvido para o célculo da
transformada de Fourier discreta, se adapta bem ao calculo da trans-

formada continua.

Das propriedades das fungoes caracteristicas retira-se imediatamente
que o produto, bem como a combinagao linear convexa de fungoes de
covariancia, é ainda uma fungao de covaridncia. Da mesma forma, a

convolugao de fungoes de covaridncia é uma fungao de covariancia.

2.1.4 Isotropia e Anisotropia

A isotropia de um processo espacial define-se usualmente a custa do
semivariograma. Assim, diz-se que um processo espacial intrinseca-

mente estaciondrio é isotrépico se o semivariograma depende de h
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apenas através do seu comprimento ||h||, ou seja, se quaisquer que

sejam s € D e h € R? tais que s + h € D, se tem,
(Y (5), Y (s +h)) =(|[R]).

Um processo intrinsecamente estacionario isotrépico chama-se ho-

mogéneo e um processo que nao € isotrépico diz-se anisotrépico.

Se o processo é também estacionario de segunda ordem, a isotropia

pode ser definida por condi¢ao analoga para o covariograma,

s€D,heR’taisque s+h € D: Cov(Y(s),Y(s+h)) =C(|h]).

Note-se que, no caso de existir isotropia, os alcances direccionais
do variograma atras definidos tém igual valor. Desta forma, designa-
se por alcance do variograma, e nota-se por r, a menor distancia a

partir da qual o variograma ¢é igual ao patamar,

r= mtinw((l +0)t) = C(0), 6 > 0.

Uma vez que existem variogramas para os quais o patamar sé é
atingido assintoticamente define-se o alcance efectivo ou alcance
pratico como sendo a menor distancia ro a partir da qual y(t) >
0.95(7%+0?) parat > ry. Evidentemente que esta definicio pressupde

que nos estamos a restringir a variogramas estritamente mondétonos.

Em processos estacionédrios de segunda ordem, usando a versao
isotrépica da expressdo (2.14) pode escrever-se a desigualdade an-

terior em funcao do correlograma,
y(t) = (1% + o)1 - p(t)) > 0.95(7% + o?),

o que define o patamar efectivo como sendo a menor distancia ry a

partir da qual se tem

p(t) < 0.0, t > o,
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ou seja, a menor distancia a partir da qual a associagao espacial se

torna negligenciavel.

Os autores que definem p’, dado em (2.15), como correlograma do
processo chamam alcance efectivo ao valor de rg a partir do qual se

tem,
p'(t) <0.05, t > 1o, (2.20)

o que conduz a uma definicao diferente da apresentada em termos do
variograma,

y(t) = 7% +0.950%, > 7.

Passaremos a adoptar esta tltima defini¢ao de alcance efectivo por

ser a utilizada na bibliografia mais recente.

Passemos agora a tratar, embora brevemente, o fenémeno da aniso-
tropia, que se percebe ser causado por comportamentos diferentes do
processo segundo as direcgoes do espago. Consoante o tipo de diferen-
cas observadas, assim se podem definir diversos tipos de anisotropia.
Comecemos pela mais frequentemente encontrada na vida real, co-
nhecida por anisotropia geométrica que diz respeito a variagao
direccional do alcance do variograma.

Consideremos processos intrinsecamente estacionarios. Um pro-

cesso espacial diz-se com anisotropia geométrica se o seu variograma

tem a seguinte forma:

2(h) =~/ (| AR|), h € R? (2.21)
em que A é uma matriz invertivel e 4/(.) é um variograma isotrépico
valido.

Os contornos correspondentes a valores constantes dum variograma
deste tipo no sistema de eixos coordenados original sao elipses. To-

das estas elipses tém os eixos com a mesma orientagao, bem como
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o mesmo valor para a razdo, A > 1, entre o eixo principal (direcgao
segundo a qual o variograma cresce mais lentamente) e o eixo menor
(direcgéo segundo a qual o variograma cresce mais rapidamente) de-
signado por factor de anisotropia. O angulo ¥ do eixo principal
com o eixo coordenado vertical, medido convencionalmente no sentido

directo, designa-se por dngulo de anisotropia.

Note-se que em (2.21), a matriz A define uma aplicagao linear do
espacgo original em si préprio que transforma as elipses em circulos.
Através de uma rotagdo um novo conjunto de eixos é alinhado com o
eixo principal e o eixo menor da elipse. Seguidamente um reescalona-
mento alonga o eixo menor de forma a que o seu comprimento iguale

o do eixo principal.

Se § = 5 — 1, entao A é dado por

A 1 0 cosf senf
o A —senf) cosf)

Assim, as coordenadas transformadas de um vector h de coordenadas

originais (h1, he) serdo dadas por

o= (M) Z g (M
hf ha
e y(h) =7 (VIT + 1y ).
Funcgoes de covariancia com anisotropia geométrica podem definir-
se analogamente,
C(h) = o*p((h" BR)'/?), h #£0
com B matriz definida positiva e p(.) um correlograma isotrépico
valido.

O conceito de anisotropia geométrica pode ser estendido para o de

anisotropia de alcance utilizando uma transformacao regular do
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espago que permita que os contornos do variograma possam ser mais

gerais.

Os outros tipos de anisotropia surgem quando se deixa variar com
a direcgao do vector de separacao, os outros dois parametros do va-
riograma j& definidos.

A anisotropia diz-se anisotropia de pepita se limcﬁofy(c”Z—”)

depende de h, e diz-se anisotropia de patamar se lim._, . v (C”Z—”)
depende de h. Esta ultima anisotropia pode configurar uma falha na

estacionaridade de primeira ordem do processo.

2.1.5 Correlograma e diferenciabilidade do pro-

cesso

A partir deste momento, passaremos a utilizar a versio isotrépica da

expressio genérica (2.15),
Y(t) =7+ (1 - p(t)),

para referir o variograma de um processo estacionario de segunda or-
dem isotrépico. Pelas razoes que ja apontamos a funcao de correlagao

do processo passa também a ser definida por p(t) = C(t)/o?.

A utilidade desta representagao fica bem patente no facto da lisura
das trajectorias do processo espacial serem determinadas pelo corre-
lograma. De facto, as trajectorias do processo podem ser encaradas
como superficies aleatérias sobre a regiao amostrada e, se se pre-
tende fazer predicao em pontos nao amostrados, entre as caracte-
risticas do processo que convém conhecer estarao necessariamente a

continuidade e a diferenciabilidade destas superficies.

Como se sabe a continuidade e a diferenciabilidade nao tém, em
processos aleatérios, uma tnica definicao. Estas dependem essencial-

mente da forma como se define o limite de uma sucessao de variaveis
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aleatorias e, no caso presente, vamos estar particularmente interessa-

dos nos limites em média quadratica e quase certo.

Um processo é continuo em média quadratica, ou continuo
em L2, se para qualquer s € R?,
. 2
lim E[(Y(s’) —Y{(s)) } = 0.
8’ —s
Um processo ¢é diferenciavel em média quadratica se para cada
s € R? existe um vector Ay (s) tal que, para qualquer escalar h e

qualquer vector unitario u, se tenha

Y(s+ hu) — Y(s) + hu” Ay (s)72

iy [Y(8 +hu) = Y(s) + y()} _0
h—0 h

Um processo é duas vezes diferencidvel em média quadratica se

a sua derivada em média quadrética Y'(s) é diferencidvel em L2, e

assim sucessivamente para a diferenciabilidade de ordens superiores.

Se nos limitarmos ao caso isotrépico temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Bartlett, 1955). Um processo estocdstico com fung¢do de
correlagao p(t) € k vezes diferencidvel em média quadrdtica se p(t) é

2k vezes diferencidvel em t = 0.

Passemos agora a continuidade e diferenciabilidade quase certa.

Um processo espacial é quase certamente continuo se o con-
junto das trajectérias que nao sao continuas tem probabilidade nula,
e é quase certamente k vezes diferenciavel se o conjunto das tra-
jectérias que nao sao k veses diferencidveis tem probabilidade nula,
(k inteiro positivo). Diz-se também que os processos tém realiza-
coes continuas ou realizagoes k vezes diferenciaveis, respecti-

vamente.

Os resultados sobre a diferenciabilidade quase certa foram inves-

tigados por Kent(1989) e sdo dados genericamente para processos
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estaciondrios de segunda ordem em espacos de dimensao d > 1 nao
necessariamente isotrépicos. Aqui vamos apenas apresentar o caso

bidimensional isotrépico.

Teorema 2.2. Seja r2(t) = p(t) — p2(t) onde p2(t) € o polindmio de
grau 2 do desenvolvimento de p(t) em série de Taylor em torno de 0.

Entao, se p(t) € 2 vezes continuamente diferencidvel e
[r2(t)] = O(|t|***), t = 0,

para algum o > 0, existe uma versao do processo espacial com reali-

zacoes continuas.

Embora qualquer uma das continuidades nao implique a outra,
visto as convergéncias nao se implicarem mutuamente, ambas im-
plicam a convergéncia em probabilidade e, como tal, qualquer das

continuidades implica a continuidade em probabilidade do processo.

Existem, no entanto, relagoes entre a diferenciabilidade em média
quadratica e a quase certa, se os processos forem estaciondrios de se-

gunda ordem isotrépicos como é o caso nos paragrafos que se seguem.

Note-se, por exemplo, que, devido ao Teorema 2.2, se um processo
espacial é quase certamente duas vezes diferencidvel tem correlograma
duas vezes continuamente diferencidvel e, portanto, continuo em 0.

Assim sendo, o processo é continuo em média quadratica.

Por outro lado, um processo é quase certamente continuo se for di-
ferencidvel em média quadratica, e quase certamente diferencidvel se
for duas vezes diferencidvel em média quadratica e assim por diante
(Bartlett, 1955). Em particular se um processo é indefinidamente di-
ferencidvel em média quadratica é indefinidamente diferencidvel quase

certamente.
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2.1.6 Familias paramétricas de variogramas

Tal como acontece com as distribuigoes de variaveis aleatérias, tam-
bém entre os variogramas isotropicos validos se distinguem classes cu-
jos elementos podem ser descritos por uma expressao analitica comum
relativamente simples, variando num pequeno niimero de parametros.
Essas classes chamam-se familias paramétricas de variogramas.
Como no caso das distribuigoes, estas familias de variogramas nao

sao disjuntas, possuindo algumas delas, alguns modelos em comum.

Vamos passar a apresentar as familias mais conhecidas comecando
por aquelas que sao construidas a custa de fungoes de correlagao
vélidas o que permite apresentar simultaneamente o variograma e o

correspondente covariograma.

1. Familia esférica

Os correlogramas que correspondem a esta familia sao do tipo

1-3L 411 se0<t<g
p(t) = 2 :
0 set> ¢

wleo
Ol

em que ¢ é um parametro com as mesmas unidades da distancia.

Recordando que
V(t) =72+ 0*(1 - p(t), t >0

e que (0) = 0, vem para o variograma,

72 4 o2 set>¢
1) =740 [3 =38P seo<i<o
0 set=0.

Tendo também em atengao que

Ct) =1+ 0% —~(t),
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vem para o covariograma,

0 set> o
Ot) =102 [1- 35+ 55 se0<t<o
2 4 g2 set=0.

Na Figura 2.1 apresenta-se, como exemplo, o grifico do modelo es-
férico para 72 = 0.2,0° =1le ¢ = 2.
Modelo esférico

72=02,02=1,¢=2

15 15

Variograma Covariograma

Figura 2.1 Modelo esférico com efeito de pepita igual a 0.2, patamar

igual a 1.2 e alcance igual a 2.

Note-se que o salto do variograma na origem é 72 = 0.2, que o

patamar é 72 4+ 02 = 1.2 e que o alcance é r = 2.

Esta familia de variogramas deve a sua popularidade ao facto de
fornecer interpretagoes directas para os seus parametros, nomeada-

mente para ¢, que neste caso é exactamente o alcance.

2. Familia Matérn

Esta familia de fungoes de correlagao foi apresentada por Matérn
em 1960 para espacos de dimensao qualquer e é também conhecida

pela designacao de familia Whittle-Matérn. Ela corresponde a
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um conjunto de modelos com aspectos muito variados, visto que a
expressao geral da funcao de correlagao depende de mais um para-

metro que a anterior. Esta é

0y () (0. 20

em que K,(.) é a funcdo de Bessel modificada de ordem v, v > 0.
A ordem é um parametro de forma que, como veremos, desempenha
um papel importante na regularidade das trajectorias do modelo, e ¢
é um parametro de escala que tem a dimensao da distancia, mas que
nao ¢ identificadvel com o alcance, que nos modelos desta familia nao

existe.

Certas ordens particulares sao frequentemente usadas visto cor-
responderem a expressoes analiticas simples e possuem, em alguns
casos, uma designacdo prépriaS. Eo que acontece com o caso v = 0.5
conhecido pelo modelo exponencial que corresponde a funcao de

correlagao
p(t) = exp(=t/¢), t=>0.
O variograma e o correlograma com efeito de pepita 72 e patamar
parcial o2 sdo respectivamente dados por,
72 + 021 —exp(—t/p)] set>0
0 caso contrario,
o?exp(—t/p) set>0

72 4 o2 caso contrario.

Um outro caso em que a expressao do correlograma tem uma forma

SNos casos v = m + 1/2, m = 0,1,..., o correlograma tem uma expressao
fechada, visto que corresponde a fungoes caracteristica de distribuigoes t-student
com v + 1/2 graus de liberdade (veja por exemplo Ruppert, 2003).

O caso v = 1 é conhecido por modelo de Whittle(1954).
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fechada é o de ordem v = 1.5,
p(t) = (L+t/¢)exp(=t/¢), t=0.

Finalmente o caso limite, obtido quando v — oo, é conhecido por

modelo Gaussiano e tem correlograma dado por

() = exp (- <é)2> >0,

A Figura 2.2 mostra os semivariogramas e covariogramas dos trés
modelos que acabamos de referir, v = 0.5, 1.5, 0o, com 0 mesmo
efeito de pepita, 72 = 0.2, o mesmo patamar parcial, 02 = 1, e com
parametro ¢ calculado para cada um dos modelos de forma a que o

alcance efectivo seja para todos ro = 1.5.

Familia Matérn:  p(t) = 5=t (%) KV(%)7

0 05 1 15 2 25 3 35 4

Semivariograma Covariograma

Figura 2.2 Modelos da familia Matérn com v = 0.5, 1.5, oo, efeito
de pepita igual a 0.2, patamar igual a 1.2 e alcance efectivo igual a
1.5.

A forma como o parametro ¢ estd relacionado com o alcance efec-

tivo 79 depende da ordem v e, se for utilizada a definigdo (2.20) de
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alcance efectivo, ¢ serd respectivamente dado nos trés modelos pelas
expressoes aproximadas seguintes:
0 0 =
V3
De facto, parametros de escala para modelos com ordens diferentes

nao sao directamente comparaveis.

No que se refere a ordem da diferenciabilidade em média quadratica
do processo pode demonstrar-se (Stein, 1999) que esta é controlada

pelo parametro v do correlograma.

Uma vez que, de acordo com o Teorema 2.1, é a diferenciabilidade
do correlograma no ponto zero que nos interessa, héd que relembrar
que este esta definido para R mas que s6 se apresenta a definicao em
R* por a funcao ser par, p(—t) = p(t). Desta forma, pode verificar-se
que, no caso v = 0.5 em que p(t) = exp(—|t|/¢), o processo é continuo

em média quadratica mas nao é diferenciavel.

No caso v = 1.5, p(t) = (1 + |t|/®) exp(—|t|/¢) é exactamente duas
vezes diferencidvel e, por essa razao, o processo é diferencidvel em
média quadratica. Note-se também que processo tem trajectorias

continuas.

Para o modelo gaussiano, o correlograma p(t) = exp(—(|t|/¢)?), é
infinitamente diferenciavel, o que implica trajectérias infinitamente

diferencidveis quer em média quadrética quer quase certamente 7.

De facto, estes resultados podem ser generalizados da seguinte
forma: na familia Matérn o maior inteiro menor ou igual a v cor-
responde ao numero de vezes que o processo é diferencidvel em média

quadrética.

70 processo é analitico em média quadratica o que quer dizer que se consegue
prever exactamente Y (s) em todo o ponto s € R? a partir do conhecimento
do processo numa vizinhanga de s arbitrariamente pequena. (Veja por exemplo
Banerjee, 2003)
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3. Familia exponencial potenciada

Esta familia tem correlograma de expressao geral

p(t) = exp(=(t/9)"), t=0,

e tal como a familia Matérn tem dois parametros: o parametro de

escala, ¢ > 0 e o pardmetro de forma, v, variando no intervalo (0, 2].

Como ¢ fécil perceber o modelo exponencial e o modelo gaussiano
sao também casos particulares desta familia com v respectivamente

iguais a 1 e 2.

Familia exponencial potenciada: p(t) = exp(—(t/¢)")

v =0.5 -—v=07 — v=1

0 05 1 15 2 25 3 35 4 [; 015 1‘ 115 ‘2 2:5 é 315
Semivariograma Covariograma

Figura 2.3 Modelos da familia exponencial potenciada com v =
0.5, 0.7, 1, efeito de pepita igual a 0.2, patamar igual a 1.2 e alcance

efectivo igual a 1.5.

Na Figura 2.3 acima apresentam-se os semivariogramas e os cova-
riogramas para a familia exponencial potenciada com v = 0.5, 0.7, 1,
o mesmo efeito de pepita, 72 = 0.2, 0 mesmo patamar parcial, 02 =1,

e com parametro ¢ calculado para cada um dos modelos de forma a
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que o alcance efectivo seja para todos rg = 1.5. O valor do parametro
¢ encontrado para cada um dos modelos é respectivamente igual a
0.167, 0.313 e 0.5.

Note-se que o modelo exponencial ja estava presente na Figura 2.2
(linha ponteada) e foi também incluido nesta figura com a mesma
linha ponteada para permitir uma comparagao entre os modelos de

Matérn e exponencial potenciado apresentados.

No que diz respeito a diferenciabilidade do processo verifica-se pela
expressao da correlagao, p(t) = exp(—(|t|/$)”, 0 < v < 2, que 86 no

caso v = 2 existe diferenciabilidade em média quadratica.

Para terminar, apresentamos mais duas familias que possuem ca-

racteristicas que as distinguem das apresentadas até aqui.

4. Familia onda

Esta familia é definida pelo correlograma

plt) = 529 sy,

t/¢ -
em que o parametro ¢ > 0 tem a dimensao da distancia.

Ao contrario dos exemplos anteriores este correlograma nao é mono-
tonamente decrescente e os correspondentes variograma e covario-

grama,
72+U2[1—%] set>0
0 caso contrario

2 [sen(t/)
o=~ set>0
2 4+ 52 caso contrario,
apresentam ondas que se transmitem as realizagoes do processo. Por

essa razao este tipo de variogramas é raramente utilizado a nao ser
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que haja fortes suspeitas sobre o caracter ondulatério do fenémeno

que se pretende modelar.

A Figura 2.4 mostra o modelo onda com efeito de pepita e patamar

parcial idénticos aos anteriormente apresentados e parametro ¢ = 0.2.

Modelo onda
72=02,02=1,¢=02

Variograma Covariograma

Figura 2.4 Modelo onda com efeito de pepita igual a 0.2, patamar
igual a 1 e ¢ = 0.2.

5. Familia poténcia

Trata-se de uma familia de variogramas de processos intrinseca-
mente estaciondrios que nao sao estacionarios de segunda ordem, cuja

expressao geral é,

T2+ 0% set>0
v(t) =
0 set=0

com 72 >0,0%>0eve|0,2]

Uma vez que se verifica,

lim () = +oo,

t——+o0

nao existe covariograma.
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O familia com A = 1 é conhecida por modelo linear.

A limitacdo para o parametro v, presente também no parametro
com o mesmo nome da familia exponencial potenciada, provém da
seguinte propriedade a que tém que satisfazer os variogramas validos
(Matheron, 1971):

2|TT(}|"|) — 0, quando ||h|| — 0.

Existem outras familias de variogramas conhecidas, como por exem-
plo a de Cauchy que é definida pelo correlograma p(t) = (1+(t/¢)2) -
t > 0, mas, para a maioria das aplicacoes, as familias que apresen-
tamos ja fornecem um leque de modelos alternativos suficientemente
vasto. De facto, na maioria dos casos, a dimensao do conjunto de
localizagoes observadas nao permite a identificacao de modelos de
variogramas muito elaborados e a familia Matérn, com os seus dois
parametros, ja apresenta um conjunto de modelos com flexibilidade

suficiente.

2.2 Elementos da modelacao

Do ponto de vista probabilistico, o conhecimento do processo estocés-
tico que se supoe estar na origem de um dado conjunto de observacoes
espaciais, é dado pela especificacao da lei espacial do processo, ou seja,

da sua distribuicgao.

Isso faz-se especificando a chamada familia das distribuigoes
conjuntas finitas que é composta por todas as distribuigoes conjun-
tas de qualquer dimensao n > 1, correspondentes a qualquer escolha
de n localizacdes em R2. Para que a especificacio de um conjunto

de distribuigoes desse género defina, de facto, a lei de um processo
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estocastico é necessario que sejam validas condigoes de consisténcia

que sdo complicadas de verificar na prética 8.

Afastaremos este tipo de problemas restringindo as aplicagoes que
vamos estudar as que podem ser modeladas por processos gaussianos.
Nesse caso, as condigoes de consisténcia ficam asseguradas desde que

se use uma fungao de covariancia valida.

Também por essa razao, grande parte da teoria que desenvolvere-
mos no resto do capitulo sera dirigida aos processos gaussianos que

passamos a definir.

Definicao 2.1. Um processo {Y(s), s € R%} é um processo gaus-
siano se, qualquer que seja o inteiro n > 1 e qualquer que seja
o conjunto de localizagdes {81,82,...,8,}, 0 correspondente vector

aleatorio (Y1,Ya, ..., Y,) tem distribuicdo gaussiana n-dimensional.

Uma vez que os processos Gaussianos ficam completamente especi-
ficados pelo valor médio e pela covariancia, estes processos tém a
vantagem adicional de serem fortemente estacionarios se forem esta-

cionarios de segunda ordem.

E evidente que muitos fenémenos nao podem ser modelados por
distribuigoes normais e, para se poder estender a utilizagao do modelo
gaussiano a esses casos, assume-se que o modelo é valido apdés uma

transformagao dos dados.
Com dados positivos, uma classe de transformacoes muito usada é
a de Box-Cox, (Box e Cox, 1964)
(Y =1)/x A£0,
logY A=0.

7 =

A transformacao logaritmica é talvez a mais usada na pratica visto

8Para processos com indices em R estas condices sdo conhecidas por condicoes

de consisténcia de Kolmogorov.
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ser simples determinar as expressoes para o valor médio e para a
estrutura de covariancias da varidvel transformada. Para uma ex-
posigao deste ponto referimos o leitor para o livro de Diggle e Ribeiro
(2007).

2.2.1 Modelacao da tendéncia espacial

Um dos principios bésicos da modelagao espacial de dados referentes a
pontos é conhecido por “primeira lei da geoestatistica”: os dados

devem ser particionados num termo correspondente ao valor médio

(tendéncia espacial) e noutro correspondente ao erro ¥ |

Y(s) = p(s) + d(s).

Com esta decomposicao, a variabilidade dos dados é modelada

através do segundo momento dos residuos,
2
B|(Y(s) - ()’

e a estrutura de associagao espacial através do valor médio do pro-

duto,

E[(v(s') = u(s)) (V(5) — u(s)) .

em vez de ser feita através dos valores médios de (Y(s) — u)2 e de

(Y(s") — p) (Y(s) — i), respectivamente.

A diferenga entre a duas situagoes é medida por

(1 —p(s)) (1 —p(s"),

valor que pode ser elevado se o afastamento do processo da estacionar-

idade de primeira ordem for grande. De facto, se o processo nao tem

9Na notagdo empregue em (2.12) 5(s) = W(s) + €(s).
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média constante, a utilizacao de Y (s) — p atribui erradamente a vari-
acgao de p(s) relativamente p & estrutura de dependéncia espacial do

processo.

Uma vez que a verdadeira tendéncia espacial é desconhecida, tere-
mos que a estimar e, consoante a estimativa que utilizarmos, assim
vamos atribuir uma maior ou menor parte da variabilidade observada
nos dados a componente deterministica do modelo. Esta escolha tem
que ser feita cuidadosamente uma vez que, como vimos, tem reper-

cussao na estrutura de correlacao da outra componente do modelo.

Infelizmente, se nao existirem observagoes repetidas independentes
em cada localizacao, situagao muito frequente, é impossivel distinguir
entre o valor médio e a realizagao do processo e, por conseguinte, as
duas componentes do modelo ndo sio identificaveis. Assim sendo, a
escolha do modelo para a tendéncia tem que ser guiada por algum
tipo de conhecimento externo ou por métodos estatisticos que exigem

hipéteses suplementares.

Por vezes a natureza fisica do fenémeno em observagao sugere um
modelo. Noutros casos, conhecem-se variaveis explicativas dentro do
dominio e pode adoptar-se para a tendéncia espacial um modelo de

regressao linear do tipo

pu(s) =Bo+ Y AiXi(s),

1=1
em que X;(s) representa o valor da varidvel explicativa X, (I =
1,...,p), no local s. Quando nenhuma destas situagoes se verifica,
usam-se simplesmente polinémios de baixo grau nas coordenadas,
que se designam por superficies de tendéncia, para captar os
efeitos que parecem ter uma escala de variacao comparavel a escala do
dominio de observagao, deixando a explicacao de efeitos com pequena

escala de variagao para a outra componente do modelo.

Existem algumas técnicas mais sofisticadas para fazer esta decom-
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posigao da variacao em variacao de pequena e grande escala, como
por exemplo o median polishing algorithm e referimos o leitor para

Cressie (1993) para mais informagio sobre o assunto.

Mais formalmente, a escolha entre diversas opgoes de modelos para
a tendéncia espacial pode ser feita conjuntamente com a escolha do
variograma usando métodos de méxima verosimilhanga, como vere-

mos mais a frente.

2.2.2 Variograma empirico

Como vimos, uma das componentes essenciais da modelacao dos pro-
cessos espaciais diz respeito a estrutura de associagao entre as varia-

veis do processo.

Supondo que o processo pontual subjacente aos dados é, no minimo,
intrinsecamente estaciondrio e isotrépico, essa associacao pode ser

modelada pelo variograma omnidireccional.

A modelagao do variograma pode ser comparada nos seus pas-
sos a modelagao paramétrica da distribuicao tedrica de uma varia-
vel aleatdria, suposta subjacente a um fenémeno, a partir de uma
amostra de n observagoes: numa primeira fase utiliza-se a amostra
para construir um histograma (estimador empirico da densidade)
e, através dele e de algum conhecimento da natureza do fenémeno
aleatorio, procura-se identificar a familia de distribuigoes que me-
lhor representara a distribuicao dos dados; seguidamente, escolhe-se
para distribuicao teérica da varidvel aleatéria um dos elementos dessa
familia, através de um qualquer método de estimacao de parame-
tros. Os métodos de estimagao usados sao normalmente paramétri-

cos, como ¢ caso do método da méxima verosimilhanga.

Historicamente, na modelacao do variograma procede-se, até certo

ponto, de forma andloga. E criado um estimador do variograma
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baseado na amostra, variograma empirico e, com base nele, é se-
leccionada uma familia paramétrica de variogramas, normalmente de
entre as que passamos em revista, escolhendo-se ainda um ou mais

modelos dessa familia para eventual variograma teérico.

Neste ponto o procedimento mais cldssico difere do método normal
de estimagao da distribuicao de variaveis aleatdrias que descrevemos,
visto que os parametros do variograma tedrico se estimam verificando
qual dos modelos seleccionados melhor se ajusta ao variograma em-
pirico. De facto, este método de estimagao é um método de ajusta-

mento de curvas e nao um método de estimacgao paramétrico.

Mais recentemente, o método de estimagao de variogramas usado
com mais frequéncia estd mais perto do da estimacao da distribuicao
de variaveis aleatorias: usa-se o estimador do variograma baseado nas
observacoes apenas como indicador da familia paramétrica que deve
ser seleccionada e dos valores iniciais dos correspondentes parametros,
que sao depois utilizados num método de estimacao paramétrico como

o da maxima verosimilhanga.

Note-se que mesmo o parametro que distingue entre os diferentes
modelos dentro de uma mesma familia paramétrica, como acontece,
por exemplo, com o parametro de forma v da familia Matérn, pode ser
estimado, contudo a sua estimagao nao é muito consistente. Muitos
autores aconselham, por isso, que sejam seleccionados, como no pro-
cedimento mais classico, um pequeno conjunto de modelos dentro
da familia paramétrica e que, para esses, sejam estimados os outros

parametros.

Evidentemente que os dois métodos tém vantagens e desvantagens,
sendo que uma desvantagem do segundo ¢é a exigéncia do conheci-
mento da lei do processo. No entanto, em muitas aplicagoes pode
pressupor-se a distribuicdo gaussiana, com ou sem transformacgao

prévia dos dados, o que possibilita uma utilizagao relativamente sim-
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ples do método da maxima verosimilhanca.

Em qualquer dos casos, o célculo de um estimador do variograma
baseado nas observacoes ¢ indispensdvel. Passamos agora em revista
os métodos mais usuais de construir esses estimadores juntamente

com algumas da suas propriedades.

Ja vimos que, sob a Hipdtese 2.1, um processo intrinsecamente
estaciondrio tem valor médio constante, no entanto, é frequente essa

propriedade nao parecer ser verificada pelos dados.

Uma vez que na estimagao do variograma nao é indiferente os pro-
cessos serem ao nao estaciondrios de primeira ordem, vamos supor
que, quando a constancia do valor médio nao se verifica, se passa a
estimar o variograma do processo dos residuos, Y (s) — pu(s), reme-
tendo para mais tarde a forma de solucionar os problemas levantados

pela necessidade de estimar a tendéncia espacial desconhecida pu(s).

Sob hipétese de constancia do valor médio o semivariograma pode

ser escrito como
V(B = 3EL(V(s) = ¥ (s + 1)),

Assim, se Y1, Ys,...,Y, sao observacoes de um processo deste tipo,
pode dizer-se que g;; = 1/2(Y; — Y;)? é um estimador centrado do

valor do semivariograma, 7v;; = 7(t;;), para a distancia t;; = ||s; —s;|.

Usando o método dos momentos, Matheron (1962) propés o seguinte
estimador para o semivariograma que é conhecido por variograma
empirico )

0=y e M%)
(si,85)EN(t)
em que N(t) = {(si,8;) : [Is: —s;]| = t} e [N(t)| é o respectivo

cardinal.

Note-se que, a nao ser no caso em que as localizacoes observadas
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estejam sobre uma quadricula, é muito provavel que as distancias
correspondentes a todos os pares de pontos sejam diferentes, e o vario-

grama empirico serd apenas a colecgao de todos os pares (t;;, gij), j > 1.

Neste caso, o variograma empirico padece de alguns inconvenientes
para poder ser um bom instrumento de estimacao, nomeadamente
a de os seus pontos apresentarem uma tal dispersao que se torna

impossivel divisar um padrao de comportamento do variograma.

Isto pode ser verificado na Figura 2.5, onde se apresenta o grafico do
variograma empirico, conhecido por variograma nuvem, calculado
para a raiz quadrada da precipitacdo do més de Novembro de 2006'°,

exemplo a que ja nos referimos no Capitulo 1, Figura 1.3.

Note-se que se estd a usar como distancia, a distancia euclidiana entre
os pontos de coordenadas transformadas em quilémetros. Devido as

pequenas dimensoes de Portugal a aproximagao é aceitavel.

Esta dispersao do variograma empirico para dados nao quadricu-
lados, é devida aos seguintes factos: as n(n — 1)/2 varidveis g;; sao
necessariamente correlacionadas visto terem sido construidas a partir
de apenas n observagoes; o variograma é muito sensivel a outliers visto
que a presenca de apenas uma observacao discrepante contamina n—1
dos seus valores; no caso do modelo assumido ser gaussiano a distri-
buigao dos g;; é a de um x? com 1 grau de liberdade que é altamente

assimétrica.

Para podermos retirar esta enorme quantidade de “ruido” do va-

riograma empirico é necessario proceder a algum alisamento.

Na maioria dos casos esse alisamento é conseguido, embora com

algum enviesamento adicional, fazendo a média dos valores do va-

10Uma vez que posteriormente se pretende estimar os parametros do variograma
pelo método da méxima verosimilhanga utilizou-se uma transformagao dos dados
por forma a que a correspondente distribuicdo se aproximasse da normal. De

entre as transformacoes de Box-Cox a raiz quadrada pareceu a mais adequada.
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Figura 2.5 Semivariograma nuvem da raiz quadrada da precipita-
¢ao do meés de Novembro de 2006 registada em 158 estacoes da rede

meteoroldgica nacional.

riograma empirico correspondentes a distancias incluidas em certos

intervalos de distancias contiguos.

Mais precisamente, para uma grelha de distancias, 0 < ¢t} < t3 <
< tg, formemos os intervalos I, =|tm—1,tm], (m = 1,...,k) e
sejam t,, = (tm—1 + tm)/2 0s respectivos pontos médios e N(t),) =
{(si,8;) : ||s; — sj|| € I} os conjuntos de pares de pontos com
distancias em I,,,. O estimador alisado do variograma constituido

pelo conjunto de pontos (¢,,5(t),)), m =1,...,k, com
1 2
A T Y; - Y],
(si,8;)EN(t],)

¢ designado por variograma amostral'!.

HFrequentemente, designa-se também por variograma empirico este variograma
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Nesta construcao é frequente escolher intervalos de igual compri-
mento, mas a seleccao do nimero de intervalos, e também a escolha
do ultimo ponto, t;, depende, evidentemente, da dimensao e estru-
tura das localizacoes amostradas, e tem problemas semelhantes aos

encontrados em escolhas andlogas para a construcao de histogramas.

Note-se que, se por um lado os intervalos forem bastante estreitos
nao se estd a introduzir um grande enviesamento nas estimativas
intervalares, mas se, por outro, estes contiverem poucos pontos nao
se atingira, com a média, uma redugao significativa da variancia, que
é o efeito pretendido. Ha, pois, que encontrar um equilibrio que,
segundo Journel e Huijbregts (1979), se consegue se a grande maioria
dos intervalos tiverem a largura suficiente para conterem pelo menos

30 pares de pontos.

No variograma da Figura 2.6 procura ilustrar-se, com o exemplo
da precipitacdo de Novembro, a forma como o nimero de pares de
pontos em cada intervalo de distancias, n,, = |N(t.,)], e a escolha da

distancia maxima influenciam o aspecto do variograma amostral.

Esta estimativa do semivariograma foi construido com 13 interva-
los de igual comprimento cobrindo todas as distdncias entre pares de
observacoes. Os centros do primeiro e dltimo intervalos sao respecti-

vamente iguais a t{ = 22 km e t}; = 540 km.

Embora o ntimero de pares de pontos em cada intervalo seja sem-
pre superior a 30, esse ntmero varia entre, min{n,,} = ni3 = 44
e max{n,} = ng = 1977, sendo os dos tltimos cinco intervalos
substancialmente mais baixos que os de todos os outros. Note-se
que as estimativas correspondentes a estes ultimos intervalos pare-
cem mais variantes, o que de facto se pode confirmar pelo respectivo
desvio padrao que é naturalmente mais elevado que o das estimativas

dos intervalos iniciais, nao merecendo por isso tanta confianca.

alisado, o mesmo acontecendo ao respectivo grafico.
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Figura 2.6 Semivariograma amostral da raiz quadrada da precipita-

¢ao com 13 intervalos e sem limitacao superior das distancias.

Este comportamento desvantajoso é tipico nos variogramas amos-
trais: os primeiros pontos correspondem normalmente a estimativas
mais eficientes e, por isso, o semivariograma aparenta estar mais ali-
sado para distancias mais pequenas; os ltimos pontos correspondem
a estimativas de maior variancia e a parte final do semivariograma

tem um aspecto mais irregular.

Evidentemente que outras desvantagens que apontamos no vario-
grama empirico se mantém neste estimador alisado, nomeadamente a
falta de robustez. Existe uma abundante literatura sobre estimado-
res robustos para o variograma que pode ser consultada em Cressie

(1993), no entanto, vamos apenas referir 2 estimadores robustos para
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a contaminagao por outliers, sugeridos por Cressie e Hawkins (1980):

29(t) = {m NZ(;) [V (s;) — Y(sj)|1/2} /(0.457 +0.494/|N(t)))

[med{|Y (s:) — Y (s,)[/2 : (s:,5;) € N(1)}]"

B(1)

onde B(t) corrige o enviesamento e med{.} é a mediana.

2(t) =

Outro tipo de estimadores alisados do variograma tedrico obtém-se
através de métodos de regressao nao paramétrica, como por exem-
plo o método de kernel ou de regressao por splines, mas a falta de
independéncia das observagoes do variograma empirico cria algumas
dificuldades na sua aplicagao referidas, por exemplo, em Diggle e
Ribeiro (2007).

Para processos estaciondrios de segunda ordem isotrépicos, pode

definir-se analogamente o covariograma empirico,

= L -7 -T),

onde
73 vn
i=1

é um estimador do valor médio u, e N(t) e |[N(t)| sdo definidos como

anteriormente.

E importante notar que para os estimadores empiricos nao se tem
a igualdade (2.6), ou seja, 3(t) # C(0) — C(1).

Alguns autores apontam vantagens na utilizagdo do variograma em-
pirico face ao covariograma, entre elas Cressie (1993) nomeia o facto
do primeiro nao necessitar de estimacao do valor médio do processo
e de ser menos enviesado que o correspondente covariograma quando

se trabalha com residuos de uma tendéncia espacial.
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As definigbes de variograma e covariograma empiricos podem ser
facilmente estendidas ao caso nao isotrépico usando apenas os pares

de pontos com vector de separacao h,

- 1 2
%9(h) = ——— Y, —Y;)>, 2.22
o N (R (si,Sj)ZGN(h)( ]) ( )

em que N(h) = {(s;,s;) : 8, —s; = h}.

Caso a amostra tenha dimensao suficiente, é possivel construir
variogramas amostrais direccionais usando exclusivamente vectores
numa dada direc¢ao particular h/||h|. Veremos posteriormente como
estes variogramas podem ser usados para controlo da anisotropia no

contexto duma andlise exploratéria de dados.

Para finalizar, fazemos notar que os estimadores do semivariograma
que apresentamos nem sempre satisfazem a Proposicao 2.1 de serem
fungoes semidefinidas negativas. Essa é uma das razoes pela qual se
ajustam aos estimadores baseados nas observacoes modelos de vario-
grama validos pertencentes as familias paramétricas que estudamos,

coisa que faremos na proxima secgao.

2.3 Estimacao

No que se segue estamos apenas interessados em estimar os parame-
tros envolvidos nas estruturas do valor médio e da associagao espacial
do modelo adoptado para o processo estocdstico que se supoe gerar

as observagoes.
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2.3.1 Estimacao da tendéncia espacial

No que se refere ao processo vamos supor que ele pode ser descrito

de forma genérica por
P
Y(s) = pu(s) +3(s) = Bo+ Y _ BiXu(s) + 6(s),
j=1

em que X;, [ =1,...,p, sao varidveis explicativas nao aleatorias que
podem ou nao depender da localizacao e §(s) é um processo de média

nula e variancia finita que podera ou nao ter correlagao espacial.

Usaremos a notacao matricial para representar o modelo referente
a n localizagoes,

Y = X8 +34,

em que Y = (Y(s1),... 7Y(sn))l é o vector de observagoes, § =
(6(31), .. .,§(sn))/ é o vector dos residuos, 8 = (ﬁo,ﬁl, ... 7ﬁp)/ éo
vector dos coeficientes e X é a matriz nx (p+1), em que a primeira co-
luna tem todos os seus elementos iguais a 1 e as outras correspondem

as observagoes nos n locais de cada uma das p covaridveis.

Se o objectivo é estimar o vector B eficientemente, o estimador
centrado com variancia minima entre os estimadores lineares, ou seja,
entre os estimadores da forma AY, é o estimador de minimos

quadrados generalizados. Este estimador minimiza
(Y - XB)E~HY — XB),
e tem a expressao
B=(X'S1x)'x'v Yy, (2.23)
com matriz de varidncia

Var(B) = (X'S71X) 1.
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Na construgao deste estimador, considera-se conhecida a matriz de
covariancias de 4, também notada por X, que é suposta ser invertivel,
acontecendo o mesmo com todas as matrizes para as quais utilizdmos

a notacao da inversa.

Note-se que se o modelo que estamos a considerar é gaussiano,
este estimador é também o estimador de méaxima verosimilhanca.
No entanto, quando nao se conhece a matriz ¥, situagao em que
nos encontramos no inicio da modelagao, usa-se o estimador de
minimos quadrados ordinarios, ou simplesmente, estimador de

minimos quadrados, que se obtém minimizando

SQR(B) =3~ (¥i — ls:)”.

(2

Este estimador é dado por

B=(X'X)"'X'Y,

e a sua matriz de varidncia é dada por '2

Var(8) = (X'X) " 1(X'SX)(X'X)"".
Quando X é desconhecida, mas se conhece uma sua estimativa, i,
pode usar-se o estimador de minimos quadrados generalizados esti-
mados, ,B , que se obtém substituindo na expressao (2.23) a matriz de

covariancias pela sua estimativa.

Uma vez estimado B por algum destes métodos, a estimagdo dos
parametros da estrutura de correlacao do modelo prossegue entao

usando os residuos

R:Y_Xﬁ, ou IAZ:Y—X,B

12A ndo ser no caso menos interessante dos erros niao serem espacialmente
correlacionados, (¥ = ¢2I), em que os dois estimadores sdo idénticos e com a
mesma matriz de variancia, a diferenga entre as matrizes de variancia, Var(ﬁ) -
Var(ﬁ) é semidefinida positiva o que mostra que, de facto, que o estimador gen-

eralizado é mais eficiente.
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2.3.2 Estimacao do variograma

Suponhamos que estamos na posse de um variograma amostral de
residuos. O problema que se vai tratar é o de escolher um modelo,
de entre os fornecidos pelas diversas familias paramétricas de vario-

gramas, para variograma tedrico do processo 4(s).

Inicialmente, este ajustamento era feito “a olho”. Procurava-se es-
colher um modelo paramétrico cuja aparéncia fosse semelhante a do
variograma amostral e encontrar estimadores para os seus parame-
tros: o efeito de pepita, o patamar parcial e o alcance efectivo (a
partir do qual, e consoante o modelo, era estimado ¢). Seguidamente
usava-se o grafico da curva com os parametros escolhidos para ins-
peccionar visualmente o seu ajustamento aos pontos do variograma

amostral. O modelo era encontrado pelo método de tentativa e erro.

Esta técnica de estimacao tem, como é referido no livro de Banerjee,
Carlin e Gelfand (2004) “tanto de ciéncia como de arte”. De facto, a
inspeccao do variograma amostral pode dar muitas indicagoes sobre
o modelo e os seus parametros, mas a qualidade do ajustamento é
algo que precisa ser medido de forma mais precisa que por simples

inspeccao visual.

Tomemos, para comegar, o efeito de pepita. Este precisa ser esti-
mado por extrapolagao do variograma amostral no ponto zero, visto
que na maioria dos casos nao existem observagoes repetidas para ser

13 Ora, pode acontecer que modelos

estimado o erro de medigao
de familias diferentes parecam ajustar-se igualmente bem aos pontos
do variograma amostral e conduzam a estimativas muito diferentes
do efeito de pepita, que é um parametro essencial, como vamos ver

posteriormente, na predigao espacial.

13Note-se que o efeito de pepita pode também configurar, como ja referimos,

alguma covariancia de escala inferior & menor distancia entre pontos.
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Da mesma forma, existem dificuldades na estimacao visual do valor
do patamar. E muito vulgar os valores do variograma amostral para
as distancias maiores apresentarem grandes flutuacées que discor-
dam bastante dos valores para distancias médias. Isso deve-se ao
facto destas estimativas serem calculadas com um nimero de pares
de pontos que é, frequentemente, muito inferior ao nimero utilizado
no célculo das estimativas das outras distancias, o que lhes traz uma
variancia superior. Por essa razao os ultimos pontos nao sao muitas
vezes tomados em consideragao no ajustamento do variograma ou,
equivalentemente, toma-se o limite superior do tltimo intervalo, ¢,
inferior & distancia maxima entre observacoes. No entanto, nao existe
nenhuma regra objectiva para dizer qual a distancia maxima que se
deve usar, ou quais os pontos que se devem excluir do ajustamento.

Recorde-se que este problema foi abordado no exemplo da Figura 2.6.

Finalmente, se for feito o semivariograma dos residuos para dife-
rentes modelos de tendéncia espacial, verificar-se-a4 que o seu formato
pode variar bastante. Quanto maior é a parte da variancia expli-
cada pela tendéncia espacial menor tendera a ser a parte explicada
pelo erro o que fard com que o patamar tenda a ser mais baixo e
a ser atingido mais depressa. O efeito de pepita contudo tendera a

permanecer inalterado.

Para ilustrar este aspecto apresenta-se na Figura 2.7 o semivario-
grama da raiz quadrada da precipitagao, ja apresentado na Figura 2.6,
e o correspondente variograma dos residuos relativos a uma superfi-
cie de tendéncia de primeiro grau estimada pelo método de minimos

quadrados ordinarios,

Ri=Yi— (Bo+ Bidi + Bawi),

em que, como habitualmente, \ representa a longitude e ¢ a latitude.



Estimacao 65

ﬁ B o] o]
o~ (o]
o o o o —~
9' - o
o _|
o oo © — o o o
© o
°© ® 7 O O
o]
© - 0?° o 4 o0° 00
< < -
N ~
o - o -
T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
distancia distancia

Figura 2.7 Variogramas amostrais da raiz quadrada da precipita¢ao
(a esquerda) e dos residuos relativos a uma superficie de tendéncia

do primeiro grau (o direita).

Note-se que o efeito de pepita parece estar nos dois casos em torno
do valor 6, mas que o patamar, que no primeiro variograma amostral
parece ser atingido por volta dos 200 km e rondar o valor 10, decresceu
no segundo para um valor dificil de identificar, possivelmente em

torno de 8, atingido a uma distancia bastante mais curta.

Alids, se excluirmos da analise os ultimos pontos de ambos os vario-
gramas amostrais cuja estimacao nao é, como vimos, tao eficiente, o
variograma referente aos dados fica com um aspecto acentuadamente
crescente o que pode levar a pensar que o processo nao tem valor
médio constante, podendo uma boa parte da correlagao espacial ser
explicada por uma superficie de tendéncia. O segundo variograma
parece confirmar esta hipétese visto que os valores obtidos sao muito

irregulares e sem definicdo de um patamar claro.

Na maioria dos casos, os variogramas amostrais apresentam no ini-
cio um crescimento rapido, atingindo depois um nivel mais ou menos

constante, o patamar. Por vezes, esse nivel parece ser atingido a
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partir de distancias relativamente curtas. Nesse caso, pode estar-se
perante um modelo do tipo Y; = pu(s;) + Z; em que os Z; sdo varis-
veis aleatdrias independentes, ou seja, §(8) ndo apresenta correlagao

espacial.

Visualmente, é dificil identificar uma situacao deste tipo, no en-
tanto, existem outras formas de testar a independéncia dos residuos.
Uma delas assenta na construcao do chamado invélucro do vario-
grama amostral pelo método Monte Carlo. Trata-se de simular m
variogramas amostrais com base nas observagoes, como se estas fos-
sem independentes. Cada simulacao corresponde a uma permutagao
dos residuos entre as localizacoes. Seguidamente, para cada abcissa,
calcula-se o maximo e o minimo dos valores obtidos nos m variogra-
mas amostrais simulados. O invélucro é o gréafico desses valores para

todas as abcissas.

Uma vez que sob a hipdétese de independéncia as simulagoes sao

igualmente provaveis a probabilidade de um ponto do variograma

1
s+1°

amostral estar fora do invélucro é

E natural que os valores do variograma correspondentes a distan-
cias mais elevadas estejam dentro do invélucro visto que a correlagao
entre pontos distantes deve ser pequena, mas se também nao existem
pontos exteriores ao invélucro para distancias pequenas, o mais certo

é que a correlagao espacial nao seja significativa.

Os 1ultimos comentarios sobre o exemplo que estamos a estudar
mostram a necessidade de inspeccionar a hip6tese de independéncia

através dos invélucros de ambos os variogramas.

A Figura 2.8, mostra os invélucros pretendidos e também o corres-
pondente variograma amostral dos residuos de uma segunda superfi-

cie de tendéncia desta feita quadratica

Bo + BiX + B + B3N + Bag?,
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Figura 2.8 Invdlucros dos wvariogramas amostrais: raiz quadrada
da precipitacdo (a esquerda), residuos relativos a uma superficie de
tendéncia do primeiro grau (ao centro) e residuos relativos a uma

superficie de tendéncia do sequndo grau (o direita).

construidos a custa de 999 simulagoes.

Como se pode verificar, o invélucro do variograma dos dados nao
contém os seus pontos iniciais, sugerindo que os dados sao espacial-
mente correlacionados até uma distancia média. Os dois invélucros
seguintes sugerem que, depois de retirada uma superficie de tendén-
cia, os residuos se podem considerar como aproximadamente inde-
pendentes, nao existindo uma clara diferenga entre o efeito do modelo
linear e o do quadrético.

De facto, embora no modelo quadrético todas as variaveis sejam
significativas, ao contrario do modelo linear onde apenas a latitude
o é, a proporc¢ao de variancia explicada ajustada aumenta apenas de
5% no modelo mais simples para o mais complexo. Nao existindo
uma vantagem inequivoca entre a tendéncia linear e a quadrética, o

principio da parciménia leva-nos a preferir o primeiro modelo.
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Um outro problema que pode ser abordado através do estudo dos

variograma amostrais é o da anisotropia.

Como dissemos anteriormente podem construir-se variogramas em-
piricos direccionais, mas em amostras nao quadriculadas é dificil en-
contrar pares de pontos com vectores de separagao exactamente com
a mesma direcgao. Desta forma, para fazer o variograma amostral
numa dada direcgao de angulo 7, escolhem-se todos os pares de pon-
tos cujo vector de separacao tenha direcgao idéntica a direcgao pre-
tendida ou que com ela faca um pequeno angulo €, ou seja, todos os

pares de pontos cujo vector de separagao tenha direccao no intervalo

In—en+e.

E, por exemplo, vulgar considerar as seguintes quatro direccoes,
de angulos n; = 0°,45°,90°,135°, medidos relativamente a parte po-
sitiva do eixo dos yy no sentido directo, e construir os variogramas
segundo cada uma delas, com pares de pontos com vector de sepa-
racao de direccao dentro dos angulos n; 4+ 22.5°. Caso o aspecto dos

variogramas amostrais seja marcadamente diferente para cada uma

destas direccoes é provavel a presenca de anisotropia.

A anisotropia que é mais ficil de detectar através dos variogra-
mas direccionais é a anisotropia geométrica, pois fica notério que o

patamar se atinge a distancias diferentes em cada direcgao.

E, no entanto, necessario ter alguma prudéncia na decisao de con-

siderar o fenémeno como anisotrépico com base em alguma variagao
dos variogramas direccionais pelas seguintes razoes:
— os variogramas direccionais sao construidos com um nimero de
pares de pontos bastante inferior ao do variograma omnidireccional
e, como tal, quando o niimero de observagoes nao é muito numeroso,
as suas estimativas, nomeadamente as referentes a distancias maio-
res, sao muito pouco fidveis;

— estudos de simulagao mostram que, mesmo para um processo isotropico,
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pode existir uma variagao apreciavel entre os variogramas direccionais.

Estas desvantagens levam-nos a sublinhar de novo que apenas se
devem utilizar os variogramas numa fase de exploracao de dados para
sugerir boas hipdteses sobre o comportamento mais provavel do fené-

meno.

Regressando ao exemplo da precipitagao que temos vindo a seguir,
apresentamos na Figura 2.9 os variogramas amostrais segundo as di-
recgoes mais usuais que referimos e também o variograma amostral

omnidireccional.

Propositadamente termindmos os variogramas a distancia 450 km,
inferior 4 distdncia méxima verificada na amostra. A partir desta dis-
tancia os variogramas tinham um comportamento demasiado instével

para ter significado.

Como pode verificar-se, com excepgao do variograma correspon-
dente a direccao Este-Oeste, todos os variogramas tém aproximada-
mente o mesmo aspecto, estando o da direcgao norte-sul particular-

mente perto do variograma omnidireccional.

Note-se que no modelo linear para a superficie de tendéncia que
construimos, a latitude (N-S) é uma direccao significativa, enquanto
que a longitude (E-W) néo parece influenciar a precipitagao. De facto,
o variograma correspondente a esta tltima direccao parece estar asso-
ciado a um conjunto de varidveis aleatérias independentes sendo por

isso a correlagao espacial somente determinada pela direcgao norte-sul
14

Pelas razoes que apontamos, ficou bem patente a importancia do
variograma amostral como ferramenta de diagndstico, mas ficaram

igualmente claras as limitacoes que os métodos de estimacao baseados

14Poder-se-ia esquecer a coordenada longitude e modelar o fenémeno como um

processo evoluindo numa tnica direcgdo.
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Figura 2.9 Variograma amostral omnidireccional e variogramas

amostrais nas direccoes: ---- 0°, - - - 45°, — 90° e — - —- 135°.

nestes variogramas podem apresentar.

Nos proximos pardgrafos vamos passar em revista alguns métodos
que usam este tipo de abordagem e, seguidamente, apresentaremos
o método da maxima verosimilhanca aplicado a modelos gaussianos

que prescinde destes estimadores.

Método de minimos quadrados

Neste paragrafo vamos supor que ja estd identificada a tendéncia

espacial e que o variograma amostral dos residuos esta disponivel.

Simplificaremos um pouco a notagao usada até aqui: os pontos do
variograma amostral serdo (d,, gm ), sendo n,, o nimero de pares de

observacoes usados no calculo de g,,,, m =1,... k.

O objectivo é estimar o vector de parametros, 6, de um modelo de
variograma tedrico que serd notado por v(d, ), d > 0, através de um

método de ajustamento da curva v ao variograma amostral.

O método de ajustamento mais conhecido é o de minimos quadra-
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dos: os valores de 8 obtém-se minimizando

k
(gm - W(dm;o))%
m=1
Por vezes usa-se um outro estimador de minimos quadrados, em que
o termo em m é pesado por n,, com o intuito de controlar as diferen-
cas existentes entre o niimero de pares de observagoes que contribuem
para o calculo de cada g,,. Neste caso minimiza-se

k

Z Nk (gm - V(dwﬂo))z

m=1
obtendo-se um estimador que nao deve estar muito afastado do esti-
mador do variograma tedrico, que fosse calculado pelo mesmo método

mas usando o variograma empirico.

A Figura 2.10 mostra o variograma amostral e os modelos exponen-
cial e gaussiano para o variograma tedrico obtidos pelos dois métodos
de estimagao de minimos quadrados que acabamos de apresentar.
No lado esquerdo figuram os modelos estimados pelo método de mini-
mos quadrados ordindrios e do lado direito os estimados pelo método

de minimos quadrados ponderados por 7,,.

A figura sugere que qualquer dos modelos se ajusta bem aos da-
dos, embora produzam curvas com algumas diferengas mais aparentes
para pequenas distancias. Essas diferengas também sao visiveis nos
estimadores de 8 que se encontram na Tabela 2.1 juntamente com o

minimo da soma dos quadrados alcangcado em cada caso.

Note-se que o patamar é estimado por valores em torno de 10, tendo
o efeito de pepita pesos diferentes nesse total. Os valores mais al-
tos para este parametro sao sempre os do modelo gaussiano que é o

preferido pelos dois métodos.
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Figura 2.10 Variograma amostral da raiz quadrada da precipitagao
e modelos exponencial (linha continua) e gaussiano (linha tracejada)
estimados pelo método de minimos quadrados ordindrios (4 esquerda)
e de minimos quadrados ponderados pelo niumero de pares de obser-

vagoes em cada intervalo (a direita).

Método de minimos quadrados ordinarios
Modelo 72 o2 1) MSQ
Exponencial || 4.26 6.38 112.86 15.65
Gaussiano 545 4.96 132.95 13.23

Método de minimos quadrados ponderados
Modelo 72 o2 1) MSQ
Exponencial || 3.65 7.38 118.60 | 10102.07
Gaussiano 5.23 5.35 135.85 | 6671.01

Tabela 2.1 Estimativas dos parametros para o modelo exponencial e

gaussiano através de dois métodos de minimos quadrados.

Método de minimos quadrados ponderados

Muitos outros métodos de minimos quadrados ponderados tém sido
propostos, mas vamos apenas referir brevemente o mais conhecido,
proposto por Cressie(1985), que pretende levar em consideracao que

a variancia de cada ordenada do variograma amostral deve depender
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nao sé de n,, como também do valor correspondente do variograma

tedrico.

A expressao a minimizar passa a ser a seguinte:
k 2
Z i (9m - ”Y(dm§9))
= V(dm; 0)
Este estimador tem recebido alguma contestagao provocada, em par-

ticular, pelo facto da equagao de estimagao ser enviesada e por essa

razao alguns autores nao o recomendam.

Consideragoes gerais sobre os métodos de ajustamento de

curvas

Outros tipos de métodos para estimacao dos parametros da corre-
lacao espacial através do ajustamento de curvas ao variograma amos-
tral tém sido sugeridos, mas o facto das ordenadas do variograma
nao corresponderem a observacoes independentes cria problemas na
aplicacao de métodos de regressao nao linear. Por essa razao muitos
autores preferem fazer hipéteses adicionais sobre a distribuicao do
modelo subjacente ao fenémeno e usar métodos de maxima verosimi-
lhanga aproveitando o conhecimento adquirido na anélise exploratéria

do variograma amostral.

Deve também chamar-se a atencao para o facto de nao se estarem
a usar para estimar os parametros do variograma os residuos ver-
dadeiros,
R=Y - X,

mas sim uma aproximagao dos residuos,
R=Y - Xp.

Pode verificar-se que os variogramas calculados com base nos dois

tipos de residuos nao estao normalmente muito afastados, embora o
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calculado com base em R esteja geralmente abaixo do obtido com
os residuos verdadeiros. Naturalmente que estas diferencas tendem
a esbater-se a medida que o ntimero de observacoes aumenta e as

estimativas dos parametros ficam mais perto dos valores verdadeiros.

O tema da convergéncia dos estimadores do variograma esté fora do
alcance deste curso, chama-se apenas a atengao que o comportamento
assintotico dos estimadores pode ser analisado em dois contextos di-
ferentes: aumento da densidade de pontos observados dentro de um
dominio fixo (infill asymptotics); aumento do dominio mantendo a

densidade de pontos de observacao (increasing-domain asymptotics).

Sobre o tema recomenda-se a leitura do artigo Zhang e Zimmerman

(2005) e das referéncias nele contidas.

Método da maxima verosimilhancga

Se for adoptado um modelo gaussiano para o processo subjacente aos
dados, ou para uma transformagao destes, pode utilizar-se o método
da maxima verosimilhanca para estimar todos os parametros do mo-

delo sem recorrer a nenhum tipo de variograma estimado.

Suponhamos entdo que Y = (Y3,...,Y,,) tem distribui¢do gaus-

Y ~ N(XB,%(0)) (2.24)

em que X é a matriz de observagoes de p (< n) covaridveis, 8 é o
correspondente vector de parametros da regressao linear e que X(8)

¢ a matriz de correlagao que escreveremos sob a forma
3(6) = %1 + 0c*H(¢),

em que a matriz H depende de um parametro escalar ou vectorial ¢.

Estimativas de todos os parametros do modelo obtém-se maximi-
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zando o logaritmo da verosimilhanga dado por

L(B,72, 02, ¢) = —%{nlog(%r) Flog (1721 + *H($))  (2.25)

+y — XB) (FI +o*H(9)) (y — XB)}

Existem vérias técnicas de maximizacao que podem ser aplicadas
neste caso, no entanto, a que é mais comum baseia-se nas ideias de
Mardia e Marshall (1984) e Kitadinis e Lane (1985) de aplicar o
algoritmo de Gauss-Newton para minimizar o simétrico do logaritmo

da verosimilhanga para todos os parametros simultaneamente.
Este método conduz ao algoritmo que se descreve de seguida.

Reparametrize-se primeiro a matriz de covariancias para ¢* = 72 /02
e escreva-se V = 0?1 + H(¢). Dada V, a funcio de verosimilhanca é

maximizada em
BV) = (X'VIX) X'V 1y, (2.26)
estimativa dos minimos quadrados generalizados de 3, e
G2(V)=n"y— XB(V))' V! (y — XB(V)). (2.27)

Substituindo estas expressoes em (2.26) obtém-se o logaritmo da ve-

rosimilhanca reduzida,
2 1 ~2
Lo(0”,9) = —§{n10g(27r) +nloga®(V) +log|V| + n},

que é maximizada numericamente para o2 e ¢.
Seguidamente substituem-se estas estimativas em (2.26) e (2.27).

Os detalhes desta técnica podem variar com os modelos paramétri-
cos da covariancia tedérica que estao a ser utilizados e alguns autores
aconselham a que, na pratica, se reduza a escolha do modelo para-
métrico a uma familia relativamente vasta como a de Matérn, mas

com o parametro de forma v fixado em alguns valores, ao invés de
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procurar também estimar este pardmetro. Alids, como ja adiantdmos
anteriormente, v estd relacionado com o alisamento das trajectorias
do processo, e algum conhecimento prévio do fenémeno em estudo
pode dar indicacoes sobre os valores de v mais provaveis. Desta
forma evita-se o problema causado pela forte correlagao que os esti-
madores de v e ¢ tendem a mostrar, o que pode causar problemas na

maximizacao de L.

Finalizamos este tema chamando a atencao para que, embora os
estimadores de méxima verosimilhanga sejam, como se sabe, assin-
toticamente normais, centrados e de varidncia minima sob condicoes
de regularidade nao muito restritivas, alguns autores tém referido que
os estimadores de maxima verosimilhanga dos parametros da matriz
de correlacao podem ser bastante enviesadas para amostras peque-
nas. Este problema que pode ser minorado com o uso do método da

maxima verosimilhanga restrita que apresentamos de seguida.

Acerca do tema da convergéncia, que como dissemos nao vamos
abordar, recomenda-se o trabalho de Mardia e Marshall (1984) que

ja citdmos a propédsito destes estimadores.

Método da maxima verosimilhanca restrita

O método da méxima verosimilhanca restrita (REML) foi desen-
volvido por Patterson e Thompson (1971, 1974) e pode ser aplicado
com vantagem no contexto da estimagao dos parametros do modelo
gaussiano espacial. Resume-se seguidamente a ideia geral do método

na sua forma mais simples.

Sob a hipétese do valor médio ser efectivamente como em (2.24)
pode encontrar-se uma transformacao linear de Y de tal forma que a
distribuigao dos dados transformados nao dependa de 8. Designemos

a matriz (n — p) X n dessa transformagao por A’ e seja W = A’Y o
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vector transformado!®.

Como se sabe, W continuara a ter uma distribuicao normal mas,
desta feita, s6 dependente de . Pode agora usar-se a verosimilhanga
escrita com base nos dados transformados Ly (@) para encontrar o
estimador REML para 0. De facto, as estimativas REML de 8 sao
independentes da transformacao escolhida desde que tenha a pro-

priedade requerida, e usando a matriz A’ que satisfaz
AA =T -X(X'X)'X" e A/A=1,

e que estd nas condigbes necessarias, encontra-se uma expressao para
Lw (0) que nao faz intervir A’ (nem B) e que pode ser maximizada

para 0.

Para estimativas de 8 usam-se as dos minimos quadrados genera-
lizados estimados com base na matriz de covariancias com os para-
metros substituidos pelas suas estimativas REML (8 = EREML) que,
como se sabe, coincidem com as estimativas de maxima verosimi-

lhanga de B para E(@REML).

Existem melhoramentos deste método bésico, mas varios autores
apontam que todos eles produzem estimadores de € que, sendo menos
enviesados que os estimadores de méaxima verosimilhanga, sao mais

sensiveis que estes ao modelo escolhido para a tendéncia espacial.

A Figura 2.11 refere-se ao exemplo da precipitacdo de Novembro de
2006 que temos vindo a seguir, e nela podem comparar-se os variogra-
mas teodricos estimados pelo método da méxima verosimilhanca e pelo
da méaxima verosimilhanca restrita para os dois modelos da familia
de Matérn que ja estuddamos anteriormente: o modelo exponencial e

o de Gauss.

Como se pode verificar os dois métodos produzem curvas distintas

15Note que se tem A’X = 0.
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Figura 2.11 Variograma amostral e modelos exponencial (linha con-
tinua) e gaussiano (linha tracejada) estimados pelo método da md-
zima verosimilhanga (4 esquerda), e pela mdzima verosimilhanga res-
trita (4 direita).

para os modelos de variograma considerados. Essas diferencas entre
curvas parecem ser mais acentuadas quando se utiliza o método da
maxima verosimilhanca restrita, e sao também mais acentuadas que
as encontradas quando se utilizou os métodos de minimos quadrados.
Por outro lado, também parecem ser mais acentuadas que anterior-
mente as diferencas entre variogramas do mesmo modelo estimados

pelos dois métodos.

Na Tabela 2.2 mostram-se as estimativas dos parametros e tam-
bém o maximo da verosimilhanca obtido para cada um dos modelos
e métodos. Para qualquer dos modelos o método da méaxima vero-
similhanga restrita parece produzir melhores estimadores e de entre
os modelos parece ser o gaussiano o que se adapta melhor aos da-
dos. Note-se, no entanto, que as superficies geradas por um modelo
deste género sao infinitamente diferencidveis o que vem mais uma vez
apontar no sentido de o processo poder ser bem modelado por uma

superficie de tendéncia associada a um ruido branco.
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Método da méxima verosimilhanca
Modelo 1 T2 o2 o Max. ver.
Exponencial || 13.30 5.36 3.32 93.25 -378.4
Gaussiano 13.28 6.14 2.74 12581 -378.1

Método da méxima verosimilhanga restrita
Modelo I 72 o2 10} Max. ver.
Exponencial || 13.22 5.42 4.15 131.74 -375.1

Gaussiano 13.52 6.15 3.37 135.55 -374.8

Tabela 2.2 Estimativas dos parametros para o modelo exponencial e

gaussiano através de dois métodos de mdaxima verosimilhanga.

2.4 Predicao espacial classica

Nesta secgao vamos apresentar a abordagem classica a predigao es-
pacial que é baseada na minimizagao do erro quadratico médio.
Este conjunto de métodos de predicao é conhecido por kriging, nome
atribuido por Matheron em honra do engenheiro sul-africano Daniel
G. Krige, cujo trabalho “A statistical approach to some basic mine
valuation problems on the Witwatersrand”(1951), inspirou a abor-
dagem geral do problema.

Formalmente, a questao é a de predizer, com base em n observagoes
Y =% (s1),...,Y(sn)) = (Y1,...,Y,) de um campo aleatério, uma
realizagao de uma varidvel aleatéria T = T(Y(s)), com § variando
no dominio D. No caso mais simples, a varidvel T pode ser Y (sy),
ou uma sua versao sem ruido, mas também é usual T ser a varidvel

[ Y(s)ds/|B| em que | B| é a édrea de um qualquer conjunto B C D.
Passemos agora & abordagem geral do problema.

Seja t(Y') a fungao das observagdes que se pretende encontrar para

predizer T, ou seja, o preditor. Neste conjunto de métodos, o melhor
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preditor determina-se minimizando a fungao de perda erro quadratico

médio, sendo assim dado pela funcao ¢ que minimiza
2
E((T - 1(v))*)

E bem conhecido da teoria bayesiana da decisao que este preditor
pode também obter-se minimizando o erro quadratico médio condi-
. . 2 .

cionado pelas observagcoes, E[(T - t(Y)) |Y}, e, para isso, vamos

desenvolver esta expressdo adicionando e subtraindo E[T|Y].

Levando em conta que o termo cruzado é nulo vem,
E[(T-t(Y))*|Y] = E[(T - ET|Y])’|Y] + E[(E[T|Y] - t(Y))*Y].

Visto que a primeira parcela do segundo membro desta igualdade
nao depende de ¢, podemos concluir que a fungao que minimiza o erro
quadratico médio é

t(Y) = E[T|Y].

O minimo do erro quadréatico médio é designado por variancia de

predicao ou variancia de kriging e é notado por Var(T|Y),
min E (T — t(Y))2|Y} = E[(T — E[T|Y])?|Y] = Var(T|Y).
Restrinjamos o problema da predigdo ao de T = Y (s¢) = Yy com
sop € D. Evidentemente que o estimador E[Yp|Y] poderd nao ser

linear em Y e, por isso, sera interessante saber qual serd o melhor

preditor linear de acordo com a mesma fungao de perda.

Um preditor linear de Yy baseado em Y terd a expressao
> 1Y+ ko, (2.28)
i=1

e o melhor preditor linear deve minimizar

B[(¥(s0) = (31 (s:) + ko)) ] (2.29)
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relativamente a kg e aos ;.
Note-se que se o processo é estaciondrio de primeira ordem com valor

médio p conhecido,
E[(Y(So) - (Z LY (si) + ko))ﬂ = Var(YO - Zliyi)
+(p— Zliu - ko)z-

Uma vez que o primeiro termo do segundo membro nao depende de

ko, os coeficientes do melhor preditor terao que satisfazer a igualdade
ko = p(1 — le)
i

Se se conhecer o vector Cp = (COV(YQ,Yl),...,COV(YO,Yn))I e
ainda a matriz ¥ de entradas Cov(Y;,Y;), i, = 1,...,n, pode de-

monstrar-se que o melhor preditor linear é dado por
Yo=Chx YWY —d) + (2.30)
com variancia de predigao

Cov(Yy, Yy) — C{E71Cy. (2.31)

Matheron (1971) designou este método de predigdo linear por krig-
ing simples visto pressupor o conhecimento do valor médio ¢ (e da

covariancia).

Note-se ainda que, se impusermos a condicao suplementar,

>;li = 1, na minimizacao de (2.29), entao ko sera nulo.

Suponhamos que agora se pretende calcular o melhor preditor linear

do tipo (2.28) sujeito a condigao
Si-t

16 Alguns autores reservam o nome de kriging simples para o caso em que i,

embora desconhecido, é identificado com o seu estimador fi = Y y;/n.
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e que, além disso, o processo tem valor médio constante i, desconhe-

cido.

Ja sabemos que nesse caso kg = 0, e portanto, a equagao a mini-

mizar é
E{(Y(So) - Zliy(si))ﬂ = E[(Zaiy(si))ﬁ
i i=0
sujeita & condigdo > a; =0, (ag =1 e a; = —1;).

Se o processo for intrinsecamente estaciondrio este valor médio €,

de acordo com a Proposigéo (2.1), igual a
—ZZaiajv(si —8]‘), (232)
i g

o que explica a razao pela qual, historicamente, o variograma apare-
ceu em geoestatistica no contexto do kriging. De facto, os coeficientes
l; do estimador 6ptimo, chamados pesos de kriging, encontram-se
minimizando condicionalmente a expressao (2.32) sendo, portanto,

fungoes do variograma 7y (h).

Evidentemente que se o processo for estacionério de segunda ordem,

o preditor pode escrever-se em fungao do correlograma.

Este outro tipo de predigao linear que acabdmos de descrever de-
signa-se por kriging ordinario e, tal como o kriging simples, pres-
supoe o conhecimento dos valores do covariograma (ou do variograma)
para os pontos observados. Evidentemente que, na pratica, estes sao
desconhecidos tornando-se necessario usar uma estimativa do cova-

riograma quando se pretende fazer predigao.

Esta situacao da-se nao sé com os preditores lineares como também
com os nao lineares: usualmente é necessério estimar alguns parame-
tros dos quais depende a distribuigdo conjunta de (Yp,Y’) para se
poder construir o preditor. O procedimento normal consiste em usar

estimativas de maxima verosimilhanga em substituicao dos parame-



Predigao espacial cléssica 83

tros desconhecidos, obtendo-se, nao os preditores éptimos, mas sim

estimativas de maxima verosimilhanca desses preditores.

Na maioria dos casos nao é possivel conhecer a distribuigao conjunta
de (Y5,Y”’) a ndo ser que se facam hipdteses simplificadoras sobre
o processo subjacente. A mais comum é a de tomar Y como um
processo gaussiano, a qual se juntam, frequentemente, as hipdteses
de estacionaridade de segunda ordem e de isotropia. Este modelo
é muito vantajoso pois a distribuicao conjunta pretendida é ainda

gaussiana e o preditor 6ptimo € linear em Y.

Por todas estas razoes vamos estudar mais em pormenor este mo-
delo distinguindo o caso em que o valor médio é constante do caso

em que isso nao acontece.
Caso 1: Modelo gaussiano com valor médio constante .

Neste caso, o modelo para n localizagoes pode ser escrito na forma
matricial,

Y =p+9,

em que 6 = (6(81),...,0(8,)) = (1,...,0,) tem a distribuigéo
0 ~N(,X).

O vector 0 tem todos os elementos nulos e, tal como ja fizemos ante-
riormente,
Y =721 +0%H(¢) = 0%V,
com H matriz de elementos p(¢, ||s; — s;||) = p(¢, dij ).
Considere-se o vector coluna das observagoes do processo aumen-

tado da observagdo em sy desconhecida, (Yp, Y1,...,Y,) = (Yo,Y’),

subdividido em dois vectores Y1 =Yy eY, =Y.

De acordo com resultados ja demonstrados, o estimador éptimo
no sentido do erro quadratico médio serd o valor médio condicional
E[Y,]Y5].
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E bem conhecido que a distribui¢do de Y1|Y 2 continua a ser gaus-
siana com

EY1]Y2] = p1 + 21255, (Y2 — po2),
e variancia dada por
Y(Y1|Y2) = T11 — T1255, Yoi,

em que u; = E[Y;], i = 1,2, e a matriz ¥ estd subdividida em

by P

5 11 12 )

Yo1r Yoo

Adaptando a notagdo a situacao em apreco temos,

pr=p, pr=pl, Si=0>+7°, Ty =0V,

2:/21 = 212 = 02 (p(d01)7 cee 7p(d0’n«)) = 0.2,’./,

o que conduz ao preditor
EYolY] = p+r'VHY — ul), (2.33)
com variancia de predigao
Var(Yo[Y) =72 + o*(1 —r'V~'r),

que devem ser comparados respectivamente com (2.30) e (2.31).

Ja chamamos a atengao que, no caso gaussiano, o preditor de Yy
pode escrever-se de forma linear nas observagoes e, de facto, é facil

verificar que a expressao (2.33) pode escrever-se como

ENYolY]=p+ Y Li(so)(Yi — p)
i=1

= lu(l — le(SQ)) + le(SO)K
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Note-se que esta expressao mostra que o preditor de Y é verdadeira-
mente um compromisso entre o valor médio do processo e as obser-
vagoes, compromisso esse que depende da posicao de sy e das loca-
lizagoes observadas, e também do modelo da covariancia e dos seus

parametros, através do que chamémos pesos da predicao.

Evidentemente que, no cenario mais realista em que os parametros
com que estamos a trabalhar sao desconhecidos, devemos usar a esti-
mativa do preditor 6ptimo de que ja falamos anteriormente, ou seja
o estimador que se obtém substituindo nas expressoes anteriores os

parametros desconhecidos por estimativas.
No caso do kriging ordinario u é substituido pela sua estimativa
dos minimos quadrados generalizados,
n=@0v-)y"v-ly,
onde ainda se estd a supor que os parametros da covariancia sao
conhecidos.
Caso 2: Modelo gaussiano com variaveis explicativas

Neste caso supoe-se que se podem conhecer os valores de p variaveis

explicativas em qualquer dos pontos do dominio D.

O modelo toma agora a forma mais geral
Y=XB+4

em que & é definido como no modelo anterior, X é a matriz das

observacoes de p covaridveis em n localizagdoes amostradas e 8 é o
vector dos pardmetros da regressio da tendéncia espaciall”.

Com este modelo, o preditor passa a ter a expressao

ElY (s0)[Y] = XoB+7'V Y — Xp),

17Note-se que o modelo anterior é o caso particular deste com p = 1, X vector

coluna unitdrio n-dimensional e B8 escalar p.
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mas a variancia fica inalterada.
Este tipo de predicao toma o nome de kriging universal.

Evidentemente que nada impede que fagamos a predi¢do de um
valor que foi de facto observado, usando como preditores os valo-
res observados nas outras localizagoes, e uma questao que se coloca
naturalmente é a de saber se o valor estimado vira igual ao valor

observado.

A resposta a esta questdo é positiva se 72 = 0, ou seja, se ndo existe
efeito de pepita, e sera negativa em caso contrario, o que mostra o im-
portante papel que o efeito de pepita tem na predicao e a consequente

necessidade deste valor ser estimado com precisao.
Examinemos a questao da utilizagao pratica deste preditor.

Uma vez que, neste caso, os parametros da tendéncia espacial sao
desconhecidos, como também acontece com os parametros do cova-
riograma, teremos que os substituir pelos estimadores de méxima ve-
rosimilhanca ou, caso estes nao estejam disponiveis, por estimadores

calculados por um outro qualquer método.

Faz-se notar que Cressie (1993) defende que, desde que 8 e 8 sejam
estimados de forma eficiente, o preditor de Yy nao deve ser muito
afectado pela substituicao dos verdadeiros valores pelas estimativas.
Isso acontece mesmo no caso em que existe uma ma especificagao
do modelo em termos da divisao entre efeitos de pequena e grande
escala pois os dois estimadores tendem a compensar-se um ao outro

nao influenciando muito o resultado final da predigao.

Consideremos agora o problema de predigao de uma realizagao do
processo em todo o dominio, ou seja, da construcao de uma superficie

predita.

Ja chamamos a atengao para que o valores preditos dependem da

funcao de correlagao que se estd a utilizar para modelar a associagao
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espacial entre observagoes. Se tivermos também em conta os resulta-
dos ja provados sobre a ligagao entre o correlograma e o alisamento
das superficies de realizacao do processo, € facil concluir que a escolha
de p(.) vai influenciar o alisamento da superficie predita. De facto,
uma escolha conveniente pode assegurar que estas sejam continuas

ou varias vezes diferencidveis em média quadratica.

As Figuras 2.12 e 2.13 que se seguem, procuram ilustrar como é

forte a dependéncia de que estamos a falar.

4600
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4400
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-1100 -900 -700 -1100 -900 -700
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Figura 2.12 Superficies preditas para os modelos exponencial (4 es-
querda) e gaussiano (4 direita) utilizando estimativas de minimos

quadrados ponderados para os parametros do covariograma.

Estas figuras dizem de novo respeito ao exemplo da precipitacao de

Novembro de 2006 em Portugal continental.

Em qualquer delas apresentam-se superficies preditas estimadas da
raiz quadrada da precipitagao cobrindo todo o territério nacional.
Nas coordenadas que estamos a utilizar, a longitude e a latitude dos
pontos observados, cuja localizagao se pode consultar na Figura 1.3,
variam respectivamente dentro dos intervalos [—1049.35, —728.54] e
[4128.890, 4655.40].
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O método de predicao utilizado é sempre o kriging ordinario, mas
na Figura 2.12 usam-se, para substituir os parametros desconheci-
dos do variograma, as estimativas obtidas pelo método de minimos
quadrados ponderados apresentadas na Tabela 2.1, enquanto que na
Figura 2.13 se usam as estimativas de maxima verosimilhanca restrita
da Tabela 2.2.
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Figura 2.13 Superficies preditas para os modelos exponencial (a es-
querda) e gaussiano (4 direita) utilizando estimativas de mdxima ve-

rosimilhanca restrita para os parametros do covariograma.

Em qualquer das figuras é patente a diferenca de alisamento das
superficies preditas sendo este muito mais acentuado quando se utiliza

o modelo gaussiano para o correlograma.

2.4.1 Consideragoes finais

Neste capitulo procurou dar-se uma visao global das técnicas classicas
de andlise, modelagao, estimacao e predicao usadas na geoestatistica.
Procurou também manter-se uma certa “leveza” na exposicao dos
conceitos e demonstracoes sem contudo abandonar completamente a

sua fundamentamentacdo matematica. A exposigdo segue 0s passos
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que devem ser normalmente dados quando se pretende fazer predigao
a partir da observacao de um fenémeno num certo conjunto de loca-
lizacoes e, por essa razao, o texto é acompanhado por um exemplo

real com o qual se ilustra cada uma das fases desse processo.

O estudo do exemplo foi levado a cabo através do pacote geoR
do software R, http://www.leg.ufpr.br/geoR, cuja utilizagdo re-
comendamos pela simplicidade de manuseamento e pela versatilidade
e profundidade das analises que com ele se podem realizar. Este
pacote foi desenvolvido por Peter Diggle e Paulo Ribeiro Jr., cujo
livro "Model-based Geostatistics” (2007) também recomendamos aos

leitores interessados em aprofundar esta matéria.

A exposi¢ao nao tem a pretensao de ser exaustiva e muitos tépi-
cos sao apenas aflorados de forma a que o leitor interessado possa
depois seguir apresentagoes mais completas em textos para eles espe-
cialmente dirigidos ou em livros como o de Noel Cressie, 7 Statistics
for Spatial Data” (1993) onde todos os temas que aborddmos sio

desenvolvidos com mais robustez e profundidade.

Por ultimo nao podemos deixar de referir que, mais recentemente,
a andlise bayesiana de dados espaciais tem proporcionado uma nova
visao dos problemas cldssicos da geoestatistica que alguns livros,
como o de Diggle e Ribeiro Jr. (2007) que ja referimos e o de Sudipto
Banerjee, Bradley Carlin e Alan Gelfand (2004), “ Hierarchical Mod-

eling and Analysis for Spatial data”, expoem com grande clareza.
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Capitulo 3

Modelos Referentes a Areas

3.1 Questoes basicas sobre dados refe-

rentes a areas

Como dissemos na introdugao, os dados que vamos estudar neste
capitulo dizem respeito a observacoes em areas que subdividem uma
certa regiao limitada D. Essas areas constituem uma particao de D e
podem estar relacionadas com regices geograficas, como por exemplo
regioes administrativas, sendo na maioria desses casos irregulares, ou
serem células de drea idéntica dispostas numa grelha regular, como

por exemplo os pixeis de uma imagem.

Normalmente usaremos a designagao de blocos para nos referirmos
genericamente a qualquer dos tipos de areas de que faldmos, mas
consoante as aplicagoes também é vulgar usar o nome de células ou

regioes ou areas, como alids acabamos de fazer.

Supondo que a particao é constituida pelos blocos B;, i =1,...,n,
designaremos por Y = (Y(B1),..., Y(Bn))/ € R™ as observagoes
efectuadas nos correspondentes blocos, que tipicamente dizem res-

peito a somas ou médias de uma certa variavel ai.

Frequentemente cada bloco tem um ponto representante que as-

sume um papel importante em alguns dos modelos que vamos utilizar
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para medir a proximidade dos blocos. Esses pontos sao designados
por centrdides visto que, na maior parte dos casos, as coordenadas
da sua posi¢ao sao as dos pontos médios dos intervalos entre o mi-
nimo e o maximo para cada uma das coordenadas de todos os pontos
do bloco. Embora nao seja muito vulgar, ¥ pode medir, nao um
valor acumulado ou médio da varidvel de interesse nos blocos, mas
sim o valor dessa varidvel exactamente nos pontos representantes que

se escolheram de acordo com uma regra especial.

Exemplos de dados referentes a dareas sao o nimero de casos de uma
determinada doenga ou o rendimento médio dos agregados familiares
por regiao administrativa ou postal de um certo pais, a proporgao de
area urbana em cada quadricula de 10km de lado de um reticulado
que cobre uma certa regiao geogréfica ou ainda o tipo de ocupacao do
solo (variando dentro de uma classificagio pré-estabelecida) do centro

de cada uma dessas quadriculas.

Com exemplos tao variados é evidente que serao muito diversifica-
dos os objectivos que se pretendem atingir com a anélise de dados refe-
rentes a areas, no entanto, a maioria dos problemas pode classificar-se

dentro de alguns tipos gerais que vamos passar a apresentar.

- Em muitos casos os valores da varidvel em apreco nao parecem
estar espalhados ao acaso. Existem dreas do dominio onde os blo-
cos apresentam valores semelhantes mais elevados que a média e ou-
tras onde parece acontecer o contrario. A esta distribuicao desigual
chama-se padrao espacial e numa primeira fase a detecgao da sua

existéncia é feita através da observacao de mapas.

Os mapas usados nesta andalise sao mapas onde figuram os blocos
com os correspondentes valores da varidvel inscritos, ou mapas coro-
pletos, de que ja apresentdmos um exemplo na Figura 1.4, onde sao
pintados no mesmo tom os blocos que apresentam valores da varid-

vel dentro de cada um dos intervalos de um conjunto de intervalos
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contiguos que cobrem todos os valores observados da variavel de in-

teresse.

Esta anélise visual é muito falivel por vérias razoes de que teremos
oportunidade de falar, mas das quais destacamos ja o facto de, mesmo
com medidas independentes em cada bloco, se poder esperar algumas
manchas de valores semelhantes. Como tal, a quantificacao do que
intuitivamente divisamos como um padrao espacial, e que se percebe
estar ligado a existéncia de uma associagao espacial entre blocos que
estdo perto no espago, tera que ser feita de forma a que se possa
detectar sem ambiguidade a sua existéncia. O nosso objectivo neste
campo vai ser o de apresentar medidas desta associagao e apresentar

testes que permitam verificar se os seus valores sao significativos.

- Frequentemente também aparece um grande ntiimero de blocos

com valores muito elevados e outros com valores muito baixos.

Embora a existéncia de valores extremos seja esperada mesmo em
amostras de observagoes independentes, nos dados referentes a areas
estes parecem ser em numero e tomar valores excepcionalmente maio-
res ou menores do que o que seria de esperar por obra do acaso.
Muitas vezes, isso resulta das fronteiras entre blocos serem linhas de
divisao artificiais do dominio que podem fazer aglomerar, também
artificialmente, certos fenémenos em alguns dos blocos, rareando-os
noutros. Veja-se o exemplo de uma freguesia que tendo um lar de
idosos recebe das freguesias vizinhas os elementos da populacao que
sao mais atreitos a certas doengas, nomeadamente as que tém a idade
como factor de risco. O nimero de doentes cardiacos pode ser muito
elevado nessa freguesia e extremamente baixo nas freguesias vizinhas
exclusivamente por esta razao. Por outro lado, contagens de acon-
tecimentos raros referentes a periodos pequenos tém, como se sabe,

propensao a apresentar muitos zeros.

Desta forma, os dados observados podem nao dar uma ideia cor-
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recta da distribuicao do fenémeno no dominio, e um alisamento destes
“bicos” discrepantes aproximando-os da média proporciona uma visao

do fenémeno mais compativel com a realidade.

Este alisamento pode tomar muitas formas. Por vezes, caso este-
jamos a contar ocorréncias de um fenémeno na populagao residente
no dominio, basta padronizar os dados por classe etaria e género
para conseguir uma ideia mais correcta da distribui¢ao do fenémeno,
e algum alisamento dos dados, mas na maioria das vezes este tipo de

métodos nao resolve o problema e é necessario aplicar outras técnicas.

Evidentemente, que entre a apresentacao dos dados tal qual e o
alisamento méaximo que seria conseguido atribuindo a média das ob-
servagoes a todos os blocos, algum equilibrio tem de ser encontrado. A
extensao e a forma de alisar pode ser definida deterministicamente,
por métodos algoritmicos como os que estao disponiveis na maior
parte dos pacotes de software SIG, ou usando modelos estatisticos
que nos interessam especialmente e sobre os quais falaremos também
neste capitulo embora de forma breve. Muitos destes modelos sao
mais interessantes se forem examinados no contexto da regressao, ou
seja, usando variaveis que podem explicar grande parte da variagao
das respostas entre blocos e incorporando nos residuos uma estru-
tura espacial que explica a variagao restante. Evidentemente que o
objectivo serd o de explicar através de covaridveis a maior parte da
variagao entre blocos, dado que a estrutura espacial nao é realmente
uma explicagao fisica do fenémeno, mas sim o resultado da presenca

de covariaveis que ainda nao foram identificadas.

- Embora o ambito deste curso nao permita abordar outros pro-
blemas além dos que acabamos de apresentar, nao podemos deixar
de referir um dos que mais aplicagao tem em situagoes da vida real.
Suponhamos que dos blocos observados alguns sao subdivididos e ou-

tros agregados. Como poderao ser encontradas estimativas para es-
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sas novas areas? Hste problema, conhecido por modifiable areal unit
problem (MAUP), pode também ter uma abordagem deterministica,
baseada essencialmente na proporcionalidade do fenémeno em causa &
area dos blocos, ou estocéstica sobre a qual recomendamos a leitura
de Mugglin e Carlin (1998), Mugglin et al.(2000) e ainda livro de
Banerjee et al.(2004).

3.2 Padrao espacial

Uma analise exploratoria dos dados é sempre um passo necessario
para se iniciar o estudo da presenca de algum padrao espacial. Essa
analise exploratoria inclui a usual observacao da distribuicao dos da-
dos independentemente da sua localizacao e também o seu mapea-

mento.

Ja referimos que a forma mais usual de mapear os dados é através
de mapas coropletos, instrumento cuja construgao tem problemas
analogos aos da construcao de histogramas. De facto, o nimero
de intervalos a escolher nao deve ser demasiadamente grande, sob
pena de termos alguns intervalos pouco representados e um gradiente
de cores ou tons demasiadamente grande para ser apercebida pelo
olho humano. Um ndmero entre 5 e 8 (nunca devendo exceder 10)

considera-se normalmente adequado.

Nao queremos deixar de chamar a atengao para a facilidade com
que estes mapas sao manipuldveis, mesmo considerando que as suas
fronteiras foram naturalmente e nao artificialmente criadas. Através
do uso do gradiente de cores e dos limites dos intervalos pode ser dada
a ideia de presenca muito forte de valores elevados ou o contrario: no
primeiro caso basta usar cores ou tons escuros (a progressao no es-
curecimento de uma cor esta psicologicamente ligada ao agravamento

de uma situacgao) para os valores elevados e dividir os intervalos de
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forma a que grande parte dos blocos seja pintada de escuro.

Por estas razoes, o uso dos coropletos deve servir apenas para identi-
ficar possiveis aglomeragoes de blocos cuja verdadeira existéncia deve
depois ser confirmada por outros métodos mais formais que passamos
a estudar. No entanto, para o fazermos necessitamos de introduzir

uma ferramenta que também vai ser 1til na modelacao destes dados.

Trata-se da matriz de vizinhancas ou matriz de pesos notada
habitualmente pela letra W inicial de weights, cujas entradas vao

medir a ligacao espacial entre os blocos.

Usualmente, w; = 0,7 =1, ..., n, distancia minima entre os blocos,
mas para i # j, w;;, medida da associagdo espacial entre o bloco i e

o bloco j, pode ser definida de muitas maneiras diferentes.

Muitas destas formas sao de escolha bindria e, nesse caso, é mais
usual W ter a designacao de matriz de vizinhangas porque se consi-
deram como vizinhos os blocos i e j para os quais w;; = 1. Algumas

dessas escolhas sao mais comuns:

1. Vizinhanca por adjacéncia
Sao iguais a 1 todos os elementos w;; para os quais os blocos
correspondentes partilham uma fronteira. Todos as outras en-
tradas da matriz sao nulas.
Por vezes, se os blocos sao em quadricula consideram-se também

como vizinhos os blocos que partilham um vértice.

2. Vizinhancas baseadas na distancia entre centrdides
Uma definicao bastante usual é a de considerar como vizinhos
todos os blocos cuja a distancia entre os respectivos centroides
seja inferior a uma distancia fixa d.

Uma outra definicao possivel é a de considerar como vizinhos
de um bloco, os m blocos mais perto de si, tomando de novo

a distancia entre blocos como a distancia entre os respectivos
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centroides.

Outras formas para as entradas da matriz de pesos dizem respeito

a escolhas nao bindrias.

Uma das mais comuns é notada por W e é construida a custa de
qualquer matriz de pesos estandardizando-a por linhas. As entradas

desta matriz sao dadas por
n
~ + +
Wi; = wij/w;  emque w; = E Wij,
Jj=1

o que faz com que W seja estocdstica por linhas

+

No caso da matriz ser de vizinhangas w;" corresponde ao nimero

de vizinhos de 3.

Outras escolhas baseiam os pesos em funcoes nao binarias do in-
verso da distancia entre centréides, uma vez que ha situacoes em que
¢é natural atribuir um valor mais elevado a associagao entre blocos

que se encontram mais préximo.

Convém notar que os pesos podem ser atribuidos com base noutro
tipo de caracteristicas que nao a distancia entre centréides, como por
exemplo, a proporcao de fronteira partilhada pelos blocos, ou um
indice de acessibilidade construido a partir da quantidade de vias de

comunicagao entre blocos.

Note-se que alguns dos tipos de matrizes que apresentamos podem
conduzir, para blocos com disposicao irregular, a matrizes nao simé-
tricas. Apesar desta situagdo ser admissivel, na maioria dos casos

consideram-se relagoes de vizinhanga simétricas.

Faz-se notar ainda que as matrizes de vizinhanga sao muitas vezes

encaradas como matrizes de adjacéncia de um grafo dirigido cujos
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vértices sao os centrdides, que estarao unidos por arestas dirigidas
caso os blocos sejam vizinhos. A estrutura de vizinhancas que esta
matriz define tem a fungao de introduzir formalmente nos modelos
que vamos usar a correspondente estrutura da associagao espacial

entre blocos.

Em vez de construir uma s6 matriz de vizinhancas para modelar
a estrutura de associagao espacial pode construir-se um sistema de
matrizes que consideram diversos tipos de vizinhos. No que tem mais
interesse as matrizes dizem respeito a vizinhos que vao estando pro-
gressivamente mais longe. A sua construgao assenta na divisao do
intervalo que contém todas as distancias entre centréides em subin-

tervalos contiguos
(Oa dl]a (dla d2]a R (dkfla dk]

Chamamos vizinhos de ordem ¢ aos blocos que tenham centréides
a uma distancia incluida no intervalo (d;—1,d;]. Na correspondente
matriz de vizinhancas de ordem i, W todas as entradas que dizem
respeito a vizinhos dessa ordem sao iguais a 1 sendo nulas todas as

outras.

Estas matrizes de pesos vao ter um papel essencial na definicao das

medidas de associacao espacial que vamos tratar na préxima seccao.

3.2.1 Medidas de associagao espacial

As duas estatisticas mais conhecidas para medir a associagdo espa-
cial de dados referentes a pontos sao: estatistica I de Moran, Moran
(1948), e a estatistica ¢ de Geary, Geary(1954). Elas sao dadas res-
pectivamente pelas seguintes fungoes dos dados e da estrutura de

vizinhangas: . .
I ny; > wii(Yi=Y)(Y; =Y)
(Zi;&j wij) Zi(Yi - 7)2
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(n—1)32, 30, wi(Yi — ;)
2(21'# wij) Y — Y)? 7

em que w;; sdo as entradas de uma matriz de pesos'. Antes de

passarmos ao estudo mais pormenorizado destas estatisticas chama-
se a atencao que o I de Moran e o ¢ de Geary podem ser encarados,
respectivamente, como andlogos para dados referentes a areas das
medidas de associacao espacial para dados referentes a pontos, usadas

no correlograma e semivariograma amostrais.

Por essa razao usa-se por vezes um grafico construido no mesmo
espirito do correlograma para apreciar a forma como a associagao es-
pacial entre blocos varia com a “distancia”. Trata-se de um grafico
onde se dispoe os valores de I; calculados com as matrizes de vizi-
nhanca de ordem ¢ contra os valores de i, i = 1,...,k. Se existir
padrao espacial, espera-se, por analogia com o correlograma, que o
grafico decresca inicialmente de forma rapida e que estabilize perto
de 0.

Teste global de Moran

Para poder utilizar a estatistica I em testes teriamos que saber a
sua distribuicao sob a hipétese nula das observagoes serem indepen-
dentes. No entanto, a nao ser para conjuntos de observagoes muito
pequenos, o calculo exacto desta distribuicao é impossivel sendo por
isso necesséario encontrar uma sua aproximagao que, Como vamos ver,
pode ser obtida sob diferentes hipdteses. Para comegar, formulemos

a hipotese nula de dois modos diferentes,

Hipdtese Hy: As observagoes sao tiragens independentes de uma

distribuicao normal,

nicialmente estas estatisticas foram definidas para matrizes de vizinhancas

mas Cliff e Ord (1973) generalizaram-nas para o caso de matrizes de pesos.
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Hipétese H: As observagoes sao tiragens independentes de uma

distribuicao desconhecida,

as quais juntamos ainda uma terceira hipotese que se vai revelar muito
util,

Hipétese H{j: Um conjunto de dados observados é uma tiragem
feita com igual probabilidade do conjunto das n! permutagoes pos-

siveis dos dados.

Para condigdes nao muito restritivas, a distribuicao de I, quando
n aumenta, tende para a distribuigao gaussiana sob qualquer das

hipéteses nulas.

O resultado com mais consequéncias (Cliff e Ord, 1981) diz, no
entanto, respeito aos dois primeiros momentos das distribuicoes da
estatistica sob as trés hipéteses. De facto, ficando a distribuigao
gaussiana completamente definida por estes momentos, basta saber
quais sao as correspondentes expressoes nos trés casos e aplicar limites
para se conhecer, para qualquer deles, a distribuicao limite de I, como

é comprovado pelo seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja F'(y) uma distribui¢do determinada de forma tinica
pelos seus momentos, g, e seja {F,(y)}n, n = 1,... uma sucessao
de funcoes distribuicdo com momentos p, . Se pr, — pk quando
n — oo, para k =1,2,..., entao F,(y) converge para F(y) em todos

o0s pontos de continuidade de F'(y).

O resultado de que falamos é o seguinte:

Teorema 3.2. Para qualquer distribuicao subjacente aos dados, desde

que tenha variancia finita, € vdlido o sequinte resultado
E(I)=-1/(n—1) e E(I*)= E[Eg[I’]],

em que ER[-] designa o valor esperado sob Hj.
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Isto quer dizer que o valor esperado de I2, sob a hipStese da per-
mutacao aleatéria, fornece uma estimativa niao enviesada de E[I?] e,
portanto, da variancia de I, qualquer que seja a distribuicao subja-
cente. Desta forma, quando queremos aproximar a distribuicao de I,
podemos usar Eg[I?] em vez de E[I?] se desconhecermos a distribui-

¢ao subjacente aos dados.
Uma segunda consequéncia deste resultado é também importante.

Note-se que, embora a distribuicao assintética de I seja normal,
para valores relativamente pequenos de n a distribuicao de I pode
estar ainda bastante distante desta. De facto, a forma da distribuicao
depende nao s6 de n mas também do formato dos blocos e do niimero
médio de vizinhos por bloco, dos pesos w;; e da distribuicao de Y.
No entanto, se pudessemos construir a distribuicao de I a partir das
n! correspondentes permutagdes dos dados, ou seja, sob a hipdtese

0, terfamos de acordo com o resultado, uma “boa’estimativa da

distribuicao de I sob as duas outras hipéteses.

Claro que, a construcao desta distribuicao é impraticivel mesmo
para valores nao muito elevados de n, mas a utilizacao de métodos
Monte Carlo permite construir uma distribuicdo aproximada a par-
tir de um ntmero escolhido de permutagoes (normalmente 999), que
pode ser utilizada num teste da hipdtese genérica de nao existéncia

de associacao espacial.

Sob a hipétese Hyp, o valor da variancia é dado por
n%(n—1)S; —n(n —1)Sy — 252
(n+1)(n —1)252 ’
com So = 3,5 Wij, S1= 5 2, (wij +wji)? e S =37, (30 wij +
> wik)?.

Sob a hip6tese Hj a expressdo da variancia é mais complexa (Cliff

Var(I) =

e Ord, 1981), mas em qualquer dos casos é interessante notar que,

uma vez estabelecida a estrutura de pesos, ou seja, a matriz W, tanto
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a variancia como o valor médio da distribuicao de I sao invariantes
face aos valores observados e também face a area e forma dos blocos,

embora o mesmo nao se possa dizer da forma da distribuicao.

Também se deve notar que embora seja tentador interpretar I como
um coeficiente de correlacao, visto que de certa forma mede a corre-
lagao espacial dos dados (lembre-se a analogia que jé referimos com os
dados referentes a pontos), a verdade é que as usuais propriedades da
correlacao nao se verificam para esta estatistica. Por exemplo, a dis-
tribuicao de I ndo estd estritamente suportada pelo intervalo [—1, 1].
Em geral o limite superior de |I| é inferior a 1, mas pode ser maior
em casos especiais de distribuigoes muito irregulares das entradas da

matriz dos pesos.

Evidentemente que dada a distancia a que a distribuicao verdadeira
pode estar da assintética, os resultados dos testes de existéncia de
associagao espacial ou os intervalos de confianga baseados nesta es-
tatistica devem ser encarados com as devidas precaugoes, no entanto,
um valor da estatistica de Moran significativamente positivo indica
usualmente a presenga de aglomerados constituidos por valores altos
e outros por valores baixos, enquanto que um valor da estatistica de
Moran significativamente negativo indica que os valores altos e baixos

tém um padrao axadrezado.

Outro teste para a associagao espacial baseia-se na distribuicao de I
calculada via Monte Carlo. Trata-se de calcular o valor p empirico da
hipétese Hy, verificando a posicao da estatistica de teste na amostra
ordenada dos valores de I calculados a partir de cada uma das répli-
cas, e compara-lo em seguida com um valor critico como por exemplo
a = 0.05.

Para os dados da mortalidade por cancro de estomago apresentados
na Figura 1.4 calculdmos, para todos os concelhos, os valores da razao

de mortalidade padronizada (SMR) por género e classe etéria, em que
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a mortalidade padrao foi a mortalidade por cancro de estomago da

populagao do continente.

A Figura 3.1 apresenta o mapa coropleto da razdo de mortalidade
padronizada, sendo interessante comparar este com o mapa para o
nimero de casos que acabamos de referir e verificar como é diferente
a distribuicao dos valores elevados e baixos nos dois casos. Isso é uma
consequéncia directa da grande variagao da distribuicao da populagao

portuguesa por sexo e classe etaria entre os concelhos do continente.

A figura parece mostrar a presenca de um padrao espacial com va-
lores mais elevados de risco relativo aglomerados no norte e no sul
de Portugal e valores mais baixos no centro. A confirmacao da exis-
téncia de associacao espacial fez-se através do teste global de Moran

cujos resultados também apresentamos mais abaixo.

Figura 3.1 Mapa da razdo de mortalidade padronizada (SMR) para o
cancro de estomago nos concelhos de Portugal continental entre 1991
e 1995.
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A Figura 3.2 apresenta o histograma da distribui¢do empirica de I,
calculada via Monte Carlo a partir de 999 réplicas dos dados originais.
A matriz de vizinhangas para os concelhos de Portugal foi construida

a custa da vizinhanca por adjacéncia.

A linha tracejada vertical representa a posicao da estatistica de
teste que tem o valor I = 0.452. Como esse valor é superior ao
alcangado para todas as réplicas, o valor p correspondente é 0.001 o
que apoia fortemente a hipétese da presenca de um padrao espacial.
O teste efectuado sob a hipétese H, (a normalidade ndo se verifica
para estes riscos relativos) aponta na mesma direcgdo, visto que o

valor p vem também extremamente baixo (< 1071°).

densidade de |

T T T T T T T T
-02 -01 00 01 02 03 04 05

Figura 3.2 Histograma da distribuicao empirica de I calculada com
999 réplicas e linha vertical no valor da estatistica de Moran referente
as observagoes da razao de mortalidade padronizada para o cancro de

estomago .
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Teste de Geary

Para a estatistica ¢ de Geary ja apresentada e para o correspondente
teste, poderiamos fazer dedugoes analogas as que acabamos de fazer
e que, por isso, nao repetimos. O leitor interessado poderd segui-
las em Cliff e Ord (1981). Refere-se apenas que estatistica é sempre
positiva, de valor médio unitario e que valores inferiores ao valor
médio indicam associacao espacial positiva. Sob a hipétese Hg a
variancia do estimador é
(251 + S2)(n — 1) — 453

2(n+1)532 ’

Var(c) =

e a correspondente expressio para variancia sob a hipétese Hfj pode

ser consultada na referéncia anterior.

Segundo indicam alguns autores (Cliff e Ord (1969)) a variancia de
I é menos afectada pela distribuicao subjacente aos dados do que a
variancia de ¢ o que faz com que a utilizacao de ¢ seja menos frequente

quando se pretende efectuar testes.

Gréafico de Moran

O gréfico de Moran é um gréfico criado por Luc Anselin (1988) para

explorar visualmente a autocorrelacao espacial.

Suponhamos que, para o conjunto de blocos em observacao estéd
definida uma matriz de pesos. O grafico de Moran tem como abcis-
sas os valores estandardizados das observacoes Y; e em ordenadas os
valores da média ponderada por w;; dos valores estandardizados de
todos os outros elementos. A unidade de medida dos eixos é, como é

6bvio, o desvio padrao das observagoes.

A utilizacao deste grafico é mais vulgar quando a matriz de pesos
é uma matriz de vizinhancas, caso em que as ordenadas sao apenas

a média dos valores estandardizados dos vizinhos de cada bloco.
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Note-se que os pontos dos quadrantes impares do grafico correspon-
dem a blocos positivamente correlacionados com eventuais aglomer-
ados, se a valores muito elevados (baixos) das abcissas correspondem
valores também muito elevados (baixos) das ordenadas. De facto,
isso quer dizer que os blocos com observacoes elevadas tendem a es-
tar rodeados de blocos com observagoes elevadas e que o andlogo

acontece para observagoes baixas.

Os pontos dos quadrantes pares correspondem a uma correlagao
negativa (eventuais outliers se estdo longe da origem): no segundo
quadrante estao pontos que tomando um valor baixo se encontram
rodeados por vizinhos de valor elevado, acontecendo a situagao in-

versa no quarto quadrante.

Desta forma se um grafico de Moran tem os seus pontos essencial-
mente nos quadrantes impares ele indicia a presenca de um padrao
espacial com aglomerados de valores altos e baixos (correlagio posi-
tiva). Se os valores estdo essencialmente nos quadrantes pares, entao
deve existir um padrao espacial axadrezado (correlagio negativa). Fi-
nalmente, se os pontos estao em nuvem em torno da origem, nao deve

existir padrao espacial.

Como exemplo de aplicagao deste método visual de deteccao de
associagao espacial apresentamos na Figura 3.3 o grafico de Moran
correspondente aos dados que temos vindo a tratar. A matriz W

utilizada é, como anteriormente, a de vizinhancas por adjacéncia.

Uma vez que pelos métodos anteriores ja foi detectada a presenca
de associagao espacial positiva esperar-se-ia que os pontos estivessem

essencialmente nos quadrantes impares, o que realmente se verifica.

Note-se que o declive da recta de regressao que também esta rep-

resentada no grafico é o valor da estatistica I de Moran.

Outras estatisticas do tipo Moran foram proposta por Luc Anselin
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SMR

Figura 3.3 Grdfico de Moran para a razdo de mortalidade

padronizada.

(1995) para serem aplicadas a nivel local. Elas sdo conhecidas sob
o nome de LISA - Local Indicators of Spatial Association - e estao
implementadas, juntamente com as que aqui apresentamos, no soft-
ware gratuito GeoDa desenvolvido no Spatial Analysis Laboratory
do Departamento de Geografia da Universidade de Illinois, Urbana-
Champaign. No software R encontram-se outros pacotes adaptados
ao estudo de dados referentes a areas como é o caso do spdep que foi

utilizado em todos os exemplos deste capitulo.

3.3 Alisamento espacial

Nesta seccao vamos tratar do problema do alisamento das observagoes

de cuja necessidade faldmos no inicio deste capitulo.

Comecemos por notar que o mapa coropleto ja corresponde, de
certa forma, a uma resposta a este problema, visto que, ao dividir os
dados num pequeno nimero de classes, os alisa. Ja sabemos, contudo,

os problemas associados a esta técnica.
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Uma outra técnica deterministica de alisamento, muito usada em
software SIG onde toma o nome de “filtragem”, consiste em usar como
estimativa alisada para o bloco ¢ uma combinacao linear convexa do

valor observado e da média pesada dos valores dos seus vizinhos,

Y= (1 - )Y +aY;

em que « € (0,1) e

Tal como no gréafico de Moran, se a matriz W é de vizinhancas, Y;*
¢ apenas a média dos valores dos blocos vizinhos de ¢. O grau de
alisamento é controlado pelo valor de o e quanto maior ele for maior
serd a aproximacgao a média conseguida. Note-se que casos extremos
a = 0 e a = 1 foram retirados porque correspondiam, respectiva-
mente, a nao fazer qualquer alisamento ou a fazer um alisamento em

que o préprio valor observado nao participava na estimativa.

Passamos agora a estudar um outro método de alisamento, desta
feita estocastico, especialmente dirigido ao alisamento de dados pois-

sonianos.

Estes estimadores, propostos por Clayton and Kaldor (1987), sao
mais usados no ambito da modelagado de mortalidade/morbilidade de
doengas raras e nao contagiosas, com base no niimero observado de
mortes/casos de doenga em divisdes da regido de estudo, mas podem
ser usados para qualquer outro tipo de incidéncias com as mesmas

propriedades.

O seu método assume o seguinte modelo de Poisson para o nimero
de casos observados no bloco i, {Y; : ¢ = 1,...,n}, dados os riscos
relativos {6;, i =1,...,n} esendo {F; : i =1,...,n} os correspon-

dentes ntimeros esperados de casos, supostos conhecidos:
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Y; ~ Poisson(F;0;), i=1,...,n (3.1)

Dado que temos apenas uma observacao por bloco, o estimador
de méaxima verosimilhanga para o parametro 6; baseado nessa obser-
vagao seria, evidentemente, 6, = SMR; =Y, /E; e o correspondente
estimador do niimero de casos nesse bloco seria exactamente igual ao

valor observado, o que nao produz qualquer tipo de alisamento.

A ideia geral do método é a de procurar encontrar um estimador
para 6; que aproveite o conhecimento que temos do nimero de casos
nos outros blocos o que é feito por estimacao Bayes-empirica. Para
isso assume-se que os riscos relativos tém uma distribuicao a priori

Gama(v, ), de valor médio £ e varidncia %,
« «

«

p(6;) = F(V)Hil’*l exp(—ab;), 0;>0; a,v>0; i=1,...,n,

A distribuigdo a posteriori dos riscos relativos é entao determinada

Ccomo:

p(0ilyi) o< p(6:)p(yil6:) o< 0," " exp(—ab;) exp(—E;b; ) (Ei0;)""
o 0, exp(—(E; + )b;),

correspondendo a uma distribuigdo Gamal(y; + v, F; + ).

O seu valor médio (esperanga a posteriori) é o estimador proposto

para o risco relativo 6;:

6= Lt
_Ei-i-Oé
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Claro que, para determinar completamente (3.2), os pardmetros a
priori a e v tém de ser conhecidos, o que nao acontece usualmente

na pratica, levando assim a que tenham de ser também estimados.

Tal é conseguido maximizando a distribuicao marginal dos dados

Y;, que se verifica ser Binomial Negativa com média E;” e variancia
E;v EZv
- t o

como se prova de seguida:

p(yi) = /S; p(y:|0:)p(6;) db; =

_ /*00 exp(—0; E;)(0: E)¥ o
0 yi! I'(v)

Eyz' v +oo »
i 0

EYi v 1 Yitv
= L _ F i =
yi! T(v) (Ei-i-a) (v +v)

Yi v
— (1= - - cvtyi—1
El' + « El + « i

Sendo, entao, Y; ~ Neg Bin (I/, ﬁ), do logaritmo da verosimi-

0~ exp(—ab;) d; =

lhanca, por derivagao, facilmente obtemos as equagoes de verosimi-
lhanga seguintes, a serem pois resolvidas pelos procedimentos itera-

tivos padrao:

bl =yt 1~
R == i 3.3
o n;Ei—i—d n; (3.3)
n yi—1 n

1

—— + nlog(a) — log(E; + &) = 0. 3.4
;j—oV“LJ (@) ; ( ) (3.4)

Alternativamente, uma outra forma mais simples e computacional-
mente mais facil de fazer a estimagao, é usar o estimador dos momen-

tos para a variancia dos parametros do risco {0;}, %.
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Este é conseguido fazendo a seguinte estatistica de qui-quadrado de
Pearson, baseada nos momentos marginais das observagoes Y;, igual

ao seu valor médio assintotico:
" B\
S (4] -
= Var[Y;]
de onde se deduz a igualdade

52_ni1zn:<1+%> <9}—g)2. (3.5)

=1

Assim as equagdes (3.3) e (3.5) podem ser usadas recursivamente
para determinar & e © num processo conhecido por
expectation-mazximization algorithm: O processo é iniciado escolhendo
valores plausiveis para o(?) e v(9) a partir dos quais se constroem, as
correspondentes estimativas de Bayes empiricas do risco 6; usando
(3.2) (expectation). Seguidamente, usam-se as equagoes (3.3) e (3.5)
para calcular estimativas actualizadas dos parametros o e v (mazi-

mization) e o processo reinicia-se.
Note-se que os estimadores do risco assim obtidos
) Yi+v
P = o=
FE;,+a

sao um compromisso entre os valores observados do risco, SMR; =

Y;
Ei,

servado SM R; é encolhido na direccao da média populacional global

e %, a média estimada da distribuicao a priori de 6;. O valor ob-

- quando h& um grande nimero observado de casos a estimativa esta
perto do correspondente SM R;, caso contrario fica mais proxima da

média global do risco.

Um exemplo da aplicagao deste método aos dados do cancro do es-
tomago com que temos vindo a trabalhar mas separados por género
pode ser consultada em Natéario (2005) onde outros métodos de mod-

elacao mais sofisticados sao também apresentados.
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Na Figura 3.4 apresentamos um mapa coropleto das estimativas
de Clayton e Kaldor para a razao de mortalidade padronizada do
cancro de estomago com que temos vindo a trabalhar. Para melhor
apreciar os efeitos deste método, apresenta-se também um coropleto

dos residuos do modelo.

Estimativas CK Residuos

Figura 3.4 Estimativas de Clayton e Kaldor para a razio de mor-

talidade padronizada (esquerda) e residuos do modelo (direita) .

Como pode verificar-se pelo mapa da esquerda o modelo alisou
bastante as observacoes do risco relativo. Grande parte do mapa
apresenta agora tons associados a valores em torno de 1, risco que
corresponde ao da média do pais. Sobressaem ainda um conjunto de
regioes a norte com valores bastante elevados e um conjunto menos
definido a sul com valores também menos elevados que podem indiciar

que a associagao espacial se mantém mesmo para os valores alisados.

Nota-se pelo mapa dos residuos a direita que tanto os valores ele-
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vados como os valores baixos foram “puxados” para a média, mas
nao o suficiente para fazer desaparecer os aglomerados fortemente

marcados dos dados originais.

Estes resultados indicam que a presenca destes aglomerados nao é
casual e fazem suspeitar que deverd existir alguma razao, ou razoes,
para a sua presenca. HEventuais varidveis explicativas poderao ser
avaliadas através da criacao de modelos que as incorporem e pos-
terior andalise dos residuos com o intuito de verificar a permanéncia
de associagao espacial que podera também vir a ser introduzida no

modelo.

Chegamos assim a necessidade natural de modelar os dados refe-
rentes a areas e, no que se segue, vamos apresentar alguns dos mo-
delos mais comuns. Esses modelos fazem depender os estimadores
de cada regiao apenas dos valores observados nas regioes vizinhas ao
contrario do modelo que acabamos de apresentar onde, um pouco
artificialmente, as estimativas dependiam de igual modo de todas as

observacoes, mesmo as mais distantes.

3.4 Campos Aleatérios de Markov

Consideremos, como habitualmente, o dominio D C R2, subdividido
num conjunto de n blocos, notados simplesmente por S = {1,2,...,n},
sobre os quais estd definido o processo Y = {Y; : s € S}, que in-
terpretaremos como um vector n-dimensional, ¥ = (¥1,Ys,...,Y,)".
Designemos por E o espaco de estados do processo e por configuragao

de observagoes qualquer vector (y1,¥ya,...,Yn) € E™.

A estrutura de dependéncia entre as varidveis deste campo aleatério
discreto pode ser definida de duas formas: & custa da distribuicao con-
junta de Y, p(y) = p(y1,92, - .-, yn), modelando directamente a asso-

ciagao espacial pela matriz de covariancias; através das distribuigoes
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condicionais completas
pyilyj, i #14), i=12,....n.

Note-se que o conhecimento da distribuicao conjunta de Y per-
mite a definicao de todas as distribuicGes condicionais completas
mas, como veremos no teorema que se segue, estas ficam sujeitas a
condigoes de consisténcia muito exigentes. Essas condigoes sao as que
permitem que estas distribuicoes condicionais se ajustem de um modo
nao contraditério tornando possivel a construcao da verosimilhanca
para uma qualquer subcolecgao finita de locais.

Para apresentarmos este importante resultado de Besag (1974), co-
nhecido pelo Teorema da Factorizacao, temos primeiro que referir a
condigdo designada por Hammersley and Clifford (1971) como Con-

dicao de Positividade

Definigao 3.1. Uma distribuicio de probabilidade p(y) diz-se que sa-
tisfaz a condigdo de positividade se, quaisquer que sejam j € S,

y_g cle (ylu' "7yj—17yj+17"'7yn) € En_lu se tem
p](y;) =0 :>p(y17"'7yj—17y;'7yj+17"'7yn) =0

onde p; representa a densidade marginal do bloco j.

A mesma definicao pode escrever-se de forma reciproca:

ply;) >0, j=1,....n= p(y1,...,yn) >0, (3.6)
ou seja, se Y1, Y2, - - ., Yn podem ocorrer individualmente nas posigoes
1,2,...,n entao podem ocorrer conjuntamente.

Passemos ao Teorema da Factorizacao também conhecido por

Lema 3.2.1. (Lema de Brook, 1964)
Considere-se uma distribuicao de probabilidade satisfazendo a con-

di¢ao de positividade. Para todos os y,y' € E™ com probabilidades
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estritamente positivas, tem-se

@) _ pOalyz, - yn) PRlyi ys, - yn)  PWnlYL, - Yna)
) pilyz, - yn) PWIYL Y8, yn) T PRl Y y)
(3.7)

Demonstragao:

O lema é facil de demonstrar recursivamente comecando com a

igualdade simples de verificar,

( ) _ P(yn|y17 cee 7yn—1)

!
P, s Yn—1,Y5,)-
PO n, g )P U )

Usando a mesma técnica para p(y1,- .., Yn—1,Y.,) pode escrever-se

PWnly1, - Yn—1) PYn-1ly1, ..., Yn—2,Yn) r
Yy)= P, Yn—2,Yn—1,Yn)-
) pWalyL, - yn—1) P(Yn_1lY1, - Yn—2,97) ( 1:%n)
A igualdade pretendida obtém-se prosseguindo de forma andloga
para os restantes valores e tendo em conta a condigao de positividade

(3.6) e a positividade estrita de p(y) e de p(y’). [ |

Como se vé, a natureza construtiva da férmula (3.7) permite um
calculo simples da distribui¢ao conjunta, mas também mostra como as
condigoes de consisténcia para as condicionais completas sao fortes.
De facto, para as n! ordenacoes diferentes dos n blocos, as corres-
pondentes factorizagoes tém que dar o mesmo valor para o quociente

p . . - L
p(y)/p(y’), o que restringe consideravelmente as expressoes funcionais

das distribuicoes condicionais.

Embora o estudo de diferentes condi¢oes em que se verifica a com-
patibilidade das distribuicoes condicionais completas tenha merecido
atencdo (por exemplo, Arnold and Strauss, 1991), ndo vamos tratar
desse ponto. Apresentamos, no entanto, um exemplo que mostra

como situagoes de incompatibilidade sao faceis de encontrar.

Considerem-se as duas distribuigoes condicionais

Yi|Ya ~ N(ag + a1Ya, 0?) Ya|Y1 ~ N(Bo + 1Y, 02).
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E f4cil ver que

EV1] = E[E1|Y2]] = ao + a1 E[Y?]

E[Yz] = E[E[Y2[1]] = Bo + AL E[YY]

o que conduz a
EY1] = ao + a1(Bo + BLE[YT]) = (a0 + a1fo) + a1 J1 E[YY],

o que s6 é verdade em situacoes triviais.

Um segundo problema fica patente do enunciado do lema. Este
permite calcular o valor relativo da distribuigao conjunta em duas
configuragoes fixas, p(y)/p(y’), mas a distribuigdo conjunta p(y), y €
E™, s6 fica especificada pelas distribui¢oes condicionais completas a
menos de uma constante de proporcionalidade p(y’) que, em termos

algoritmicos, s6 podera ser conhecida se a distribuicao for integréavel.

No exemplo que se segue a distribuicao conjunta nao é integréavel.
Sejam Y1|Y2 ~ N (Y2,1) e Ya]Y7 ~ N(Y7,1). Aplicando o lema de
Brook obtém-se

2 2
e~ 3wi—y2)* L —3(y2—y1)

—F—C

V2 P
_l( r_ 2 1 —_ Lyt —yl)2
3(yi—v2)? 1 —35(yi—v5)
27're \/27're

(y1,y3) o e~ (y1—y2)*

1
p(y1,y2) = f

que facilmente se vé ser imprépria.

Passemos agora a definir o que se entende por campo aleatério de
Markov.

Quando se estd a trabalhar com um processo estocdstico de pa-
rametro discreto unidimensional {Y,,n > 0} com valores em FE, a

propriedade de Markov,

PlYi, +m € IYi, = j1,Yi, = j2,...,Ys, = jn] = P[Yi,+m € I|Y, = jn]

n
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véalida quaisquer que sejam 0 < i3 < -+ <i,, m>1, (j1,...,jn) €

E™, e ointervalo I C F, pode também ser definida da seguinte forma:

Paran > 1,7, é independente de (Y : k ¢ {n—1,n,n+1}),
dados (Yn—1,Ynt1).

Outra forma de escrever este resultado é

Vol (YViskg (n}Jon)) | (vie:keon)
onde 9, é o conjunto dos vizinhos do instante n, ou seja, {n — 1,n + 1}.

Esta é a definicao da propriedade de Markov mais conveniente para
ser estendida a processos em RZ. Eo que faremos de seguida com
a introducao da nocao de Campo Aleatério de Markov que de-
signaremos pelas iniciais de Markov Random Field (MRF).

Para A C S, seja Y(A) = {Y;:s€ A}. Com esta nota¢do pode
escrever-se Y = {Y (4),Y (S — A)}. Temos entdo,

Definigao 3.2. Um campo aleatorio é um MRF se para todo o s € S

se verifica que

Yo LY (S = ({s}Uds)) | Y(0).

Como se vé, esta definicao estende de forma directa a definicao de
processo de Markov a tempo discreto que demos inicialmente, em-
bora com imposicoes adicionais sobre a forma como a estrutura de

vizinhancas deve ser definida.
Designemos por ~ a relagao de vizinhanga entre blocos. Entao,
(a) 0s = {t: t ~ s},
(b) s & 0,
(c) s€ 0y =1t €0,

Para um MRF a especificacao das distribui¢es condicionais com-
pletas pode ser feita exclusivamente a custa dos vizinhos de cada

bloco.
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De facto, chamamos caracteristica local do MRF em s a distri-

buicao Y; condicionada apenas pelos seus vizinhos
P(Yslysss' € 0s) = P[Ys = ys[Y (95) = y(05)]

e tem-se
P(Yslys's ' # 5) = p(yslys', s € Os).
A familia das caracteristicas locais {p(ys|ys/, s’ € 8;) : s € S} chama-

se a especificagao local do MRF.

De acordo com o Teorema da Factorizagao podemos entao dizer
que a especificagao local tem que obedecer a certas condigoes de con-
sisténcia para que se possa definir a distribuicao conjunta dum campo
aleatorio que lhe esteja associado. Sao essas condigoes, também co-
nhecidas pelas condigoes para a especificagao local, que conduzem a

um MFR vidvel, que vamos passar a estudar.

3.4.1 Cliques, Poténciais e Distribuicoes de Gibbs

Um papel determinante na construgao de MRF's viaveis vai ser desem-
penhado pelas distribui¢oes de Gibbs que apareceram na literatura
da fisica por volta de 1902 pela mao deste investigador. A parte
uma constante, a expressao geral das distribui¢oes que Gibbs (1902)

introduziu é dada por

p(y) x eap(~ E@)) (39)

em que T é um pardmetro conhecido por temperatura e £(y) por
energia da configuracao y. Este tipo de distribuigoes sao interes-
santes para os fisicos se a energia se pode exprimir em termos de

fungoes, ditas fungées potencial, que descrevem as interacgoes locais.

Suponhamos que se encontra definida uma estrutura de vizinhangas
sobre o conjunto .S das n localizagoes a que se referem as configuragoes

y. Tem-se entao,
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Definigao 3.3. Um subconjunto C C S chama-se clique de S se con-
siste num unico elemento, ou num conjunto de elementos que sao
todos vizinhos uns dos outros. A cardinalidade de uma clique designa-
se por ordem. Uma clique é maximal se a introducdo de um outro

qualquer elemento a impede de ser uma clique.

Definigao 3.4. Seja Cy um subconjunto qualquer de S com k elemen-
tos, k = 1,...,n. Uma funcdo (b(ci) : E" — R, diz-se uma funcao
potencial de ordem k sobre Cy se verifica as sequintes pro-

priedades.
(i) (b(clfk) =0 se Cy ndo é uma clique de ordem k.

(ii) Para quaisquer duas configuragoes y, y' e todo o conjunto Cy,
y(Cr) =¥/ (C) = ) ) = o) ).
Quando a fungao energia se pode escrever sob a forma
W)=Y 0 @). (3.9)

k. Cg

i.e., como soma de potenciais em cliques, diz-se que a energia deriva

de um potencial.

Sao as distribuigoes (3.8) em que a energia deriva de um potencial

que se chamam distribuicoes de Gibbs.
Vejamos como este tipo de distribuicoes surge na teoria dos MRF's.

Suponhamos, sem perda de generalidade que, 0 € Sy, com S, su-
porte da distribuicao de Y, e designemos por fungao potencial ne-

gativo a seguinte transformagéo de p(-),

Q@A%%% (3.10)

E fécil verificar que o conhecimento de Q(y) é equivalente ao conhe-
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cimento de p(y) visto que de (3.10) se tem

exp(@w) = 28 = 3 o) =90 3 expl@Qw)
p IS YyESp
1

S0 = QW)

ou ainda,

exp(Q(y))
ves, xp(Q(y))

ply) = 5 (3.11)

em que a constante normalizadora ), s, exp(Q(y)) é designada por
fungao partigao.

A expressao (3.11) mostra também que p(y) se pode escrever sob a
forma de uma distribuigdo do tipo (3.8) em que o papel da energia
E(y) é desempenhado por —Q(y) e a temperatura é unitaria. A fungéo

particao desempenha o papel de constante normalizadora.

Os teoremas que vamos apresentar seguidamente estabelecem que
todos os campos aleatérios de Markov tém a funcao potencial negativo

do tipo (3.9) e que séo os dnicos com essa propriedade.

Teorema 3.3. Geman and Geman(1984).

Se um campo aleatorio tem uma distribuicdo de Gibbs, ou seja, se

p) cexp (=368 @),

k Cg

entdo o campo aleatorio é um MRF com especificacao local dada por
(k)
exp (=, > cy5i (bck)
(k)Y
2., €Xp (= Xk Xesi9c,)

Teorema 3.4. Hammersley and Clifford (1971)2.
Seja p(y) a distribui¢io de um MRF que satisfaz a condigdo de posi-

p(yily; € 0i) =

tividade entdo p(y) € uma distribuicdo de Gibbs.

2Trata-se de um manuscrito que nunca foi publicado. A primeira publicacio

deste resultado pertence a Besag(1974).
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Vejamos alguns exemplos de aplicagao destes teoremas:

- Se a distribuicao de um campo aleatério usa apenas cliques de
ordem 1 entao o campo é constituido por varidveis aleatdrias inde-

pendentes.

- Se um campo aleatoério tem distribuicao conjunta dada por

1
P, oyn) cexp{=5 D (ui = 1) Liny) } (3.12)

ij

entao trata-se de um MRF com especificagao local

p(ily;,J € ) NN( > yj/miaTQ/mi)v

JE€G;
em que m; € o numero de vizinhos da célula i.

Para terminar esta seccdo queremos fazer notar que estes resulta-
dos nao vao ter apenas importancia no reconhecimento de campos de
Markov. De facto, eles vao permitir que, dada a especificagao local
de um MRF, se possam simular através de amostragem de Gibbs rea-
lizacoes da distribuicao conjunta visto sabermos que esta distribuicao

existe e é unica.

3.5 Modelacao de processos referentes a

areas

Nesta seccao vamos apresentar alguns modelos para a distribuicao
conjunta dos processos referentes a areas para dados continuos. Va-
mos apenas tratar o caso dessa distribuicao ser gaussiana por exis-
tirem muitas aplicagoes cujos dados, ou transformacoes destes, po-
dem ser modeladas através dela. Para uma introducao a modelos do
mesmo tipo aplicados a dados nao gaussianos sugere-se a leitura de
Cressie (1993).
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Apresentaremos apenas os dois modelos mais usualmente utiliza-
dos: aquele em que a estrutura de dependéncia é definida condi-
cionalmente, modelos auto-regressivos condicionais CAR, e aqueles
em que a estrutura de dependéncia é introduzida através da distri-

buigdo conjunta, modelos auto-regressivos simultaneos SAR.

Estes modelos, designados por Besag (1974) de autonormais, fazem
parte de uma classe mais vasta de modelos, também por ele desig-
nados de automodelos, que sao definidos por uma fungao potencial

negativo do tipo
QW) => wiGilyi) + Y_ Y Bivivj,
i i

em que (3;; é nulo a menos que ¢ e j sejam vizinhos.

3.5.1 Modelos auto-regressivos condicionais (CAR)

Os modelos CAR foram apresentados pela primeira vez por Besag no
trabalho de 1974 que ja citdmos e, como o nome indica, baseiam-se

na especificacao local de um MRF.

Suponhamos o seguinte conjunto de condicionais completas
YilY;,j #£i e YiY (S —{i}) ~N | Y eyt |, (3.13)
J
1=1,...,n.

Através do Lema de Brook pode encontrar-se a distribui¢do con-

junta de Y, que é dada por,
1 _
p(yl,...,yn)cxexp{—iy’D Y1 -0) y} (3.14)
—_——
2,0

em que C = (¢;j) e D é uma matriz diagonal com d;; = 77.
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A expressao (3.14) sugere imediatamente que Y tem uma distribui-
¢ao gaussiana multivariada com valor médio nulo e matriz de covari-
ancia ¥, = (I — C)7!D e, como tal, esta matriz devera ser simétrica.

Para assegurar que ¥ L ¢ simétrica teremos que exigir

Cij Cji . .
Eij:_222ji:_2) Z#.] (315>
T; T;
o que implica 3:
se C simétrica =1, =7, =7, 4,j=1,...,n

se C néo simétrica = 3(4,j),t # j : 7y # 75.

Consideremos de agora em diante o caso em que W é uma matriz

de vizinhancas simétrica.

Um modelo particular em que a condigao (3.15) é verificada obtém-

se fazendo )
Cii = Lij e T2= T

1] — T 1 i T 1

wi Cwf

com wi =Y ; wi; representando, como habitualmente, o nimero de

vizinhos.
Neste caso, as distribuicoes condicionais tomam a forma,

wij 7'2
TYi0
w; w;

V[Y(S—{i}) ~ N i=1,...,n,3.16)

J
e a distribuigao conjunta (3.14), dada pelo lema de Brook, tem agora

a expressao mais simples

1
P(y1s - yn) < exp{=55y' (Dw — W)y} (3.17)
T N————

—1
Ey

onde Dy é uma matriz diagonal com dy;; = w:r .

3 A matriz de pesos W é suposta irredutivel.
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Este modelo que parece ser interessante tem contudo um problema:
A matriz X! é singular, ou seja, (Dw — W)L = 0, como é facil

verificar,
w;r Wil ... Win 1
- X
L w:{ Wn1 ... Wnn 1
wi —wi = —win 0

A consequéncia deste facto é que a distribui¢do conjunta é nao
integravel apesar das condicionais completas serem todas préprias .
Isto é facil de verificar sabendo que, depois de alguns célculos, se

pode reescrever a expressao (3.17) como,

1
P(y1,- - yn) X exp{—5—5 D wii (i —y;)*} (3.18)
1#]
em que a distribuicdo conjunta fica especificada por diferengas de
pares, tal como acontecia com a distribuicao menos geral introduzida

em (3.12) como exemplo de um campo aleatério de Markov.

De facto, adicionando uma constante a todas as variaveis o valor da
distribuicao (3.18) néo fica afectado. Tal significa que, desde que se
mantenha a relacao entre valores das varidveis, estes podem crescer
sem limite mantendo a probabilidade de ocorréncia, o que faz com
que o seu integral seja infinito. Isto também quer dizer que as va-

ridveis nao ficam identificadas sendo necessédrio, para que passem a

4Neste caso, sabe-se da teoria dos grafos que, se a matriz W é irredutivel, a
caracteristica da matriz X~! = Dy — W é igual a n — 1. Assim para tornar
a distribuicdo proépria é apenas necessario juntar uma condi¢do extra sobre as

varidveis.
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sé-lo, impor-lhes uma condi¢ao suplementar. Normalmente a condi-

¢ao utilizada é
> vi=o. (3.19)

Os modelos que sao especificados pelas distribuicées condicionais
(3.16), (ou pela conjunta(3.18)) sdo conhecidos por modelos intrin-
secamente auto-regressivos e, pelo que se acabou de verificar,
nao podem ser aplicados a dados observados. Efectivamente, nao
existem mecanismos geradores de dados reais que sejam impréprios

e nao podemos impor uma condigao do tipo (3.19) a observagcoes.

Como consequéncia, a aplicagao dos modelos intrinsecamente auto-
regressivos fica restrita a casos que obedegam naturalmente a esta
condigao, como acontece com os residuos de um modelo de regressao,
ou a outros onde se possa impo-la. Eo que acontece no contexto da
modelagao hierarquica em que a correlagao espacial é incorporada no
modelo através de um vector de efeitos aleatérios ¢ = (¢1,...,0n)".

Pode ter-se, por exemplo,
}/iigd (¢i702)5 izla"'vna

e usar como priori para os efeitos aleatérios um modelo auto-regressivo

intrinseco
$ild(S —{i}) ~ N | D o/w], 72w}
J

Uma vez que os modelos intrinsecamente auto-regressivos tem as
limitagoes que acabamos de verificar, construiu-se, a partir do tipo
de especificagao (3.17) do modelo particular que temos vindo a es-
tudar, um outro modelo aparentemente mais geral que envolve um

parametro adicional.
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A ideia é redefinir a matriz inversa da covariancia como
-1
Zy = DW - pW

e escolher o novo parametro p de forma a que a matriz 3 lseja uma

matriz invertivel.

Isto consegue-se se p for escolhido dentro do intervalo (v— YR A(l ))
em que se designam por Ay, ¢ = 1,...,n, os valores proprios orde-

nados crescentemente da matriz D;V1/2WD;V1/2.

Note-se que os valores proprios da matriz anterior sao tais que
n
> Aw =tr (D *WD ) =0

0 que mostra a existéncia de valores préprios positivos e negativos °

e, consequentemente, a inclusao do valor zero no intervalo de valores

admissiveis para p.

Note-se, precisamente, que o caso p = 0 configura a situagao limite

em que as varidveis sao independentes.

Uma vez que as distribuigoes condicionais associadas a

1
P(y1, . Yn) x exp{—ﬁy’(Dw — oWy} (3.20)
sao

YV (S — {i}) pzwlj ],f) i=1,...,n, (3.21)

5Dada uma matriz A e uma matriz invertivel P, a matriz P’ AP diz-se con-
gruente com A. Matrizes congruentes com matrizes simétricas sdo simétricas.
Para matrizes com entradas em R verificam-se algumas propriedades especiais:
Uma matriz simétrica é sempre congruente com uma matriz diagonal.
Segundo o teorema de Sylvester (lei da inércia), todas as matrizes congruentes
com uma matriz simétrica tém o mesmo nimero de valores préprios positivos e
negativos (e portanto nulos).

Note que W é uma matriz simétrica congruente com D;Vl/QWD;Vl/Q.
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se p = 0, os Y; passam a ser variaveis independentes com distribuicao

-2
Yi~ N0, — ).
(03)

i

As vantagens deste modelo parecem ser imbativeis. Excluindo o
caso p = 1 que corresponde ao modelo intrinsecamente auto-regressivo,
com uma escolha adequada de p esta especificacao conduz a ma-
trizes ! invertiveis e, consequentemente, a distribuicdes conjuntas
préprias. Além disso, o caso extremo de independéncia das varidveis

do processo obtém-se com p = 0.

Infelizmente, embora aparentemente este modelo cubra uma gama
muito vasta de situagoes, tem a grande desvantagem de possibilitar
uma pequena banda de hipdteses para a associacao entre as variaveis

componentes do processo.

Para verificarmos que assim é, vamos olhar de novo para a expressao
(3.21). Note-se que o valor médio da distribui¢ao condicional de Y;
nao é a média dos valores dos seus vizinhos mas sim uma parte dela

n
Wi
P E —XY-
i=1 %

w;

Desta forma, p pode ser encarado como uma medida da forma como
Y; é, em média, afectado pelos valores dos seus vizinhos. Seria, por
conseguinte, interessante tentar relacionar este parametro com uma
medida de associacao espacial, como por exemplo o I de Moran ou o ¢
de Geary, e verificar se os valores possiveis para p produzem modelos

cobrindo a extensao das possibilidades de associagao espacial.

Ora, véarios estudos de simulagao (ver por exemplo, Banerjee and
al. 2004) mostram que, mesmo para valores muito altos de p, como
por exemplo 0.99, o valor de I néo ultrapassa 0.5, (para p = 0.9,
I € [0.2,0.25]), o que mostra como sdo limitadas as possibilidades

deste modelo explicar razoavelmente padroes espaciais fortes e indica
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que serd o modelo com p = 1 o mais adequado para modelar essas
situacoes. Vemo-nos, assim, obrigados a regressar a alternativa de
utilizar um modelo com efeitos aleatérios, modelados a priori por
um CAR impréprio , admissivel desde que acompanhado da condi¢ao
(3.19), obtendo uma posteriori com uma maior amplitude de padroes

de associacao espacial.

Voltemos ao modelo inicial (3.13) e escrevamo-lo sob a forma de

um modelo auto-regressivo:
Y=CY +e¢€

ou, equivalentemente, (I — C)Y =e.
Comecemos por verificar as propriedades de €.

A atribuicao de uma distribuicdo a Y induz uma distribuigio para
€ e, assim, uma vez que se sabe que a este modelo CAR corresponde

a uma distribuicao conjunta gaussiana
Y ~N(0,(I —C) D), (3.22)

vem

e~N(0,D(I-CY)).
De facto, supondo que (I — C) é néo singular,

Y=I-C)I-C)'DI-C)=DI-0C)

I

o que significa que as inovagoes nao sao independentes entre si como
acontece habitualmente nos modelos de regressao. No entanto, tam-
bém se pode verificar que Cov(e,Y) = D, matriz diagonal, o que
significa que ¢; s6 depende de Y;, ou seja o valor da varidvel num
local Y; sé depende da inovagao nesse local e é independente das

inovacoes em todos os outros locais €5, j # i.

Mais alguns pontos merecem uma referéncia especial.
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- A variagdo em larga escala dos dados é normalmente integrada
nos modelos CAR através de uma componente de regressao. Esta
componente é adicionada a estrutura dos valores médios das obser-
vacoes. Assim, designando por X a matriz dos valores de p varidveis
explicativas nos n blocos, e por B8 o vector dos respectivos parametros

de regressao, a distribuicao conjunta é dada por
Y ~N(XB,(I - C)"'D).

Assim sendo, as distribuigdes condicionais sdo dadas por

p 2
(Y= > waB) | (v - Zmﬁk it~ N Zwﬁyj,w

k=1 i

1=1,...,n,
ou equivalentemente,
I-C) Y -XpB) =€

Repare-se que, condicionalmente em B, a introducdo desta compo-
nente nao afectou a estrutura da associagao que esta subjacente ao

modelo, s6 modificou a estrutura dos valores médios.

- Note-se que se pode usar um modelo CAR para fazer predicdao
dum valor da variavel de interesse num bloco nao observado, Yj.
No entanto, ao contrario do que acontecia para os dados referentes a
pontos, a predicao de Yy nao estd univocamente definida, dependendo

da forma como se especifica a distribui¢ao condicional de Yy dado Y.

Poderemos, por exemplo, usar a especificagao

2
Wo,;Y; T
J

e, simplesmente, predizer Yy pelo valor médio desta distribuigao, com

p jé calculado através do modelo CAR aplicado a Y.
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Note-se, no entanto, que esta especificagao vai determinar uma dis-
tribui¢ao conjunta de (Yo, Y1,...,Y,) que ndo é a distribuigao CAR
que apareceria se especificdssemos as distribuigoes condicionais com-
pletas de Y;, i = 0,1,...,n, e usidssemos o lema de Brook. De facto,
no primeiro caso, p seria calculado usando a matriz de vizinhangas
inicial com n x n elementos, enquanto que no segundo caso, p seria

calculado com base numa matriz de vizinhangas (n 4+ 1) x (n + 1).

3.5.2 Modelos auto-regressivos simultaneos (SAR)
Os modelos SAR sao definidos por

Y;:ZSUY}—FEZ' i=1,...,n

J
com ¢; ~ N(0,0?), inovagdes independentes com variancia distinta.

Estamos perante um conjunto de n modelos auto-regressivos si-

multaneos, que podem também ser descritos pela equacao vectorial
Y =5Y +¢€, (3.23)

em que S é a matriz de entradas s;;.

Neste caso, a distribuicao de Y vai ser induzida pela distribui¢ao

de €. Tomando em consideragao que
e ~N(0,D),
onde D é uma matriz diagonal com di; = o2, e que, de (3.23) se tem,
(I-9)Y =e=Y =(-29)""¢

se (I —S) é invertivel, obtém-se, aplicando a propriedade das trans-

formacoes lineares da multinormal,

Y ~ N (0, (I—8)"LD((I - S)*l)’) . (3.24)
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Temos também®, Cov(e,Y) = D(I — S)~L.
Se assumirmos que as inovagoes tém igual varidncia, D = o021 , a
distribuicao conjunta de Y simplifica-se para
Y~ N (0,03 ((T =8 (1-9) "), (3.25)
em que, como ji se disse, se supoe (I — S) invertivel.
As escolhas mais usuais para a matriz .S sao as seguintes:
1. S = pW com W matriz de pesos.

Neste caso p é chamado parametro de auto-regressao espacial

e tem-se,

Yi=p> w¥j+e (3.26)
J

Para que (I — pW) seja nao singular, teremos que exigir, tal como

deduzimos para os modelos CAR, que

11
pe <_, _> (3.27)
Ay Am)

onde agora A1) < -+ < A(p) s@0 os valores proprios ordenados de W.
2. S = aW com W matriz de pesos estandardizada por linhas, i.e.,
Wij = wij/wy .
Neste caso, a é designado por parametro de autocorrelacao

espacial e tem-se,

w;

o
Yi=a) Vg +e
J

A condigao sobre « para que (I — aW) seja nao singular é bastante

simples e explica a designacao deste parametro. Embora a matriz

6Note-se que esta situacio é bem diversa da equivalente para os modelos CAR.
Neste caso, embora as inovagoes sejam independentes entre si , o valor da varidavel

num certo local pode depender das inovacoes noutros locais.
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W nao seja necessariamente simétrica, é estocastica por linhas e,
portanto, todos os seus valores préprios terao médulo inferior a 1, i.e.
max |\;| < 1. Isto significa que, se tomarmos o € (—1,1), teremos

uma condigao do tipo (3.27) automaticamente verificada.

Os modelos SAR s@o normalmente introduzidos no contexto da
regressao, ou seja, sao os residuos de uma regressao linear que explica
as variagoes de grande escala, U =Y — X3, que sdo supostos seguir

um modelo SAR, e ndo as observagoes.

Usando a mesma notac¢ao matricial que em (3.23) obtém-se,

U=S5U+e
Y - XB=S(Y — XB)+e
Y=€¥j%l—$Xﬂ+e (3.28)
* (+%)
=SY + XB - SXB+e. (3.29)

Esta ultima expressao mostra que Y é dado como uma combinagao
de uma componente espacial (x) que incorpora uma ponderacao dos
vizinhos e uma componente de regressdo linear (xx). Esta tltima
componente pode ainda ser dividida numa componente de regressao
linear usual X e numa outra componente de regressao linear sobre
a matriz transformada SX. Se a matriz S é nula entao o modelo é

uma regressao linear comum.

Note-se que, usando S = oW no modelo anterior, se obtém,
Y:aWY—l—X,B—aWXﬂ—i—e
=aWY + XB—WX(af) +e€
onde, além da componente de regressao usual nas covaridveis, se tem

uma componente de regressao na média das covaridveis dos locais

vizinhos.
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Um modelo um pouco mais geral que este, foi criado por Durbin
(1970). Ele permite que a componente de regressdo na média dos vizi-
nhos das covaridveis tenha um coeficiente independente do coeficiente

da regressao nas covariaveis
Y =aWY + XB+ WXa; +e€

Os dois modelos serao iguais se a; = —ap.

3.5.3 Comparacao dos modelos CAR e SAR

Foi Brook (1964) que fez a distingdo entre a especificagio CAR e a
SAR para modelos espaciais. Neste texto sé se trataram modelos
CAR e SAR gaussianos e serd exclusivamente a eles que nos repor-
tamos. Uma comparagao das expressoes das distribuigoes conjuntas
(3.22) e (3.24) mostra que os dois modelos sao iguais desde que as

matrizes de covariancia sejam idénticas, isto é

(I-C)'D=(1-8)"'D (-9

ou, no caso de D = 721 = 0?I = D

(I-C) ' =8 (-5

em que D refere a matriz do modelo SAR.

Cressie(1993) demonstrou que todo o modelo SAR é um modelo
CAR’ mas deu um contra-exemplo da afirmacdo contraria.

De facto, o modelo CAR alarga o comportamento das inovagoes, que
no modelo SAR séo necessariamente independentes, permitindo a e-

xisténcia de dependéncia entre inovagoes de locais diferentes.

"Basta fazer C =S + 5’ — S'S.
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3.5.4 Aplicagoes

As figuras seguintes mostram os mapas coropletos das estimativas,
produzidas pelos modelos CAR e SAR, da razdo de mortalidade pa-
dronizada para o cancro de estdmago que temos vindo a tratar. Uma
vez que este risco relativo nao tem distribuicao gaussiana, utilizou-
se para fazer o ajustamento dos modelos, a transformagao dos da-
dos, Z; = log(Y; + 0.5)/E;, que provou ser suficientemente para os
simetrizar. Depois das estimativas calculadas aplicou-se a transfor-
magao inversa para que os mapas coropletos se pudessem comparar
com os apresentados anteriormente. Os parametros de ambos os mo-
delos foram estimados pelo método de maxima verosimilhanga usando

a matriz de vizinhangas por adjacéncia como matriz de pesos.

Na Figura 3.5 apresenta-se o mapa das estimativas do modelo CAR

e dos correspondentes residuos.

O valor estimado do parametro de auto-regressao p, referido em
(3.20), € 0.157. Por ser significativamente diferente de zero indica a
presenca de associacao espacial. O méaximo do logaritmo da verosi-

milhanca alcangado foi -57.748.

O mapa das estimativas do modelo, a esquerda, mostra um padrao
semelhante ao apresentado pelos mapas dos dados, Figura 3.1, e das
estimativas de Clayton e Kaldor, Figura 3.4, designadas de agora em

diante por estimaticas CK.

Sao claros dois aglomerados de valores elevados, um a norte, mais
pronunciado, e um outro a sul, separados por uma zona central de
valores baixos. A transigdo entre estes aglomerados parece, no en-
tanto, ser feita de forma mais suave que no caso das estimativas CK
o que dd ao mapa um aspecto mais regular. Isto deve-se ao facto

de, nos modelos auto-regressivos, a estimativa em cada bloco ser pri-
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Estimativas CAR Residuos

Figura 3.5 FEstimativas para a razao de mortalidade padronizada
calculadas através do modelo CAR (esquerda) e residuos do modelo
(direita) .

mordialmente influenciada pelos valores observados nos blocos mais

proximos de si, os seus vizinhos por adjacéncia.

A observacao do mapa dos residuos, a direita, parece indicar, se
exceptuarmos duas pequenas manchas a norte, uma de valores po-
sitivos e outra de valores negativos um pouco mais para sul, que os
valores positivos e negativos se encontram espalhados ao acaso. Alids
a variancia dos residuos é baixa e a sua distribui¢ao nao parece muito

enviesada o que indica que o modelo explica razoavelmente os dados.

Passemos agora a andlise dos resultados da aplicacdo do outro mo-
delo.

Na Figura 3.6 apresenta-se, a esquerda, o mapa das estimativas da

razao de mortalidade padronizada usando o modelo SAR e, a direita,
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o dos correspondentes residuos.

Estimativas SAR Residuos

Figura 3.6 FEstimativas para a razao de mortalidade padronizada
calculadas através do modelo SAR (esquerda) e residuos do modelo
(direita) .

O valor estimado do parametro de auto-regressao espacial p, referido
em (3.26), 6 0.112. Tal como no modelo CAR o seu valor é significati-
vamente diferente de zero indicando a presenga de associagao espacial.

O maéaximo do logaritmo da verosimilhanca alcangado foi -63.567.

No geral, 0 aspecto do mapa das estimativas é semelhante ao dos ou-
tros modelos estudados, mas uma observagao mais cuidadosa mostra
que o modelo SAR alisa mais fortemente as observagoes aproximando-
as ainda mais da média. O aspecto do mapa é também bastante

regular pelas razoes que apontamos anteriormente.

Os residuos tém uma distribuicao bastante equilibrada e, embora
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apresentem, tal como no caso anterior, algumas pequenas manchas, a
sua dimensao nao parece contrariar a capacidade do modelo explicar

o padrao espacial dos dados.

Evidentemente que os modelos que utilizdmos neste trabalho dao
uma palida ideia do conjunto de opgoes que existem na modelagao
de dados referentes a areas, tema que tem tido nos tltimos tempos
um grande desenvolvimento, especialmente no que diz respeito a uti-
lizacao de modelos hierarquicos. Sugerimos a propodsito os seguintes
artigos Natério (2001), Natério e Carvalho(2002, 2005), Natdrio e
Knorr-Held(2003), Held et al..(2005) relacionados com este tipo de

modelagao, aplicados a dados de natureza epidemiolégica.

A estimagao de parametros para os modelos que aqui apresentamos
foi deixada propositadamente de parte e sobre o assunto recomen-
damos a leitura de Cressie (1993) ou, mais especificamente para os
modelos CAR, os artigos de Besag (1975, 1977) onde o autor introduz
o método de estimagao de maxima pseudoverosimilhanga, que serd
apresentado no capitulo seguinte, e que estd especialmente adaptado

a estimagao destes modelos.
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Capitulo 4

Processos Pontuais Espaciais

4.1 Introducao e exemplos

A teoria dos processos pontuais surgiu com a necessidade de mode-
lar como aleatéria a localizagdo de acontecimentos de interesse. As
primeiras aplicagoes sao da drea da ecologia e das ciéncias florestais
(Goodall, 1952, 1970; Pielou, 1977; Ripley, 1987). No entanto, estes
processos viram ao longo dos anos diversificadas as suas aplicagoes:
arqueologia (Hodder e Orton, 1976), cosmologia (Neyman e Scott,
1958), geografia (Cliff e Ord, 1981), sismologia (Ogata, 1989) e epi-
demiologia (Diggle, 1983).

Central a aplicagao dos modelos de processos pontuais esta a cha-
mada hipétese de aleatoriedade espacial completa, que assume
que o nimero de acontecimentos numa regiao planar segue uma dis-
tribuicao de Poisson com média proporcional a area da regiao e ao
nimero médio de acontecimentos por unidade de drea (intensidade
do processo) e que, condicionalmente ao niimero de acontecimentos
na regiao ser n, as suas localizacoes formam ai uma amostra aleatéria

n—dimensional de uma distribui¢ao uniforme.
A rejeicao desta hipdtese é um pré-requisito minimo para qualquer
tentativa de modelacao de um padrao observado ja que esta opera di-

vidindo os padroes entre regulares e agregados (Mateu, 2004). Vdrios
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testes baseados em distancias e técnicas Monte Carlo foram desen-

volvidos com este propédsito (Diggle, 1983).

Na Figura 4.1 apresentam-se trés padroes espaciais bastante di-
ferentes, numa regido quadrada (200 pontos em cada). Os pontos
no grafico (a) obedecem & hipétese de aleatoriedade completa atras
descrita, pelo que o padrao espacial correspondente nao apresenta

nenhuma estrutura aparente.

Os pontos em (b) encontram-se distribuidos regularmente na regiao.
Estes padroes regulares surgem pela imposi¢ao de uma distancia mi-
nima entre acontecimentos (o que acontece, por exemplo, quando
estudamos a localizacao de arvores, que competem por luz, e isso

obriga a que mantenham uma distancia minima entre elas).

Finalmente o padrao observado em (c) corresponde a acontecimen-
tos fortemente agregados, fruto de algum mecanismo de agregacao ou

apenas devido a variagao ambiental.

Figura 4.1 Padrées simulados: (a) realiza¢ao da hipdtese de aleato-

riedade completa; (b) padrao regular; (c) padrdo agregado.

Estabelecida a existéncia de um padrao espacial distinto do postu-
lado pela hipétese de aleatoriedade espacial completa, surge a neces-

sidade da modelacao desses padroes, com a correspondente estimagao
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e testes aos valores dos parametros.

De inicio estes problemas restringiam-se a padroes pontuais com
poucas observagoes, onde pressupostos de estacionaridade e isotropia
eram essenciais, e os métodos assentavam essencialmente em abor-
dagens nao paramétricas, baseadas em estatisticas resumo. As refe-
réncias cldssicas mais importantes desta altura sdo Bartlett (1975);
Cliff e Ord(1981); Ripley (1981; 1988); Diggle (1983); Upton e Fin-
gleton(1985); Matérn(1986); Cressie (1991); Stoyan e Stoyan (1994);
Stoyan et al.(1995).

Com o desenvolver dos recursos computacionais e, em particular
com a aplicagao de métodos de Monte Carlo e outros métodos de opti-
mizagao numérica, o cenario alterou-se. Além disso, a inferéncia sobre
os processos pontuais baseada na verosimilhanca, cujo problema é a
propria funcao de verosimilhanga, quase sempre intratdvel matemati-
camente, pode agora ser feita recorrendo a um método de estimagao
baseado na chamada funcao de pseudoverosimilhanca definida por
Besag (1974, 1978).

Em resumo, a inferéncia que hoje em dia se faz recorre, frequente-
mente, a inferéncia baseada na verosimilhanca, com o uso de mo-
delos paramétricos flexiveis, muitas vezes incorporando covaridveis,
liberta dos pressupostos restritivos atrds mencionados. De entre as
referéncias modernas destacam-se van Lieshout (2000); Baddeley e
Turner(2000); Diggle (2003); Mgller e Waagepetersen (2003); Badde-
ley, Gregori, Mateu, Stoica e Stoyan (2006).

As aplicacoes que trataremos no decorrer deste capitulo sdo da
area das ciéncias florestais e ambientais - localizacao de arvores e

localizacao de incéndios em Portugal continental.

Os dois primeiros conjuntos de dados que apresentamos sao clas-
sicos da literatura dos processos pontuais, observados numa regiao

quadrada. O primeiro sao as localizacoes observadas de 65 mudas
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de pinheiro negro Japonés num quadrado de 5.7 metros de lado (Nu-
mata, 1961) e o segundo é parte de um conjunto de dados extraido
por Ripley (1977) de Strauss (1975), representando 62 localizagoes
de rebentos de Pau-Brasil, num quadrado de lado 23 metros, aproxi-

madamente - Figura 4.2.

() (b)

Figura 4.2 Localizagées de mudas de pinheiro negro Japonés (a) e
de rebentos de Pau-Brasil (b).

Enquanto que as mudas de pinheiro negro Japonés parecem localizar-
se de forma ‘completamente aleatéria’, os rebentos de Pau-Brasil
aparecem claramente aglomerados. Esta tltima constatacao nao sur-
preende os bidlogos, ja que estes rebentos se tendem a aglomerar

junto dos troncos do Pau-Brasil que lhes deram origem.

Os padroes espaciais podem ser mais complicados do que as figuras
anteriores sugerem. A regiao de amostragem dos pontos pode ter
uma forma arbitraria qualquer, em vez de ser um quadrado, como é

o caso dos dados que se seguem.

No terceiro exemplo temos as localizacoes da ocorréncia de todos

os incéndios em Portugal continental, no ano de 1975 - Figura 4.3 (a).
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Estes dados sao um subconjunto de uma base de dados mais vasta
que tem as localizacoes de todos os incéndios ocorridos nesta regiao,
de 1975 a 2005 - dados gentilmente cedidos pelo Prof. José Miguel

Pereira do Instituto Superior de Agronomia.

Temos ainda a informacao da area ardida em cada fogo, que esta
também representada, para o ano de 1975, na Figura 4.3 (b) - sendo a
area de cada circunferéncia centrada na localizagao de cada incéndio

proporcional & referida drea.

Figura 4.3 Localizagoes dos incéndios ocorridos em Portugal con-

tinental em 1975 (a) e sua correspondente dimensdo em termos de
drea ardida (b).

Verifica-se que a maioria dos incéndios (e também os maiores) ocor-

reram mais para o norte e centro-norte do pais.
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Os exemplos apresentados nestes curso referentes aos processos
pontuais sao exclusivamente analisados recorrendo ao pacote do soft-
ware R, spatstat (Baddeley e Turner, 2005, 2006). Este pacote per-
mite criar, manipular, fazer graficos de padroes espaciais e levar a
cabo andlises exploratérias dos dados, ajusta modelos de forma pa-
ramétrica (com base na verosimilhanga) e ainda permite a simulagéo

de modelos de processos pontuais.

Ainda no R ha outros pacotes para a andlise de processos pontu-
ais - spancs (Rowlingson e Diggle, 1993; Bivand, 2001), spatial
(Ripley, 2001), ptproc (Peng, 2003) e SS1ib (Harte, 2003) - mas a
nossa escolha incidiu no spatstat porque conjuga nele a possibili-
dade de levar a cabo tanto analises mais empiricas como modelagoes
paraméticas complexas, nao demasiadamente especificas da utilizagao

do conjunto de dados que as sugerem.

4.2 Processos pontuais espaciais

4.2.1 Nomenclatura e conceitos basicos

Esta seccao introduz, de forma abreviada e sem grandes formalis-
mos, 0s processos pontuais em R?, que se apresentam como modelos

matematicos para descrever padroes aleatérios de pontos.

Os dados aqui tratados provém de conjuntos nao ordenados de
pontos de R? x = {x1,...,2,}, n = 1,2..., que designaremos por
configuragdes (ou x = (), para a configuragio vazia). Estaremos
apenas interessados na familia IN das configuragoes ditas local-
mente finitas, que sdo tais que qualquer subconjunto limitado de

R? contém apenas um ndmero finito de pontos.

No caso mais simples, um processo pontual espacial X definido

em D é um subconjunto aleatério contdvel de um espaco D C R?
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e uma sua realizacao é um padrao pontual espacial x de pontos
(configuragdo). Por outras palavras, um processo pontual espacial
estd relacionado com um mecanismo estocastico que gera um conjunto
contavel de ocorréncias x; de um acontecimento de interesse no plano,

designados doravante por acontecimentos ou pontos.

Definicao 4.1. Define-se processo pontual espacial X em D C R?
como um subconjunto aleatorio localmente finito de R?. Ou seja X é
uma aplicagdo do espago de probabilidades (2, S,P) no espago men-
surdvel (IN,N), com

IN={zxCD:n(xs) <oco, ACD, de Borel, limitado},

onde n(xa) = N(A) é o nimero de pontos da configuragio  em A
e em que se define N' como a menor o-dlgebra de subconjuntos de IN
tal que para todo o conjunto A atrds referido, a aplicagdo de N' em

Ny que a cada x faz corresponder Np(A) é mensurdvel.

Como consequéncia da defini¢do anterior, N(A) é uma varidvel
aleatéria tomando valores finitos sempre que A C R? for uma regido

limitada.

Na pratica, uma representacao de padroes pontuais ou mapa nao
contém multiplos pontos exactamente numa mesma localizacao. As-
sim iremos aqui apenas considerar processos pontuais simples,

para os quais z; # x;, se 1 # j.

A medida de probabilidade induzida em N chama-se a distribui-

cao de X. Esta é entao determinada pelas probabilidades:

P(X €U), paraU € N.

Sao igualmente importantes as distribuigoes de dimensao finita

de um processo pontual X, que se definem como as distribuigoes
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conjuntas do vector (N(A;),...,N(Ay)) para todas as sequéncias

de borelianos limitados (41, ..., A;,) de comprimento finito m > 1:
P(N(Al) =nNi,.. ,P(Am) = ’er),

com n;, ¢t =1,...,m, inteiros nao negativos.

A distribuigdo de um processo pontual X em (IN, ') é completa-

mente especificada pelas suas distribui¢ées de dimensao finita.

Se A for uma regido com drea |A|, dizemos entdo que os proces-
sos que aqui consideramos, sendo processos pontuais simples, tém de
obedecer a condicao:

. P(N(A)>1)
lim ————————= =0,
|A]—0 A
o que lhes confere a designacao de processos ordenados. Este
termo refere-se ao facto de se poderem ordenar os acontecimentos

de forma nao ambigua com respeito a sua distancia a uma qualquer

origem escolhida.

A distribuigdo de um processo pontual pode ainda ser determinada
com recurso as probabilidades nulas de borelianos limitados A C
D:

va = P(N(A) =0).

Como assumimos que o processo pontual é simples entao a distribui-
¢ao de X é determinada pelo conjunto de valores de v4, percorrendo

A todos os conjuntos compactos.

Trataremos usualmente de processos pontuais espaciais estaciondarios

e isotrépicos:

Definigao 4.2. Um processo pontual espacial X diz-se estaciondrio
se a sua distribuicdo for invariante a translacées em R2. X diz-se
ainda tsotrdopico se a sua distribuicdo for invariante a rotagdes em
RQ
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A estacionaridade e a isotropia juntas produzem invaridncia ao
movimento. Informalmente, a estacionaridade implica que se po-
dem estimar as propriedades do processo de uma tunica realizagao
em D, explorando o facto dessas propriedades serem as mesmas em
sub-regides diferentes de D. A isotropia significa que nao ha efeitos

direccionais.

Os conceitos acima sao validos em processos observados em am-
bientes homogéneos e eram vulgarmente pressupostos nas primeiras
aplicacoes dos processos pontuais espaciais, visto que se estudavam
regides consideravelmente pequenas. Abandonamos estes pressupos-
tos sempre que exista informagao sobre covaridveis espaciais, que se

pensam afectar a intensidade local dos acontecimentos.

Em algumas aplicacoes podemos contornar o pressuposto da esta-
cionaridade através do uso de inferéncia delineada para tal (por exem-

plo, através do uso de vdrias realizagdes do mesmo processo).

Para um processo pontual estaciondrio e isotrépico tem muito inte-
resse considerar as seguintes fungoes distribuigoes associadas, respec-
tivamente, a distancia entre um ponto qualquer e um acontecimento

e a distancia entre um acontecimento e outro.

Define-se fungao distribuigao de contacto esférica ou fungao
distribuicao de espago vazio, e denota-se por F(t), a probabilidade
da distancia de um ponto arbitrario o (fixo) ao acontecimento mais

proximo ser menor ou igual a ¢:
F(t)=1—P(N(b,.) =0),

em que b, ; representa um circulo de raio ¢ centrado em o.

Esta fungao pode ser interpretada como a funcao distribuicao da
distancia aleatéria de um ponto arbitrario (origem de R?) ao acon-
tecimento mais préximo de X, ou ainda como a probabilidade de

um disco de raio t aleatoriamente localizado conter pelo menos um
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acontecimento.

Define-se fungao distribuigao do vizinho mais préximo, e
denota-se por G(t), a funcao distribuigao da distdncia de um acon-

tecimento arbitrario ao acontecimento que lhe estd mais préximo.

Note-se que a aplicacao de F(t) ou G(t) na caracterizagao de pro-
cessos pontuais é bem distinta, sendo particularmente importante
para padroes com agregacoes - enquanto que G(t) descreve os aspec-
tos distribucionais das agregacoes, F(t) caracteriza em particular os
espacos vazios entre elas. Esta observagao motiva a importancia da
funcao J:

_1-G()

A maioria dos processos pontuais encontrados na pratica sdo ob-
servados numa regiao limitada (quer seja esta ditada pela aplicagio
em causa ou porque se registam os dados numa janela de observagao
limitada W, menor que o espaco em estudo D e nele incluida, escol-
hida por conveniéncia). O mapa resultante contém entdo um niimero

finito de pontos.

Assim, apesar de os modelos serem frequentemente definidos como
processos em todo o plano, na pratica apenas os aplicamos a dados
de regioes planares limitadas, sendo tal suficiente para garantir que
0s nossos objectivos de estacionaridade e isotropia valem como uma
aproximagao razoavel dentro da regiao em questao - as regioes de
estudo sao frequentemente seleccionadas com este pressuposto em

mente.

No entanto, a diferenca entre assumirmos que os dados £ sao uma
realizagao de um processo pontual finito X definido apenas dentro
de uma janela W (caso limitado) ou que sao £ N W, uma realizagao
de um processo pontual X, que se estende por todo o R2, observada

parcialmente numa janela de observagao W (caso ilimitado), tem im-
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portancia a nivel inferencial. Neste dltimo caso temos de lidar com o

seguinte problema:

Defini¢ao 4.3. Referem-se como efeitos de fronteira (edge effects)

os problemas de dados faltantes causados por nao se observar X\W.

4.2.2 Processos pontuais marcados

Associado a cada ponto z num processo espacial pontual X pode-
mos ter uma varidvel aleatoria m, chamada uma marca. Esta marca
frequentemente encerra alguma informagao sobre o ponto ou outro

processo pontual.

Definicao 4.4. Seja X um processo pontual em D C R2. Dado um
qualquer espagco M, esteja uma "marca” aleatoria m, € M associada
a cada ponto x € X. FEntdo define-se um processo pontual marcado

de pontos em D e espago de marcas M como um processo pontual em

Dx M.

Frequentemente as marcas consistem ou num conjunto discreto de
etiquetas ou a parte positiva da recta real. No caso discreto, os acon-
tecimentos x sao classificados nos diferentes tipos possiveis, indicando

a marca m associada o correspondente tipo.

No caso continuo, a marca é usualmente uma medicao fisica, tal
como, por exemplo, quando x se refere a localizagao de uma particula
e m o seu volume ou a sua massa, ou quando x se refere a localizagao
de uma arvore e a marca m ao seu diametro do tronco ou a sua altura
ou ainda quando z se refere a localizagdo de um incéndio e m a sua
dimensao em termos de, por exemplo, drea ardida - veja-se Figura 7?7
(b).

Para estes processos as translagoes e as rotacoes actuam sobre o

processo pontual marcado movendo ou rodando, respectivamente, os
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pontos mas nao alterando as marcas.

Um processo pontual marcado é dito estaciondrio (respectivamente,
isotrépico) se o processo marcado transladado (respectivamente, ro-

dado) tiver a mesma distribui¢do do processo marcado original.

4.2.3 Propriedades de segunda ordem

Os métodos estatisticos para padroes espaciais pontuais envolvem fre-
quentemente a comparagao entre descrigoes sumarias empiricas dos
dados e as correspondentes descrigoes sumérias tedricas de um mo-
delo de processos pontuais. E contudo importante que as descri¢oes
sumdrias tedricas sejam derivadas do modelo subjacente em vez de

serem elas proprias avancadas como modelos de seu pleno direito.

Consideramos seguidamente varias descrigoes sumaérias tedricas de
processos pontuais e as correspondentes descricoes empiricas dos pa-
droes espaciais observados. Mais tarde apresentaremos os processos

pontuais que vém a ser propostos como modelos para os dados.

Como definir para os processos pontuais o andlogo as estruturas de

médias e covariancias para processos de valores reais?

Denote dx uma pequena regiao contendo o ponto z.

Definigao 4.5. As propriedades de primeira ordem de um processo
pontual espacial sao descritas através de uma fungao intensidade
(de primeira ordem):
E[N(d
Az) = lim E[N({dz)]

|da|—0 |dx]
E[N(4)]
Al
para todo o A, regido limitada e nao vazia de D C R%. Temos assim,

Para um processo estaciondrio A\(z) = A = constante

neste caso, a interpretagao simples da intensidade A como o niimero

esperado de acontecimentos por unidade de area.
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Defini¢ao 4.6. As propriedades de sequnda ordem de um processo pon-
tual espacial sao descritas através de uma fungao intensidade de
segunda ordem:

C [EN(d2)N(dy)
W’”‘dmﬁﬁ?ﬂo{ d]|dy] }

Para um processo estaciondrio, A\a(z,y) = A2(x — y); Para um pro-
cesso estaciondrio e isotrdpico, tem-se ainda que Aa(z — y) = Aa(t),

comt =||z -y, sendo || - || a distdncia euclideana.

Definig¢ao 4.7. Definimos densidade de covaridncia de um pro-

cesso pontual espacial como:

Para um processo estaciondrio e isotrépico, 9(t) = Aa(t) — A%, com

t=llz—yl

Definig¢ao 4.8. Define-se a intensidade num ponto x condicional a
existéncia de um acontecimento no ponto y, designando-se tal por

intensidade condicional, por:

Ae(zly) = lim

{E[N(dx)|acontecimento em y] } ~ Xo(x,y)
|dz|—0 '

|dz| A(y)

Para um processo pontual espacial estacionario, isotrépico e orde-

nado, temos que:

Ae(ly) = /\Q(Hw)\_ v _ /\2/\@). (4.1)

Este resultado, bem como a segunda igualdade da definicao ante-

rior, é consequéncia da seguinte proposicao:
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Proposicao 4.1. Para um processo pontual espacial ordenado temos

que:

. E(N (s
1. E[N(dz)] ~ P(N(dz) = 1) (@ limy g0 pramedel s — 1) :

2. E[N(dx)N(dy)] = P(N(dz) = N(dy) =1).

Definigao 4.9. Dizemos que temos um processo pontual espacial esta-

ciondrio (de sequnda ordem) reponderado se:

Aa(z,y)
AMz)A(y)

Note-se a estacionaridade reponderada é o analogo nos processos

= p(t), depende sé det=|z—y]|.

pontuais ao pressuposto comum na andlise de processos espaciais de
valores reais de que a média pode variar espacialmente enquanto que

a variagao em torno da média local é estacionaria.

A partir daqui, salvo explicita meng¢do em contrario, assumimos
sempre estacionaridade e isotropia (e ordenagdo). Nestas condigdes
ja vimos que a intensidade de primeira ordem tem uma interpretacao
facil, ndo acontecendo o mesmo com a de segunda ordem. Assim

surge a necessidade do seguinte:

Definigao 4.10. Uma caracterizacdo alternativa das propriedades de
seqgunda ordem de um processo estaciondrio e isotropico € dada pela

fungao de seqgundo momento reduzido, K(t), dada por:

K(t) =2n)\"2 /t Az (w)u du.
0

A relagao entre K (t) e A2(t) para um processo pontual espacial

estaciondrio, isotrépico e ordenado pode-se ainda escrever como:

)\K(t)_Qﬂ'/\l/t)\g(u)udu & Aa(t) = N227mt) LK (1) (4.2)
0
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A real importancia da definicdo anterior é que K(t) pode ser ex-
presso como o valor esperado de uma quantidade observével, que por

sua vez sugere como o poderemos estimar dos dados:

Proposigao 4.2. Sendo No(t) é o nimero de outros acontecimentos
dentro de uma distancia t de um acontecimento arbitrdrio, temos
que

K(t) = \'E[No(t)],

Demonstragao:

Da Proposicao 4.1 decorre que o nimero esperado de outros acon-
tecimentos dentro de uma distancia t de um acontecimento arbitrario,
E[Ny(t)], pode ser calculado pela integracao da intensidade condi-
cional sobre um disco de centro, por exemplo, na origem, o, e raio

t:

27 t
E[No(t)] :/ / Ac(r|o)r drdf = (por (4.8))
o Jo
2r [* .
= Ao(r)rdr = (pela definigao de K(t))
0
21 N2 K (t)
=X o = AK (2).
|
Observagoes:

1. Observe-se que a proposicao anterior serve por vezes de defini-
¢éo da fungdo K (t) sendo, nesse caso, a definicdo aqui apresen-
tada uma sua consequéncia.

2. A proposigao anterior sugere porque é que uma estimativa de

K (t) seria util para descrever um padrao espacial observado:
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e para padroes em que os acontecimentos tém grande proba-
bilidade de estar rodeados de um espago vazio, o niimero
esperado de outros acontecimentos dentro de uma pequena
distancia serd relativamente pequeno;

e para acontecimentos que tendem a aparecer aglomerados,
o numero esperado de outros acontecimentos dentro de

uma pequena distancia sera relativamente grande.

3. De um ponto de vista prético a vantagem de trabalhar com K (t)
em vez de A2(t) é que o primeiro é mais facilmente estimado de
forma automaética dos dados;

4. A fungdo K é invariante sob estreitamentos aleatdrios. Ou
seja, se cada acontecimento do processo for retido ou nao de
acordo com uma série de provas Bernoulli independentes, entao
a funcao K do processo resultante estreitado é idéntica & do

processo inicial.

Combinando as defini¢oes de ¥(t) com a definigdo de K (¢) obtemos:

K(t)=2mA"1 /t(ﬁ(u)+)\2)udu— (4.3)
0
= 7t? A2 t w)u du.
— 7t 4 27 /019() d

Assim a funcdo 7t? fornece uma marca de referéncia importante na
interpretagao de K(t). Para padroes regulares veremos que K (t) <

7t? e o contrario para padroes agregados.

Definigao 4.11. Para um processo estaciondrio reponderado tem-se a

sequinte extensdo da defini¢cdo da funcdo K :

K (t) = 271'/0 p(x)x dx,

que se reduz d primeira equagao de 4.2, no caso de estacionaridade.
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4.2.4 Propriedades de ordem superior e distribuicoes

de vizinhos mais proximos

As propriedades de segunda ordem sdo um bom ponto de partida,
mas devemos lembrar-nos que podem existir dois processos pontuais
completamente distintos com exactamente as mesmas propriedades
de segunda ordem. No entanto, as propriedades de ordem superior
a dois para descrever os processos pontuais espaciais podem ser bas-

tante dificeis de interpretar.

Uma alternativa possivel é o uso das seguintes duas funcoes distri-
buigao j4 anteriormente definidas, que servem como descrigoes suma-

rias adicionais dos processos pontuais espaciais:

1. F(t), a fungao distribuigdo de contacto esférica, funcao distri-
buicao da distancia de um ponto arbitrario ao acontecimento
que lhe estd mais préximo;

2. G(t), a fungao distribuigao da distdncia de um acontecimento
arbitrario (que podemos situar na origem) ao acontecimento

que lhe estd mais préximo.

A expressao destas fungoes é, na maioria das situagoes, analitica-
mente intratavel, o que limita um pouco a sua utilidade enquanto

ferramentas para a construgao de modelos.

4.2.5 O Processo de Poisson homogéneo

Dizemos que um padrao espacial é completamente aleatdrio se for
uma realizagdo de um processo de Poisson homogéneo. Este é o mo-
delo estocastico mais simples e importante na modelacao de padroes
espaciais pontuais, no qual assenta toda a teoria dos processos pon-

tuais:
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Definigao 4.12. Um Processo de Poisson homogéneo, designado
daqui em diante simplesmente por processo de Poisson, caracteriza-se

pelas sequintes propriedades:

PP1 Para algum X > 0 e uma qualquer regiao finita planar A, N(A)
seque uma distribuicdo de Poisson com média A A|.
PP2 Para quaisquer duas regides disjuntas A e B, as varidveis aleatorias

N(A) e N(B) sdo independentes.
O parametro X do processo de Poisson € a sua intensidade.

A aplicagdo do processo de Poisson homogéneo usa-se como um
padrao idealizado de aleatoriedade espacial completa que, ainda que
nao seja atingivel na pratica, tem um papel central como modelo nulo
e como ponto de partida para a construgao de modelos realisticos para

os padroes pontuais.
Proposicao 4.3. O processo de Poisson € estaciondrio e isotropico.

Proposicao 4.4. Para um processo de Poisson tem-se que:
Aa(t) =A%, t>0
e, consequentemente, também que:

Kt)y=nt* t>0

Demonstragao:

ENUONGL) e

Ao (x,y) = dml}f;ﬁ}ﬁo{ |dz||dy|
. {E[N(dx)] X E[N(dy)]} -

= m
|dz|,|dy|—0 |dz||dy]

:dgﬁo{%} ngng{%}:

= Az) x AMy) = \?, por estacionaridade.
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A expressao de K (t) segue entao da primeira equacao de (4.2).
|

Este resultado sobre K (t) era o esperado, dada a sua interpretacao
(Proposicao 4.2). Os acontecimentos num processo de Poisson estao
localizados independentemente uns dos outros. Assim, a existéncia de
um acontecimento em x nao influencia o niimero de acontecimentos
extra dentro de uma distancia ¢ de . Sendo A o numero esperado
de acontecimentos por unidade de area, o niimero esperado de outros

acontecimentos dentro de uma distancia ¢ de x, E[Ny(t)], é Art?.

Sendo o processo de Poisson o padrao de aleatoriedade espacial
completa, o ponto de referéncia para a comparagiao de K(t), mt?,

atras descrito, é agora evidente.

Proposicao 4.5. Para um processo de Poisson as fungoes distribui¢cao

do wvizinho mais prézimo G(t) e F(t) sdo iguais dadas por:

Demonstragao:

Este resultado decorre de PP1 e do facto de a existéncia de um
acontecimento num determinado ponto, digamos g, nao ter efeito na
distribuicao do nimero restante de acontecimentos num disco com o

centro em xg:

F(t) =G(t) = P(N(rt?) > 0) =
=1— P(N(nt?) = 0) = 1 — exp(—rt?).
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Proposicao 4.6. Consideremos a restricao de um processo de Pois-
son X a um conjunto compacto A C R2, sob a condicio de que
N(A) =n. O processo pontual formado por estes n pontos em A tem
a mesma distribuicao do que n pontos independentes e uniformemente

distribuidos em A.

E a partir deste resultado que a simulagao de um processo de Pois-
son se faz. Se estivermos interessados em fazé-lo numa janela W
teremos primeiro de simular uma variavel aleatéria de Poisson para
determinar o ntimero n de pontos que ai se vao encontrar e depois
as suas posigoes podem ser obtidas pela geracao independente de n

pontos de uma distribui¢cao Uniforme em W.

Na Figura 4.8 apresentam-se trés realizagoes simuladas do processo
de Poisson numa janela quadrada de lado unitdrio (100 pontos).
Repare-se que que este processo pode levar a formacao de padroes

mais ou menos agregados.

Figura 4.4 Trés realizagées simuladas do processo de Poisson (100

pontos).

Estes processos de Poisson sao fundamentais enquanto processos de

referéncia, para ferramentas exploratérias e de diagnostico e também
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quando modelos de processos pontuais espaciais mais avancados sao

construidos.

4.2.6 O Processo de Poisson nao homogéneo

Quando a intensidade constante A de um processo de Poisson é subs-
tituida por uma intensidade espacialmente varidvel, A\(x), obtém-se
uma classe de processos pontuais nao estacionérios, processos de Pois-

son nao homogéneos.

Definigao 4.13. Um processo pontual diz-se um Processo de Pois-

son nao homogéneo se:

NH1 O numero de acontecimentos numa dada regiao planar do es-
paco A, N(A), seque uma distribui¢ao de Poisson com média
dada por Ax)dz, para uma qualquer fung¢ao nao-negativa
A(z).

NH2 Dado que N(A) = n, osn acontecimentos formam uma amostra
aleatdria da distribuicdo em A com fung¢do densidade probabili-
dade proporcional a \(z).

NHS3 Para duas quaisquer regides disjuntas A e B, as varidveis aleatorias
N(A) e N(B) sdo independentes.

Estes processos de Poisson nao homogéneos providenciam uma mol-
dura possivel para a inclusdo de uma tendéncia espacial (modificagao
na fungédo intensidade sobre a regido de observacao), A(z) = A(z;0),
ou a introdugéo de covaridveis z1(z), z2(x), ..., zp(x) na andlise dos

padroes espaciais, via a funcao intensidade:
AMz) = Az1(x), z2(2), - . ., 2p(2)).

Proposicao 4.7. Um processo de Poisson mnao homogéneo satisfaz o

sequinte:
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1. E estaciondrio de seqgunda ordem repesado, desde que \(x) es-
teja convenientemente limitado a nao tomar o valor zero.
2. A sua intensidade de sequnda ordem repesada € dada por p(t) =

1.
3. A sua funcdo K repesada é dada por Ki(t) = wt2.

Um processo de Poisson nao homogéneo com fungao intensidade
A(z) produzird aglomerados aparentes de acontecimentos em regioes
com intensidade relativamente alta - os aglomerados obtidos desta
forma prendem-se com a heterogeneidade ambiental. Veja-se o exem-
plo da Figura 4.5 em que se representa o padrao espacial obtido em
Portugal continental por simulacao de um processo de Poisson nao

homogéneo em que a funcao intensidade é crescente com a latitude,

Mz, y) < y:

T
100

80

20

Figura 4.5 Realizacao simulada de um processo ndao homogéneo com

intensidade A(z,y) < y, em Portugal continental.
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4.2.7 Aplicagoes

Qualquer estudo de padroes espaciais deve comegar com uma analise
exploratoéria dos dados. Para este tipo de dados é aconselhado ini-
ciar esta andlise com uma avaliagdo da homogeneidade espacial do
fenémeno em estudo, usando ferramentas como estimativas alisadas
kernel da intensidade do fenémeno (Diggle, 1985) - disponiveis no
spatstat como fungdo ksmooth.ppp - ou como métodos LISA (Lo-

cal Indicators of Spatial Association), Anselin (1995).

Na Figura 4.6 mostram-se os graficos das estimativas kernel da
intensidade dos padroes pontuais observados nos casos das mudas
de pinheiro negro Japonés e dos rebentos de Pau-Brasil, obtidos no
spatstat, bem como os préprios pontos observados. Verifica-se ndao
parecer haver tendéncias na intensidade estimada em qualquer dos

Casos.

120

100

80

60

40

Figura 4.6 Estimativas kernel da intensidade dos padrées espaciais
observados no caso das mudas de pinheiro negro Japonés (esquerda)

e dos rebentos de Pau-Brasil (direita).

Na Figura 4.7 apresentamos o mesmo tipo de grafico para o exemplo
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das localizagoes dos incéndios registados em Portugal continental em
1975. Equacionamos se havera falta de homogeneidade neste caso,
claramente a intensidade é muito superior no centro-norte e norte do

pais.

8e-09

6e-09

4e-09

2e-09

Figura 4.7 Estimativas kernel da intensidade dos padréoes espaciais
observados no caso dos incéndios em Portugal continental no ano de
1975.

No caso de se considerarem os dados espacialmente homogéneos, o
proéximo passo sera a andlise exploratéria usando estatisticas resumo
padrao tal como a funcao K, por exemplo, que devem ser estimadas
dos dados.

Se os dados forem considerados espacialmente nao-homogéneos, en-
tao ha um grande limite ao que se pode fazer por agora em termos
de anédlise exploratéria. Uma excepgao a esta observagao é a funcao
K nao homogénea, implementada no spatstat como Kinhom, que

ainda contém algumas outras fungoes que generalizam as técnicas
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exploratorias aos processos nao homogéneos.

4.2.8 Estimacgao das propriedades de segunda or-

dem

Seguidamente apresentamos a estimagao nao-paramétrica de algumas
das medidas resumo mais importantes dos processos pontuais antes
descritas, ferramentas uteis para se fazer uma andlise exploratéria
dos dados. Note-se, contudo, que estas caracteristicas ainda tém um
papel muito importante no caso paramétrico, em que se usam modelos

de processos pontuais.

Nos processos pontuais frequentemente a analise estatistica assenta
em apenas uma amostra do processo e tal através de uma janela
limitada W. Assim tem de se assumir que os padroes observados sao
amostras de um processo pontual estacionario e ergddico, para que a

andlise estatistica possa ser levada a cabo.

Na pratica, ou os pressupostos acima sao plausiveis para os dados
ou temos de prosseguir numa base ad hoc de que o pressuposto é
verdade, sujeitando as nossas conclusoes a reserva de que apesar das
caracteristicas resumo poderem ser um valor possivel, no caso nao

estaciondrio, nao terao a mesma interpretagao.

A énfase da estimacao serd na funcao K, ja que se tivermos uma
sua estimativa podemos sempre usar a segunda equagao de (4.2) para

determinar a correspondente estimativa de Az (t).

Sendo K (t) a estimativa de K (t), escolhemos uma largura de banda

h > 0, fazemos a aproximagao

R(t) ~ K(t—i—h}z—K(t)

e deduzimos a estimativa de Az (t):

Aa(t) = N2(2mt) LK (1),
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produzindo uma estimativa para A2 (t) tipo histograma em intervalos
h de t.

Estimacao de K(t)

Vimos atrds que a fungéo K (t) pode ser dada por AK (t) = E[Ny(¢)].

Representando a intensidade A o niimero médio de acontecimentos
por unidade de area, um seu estimador ébvio é o nimero de acontec-

imentos observados por unidade de area:

. n
A= —0.
(W

Sendo E(t) = E[Ny(t)] o niimero esperado de outros acontecimentos
dentro de uma distdncia ¢t de um acontecimento arbitrario e d;; =||
x; —x; || a distdncia entre os acontecimentos z; e x;, definimos para

E(t) o seguinte estimador:

n n

em que I(-) denota a funcdo indicatriz. Este estimador obtém-se
simplesmente substituindo um valor esperado pela correspondente

média amostral.

Este estimador é enviesado negativamente por causa dos efeitos
fronteira - para um qualquer acontecimento que esteja a uma dis-
tancia da fronteira de W inferior a ¢, o niimero observado de outros
acontecimentos que dele distem menos de t nao contabiliza necessari-
amente aqueles acontecimentos que estao nessas circunstancias mas

que caem fora de W.

H4 varias formas de corrigir este problema, baseadas na inclusao

de pesos. Por exemplo (Ripley, 1976):
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e Defina-se w;; como a proporcao da circunferéncia centrada em
x; e raio dado pela distancia d;; que cai dentro de W.
Para um processo estacionério e isotrépico w;; é a probabilidade
condicional de um acontecimento ser observado, dado que se
encontra a uma distancia d;; do acontecimento x;.
Note-se que w;; poderd ser diferente de wj;;, desde que qualquer
uma das correspondentes circunferéncias nao esteja totalmente

dentro de W.

e Temos entao o seguinte estimador centrado de E(t):
. 1 " I(di; <t)
b= L3S 1050
n 4 Wij

Desta forma obtemos o seguinte estimador para K (t), tornando
claro que funcao K esta intimamente relacionada com a distribuicao

da distancia inter-acontecimentos:

. 1 G I(di <)
K(t) FIlezijjzj ~

i=1 j#i
1 "GN I(diy <)
~ ——— (W] —==, (4.5)
n(n — 1) ; ; wij

sendo a aproximagao numericamente indiferente para valores grandes

de n, mas tecnicamente conveniente.

Este estimador é aproximadamente centrado para valores de ¢ sufi-
cientemente pequenos, sendo esta restricao sobre ¢ necessaria porque

08 pesos {wul} podem vir ilimitados a medida que o ¢ aumenta - o

que nao constitui problema na pratica.

Verifica-se que os maiores pesos {w;l} tenderao a estar associados

a pares de pontos mais distanciados, pelo que Var(K (¢)) tipicamente

tenderd a aumentar com t.
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A determinagao dos pesos pode ser explicitamente obtida para for-
mas simples da regiao W, como por exemplo quando W é rectangular

ou circular (e.g. Diggle, 2003, pigina 51).

A distribuicao por amostragem de K (t) é intratavel analiticamente,
excepto no caso de um processo de Poisson homogéneo. Dado um
qualquer modelo e uma qualquer regiao W, a distribuigao por amos-

tragem de K (t) pode ser estimada por simulagao directa.

Contudo a expressio tedrica da varidncia de K (t) num processo de
Poisson homogéneo pode ser 1til para uma inspecgao inicial de um
grafico de K (t). Apresentam-se de seguida algumas alternativas para

tal, onde se assume que o nimero de acontecimentos n em W é fixo:

e Aproximagao assimptética de Ripley (1988) (precisa para valo-

res relativamente pequenos de t):

) =2 W[ \?> [ wt? N 0.96Pt3 N 0.13n Pt

v = —

" n—1) \[w] " [W] WE )
sendo P o perimetro de W.

e Forma exacta de Lotwick e Silverman (1982), assumindo que

W é rectangular:

n—1

onslt) = (5 ) VR8O — (0) + (0~ 2)aa(0).

onde:

b(t) = 2| W[~ 11 — 7t? /|W|) + |[W|~2(1.0716 Pt* + 2.2375t%),
ay(t) = [W|~2(0.21Pt3 + 1.3t%) e
as(t) = [W|73(0.24Pt° + 2.62t°),

férmulas vélidas para ¢ menor ou igual que o menor lado do

rectangulo W.
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e Aproximagao de Chatwynd e Diggle (1998) para qualquer forma
W
2(W?
vep(t) = - ((3 = 2n)my(t) + 2(n — 2)ms(t) + ma(t)),

onde:

Xn Zn — Xn Wﬁ —4Z, +2X,
ma(t) = MER ms(t) = I EIR my(t) = @ ;
2
_ : _ 2, _ .
Wa=D 3 0us Xn=2 2 ¢ Zn=> (D ¢ :
i=1 i i=1 i i=1 \ i

¢ij = 0.5(wij +wii) (|| © — x5 ||< 1),

Assim, para uma anédlise exploratdria da estrutura de segunda or-
dem de padroes proximos da aleatoriedade espacial completa, é tutil
colocar em gréfico as estimativas K (t), eventualmente com limites de
erros baseados nas expressoes acima - por exemplo v g para regioes

rectangulares e vop para regioes irregulares.

No entanto para padroes claramente diferentes da aleatoriedade
espacial completa estas aproximacoes baseadas na Poisson nao sao
de confianga. Quando se formula um modelo paramétrico, os erros
padrao podem ser estimados por simulagao do referido modelo. Na

auséncia deste pode recorrer-se ao seguinte estratagemas:

Subdividir W em m sub-areas iguais, estimar K (t) separadamente
em cada sub-drea ¢ (designe-se por k; o correspondente estimador af)
e usar a variancia empirica sobre estes. Assim obtém-se o estimador

global:
_ 1 &
K(t)=— ki,
(t) m;

com variancia aproximada dada por:

> (ki — K (1)),

=1

Var(K (1)) = ﬁ
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Note-se que este estimador de K (t) espera-se menos eficiente que
K (t), j& que ndo usa a informagao de pares de acontecimentos que se
encontrem em sub-areas distintas, o que pode ser problematico para
valores pequenos de n. Além disso na estimacdo da sua variancia
assumem-se independentes os estimadores k; entre sub-areas, o que

s6 serd verdade no caso de um processo de Poisson homogéneo.

Assim sugere-se que o uso deste estimador seja restrito ao caso
de pequenos valores de t ou quando a divisao artificial de W seja

substituida por replicacao genuina.

Proposicao 4.8. No caso de o processo nao ser homogéneo, ser esta-
ctondrio repesado e, pouco realisticamente, a sua intensidade de primeira
ordem A(z) ser conhecida, pode-se estimar Ki(t) fazendo em (4.5)
uma modificacdo que consiste num re-escalonamento das distancias
inter-acontecimentos pelo produto das intensidades de primeira ordem
nas correspondentes duas localizacoes:

K(t)\ Zzw dl]<t)

i=1 j#i M)

Quando se tenta usar um estimador da intensidade de primeira
ordem A(x) em vez da prépria intensidade A(z) acaba-se por ter bas-
tantes problemas na pratica - por causa da dificuldade em distinguir
empiricamente entre a ndo constincia de A(x) e a dependéncia entre
acontecimentos do processo. E portanto muito dificil, na pratica, esti-
mar nao parametricamente em simultaneo as propriedades de primeira

e de segunda ordens de um processo estacionario repesado.

4.2.9 Aplicagoes

Relativamente ao exemplo das mudas de pinheiros negros Japoneses,
apresentam-se de seguida as estimativas da funcao K. Os graficos

foram construidos recorrendo ao pacote do R spatstat - funcao Kest.
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Na Figura 4.8 temos, & esquerda, a funcao K estimada (linha sélida)
e a fungdo K sob a validade da hipdtese de aleatoriedade espacial
completa (a tracejado) e & direita representa-se a fungéo K estimada
menos o correspondente valor tedrico desta fungao (linha sélida) e
também limites dados, sob a validade da hipdtese de aleatoriedade
espacial completa, por mais e menos 2 desvios padrao calculados com
base nas férmulas de Lotwick-Silverman. Repare-se que, neste ultimo
grafico, o valor da estimativa se encontra dentro dos limites tedricos,
sugerindo compatibilidade dos dados com a hipdtese de aleatoriedade

espacial completa.
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Figura 4.8 K(t) (linha a cheio) e a correspondente funcio tedrica
sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa (K (t) = wt?) (es-
querda) e (K(t) — it?) e correspondentes ‘limites de confianca’ (di-

reita), para os dados das mudas de pinheiro negro Japonés.

Apresentam-se agora as estimativas da funcdo K para o exemplo
dos dados dos rebentos do Pau-Brasil - Figura 4.9. Repare-se que
aqui claramente os dados sao incompativeis com a hipétese de aleato-
riedade espacial completa - certamente por causa do padrao agregado

que ja tivemos oportunidade de observar anteriormente.
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Figura 4.9 K(t) (linha a cheio) e a correspondente funcio tedrica
sob a hipdtese de aleatoriedade completa (K (t) = 7t%) (esquerda) e
(K(t) — 7rt2) e correspondentes ‘limites de confianga’ (direita), para

0s dados dos rebentos de Pau-Brasil.

Na Figura 4.10 apresentamos as estimativas da funcao K para o
padrao espacial simulado de um processo de Poisson nao homogéneo
representado na Figura 4.5. Do lado esquerdo encontra-se a estima-
tiva assumindo a homogeneidade do processo subjacente e do lado

direito a falta da mesma.

Verifica-se que a estimativa da fung@ao K, considerando incorrecta-
mente que existe homogeneidade nos dados, estd mais distante do
verdadeiro valor tedrico desta funcao sob a hipétese de aleatoriedade
espacial completa. Mais, esta estimativa sobre-estima esta funcao,

com as consequéncias ¢bvias que decorrem da proposicao (4.2).

Na Figura 4.11 dispoem-se as estimativas da funcao K para os da-
dos das localizagoes dos fogos registados em 1975 em Portugal con-

tinental. Do lado esquerdo fazemos a estimagao ignorando alguma
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Figura 4.10 K (t) (linha a cheio) e a correspondente fungio tedrica
sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa (K (t) = wt?), assu-
mindo homogeneidade (esquerda) e falta de homogeneidade (direita),

para os dados simulados representados na Figura 4.5.

falta de homogeneidade dos dados e do lado direito consideramos que

os dados nao sao homogéneos.

4.2.10 Estimacao das funcoes distribuicao do es-

paco vazio e do vizinho mais proximo

Estas funcoes sao naturalmente bem estimadas através das corres-

pondentes funcoes distribui¢ao empiricas.

Para a estimagao da fungao distribuigdo do espago vazio, F(t),
cubra-se W com uma grelha fina de m pontos e represente d; a dis-
tancia do i-ésimo ponto ao acontecimento mais préximo. Entao, a
correspondente fungao distribuigao empirica é:

m
. o I(d; <t
Py = Zim LB <D (16)

m
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Figura 4.11 K(t) (linha a cheio) e a correspondente fungio tedrica
sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa (K (t) = wt?), assu-
mindo homogeneidade (esquerda) e falta de homogeneidade (direita),
para os dados da localizagoes dos incéndios em Portugal continental

em 1975.

Por causa dos efeitos fronteira este estimador é enviesado, podendo
uma possivel solugao ser a de usar apenas aqueles pontos que se en-

contram a pelo menos uma distancia ¢ da fronteira de W.

Definindo assim e; como a distancia do i—ésimo ponto ao ponto da
fronteira de W que lhe estd mais proximo, temos o seguinte estimador
centrado de F(t):

po i L(ei >t di < t)
FO =25 T =

(4.7)

O aumento do niimero de pontos na grelha m nao é problema hoje
em dia com as facilidades computacionais a nossa disposicao, o que
permite encontrarmos uma curva empirica F' bastante alisada. No
entanto nao nos devemos esquecer que a precisao estatistica deste

estimador continua limitada por n, o nimero de acontecimentos.
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Para a fungao distribui¢do do vizinho mais préximo, G(t), usamos
o mesmo tipo de estimagao, mas medindo as distancias d; do i-ésimo
acontecimento ao acontecimento que lhe estd mais préximo e as dis-
tancias e; do i—ésimo acontecimento ao ponto que lhe estd mais pré-

ximo na fronteira de W. Assim temos:

fop i (e > t,di < 1)
o= S (e > t)

(4.9)

Na pratica, se o nosso objectivo é apenas o de comparar estimativas
calculadas a partir dos dados com estimativas calculadas da simulagao
de modelos hipotéticos, os efeitos fronteira podem ser ignorados e os
estimadores F(t) e G(t) usados.

4.2.11 Aplicacoes

Na Figura 4.12 apresentam-se as estimativas das fungoes distribuicao
do espago vazio e do vizinho mais préximo (linhas a cheio), para
os dados das mudas de pinheiro negro Japonés. Na Figura 4.13
apresentam-se as mesmas estimativas para os dados dos rebentos
de Pau-Brasil e na Figura 4.14 para os dados das localizagoes dos
incéndios em Portugal Continental em 1975. A linha a tracejado cor-
responde a correspondente funcao tedrica sob a validade da hipotese
de aleatoriedade espacial completa. Estes gréficos foram produzidos

com recurso as fungoes Fest e Gest do pacote spatstat do R.
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Figura 4.12 Funcgdes distribuicdo empiricas das distancias de vizi-

nhos (a cheio), para as mudas de pinheiro negro Japonés.

F(t) G(t)

Figura 4.13 Funcoes distribuicao empiricas das distancias de vizi-

nhos (a cheio), para os rebentos de Pau-Brasil.

4.3 Teste a hipotese de aleatoriedade es-

pacial completa

A hipétese de aleatoriedade espacial completa é usada para dividir

padroes em regulares ou agregados e os testes estatisticos a ela asso-
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Figura 4.14 Funcdes distribuicao empiricas das distancias de vizi-
nhos (a cheio), para as localizagées dos fogos em Portugal Continental
em 1975.

ciados servem de forma de exploracao das configuragoes observadas,

ajudando na formulagao de modelos alternativos adequados.

Estes testes devem ser encarados como anélise preliminar da mode-
lacao dos padroes espaciais pontuais. Sao testes usando a metodologia
de simulagao Monte Carlo e fazem parte das primeiras ferramentas

estatisticas usadas na analise dos processos pontuais.

Teste usando distancias ao vizinho mais préximo

Em muitas situacoes praticas, se existem interacgoes entre aconteci-
mentos, elas existem em pequena escala, para aquelas ocorréncias que
se encontram préximas no espaco - por exemplo as plantas competem
por nutrientes com aquelas outras plantas que a cercam. Nestes ca-
sos, as distancias entre acontecimentos vizinhos fornecem uma forma

objectiva de nos concentrarmos na interaccao de pequena escala.

Podemos entao comparar a distribuigao destas distancias G(t), sob
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a hipétese de aleatoriedade espacial completa, (4.4), com a correspon-
dente distribuicdo empirica, G(t), (4.8) ou (4.9), através de grafico
de uma contra a outra - esperando obter, no caso de valer a hipétese,
um grafico aproximadamente linear. Por facilidade de exposicao do

que se segue denotamos nesta secciao G(t) por Gy (t).

Para avaliar a significancia ou outras formas de desvio da lineari-
dade, a abordagem convencional seria a consideracao da distribuigao
por amostragem de G (t), sob a validade da hipétese de aleatoriedade

espacial completa, mas tal tarefa nao se revela simples.

Assim, recorre-se a uma abordagem baseada em simulagao de Monte
Carlo. Calculam-se entao fungoes distribuigao empiricas Gi(t), 1=
2,3...,s, para cada uma de (s — 1) simulag¢des independentes de n
acontecimentos independentes e uniformemente distribuidos em W,
e definem-se involucros de simulagao inferior e superior, respectiva-

mente, por L

U(t) = max{G;(t),i =2,3...,s}

Também podemos por estes invélucros em grafico contra G(t).
Além disso tém a propriedade de, para cada ¢, e sob a validade da
hipétese de aleatoriedade espacial completa,

. A 1
P(Gi(t) < L(t)) = P(G1(t) > U(t)) = "
Uma forma de fazer um teste de Monte Carlo a hipétese de aleato-

riedade espacial completa é usar a seguinte medida de discrepancia

u; entre as distribuigoes empiricas (dos dados e das simulagoes) e a

1Chamamos a atengio que na construgio dos invélucros por simulagio Monte

Carlo utiliza-se sempre a mesma metodologia - conferir com a subseccao 2.3.2.
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verdadeira distribuicdo de G(t) e verificar se a dos dados é superior

a das simulagoes:
i = / (Ga(t) — G())* dt,

sendo G(t) frequentemente substituido na avaliagdo por

> G5t
Gilt) = Z——

Aplicagoes

0.6 0.8 1.0
I

G(t), invélucros
0.4

Figura 4.15 Distribuicao empirica das distancias ao vizinho mais
proximo e involucros contra a correspondente distribuicdo tedrica,

sob a hipotese de aleatoriedade espacial completa.

Na Figura 4.15 encontra-se, relativamente ao exemplo das mudas de
pinheiro negro Japonés, a fungao distribuicao empirica das distancias
ao vizinho mais proximo contra a distribuigao teérica desta fungao sob
a validade da hipétese de aleatoriedade espacial completa (a cheio) e
os correspondentes invélucros superior e inferior calculados com base

em 99 simulagoes da aleatoriedade espacial completa (a tracejado).
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Este grafico sugere a aceitagao desta hipdtese, o que é confirmado
pelo teste Monte Carlo efectuado com base nos postos dos u; acima

definidos (valor p do teste igual 0.58).

Seguidamente mostramos na Figura 4.16 o mesmo tipo de gréfico,
mas agora para os conjuntos de dados dos rebentos de Pau-Brasil

(esquerda) e das localizagoes dos incéndios em Portugal Continental

em 1975 (direita).
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Go(?) Go(t)

Figura 4.16 Distribuicao empirica das distancias ao vizinho mais
proximo e nvolucros contra a correspondente distribuicdo tedrica
sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa, para os dados dos
rebentos do Pau-Brasil (esquerda) e os dados das localizagées dos in-

céndios (direita).

Verifica-se em ambos os casos que os graficos apontam no sentido
da rejeicao da hipdtese de aleatoriedade espacial completa, o que é
confirmado pelos testes de Monte Carlo que, em ambos os casos,

resultam num valor p de 0.01.
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Teste usando distancias entre um ponto e o acontecimento

mais proximo

Por analogia com o procedimento empregue para as distancia ao vi-
zinho mais proximo, um teste Monte Carlo para testar a hipétese de
aleatoriedade espacial assenta em F'(¢) e na sua distribuicao empirica,

dada por (4.6) ou (4.7), e é baseado na estatistica
s = / (Bi(t) - Fu(v)* dt,

com Fy(t) dado por

Aplicagoes

Confirmamos agora, com recurso as fungoes distribuigao de um ponto
ao acontecimento mais préximo, as constatacoes atréds efectuadas re-
lativas & hipétese de aleatoriedade espacial completa feitas para os
conjuntos de dados que temos vindo a considerar. Os testes Monte
Carlo realizados agora resultam numa aceitacao desta hipdtese nos
casos dos dados das mudas de pinheiro negro japonés e numa rejeicao
veemente nos outros dois casos. Nas Figuras 4.17 e 4.18 apresentam-
se os graficos das distribuicoes empiricas e invélucros das distancias
de um ponto ao acontecimento mais préoximo contra a correspondente
distribuicao sob a hipétese de aleatoriedade espacial completa, para

os trés conjuntos de dados.

Verifica-se em ambos os casos que os graficos apontam no sentido

da rejeicao da hipdtese de aleatoriedade espacial completa, o que é



180 Processos Pontuais Espaciais

0.8 1.0
I

0.6

E(t), invélucros

Figura 4.17 Distribuicdo empirica das distancias de um ponto ao

vizinho mais proximo e invdlucros contra a correspondente distribui-

¢ao teodrica sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa, para o

exemplo das mudas de pinheiro negro Japonés.

1.0
1.0
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I
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0.0

Figura 4.18 Distribuicao empirica das

zinho mais proximo e involucros contra

distancias de um ponto ao vi-

a correspondente distribui¢ao

tedrica sob a hipdtese de aleatoriedade espacial completa, para os da-

dos dos rebentos do Pau-Brasil (esquerda) e os dados das localizagdes

dos incéndios (direita).
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confirmado pelos testes de Monte Carlo que, em ambos os casos,

resultam num valor p de 0.01.

Teste usando invélucros baseados na funcao K

De forma andloga a descrita anteriormente para as distribuigoes dos
vizinhos, é possivel determinar invélucros superiores e inferiores a
partir de simulagoes da aleatoriedade espacial completa para a fungao
K. Se a funcao K empirica se encontrar dentro dos dois invélucros,

nao se rejeita esta hipdtese.

A fun¢ao invélucro do package spatstat do programaR encarrega-

se do calculo destes involucros para todas as medidas resumo.

Teste a aglomeragao usando as fungoes K

Frequentemente, em epidemiologia, esté-se interessado na localizagao
da incidéncia de uma doenga na populagao. No entanto, os testes
simples a hipétese de aleatoriedade espacial completa nao sao, geral-
mente para estes casos, apropriados, por causa da enorme falta de

homogeneidade na populagao.

Uma forma adequada de se conseguir comparar a distribuicao dos
casos com a populagao em risco é obter-se um conjunto de pontos
tirados como uma amostra aleatdéria da populagao em risco e usar
estes pontos como pontos controle, para comparagao com os dados.
Podemos entao determinar estimativas das fungées K para os dados

e para os controles, comparando-as posteriormente.

4.4 Modelos

A pedra basilar da modelagao dos processos pontuais é o processo

de Poisson. O processo de Poisson homogéneo traduz a situagao
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de aleatoriedade espacial completa, onde os acontecimentos se posi-

cionam de forma independente uns dos outros.

Quando a ocorréncia de um acontecimento num determinado local
torna mais provavel a ocorréncia de um outro acontecimento préximo,
o padrao resultante pode ser descrito como sendo agregado. Se, pelo
contrario, cada acontecimento é mais provavel de estar rodeado de
um espaco vazio, o padrao resultante serd de uma distribuicao de
acontecimentos mais regularmente distribuidos. Nesta seccao apre-
sentaremos os modelos adequados & descricao destes e outros padroes

possiveis.

Para estes dados, modelos realisticos devem incorporar tanto a nao-
homogeneidade espacial (‘tendéncia’) como dependéncia entre pontos
(‘interacgao’ tal como a aglomeracdo ou a regularidade) - Baddeley e
Turner (2000).

Os processos espaciais pontuais podem ser especificados a partir de
uma funcao intensidade deterministica ou aleatéria, por analogia com
os modelos lineares generalizados. H& em particular duas classes de
modelos importantes que providenciam modelos sem interacg¢ao (pro-
cesso de Poisson) e padrdes pontuais agregados (processos agregados
e de Cox).

4.4.1 Processos de Poisson agregados

Estes processos descrevem padroes pontuais espaciais agregados re-

sultantes da aglomeragao de grupos de acontecimentos relacionados.

Definigao 4.14. Um processo pontual diz-se um Processo de Pois-

son agregado se:

PA1 Acontecimentos pais formam um processo de Poisson (homogé-

neo) com intensidade p.
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PA2 Cada pai produz, independentemente e com idéntica distribui¢do
de probabilidade ps, S = 0,1,..., um numero aleatorio de
descendentes S.

PA3 As posicoes dos descendentes em relacdo aos seus pais $Go in-
dependentes e identicamente distribuidas de acordo com uma

fungdo densidade probabilidade bivariada h(-).

Convenciona-se aqui que o padrao final resulta apenas da descendén-

cia, o que nao é unanimemente considerado por todos os autores.

Proposicao 4.9. Um processo de Poisson agregado satisfaz as sequintes

propriedades:

1. Eum processo estaciondrio com intensidade A = pu, onde p =
E[S].
2. E um processo isotrdpico se PA38 especifica uma fung¢do densi-

dade probabilidade radialmente simétrica.

3.
E[S(S —1)|H(t
K() = nt? + 5 2)] 2(t), (4.10)
i
onde Hs(t) € a fungdo distribuicdo do vector diferenga entre as
posicoes de dois descendentes do mesmo pai.
4.

No(t) = N2+ pE[S(S — 1)]ha(t),

onde ha(t) € a funcao densidade de probabilidade do vector di-

ferenca apresentado no ponto anterior.
Note-se que de (4.10) se vé que:

e O seu segundo termo é nao negativo e mondétono nao decres-

cente;



184 Processos Pontuais Espaciais

E[S(S -1
o tlim {K(t)—nt*} = LQ)] = ¢, constante;
—o0 P
e Se S seguir uma distribuigao Poisson , ¢ = %;

e As observagOes anteriores sugerem uma forma util de identi-
ficar se um processo de Poisson agregado pode ser um modelo
razoavel para um padrao observado e, caso afirmativo, meios

para obter estimativas preliminares dos parametros.

Os aglomerados obtidos nos processos pontuais nao homogéneos
provocados pela heterogeneidade ambiental estao por oposigao aos

obtidos aqui com os processos de Poisson agregados.

Apresentamos na Figura 4.19 uma realizagdo de um processo de
Poisson agregado com 20 pais em média por unidade quadrado e 5
descendentes em média por cada pai, com um raio de cada aglomer-
ado nao excedendo 0.05 (esta condicao ¢ forcada via funcdo h(-)) -

simulado com a funcao rMatClust do spatstat.

Figura 4.19 Realiza¢ao de um processo de Poisson agregado.

4.4.2 Processos de Cox

A fonte da heterogeneidade ambiental atrdas mencionada pode tam-

bém ser estocdstica por natureza. A incorporacio desta observacao



Modelos 185

nos processos de Poisson nao homogéneos atras descritos dao origem
aos processos de Cox, uma classe de modelos formados como proces-

sos de Poisson nao homogéneos com fungoes intensidade estocésticas.

Definigao 4.15. Um Processo de Cox define-se como aquele que sa-

tisfaz o seguinte:

PC1 {A(z) : x € R%} € um processo estocdstico tomando apenas
valores nao negativos.

PC2 Condicional a uma realizagdo de A(z), {A(zx) = A(z) : = €
R2}, o0s acontecimentos formam um processo de Poisson ndo

homogéneo com fungao intensidade A(x).
Costuma-se dizer que o processo de Cox é derivado de {A(x)}.

Proposicao 4.10. Um processo de Cozx satisfaz as sequintes propriedades:

1. E estaciondrio se e sé se o processo das intensidades Az) é
estaciondrio.

2. E isotrdpico se e s6 se o processo das intensidades Az) ¢
isotrdpico.

3. Sendo estaciondrio a intensidade é A = E[A(x)].

4 (. y) = E[A(z)A(y))-

5. Havendo estacionaridade e isotropia, \a(t) = A\ + 9(t), onde
9(t) = Cov(A(z),Aly)) et = |lz -yl

6. K(t) sai de (4.2),

27

t
3 /0 Xo(z)z de.

7. No caso tipico em que 9(t) toma apenas valores nao negativos

AK (1)

a expressdo de \o(t) acima € semelhante a correspondente ex-
pressao no processo de Poisson agregado, pela equivaléncia dos

processos nas duas classes.
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Como consequéncia do ultimo ponto, de uma perspectiva estatis-
tica, a distincao entre aglomeracao e heterogeneidade apenas pode ser
sustentada se houver informacao adicional, por exemplo sob a forma
de covaridveis. Note-se que se conseguissemos modelar a superficie
da intensidade A(x) através de uma equagao de regressao com covar-
idveis, em vez de ser uma realizagao de um processo estocastico, o
modelo de processo de Poisson resultante viria um processo de Pois-

son nao homogéneo.

Uma construcao relativamente flexivel e matematicamente manipu-
lavel para os processos de Cox, nao baseada na sua dualidade com
os processos agregados, é a classe de processos log-gaussianos. Af
modelamos o logaritmo do processo intensidade A(z) com recurso a
covaridveis mais um erro que é um processo gaussiano - obtemos um

processo de Cox log-gaussiano.

4.4.3 Processos de inibicao simples

Estes processos surgem quando se pensa modelar padroes mais regu-
lares, imaginando-se que o desvio do padrao de aleatoriedade espacial
completa acontece apenas porque se impoe a existéncia de uma dis-
tancia admissivel minima, 4, entre quaisquer dois acontecimentos.
Por exemplo tal acontece quando temos arvores a competir entre si

por luz.

Definigao 4.16. Define-se intensidade de empacotamento (packing in-
tensity) de um processo de inibigao simples como a propor¢do do plano
coberto por discos nao sobrepostos de diametro § ou como a propor¢ao

esperada de cobertura de uma regido finita A:
T = \md? /4,

onde \ € a intensidade.
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Note-se que a intensidade de empacotamento maxima é obtida por
discos colados cujos centros formam um reticulado triangular equi-

lateral com espagamento . Consequentemente,

V3

Proposicao 4.11. 7 < Tiaz = 5 ~ (0.91.

Enquanto que um processo de inibicao simples corresponde a um
processo de Poisson adelgagado por se apagar todos os pares de even-
tos que distem menos do que ¢, um processo de inibi¢do sequencial
simples marca cada acontecimento com o seu tempo de nascimento e
s6 remove os acontecimentos que distem menos de § de um aconteci-

mento mais antigo.

Definigao 4.17. Define-se um Processo de inibi¢cao sequencial sim-
ples numa regido finita A como uma sequéncia de acontecimentos X;

em A tais que:

IS1 X, seque uma distribuicao Uniforme em A.
IS2 Dado {X; = z;, j =1,...,i— 1}, X; seque uma distribui¢io
Uniforme na intersecgao AN{y :|| y—=z; [|> 9, j=1,...,i—1}.

Estes processos sao muito naturalmente parametrizados pela respec-

tiva intensidade de empacotamento, T = nmd?/4|A|.

Note-se que se se prescrever um grande valor de 7 o procedimento
sequencial pode terminar prematuramente. O maximo atingido por
esta intensidade é uma variavel aleatéria com uma distribuigao per-
feitamente intratavel, mas para o qual estudos de simulagao sugerem

um valor esperado de 0.547.

Proposicao 4.12. Para um processo de inibicdo simples temos que:
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1.
5= 1 — exp(—7pd?)
N w02
2.
0, t<d
)\Q(t) = 2U5(t)(170xp(7p71'52))727762 (17cxp(7pU5(t))) >

t>9

282U (1) (Us (1) —62 )

onde Us(t) denota a drea da uniao de dois discos cada com raio

0 e com centros distantes um do outro de t.

Mostra-se na Figura 4.20 uma realizagao de um processo de inibicao
simples, numa janela de lado unitario, com distancia minima entre

acontecimentos de § = 0.1.

Figura 4.20 Realizacdo de um processo de inibicao simples.

4.4.4 Processos pontuais de Markov

A motivagao para esta classe de modelos tem a ver com o se pretender
preservar a dependéncia local markoviana entre acontecimentos da
classe de modelos de inibi¢ao, mas incluir um pouco mais de flexibi-
lidade na formulacao. Servem para modelar tanto padroes agregados

como regulares.
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Os processos pontuais de Markov sao definidos para uma regiao
finita arbitraria, mas fixa, A. Todos os modelos que nao o processo
de Poisson homogéneo, caracterizam-se pela sua razao de verosimi-
lhangas f(-) com respeito a um processo de Poisson de intensidade
unitaria. Assume-se pois, que o processo pontual tem fungdo densi-
dade probabilidade f(-) com respeito & distribuigdo do processo de

Poisson com intensidade 1 em A.

Assim, se z = {1, ...,2,} denota um conjunto finito de pontos em
A, f(z) indica, intuitivamente, quao mais provéavel é a configuracao de
acontecimentos & para o processo particular do que para um processo
de Poisson com intensidade unitéria. Por exemplo, o processo de

Poisson homogéneo com intensidade A tem densidade:
f(@) = exp(=(A = 1)|ADA",

e um processo de Poisson ndo homogéneo em A com intensidade \(z)

tem densidade dada por:
f(z) =exp (—/A (Mu) —1) du) HA(IZ)

Adicionalmente assumimos que f(z) > 0 implica f(y) > 0 para
todos os subconjuntos y C z - classe dos processos de Gibbs em

A.

Usualmente, f(-) é definido a menos de uma constante normali-
zadora que nao pode ser determinada de forma explicita. Note-se,

contudo, que f(-) pode sempre ser factorizada como:

f(:l?) =C Hgi(xi) Hgij(:vi,xj) e '912...n($17 . ,{,Cn). (411)
i=1

j>i

Definigao 4.18. Dizemos que os pontos x e y em A sdo vizinhos se

|z —yll < p, onde p > 0 é um valor escolhido d partida (alcance do
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processo). Definimos ainda vizinhanga de um ponto x € A como
o conjunto de pontos {y € A : 0 < |z —y| < p} e definimos uma

clique como um conjunto de vizinhos mutuos.

Definigao 4.19. Um Processo pontual é dito de Markov de al-
cance p se a intensidade condicional no ponto x, dada a configu-
racdo de acontecimentos no restante conjunto A, depende apenas da

configuracoes dos pontos na vizinhanca de x.

Assim, adicionando a um processo de Gibbs uma condigao de vizi-

nho mais préximo, resulta num processo de Markov.

Para um processo Pontual ser de Markov de alcance p é necessario
que cada fungdo g em (4.11) seja unitdria a menos que os seus argu-
mentos formem uma clique. Outras condigbes devem ser impostas,

essencialmente para que f(-) seja integravel.

Esta formulagao dos processos Pontuais de Markov encontra-se es-

treitamente relacionada com o Teorema de factorizacao de Hammersley-
Clifford (Besag, 1974).

Definigao 4.20. Um Processo de Strauss é um exemplo de um pro-

cesso pontual de Markov para o qual:
flx) = cf"y,

onde n € o numero de acontecimentos em x, s é o numero de pares
distintos de vizinhos, ¢ € a constante normalizadora, (8 reflecte a in-

tensidade do processo e vy descreve as interacg¢oes entre vizinhos.

O caso v = 1 é um processo de Poisson com intensidade 3 e o
caso 7 = 0 é um processo de inibicao simples. Para valores de vy
entre 0 e 1 hé inibicao entre pares de pontos préximos (inibi¢do nao

estrita). Quando gamma > 1 o processo explode, com um nimero
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de acontecimentos infinitos em A. Se se fixar o n, tal resulta numa
distribuicao de probabilidade valida para x para qualquer v > 0. No
entanto, para 7 > 1, o padrao resultante tende a exibir uma forma

extrema de aglomeracao.

O processo de Strauss é um caso particular do seguinte:

Definigao 4.21. Define-se a classe dos processos de interac¢cao em-

parelhada como:

f@)=cB" [T [] rlllzi — I, #), (4.12)

)

onde h(u, @) € uma fung¢do ndo-negativa que pode depender de pa-
rametros ¢ a serem estimados dos dados. De forma a se obter
um processo pontual vdlido tem de se restringir h(-), por exemplo,

escolhendo-a limitada e de tal forma que h(u; ) =0, u <4, 6 > 0.

O termo (8 pode nao ser constante, influenciando nesse caso a in-
tensidade dos pontos e introduzindo tendéncia espacial, 5(z;; ¢). Os
termos h(||z; — x|, ¢) reflectem dependéncia ou interaccao entre dife-
rentes pontos do processo X . Caso esta fungao seja unitéria o modelo
reduz-se ao processo de Poisson homogéneo com intensidade § e, no
caso de este nao ser constante, ao processo de Poisson nao homogéneo
com intensidade S(x; ¢).

Existem outros casos particulares destes processos de interacgao
emparelhados, como por exemplo o processo pontual dos triplos (Rip-
ley e Kelly, 1977), em que a ideia é adicionar a clique da préxima
maior ordem para obter um processo que permita a atracgao positiva
de pares de pontos e outros, imprimindo um maior ou menor grau de

dependéncia entre os acontecimentos.
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4.5 Ajustamento de modelos

Os métodos classicos de inferéncia para os processos pontuais sao
muito condicionados pelo facto de as funcoes de verosimilhanca da
maioria dos modelos de interesse ter um tratamento matematico ex-
tremamente dificil. A abordagem numérica é computacionalmente
muito pesada e emprega algoritmos de simulagao que sao especificos

do modelo escolhido.

Como alternativa podemos usar métodos baseados na comparagao
de medidas resumo tedricas com as mesmas medidas empiricas, o que
constitui uma forma simples e rapida de se conseguir explorar uma

grande diversidade de modelos.

Naturalmente que temos ainda outra opg¢ao, se nos quisermos liber-
tar da restricao de trabalhar com familias de modelos paramétricas,
que é recorrer a métodos nao paramétricos para fazer inferéncia -
Diggle(2003).

4.5.1 Ajustamento de modelos usando medidas des-

critivas

A grande vantagem destes métodos, quando comparados com os méto-
dos baseados na maxima verosimilhanca, é a sua grande facilidade de

implementacao na pratica.

Usando K(t)

A ideia de se estimar a funcao K (t) surge por esta fungdo ter uma
forma conhecida para um grande numero de modelos diferentes de
processos pontuais. A forma observada de K (t) pode sugerir modelos

candidatos e estimativas iniciais dos respectivos modelos.
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Represente K (t;0) a fungao tedrica do nosso modelo, que depende
dos parametros 6, e seja K (t) o estimador desta fungao, dado por
(4.5).

De forma a medir-se a discrepancia entre a funcao K (t) tedrica e o
seu estimador, define-se a seguinte classe de fungoes:

2

D(9)—/()t0w(t)<(K(t))c— (K(t;O))C) dt,

onde as constantes tg e ¢ e a fungdo dos pesos w(t) sdo a escolher.

Estimamos entao, pelo método dos minimos quadrados, €, como

aquele valor @ que minimiza D(8).

A escolha dos valores das constantes ¢y e ¢ e dos pesos w prende-se
com consideragoes de cariz essencialmente empirico, notando porém

que a sua escolha se reflecte nas flutuagoes amostrais do estimador

K(t).

Assim ¢ sugerido que ¢ = 0.5 em conjungao com w(t) = 1 é uma
escolha razoavel para ajustar modelos a padroes regulares, mas para
padroes agregados uma escolha de ¢ = 0.25 é frequentemente mais
eficaz. Para dados no quadrado unitario, recomenda-se que ty nao
exceda o valor 0.25 (e proporcionalmente para dreas maiores), sendo
que a escolha de ty muito pequeno se concentra nos efeitos de pequena
escala e reciprocamente. Serd bom experimentar varios valores de tg
e ¢, de modo a avaliar de que forma os resultados sao sensiveis as

suas escolhas.

Alternativamente podemos fixar ¢ = 1 e usar pesos inversamente
proporcionais & varidncia amostral de K (t) - para padroes préximos

do de Poisson, w(t) = %.

A distribuigdo amostral de 6 poderé ser obtida pelo método Monte

Carlo, ainda que tal possa ser bastante pesado computacionalmente.

Se K (t; 8) nao puder ser avaliado quer explicitamente quer numeri-
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camente o que se pode fazer é substitui-lo em D(6) atrds pela média
de s suas estimativas pontuais obtidas da simulagao de s realizagoes

do modelo tedérico pressuposto.

Bondade do ajustamento via distribuigoes de vizinho mais

préximo

Para avaliar a qualidade do ajuste podemos recorrer a duas estatis-
ticas de bondade de ajustamento baseadas das fungoes distribuicao
empiricas das distancias do vizinho mais préximo e de um ponto ao
acontecimento mais préximo, a semelhanca do que ja fizemos quando

pretendemos testar a hipétese de aleatoriedade completa:

gi = A (Gz(t) — al(t)) dt

fi—/ooo(

onde Gl(t) é a funcao distribuigao empirica da distancia do vizinho

>

L) — Fa(1)dt,

mais préximo calculada para os dados, G;(t), i = 2,...,s sdo as
fungoes distribuicao empirica da distdncia do vizinho mais préximo

calculadas a partir de simulacdes do modelo pressuposto e

(Semelhantes definicoes para Fj(t) e Fy(t)).

Obtendo a significancia dos dois testes, digamos p; e po2, sabemos
que a significAncia global p se encontra entre min{py, p2} € 2min{py, p2}
- Cox(1977).
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Estimacgao paramétrica através de testes da bondade do ajus-

tamento

Imaginemos que temos um modelo dependente de um conjunto de
parametros em 6, desconhecidos, e um conjunto de dados que se as-
sumem gerados por tal modelo. Para cada valor fixo de 8 podemos
testar a bondade do ajustamento do modelo. Entao, o conjunto de va-
lores de 8 que nao sao rejeitados por teste a um nivel de significancia

a constituem uma regiao de confianga (1 — ) x 100% para 6.

Se os testes individuais forem testes de Monte Carlo, claro que
esta ideia involve uma discretizagao do espaco paramétrico, apenas

admissivel no caso de 6 ser de pequena dimensao.

4.5.2 Ajustamento de modelos baseada na maxima

verosimilhanga

A estimagdo via verosimilhanga é um verdadeiro desafio nos proces-
sos pontuais, dado que na grande maioria dos casos as fungoes de
verosimilhanca sao intratdveis. Esta dificuldade tem sido vencida
nos ultimos anos pelos desenvolvimentos dos métodos de estimagao

baseados nos métodos de Cadeias de Markov de Monte Carlo.

No processo de Poisson nao homogéneo com funcao intensidade
A(z), contudo, a verosimilhanca é tratdvel - a distribui¢do associada
com uma realizagdo parcial x = {z1,...,2,} deste processo numa
regido finita A pode ser factorizada como o produto de uma distri-
buigao Poisson com média p = [ A A(z) dz para o ntimero de acon-
tecimentos n, e um conjunto de localizagoes independentes x; cuja

distribui¢do comum tem densidade %,

n

exp(— LY
p(n'u)u xUl ( )7

I
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resultando na seguinte log-verosimilhanca:
L) = log(A\ () — / \z) da.
i=1 A

Na prética a utilizagao da verosimilhanga é mais til se A(z) puder
ser especificado através de um modelo de regressao, por exemplo um

modelo log-linear:

log A(w) =Y Bz(w),
j=1

sendo z;(z) o valor das covaridveis em z.

O integral na log-verosimilhanga acima pode ser um problema,
exigindo que as covaridveis z; sejam medidas continuamente sobre
toda a regido em estudo. Berman e Turner (1992) contornam esta
dificuldade, aproximando a log-verosimilhanca por uma soma finita
com a mesma forma analitica que a log-verosimilhanga (ponderada)
de um modelo linear generalizado com respostas Poisson, usando en-
tao software ja desenvolvido para este tipo de modelos - implemen-

tado também no pacote spatstat do R.

Consideremos agora o caso dos processos pontuais de Markov, defi-
nidos com base na distribui¢do conjunta f(z) de uma configuracao de
pontos em A, £ = {x1,...,2,}, dada por (4.11), e que serve de base
a inferéncia por maxima verosimilhanga (n fixo). O grande problema
é que a constante normalizadora, ¢, nao se consegue obter analitica-

mente, na maioria dos casos.

Inferéncia por pseudo-verosimilhanga

Uma forma de ultrapassar este problema foi encontrada por Be-
sag(1975) e Besag et al.(1982) e reavivada no uso por Baddeley e
Turner (2000), numa generalizagdo do procedimento de Berman e

Turner (1992) atrés referido. Consiste em substituir na inferéncia
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o uso da funcao de verosimilhanga por uma outra funcao chamada
funcao de pseudoverosimilhanga, definida, para uma distribui-
¢ao multivariada geral f(z1,...,2,), como o produto das chamadas
condicionais completas. Segue-se a fungao de log-pseudo-verosi-

milhanca:

PL = log (f(xla;,j #1)).
=1

A intensidade condicional de um ponto localizado arbitrariamente

em z, dada a realizacdo x = {x1,...,x,} do processo em A é:
Slzu{z}
7(f(m) T
@ e
f(2\(23)

resultando na seguinte funcao log-pseudoverosimilhanca:
PLy, = Zlog (M= 2)) —/ Az;z) d.
A

Assim, para a classe de processos de interacgao emparelhada defi-

nidos por (4.12), temos que:

n

sl rle -zl ¢), xd¢=

Jj=1

Mzyz) = ,
sz =il é), z==zica
J#i

tendo desaparecido a constante normalizadora da funcao densidade e

resultando na seguinte funcao log-pseudoverosimilhanca:

PL(, &) = nlog(8) + 33 log <h<|xz- _ xjn;qs))
i=1 ji

n

- X I h —xil; dx.
e j_zlog(w o ¢>) .
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O estimador de pseudoverosimilhanga para (8 sai directamente da
maximizacao da funcgao acima,

~ n

On = -
I, exp Zlog<h<|x—xj||;¢>> da
j=1

Substituindo Fy, na log-pseudoverosimilhanga acima obtemos a fungao

de log-pseudoverosimilhanga reduzida:

PLaf6) = nfiogn— 1) + Y- St (s — 2,15 8)) -

i=1 j£i
o [ expd S o (nlli =y 0)) o
A °
j=1

Maximiza-se numericamente esta funcao para obter-se o estimador
de maxima peuso-verosimilhanca ¢, que depois se substitui em G

para se obter o estimador de méxima pseudoverosimilhanca, (.

Os estimadores de maxima pseudoverosimilhanga sao entao uma
alternativa pratica a estimagao por maxima verosimilhanga, sendo
consistentes e assimptoticamente normais sob condicoes adequadas.
Permite, com a generalizacao do dispositivo de Berman e Turner
(1992) e software standard, ajustar rapidamente modelos estocdsti-
cos espaciais complexos envolvendo tendéncias, covaridveis espaciais

e interaccoes entre pontos.

A pseudoverosimilhanca é a base do algoritmo de Baddeley e Turner
(2000) para ajustar modelos de processos pontuais muito genéricos,
estando implementado no pacote do R spatstat (Baddeley e Turner,

2005, 2006), e sendo de utilizagdo muito atractiva.

.

E possivel incorporar correcgoes dos efeitos fronteira nesta esti-

magao por verosimilhanga penalizada, ponderando na funcao PLo(-)
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os termos de log (h()) com 0S Mesmos pesos iguais aos que usamos

na estimagéo da funcao K - Diggle et al. (1994).

Nas aplicagoes praticas serd tutil ter um estimador simples e nao
paramétrico da fungdo interac¢dao h(-). Uma solugdo é a de usar
pseudoverosimilhanga em conjungido com uma especificacao de h(-)
constante por trogos, levando a uma espécie de estimador histograma
desta fungao - Baddeley e Turner (2000).

Inferéncia Monte Carlo

Alternativamente pode fazer-se inferéncia recorrendo a métodos Monte
Carlo para ultrapassar a dificuldade do tratamento matematico da

verosimilhanca.

Para a classe de processos de interacgao emparelhada definidos por
(4.12), representando 8 = (3, ¢) os parametros do modelo, temos a

seguinte verosimilhanca:
((6) = c(0)f" (x;0)

onde f*(z;0) = [[, ;. h(llzi — z;[;;6). O problema é a deter-
minagao da constante normalizadora ¢(8), que naturalmente é dada

por:

o(6)"' = " [ (z;0) =
_ o c(Bo)  f*(z;60)
= Anf (z,O)xc(eo) Xf*(a;;Go)’

sendo 8y um qualquer ponto no espaco paramétrico.

Definindo
f*(z;0)
r(z;0,0)) = ——~,
( 0) *(z;60)
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a constante ainda se pode escrever como:

()" :c(eo)*l/ r(x:6,00)c(00) f* (x: 00) dw

n

 c(00) "B r(2:0.60)]

sendo Ego o valor esperado com respeito a distribuicao de z, quando
0=20,.

Com este resultado, se conseguirmos encontrar um valor de 6y com
o qual consigamos avaliar ¢(0y) directamente e simular realizagoes x,
entdo poderemos avaliar ¢(@) aproximadamente para qualquer valor
de 6, usando simulagoes x1,...,Zs sob 8 = 8 e obtendo uma apro-
ximacao empirica da esperanca:

ijl r("’:jv 0, 00)

S

Eg, [r(x;0,60)] =

Note-se que este método pode falhar quando o valor de @ nao se

encontra préximo de 6y, porque a razao em r(-) é instavel.

Temos ainda que a verosimilhanca se pode escrever como:

_ c(00)f*(x;0)
10 = gy Trw:0.60]

Daqui podemos pensar numa forma de obter o estimador de ma-
xima verosimilhanga ] aproximado. Sendo @y constante, para qual-

quer Oy, o estimador de maxima verosimilhanca deve maximizar:
Ly, (0) = log (f*(:z:, 0)) — log (Ego [r(z; 0, 00)} >

Assim, a aproximagdo que procuramos pode ser obtida da maxi-

mizagao de

> i1 T($j§0a00)>

f)ems(e) = log (f*(:z:, 0)) — log ( .

onde &1, ...,x sao realizagoes simuladas com 6 = 6.
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Os comentdrios atrds sobre a admissibilidade do uso da funcao r(+)
para avaliar a constante normalizadora ¢(@) continuam aqui a ser
pertinentes. No entanto podemos recorrer a maxima pseudo verosi-
milhanca penalizada para escolher um valor para 6y, que podemos
considerar como uma primeira aproximacao a estimagao de maxima

verosimilhanca.

4.5.3 Aplicagoes

Neste curso, pela sua brevidade, nao é possivel detalhar-se exaustiva-
mente de todos os modelos de processos pontuais a nossa disposigao.
Como tal, a parte da selecgao, ajustamento e validagao de um modelo
aos conjuntos de dados que temos vindo a analisar nao pode ser aqui

feita de forma que nos satisfaga.

Assim, relativamente ao conjunto de dados dos rebentos de Pau-
Brasil remetemos para Diggle (2003) a descrigdo do ajuste de um
modelo de agregagao através de medidas resumo e para Baddeley e
Turner (2005, 2006) o ajuste de um outro modelo compativel através

de maxima pseudoverosimilhanga.

Relativamente aos dados do pinheiro negro Japonés a hipdtese de
aleatoriedade espacial completa foi aceite, indicando-nos o caminho

da modelagao a seguir.

Quanto aos dados dos fogos varios modelos foram considerados,
tendo-se finalmente optado por um modelo de Poisson nao homogé-

neo, que conseguiu capturar bem a tendéncia observada nos dados.
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4.6 Processos pontuais espaco-temporais

Quando os dados a serem analisados sdo da forma (z;,¢;),i = 1,...,n,
onde x; denota a localizacao e t; o correspondente instante de ocor-
réncia de acontecimentos de interesse, e assumimos que os dados for-
mam um registo completo de todos os acontecimentos que ocorreram
numa regido pré-especificada W e num periodo de tempo [0, T], dize-
mos que este conjunto de dados constitui um padrao espaco-temporal
e o modelo estocastico que lhe esté subjacente designa-se por processo

pontual espaco-temporal.

Muitos exemplos da epidemiologia ilustram estes processos, quando
estamos interessados, por exemplo, em doengas cuja ocorréncia tem

uma evolugao tanto espacial como temporal.

Vérias das ferramentas usadas para analisar os dados de processos
espaciais podem ser adaptadas a este contexto espago-temporal. As
medidas resumo baseadas em momentos de pequena ordem podem
ser generalizadas de forma O6bvia considerando as configuracoes de

acontecimentos nas posicoes espaciais e temporais especificadas.

No entanto, este cenario espaco-temporal abre caminho para novas
formas de modelag@o e estratégias de analise, levando em conside-
ragao de forma mais explicita o caracter unidireccional do tempo -

Diggle (2005), Baddeley et al. (2006).
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