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NOTA DA SPE

Os manuais que a Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) tem
vindo a editar anualmente para suporte do mini-curso que decorre no
inicio de cada congresso Anual da SPE tém sido muito solicitados, quer
por docentes dos ensinos universitdrio e politécnico para serem usados
como textos de apoio de vdrias unidades curriculares de estudos gra-
duados e pds-graduados, quer por investigadores tedricos e aplicados para
apoio ao seu trabalho de investigagao, quer ainda por estatisticos profis-
sionais para utilizacao no exercicio da sua actividade. Temos mesmo
tido solicitacoes provenientes de outros paises de lingua portuguesa ou
de colegas estrangeiros que entendem o portugués. Os poucos exemplares
que sobram dos Congressos rapidamente se tém esgotado, pelo que a Di-
recgao da SPE sentiu a necessidade de proceder a segundas edigbes para
melhor servir a comunidade. E também a oportunidade para os autores,
escolhidos de entre os mais reputados especialistas nacionais da respec-
tiva drea, poderem corrigir as inevitdveis gralhas da primeira edigao e
introduzirem algumas melhorias e actualizagbes que considerem justifi-
cadas.

O Instituto Nacional de Estatistica (INE) é uma instituicdo com a
qual temos tido intensa e frutuosa colaborac@o e que, nos tltimos anos,
tem impresso os manuais dos mini-cursos. O INE aceitou ser nosso
parceiro nesta iniciativa editorial, encarregando-se da impressao e dis-
tribui¢do destas segundas edigbes, o que nos dd a garantia de um fdcil
acesso por parte dos interessados. Estamos muito gratos ao INE por
mais esta valiosa colaboracao.

Note-se que se trata de manuais sobre temas especializados que di-
ficilmente poderiam ser editados por editoras comerciais (ou s6 pode-
riam sé-lo a um custo unitédrio elevado), uma vez que o publico a que se
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dirigem é relativamente limitado. Gracas a generosidade dos autores, que
prescindem dos seus direitos de autor, ao formato de bolso (que, além
de cémodo, permite menores custos de produgio) e ao facto de a SPE e
o INE apoiarem estas edigoes, € possivel elas chegarem ao leitor a precos
muito moderados.

Com esta iniciativa, a SPE e o INE péem ao dispor da comunidade
académica e da comunidade estatistica e dos utilizadores de metodologias
estatisticas textos em lingua portuguesa de elevada qualidade cientifica
e pedagogica cobrindo temas importantes e actuais das Probabilidades
e da Estatistica, que podem funcionar como manuais escolares para o
ensino superior e como apoio & investigacao e & prética profissional.

Esta é a primeira das segundas edi¢oes que nos propomos disponi-
bilizar. Nao houve para isso qualquer razao especial, a nao ser o facto
de, logo a seguir & decisao da Direccao da SPE de lancar esta inicia-
tiva, terem, por mera coincidéncia, as autoras solicitado autorizagao para
lancarem uma segunda edigao da obra (esgotada hé ja algum tempo), que
alids tém usado hé vdrios anos nas suas aulas e daf colhido uma preciosa
experiéncia muito ttil no trabalho de revisao. Prontamente aceitaram
que essa segunda edicdo fosse também editada pela SPE. Por isso lhes
estamos gratos, bem como pela sua paciéncia ja que, tendo esta obra
servido de cobaia para esta iniciativa, houve alguns atrasos decorrentes
da necessidade de definir e acordar questoes organizativas e processuais.
Trata-se, naturalmente, de uma importante obra que nos orgulhamos de
editar e que esperamos possa ser muito 1til ao leitor.

O Presidente da SPE
Carlos A. Braumann
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Prefacio a segunda edicao

. Todo o mundo é composto de mudanca,

Tomando sempre novas qualidades ...
Luis de Camoes, Sonetos.

A monografia que agora se reedita foi inicialmente publicada no
ambito do XI Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatis-
tica, como texto de suporte ao mini-curso que ministramos no referido
Congresso.

O trabalho de ensino e investigagao que temos continuado a desen-
volver no contexto dos temas aqui tratados levou-nos a propor a sua
reedicao numa forma mais completa e melhorada sobretudo no que
respeita as aplicacoes. Neste sentido, foram acrescentados, nomeada-
mente nos capitulos 3 e 5, vdrios exemplos que permitem nao sé evi-
denciar aspectos praticos de aplicagao da teoria mas também abordar,
em contextos particulares, novos desenvolvimentos tedricos. A teoria
tratada nesta obra é ainda ilustrada no final dos capitulos 4 e 6, rela-
tivos & andlise estatistica de séries temporais, através da modelacao de
dados reais recorrendo ao software estatistico EViews particularmente
dirigido para a anilise de tal tipo de dados.

Mantendo um dos objectivos ja referido na primeira edigao, concre-
tamente que este texto fosse suficientemente auto-contido, complementa-
mos alguns capitulos com anexos sobre temas particularmente relevantes
para a sua compreensao e desenvolvimento. Destes anexos salientamos o
relativo & Esperanca Condicional onde procuramos resumir a informagao
fundamental sobre um tema de enorme utilidade nao s6 no contexto das
séries temporais mas dos processos estocdsticos em geral.

A Sociedade Portuguesa de Estatistica, que nos deu a honra de
aceitar editar de novo esta obra, reafirmamos o nosso propdsito de
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apresentar um trabalho que vd ao encontro da exigéncia de qualidade

dos textos da SPE e expressamos o nosso vivo e reconhecido agradeci-
mento.

Coimbra, Janeiro de 2008
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Prefacio

. Corre o tempo e nao se cansa
em cada tempo outro tempo

todo o tempo ¢ de mudanga ...
Manuel Alegre, Guitarras do meu pais

A modelacdo matemstica de conjuntos de dados evoluindo de forma
aleatéria com o tempo, habitualmente designados por séries temporais
ou cronolégicas, preocupa os estudiosos da descrigao matemaética do nao
determinismo desde o advento, no século XVII, da ciéncia probabilista.
Contudo, s6 em 1927 surgem, devidos a Yule, os primeiros modelos
concretos cumprindo tal objectivo, designadamente os modelos auto-
-regressivos. Daf em diante a busca de modelos que melhor descrevem
esta ou aquela realidade temporal tem sido permanente, tendo tais es-
tudos sido dominados, até finais dos anos 70, pelos modelos lineares, os
modelos auto-regressivos médias méveis. S6 a partir desta data surgem
na literatura os primeiros modelos estocésticos capazes de ter em conta
certas caracterfsticas de nao linearidade presentes nos sistemas reais a
descrever, nomeadamente os modelos bilineares e os condicionalmente
heterosceddsticos.

No presente livro caminha-se, de acordo com tal evolugao histérico-
-cientifica, do linear para o nao linear tendo o énfase sido posto, em qual-
quer dos casos, no estudo de questdes de natureza probabilista. De facto,
s6 o conhecimento correcto das propriedades probabilistas dos modelos
permitird encontrar algum que venha a confirmar uma boa adequagao
aos dados em anélise.

Assim, de forma detalhada e sistemadtica, sdo estudadas ao longo
deste texto as principais questoes associadas ao tratamento probabilista
de modelos lineares e nao lineares de séries temporais, com particular
énfase para os problemas de estacionaridade, forte e fraca, e de inversibi-
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lidade. Os capitulos 3 e 5, relativos respectivamente aos modelos lineares
e nao lineares, tém este objectivo.

Sem descurar a anélise estatistica de tais modelos, damos-lhe, no
entanto, menor destaque centrando-nos, quer no contexto linear quer
nao linear, na apresentacao das estatisticas e metodologias de estimacgao
mais usuais e correspondentes propriedades. No que concerne a andlise
estatistica dos modelos lineares, a que dedicamos o capitulo 4 deste livro,
abordamos ainda de forma breve questoes ligadas & previsao estatistica.
Por outro lado, no A&mbito da andlise estatistica de modelos nao lineares
de séries temporais, desenvolvida ao longo do capitulo 6, é apresentado
um teste estatistico nao cldssico com grandes potencialidades de apli-
cacao a generalidade dos modelos de séries temporais.

A necessidade, por nés sentida, de elaborar um trabalho tdao auto-
contido quanto possivel levou-nos a inicid-lo com dois capitulos generalis-
tas onde sdo estudadas as defini¢oes e propriedades bésicas dos processos
estocdsticos, isto é, dos modelos probabilistas gerais subjacentes aos sis-
temas dindmicos nao deterministas.

Este trabalho vem na sequéncia de varias disciplinas de Licenciatura
e Mestrado, do foro dos Processos Estocdsticos, que temos vindo a lec-
cionar no Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias e Te-
cnologia da Universidade de Coimbra. Mais concretamente, resumem-se
aqui os principais desenvolvimentos tedricos de um curso de Mestrado
recentemente leccionado. Nao lhe é por isso alheia a dialéctica ensino-
-aprendizagem que desenvolvemos com 0s nossos alunos.

O nosso agradecimento serd assim sempre, primordialmente, para os
que nos ouvem e também, agora, para os que nos léem ...

Coimbra, Julho de 2003
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XV

Introducao

Consideragoes gerais

Sdo poucas as dreas cientificas que nao se véem hoje con-
frontadas com o estudo de fenémenos evoluindo com o tempo.

A descrigao, explicacdo, controlo ou previsao de fenémenos
como, entre outros, a evolugao de um indice bolseiro, a variagao
da inflacao ou da taxa de desemprego, a variacao da temperatura
ou da pluviometria numa determinada regiao do globo, a varia-
¢ao da populagdo (segundo a idade, o sexo, ...) num certo paifs,
o movimento de particulas, sujeitas a impactos aleatérios, num
fluido ou a emissao de fotdes gerados em desintegracao radio-
activa tém vindo a interessar especialistas de dreas tao diversas
como a Economia, a Meteorologia, as Ciéncias Exactas ou as Cién-
cias Experimentais.

Originalmente as andlises estatisticas diziam apenas respeito a
descri¢ao de conjuntos numerosos de dados, designados generica-
mente por informacao. Com o nascimento das Probabilidades, ao
longo dos séculos XVII, XVIII e XIX, foram dados os primeiros
passos no dominio da Estatistica Matematica cujo objectivo ultimo
é o de conhecer o modelo aleatdrio subjacente a tais observacoes.

Os probabilistas construiram uma importante teoria mateméti-
ca, a teoria dos processos estocdsticos, os quais permitem analisar
as propriedades de um conjunto de varidveis indexadas pelo tempo.

A ideia natural de repeticdo de observagoes independentes e
idénticas, presente na Estatistica cldssica, nao é compativel, em
geral, com fenémenos evoluindo com o tempo. De facto, a hipétese
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de independéncia das observagoes perde sentido neste contexto
pois estamos perante varidveis cujo comportamento pode depender
de um segmento de observacgoes entre dois instantes conhecidos.

De facto, uma das principais questoes que se levantam aquando
da andlise de um fenémeno que evolui ao longo do tempo é a da
identificacao do tipo de evolugao. Outro aspecto fulcral é o da
previsao de valores futuros. Tais estudos sé se tornam possiveis
se a evolucao for regrada, isto é, se nao for totalmente andrquica.
Assim, a hipétese de independéncia da estatistica cldssica é, em
particular, substituida por hipdteses de estabilidade no tempo
(estacionaridade) ou de precisdo da tendéncia de evolugao (linear,
quadratica, crescente ou decrescente, ...).

O estudo da evolugao ao longo do tempo das varidveis que
descrevem tais fenémenos pressupoe a obtencao de um certo nime-
ro de observagoes dessas mesmas varidveis. Tais observagoes sao
obtidas, por exemplo, por meio de inquéritos ou registos.

Em dominios como a meteorologia ou a fisica, certas caracteris-
ticas (temperatura, higrometria, movimento de uma particula no
seio de um fluido) sdo observadas por meio de aparelhos fisicos.
Nestes casos, o indice dos instantes de observacao percorre um in-
tervalo real pois estamos perante uma infinidade de observacoes.

Noutros dominios as observagoes sao recolhidas em datas em
geral equidistantes, isto é, estao disponiveis por exemplo uma vez
por més, uma vez por trimestre, etc. Identificamos entao as datas
de observagao com os inteiros 1,2, ..., T.

A sucessao de observagoes de uma varidvel é chamada série
temporal ou série cronolégica.

Uma série temporal é, assim, um conjunto de dados evoluindo
com o tempo onde a ordem de recolha desempenha um papel im-
portante. Este facto é salientado quando se utilizam represen-
tacgoes graficas das séries observadas.

A representagdo grafica de uma série temporal é um auxiliar
precioso e muito utilizado na andlise da sua evolucao.

A figura 1, que representa a evolugao, entre 1990 e 2001, e
previsao para os anos 2002 e 2003, do Produto Interno Bruto (PIB)
em Portugal e na Unido Europeia (UE) (Dinheiro&Direitos, n° 51,
EdiDeco, Abril / Maio 2002), ¢ disso um exemplo.
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Fig. 1 - Evolugao e previsao do PIB em Portugal e na UE entre 1990 e 2003

Os primeiros registos conhecidos de representacoes gréficas de
observacoes temporais estao ligados & Astronomia. Em particular,
o grafico da figura 2, representando a inclinacdo das orbitas dos
planetas em fun¢ao do tempo, data do século X ou XI e é consi-
derado, segundo Kendall (1973), o mais antigo diagrama temporal
do mundo ocidental.
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Fig. 2 - Inclinacdo das 6rbitas dos planetas do sistema solar (séc. X ou XI)
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Foi também na Astronomia que surgiram as primeiras séries
temporais constituidas expressamente para fins de andlise.

Tal facto vem ao encontro do entendimento comumente aceite
da Astronomia ter sido, quer na Antiguidade Clédssica quer no
periodo do Renascimento, fonte de importantes descobertas. Refe-
rir-se-4 a propdsito que foi um conjunto de dados sobre o movi-
mento dos planetas obtido por Brahe (1546-1601) que levou a for-
mulagao das bem conhecidas leis de Kepler (1571-1630).

S6 nos séculos XVIII e XIX, e com o desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos, foi possivel ultrapassar a visualizacao
grafica. Esta descricao terd sido complementada inicialmente com
uma andlise frequencial e, posteriormente, com a abordagem no
dominio dos tempos.

O exemplo seguinte (Gouriéroux, Monfort, 1990) diz respeito
a uma série dos nossos dias e pretende ilustrar alguns aspectos ou
ideias gerais que podem surgir quando somos confrontados com a
andlise de uma série temporal.

Dispomos do valor do indice mensal dos pregos no consumidor
relativos ao periodo Janeiro de 1970 a Dezembro de 1978 (com
base 100 em Julho de 1970), apresentado no quadro 1.

1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978

Jan 97.9 102.5 108.3 115.5 127.4 145.9 159.9 174.3 190.3

Fev 98.2 103.0 108.9 115.8 129.1 147.0 161.0 175.5 191.7

Mar 98.5 103.4 109.4 116.4 130.6 148.2 162.4 177.1 193.4

Abr 99.0 104.0 109.8 117.2 132.7 149.5 163.8 179.4 195.5

Mai 99.4 104.7 110.4 118.3 134.3 150.6 164.9 181.1 197.4

Jun 99.8 105.1 111.0 119.2 135.8 151.7 165.6 182.5 198.9

Jul 100 105.6 111.9 120.2 137.5 152.8 167.2 184.1 201.5

Ag 100.4 106.0 112.5 121.0 138.6 153.8 168.4 185.1 202.5

Set 100.8 106.5 113.2 122.1 140.1 155.1 170.2 186.7 203.8

Out 101.2 107.1 114.2 123.4 141.8 156.3 171.8 188.2 208.7

Nov 101.6 107.5 114.9 124.5 149.1 157.3 173.2 188.9 206.8

Dez 101.9 108.0 115. 125.3 144.3 158.2 173.8 189.4 207.8

[

Quadro 1 - Indice mensal dos pregos no consumidor
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A representacio gréfica destes valores é apresentada na figura
3, onde I; representa o indice mensal dos precos no consumidor na
data t (t = 1,2,...,108). A escolha de uma escala reduzida para
os tempos permite por em evidéncia a evolucao da série a médio
prazo.

| 250

t
200 +
150 +
100 +

50 A

0 T T T T T T T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120t

Fig. 3 - Evolugao do indice mensal dos precos no consumidor entre 1970 e 1978

A representacao da série dada revela a presenca de uma ruptura
nas vizinhancas da observacao 50, o que podera estar associado ao
primeiro grande aumento do prego do petréleo no final de 1973.

Constata-se a presenca de uma evolucao crescente pelo que
talvez se revele interessante o estudo do crescimento relativo men-
sal daquele indice de precos, isto é, da série deduzida da inicial
pela transformacao

5 = I — It—l.
' Iy

Os valores em percentagem da série transformada, composta
por 107 observacoes, encontram-se no quadro 2.
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1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978

Jan 0.59 0.28 0.0 1.68 1.11 1.07 0.29 0.48

Fev 0.31 0.49 0.55 0.26 1.33 0.75 0.69 0.69 0.74

Mar 0.31 0.39 0.46 0.52 1.16 0.82 0.87 0.91 0.89

Abr 0.51 0.58 0.37 0.69 1.61 0.88 0.86 1.30 1.09

Mai 0.4 0.67 0.55 0.94 1.21 0.74 0.67 0.95 0.97

Jun 0.4 0.38 0.54 0.76 1.12 0.73 0.42 0.77 0.76

Jul 0.2 0.48 0.81 0.84 1.25 0.73 0.97 0.88 1.21

Ag 0.4 0.38 0.54 0.67 0.8 0.65 0.72 0.54 0.60

Set 0.4 0.47 0.62 0.91 1.08 0.85 1.07 0.86 0.64

Out 0.4 0.56 0.88 1.06 1.21 0.77 0.94 0.8 0.93

Nov 0.4 0.37 0.61 0.89 0.92 0.064 0.81 0.37 0.53

Dez 0.3 0.47 0.52 0.64 0.54 0. 0.35 0.26 0.43

ot
~

Quadro 2 - Crescimento relativo do indice mensal dos pregos no consumidor

A representacao grafica desta nova série, na figura 4, mostra-
-nos que esta apresenta mais mudancgas do que a série inicial. Além
disso é visivel que um acréscimo brusco deste indice é muitas vezes
seguido por um acréscimo mais lento, ou mesmo diminuigao, nos
meses seguintes.

18
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1.4
1.2 1

0.8 1

0.6 1
0.4 1
0.2 1

0 T T T T T
0 20 40 60 80 100 120

Fig. 4 - Crescimento relativo do indice mensal dos pregos no consumidor
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Poderia também ser interessante estudar a evolucao a mé-
dio prazo do crescimento relativo do indice de precos ou ainda a
existéncia de semelhancas de forma, de periodicidades, ao longo
dos véarios anos. Este ultimo aspecto é habitualmente denominado
sazonalidade e estd ilustrado na figura 5.

1.8

1.6 1

14 4
1.2 1

0,8 1

0.6 -
04
024

o1 2 3 4 5 6 F 8 9 1011 12 13

—--—-Indices 71 Indices 72 ———-lIndices 73
Indices 74 —-—--Indices 75

Fig. 5 Comportamentos sazonais do indice mensal dos pregos

A representagao grifica da série dos acréscimos do indice dos
precos em diferentes anos (1971, 1972, 1973, 1974, 1975) mostra-
-nos que o acréscimo relativo ao més de Agosto (més 8) ¢ sempre
inferior aos de Julho (més 7) e Setembro (més 9), o que é explicado
pelo ”adormecimento” da economia no més de férias. Assim, o
efeito do més sobre o valor do indice representa aqui o fenémeno
da sazonalidade.

A identificacio da sazonalidade e sua correcgio sao imprescin-
diveis na analise de qualquer série temporal. Suponhamos, por
exemplo, que foi tomada uma certa medida econémica no meés
de Julho com vista & redugao do aumento de pregos; serd que
a constatacao da baixa de precos em Agosto permitird tirar con-
clusoes sobre a eficdcia de tal medida? Com efeito, s6 com a anélise
da série corrigida de variacoes sazonais se poderd responder a tal
questao.
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Objectivos da andlise de séries temporais

Na andlise de séries temporais destacam-se dois objectivos
fundamentais designados por modelagao e previsao.

A base da modelagao corresponde & construcao de um modelo
matemadtico que permita descrever, o mais adequadamente pos-
sivel, a evolucao da série.

Sao intimeras as familias de modelos propostas na literatura
para a andlise de uma série temporal. Podemos destacar, quer
pela simplicidade de utilizacdo quer pelo conhecimento das pro-
priedades subjacentes, os modelos de ajustamento, os modelos au-
toprojectivos e também os modelos explicativos.

Os modelos de ajustamento pressupoem que a varidvel em es-
tudo, X, é, no instante ¢, uma funcao de ¢ e de uma perturbacao
aleatoria uy :

Xt = f(t7ut) .

Os modelos autoprojectivos pressupoem a existéncia de uma
dindmica enddgena, isto é, supoe-se que a varidvel em estudo, X,
é, no instante ¢, uma funcao dos seus valores passados e de uma
perturbacao aleatéria u; :

Xt = f (Xt—la Xt—27 seey ’LLt)
Nos modelos explicativos tem-se
X = f(Ye, )

onde Y; é uma famfilia de varidveis aleatérias exdgenas.

A perturbagao aleatéria ou ruido u = (u;) é habitualmente
uma familia de varidveis aleatérias centradas, de mesma variancia
e nao correlacionadas.

Uma vez seleccionada uma certa familia de modelos, torna-se
necessdrio identificar o modelo que melhor se adequa as obser-
vagoes e estimar os pardmetros que o compoem. Esta estimagao é
feita, obviamente, & custa da série observada.

O modelo obtido é entdo validado por meio de testes apro-
priados.
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Se o modelo obtido é considerado vélido, podemos entao avaliar
os valores futuros da série temporal, isto é, entrar na fase funda-
mental de previsao.

E claro que esta previsao sera tanto melhor quanto mais regu-
lar for, ao longo do tempo, a fungdo que descreve a série temporal
e quanto menor for o horizonte de previsao. As previsoes pro-
postas sao, tal como no caso da estatistica cldssica, apresentadas
sob a forma de intervalos, os intervalos de previsao, também aqui
caracterizados pela respectiva confianga e correspondente precisao.

Neste livro daremos particular realce & familia de modelos
auto-projectivos. A definicdo e o estudo deste tipo de processos
enquadra-se no contexto geral da modelagao matemstica de séries
temporais que, desde a introdugao dos processos auto-regressivos
por Yule, em 1927, tem despertado grande interesse e conhecido
importante desenvolvimento.

Até ao inicio dos anos 80 estes estudos foram dominados pelos
modelos lineares, com particular énfase para a ja cldssica classe
dos processos auto-regressivos médias moéveis (ARMA), situando-
-se nos anos 70, e na sequéncia do aparecimento do livro de Box
e Jenkins (1970, ed. revista 1976), a época de ouro do seu desen-
volvimento. A formulagio retida para tais processos estocasticos
permite exprimir o valor presente da série como funcao linear dos
seus valores passados e dos valores presente e passados de um
ruido que se interpreta como a inovagao da série. A importancia
destes processos no estudo e desenvolvimento da modelagao geral
de séries temporais leva-nos a dedicar-lhes, neste texto, particular
atencao.

Estando a evolugao dos modelos ARMA limitada a uma formu-
lagao linear torna-se evidente o cardcter restritivo do seu campo
de aplicacao, com vista & obtencao de bons ajustamentos para os
sistemas reais a descrever. Os processos lineares revelam-se, em
particular, insuficientes quer para o tratamento de certos proble-
mas financeiros e monetdrios (indices da bolsa de valores, taxas
de juro e de cambio, inflagdo, ...) nos quais a variabilidade instan-
tanea (ou volatilidade) das séries de valores associados depende de
modo significativo do passado, quer para o estudo de fenémenos



XX1V

naturais susceptiveis de alteragoes bruscas e violentas como, por
exemplo, fenémenos sismolégicos onde podem surgir sucessoes de
registos com picos repentinos seguidos de baixos valores em termos
absolutos.

Assim, tém surgido na literatura vérias classes de modelos que
permitem ter em conta diversos aspectos de nao-linearidade de que
destacamos a classe dos modelos condicionalmente heterosceddsti-
cos, devida a Engle (1982), e a dos modelos bilineares, introduzida
por Granger e Andersen (1978). O estudo destas classes de mo-
delos nao-lineares serd também objecto deste livro.



Capitulo 1

Processos Estocasticos

1.1 Conceitos basicos

Considere-se um espaco de probabilidade (£2,.4, P). Sejam
(E, £) um espago mensuravel e 7 um conjunto qualquer de indices.

Defini¢cao. Um processo estocdstico indexado por 7 é uma familia
de varidveis aleatérias (v.a.) (X, ¢t € T) definidas sobre (€2, A, P)
e com valores em (E,E).

O conjunto 7 é chamado espago dos tempos.

O conjunto E é denominado espago dos estados do processo.

Para cada w € Q, fixo, (X; (w),t € T) define uma realiza¢ao
ou trajectoria do processo.

Os processos estocdsticos com que vamos trabalhar sao, em
geral, familias de varidveis aleatérias em que (E, &) = (R™, B (R"™))
comn > 1 (1) Assim, os processos estocdsticos poderao ser unidi-
mensionais, se X; € R, ou multidimensionais, se Xy € R", n > 1.
Neste segundo caso escrevemos

X1t

X, — Xoy

Xn,t

!B (R™) denota a o—algebra de Borel de R™.
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Genericamente, tem-se que
VweQ, (X;(w),teT)e ®R)HT

onde (]R”)T é o conjunto das fungoes definidas sobre 7 com valores
em R".

As v.a. X; s@o chamadas margens do processo estocdstico e
as respectivas leis de probabilidade, Px,, denominam-se leis mar-
ginais.

Observagaes.

1. Suporemos que a dimensdo do processo é independente do
instante de observacao. Convém, no entanto, observar que na
pratica isto nem sempre se verifica. Para ilustrar esta afirmacao
consideremos o exemplo dos inquéritos sobre o emprego num de-
terminado pafs. Tais inquéritos sao geralmente feitos com uma
periodicidade regular e, semestralmente por exemplo, dispomos
de dados relativos a diversos grupos de individuos:

n° de agricultores: X7 4
n° de empregados de escritério: Xo ;.

Por razoes virias, que poderao ter a ver com o custo do in-
quérito, trimestralmente temos apenas acesso ao dado global
X1t + Xa4. Entao, ao longo do tempo, teremos a seguinte in-
formagao:

1° trimestre | 2° trimestre 3° trimestre 4° trimestre

X141 X143
X1+ Xoy X, X112+ Xogyo X,
2,441 2,443

2. Suporemos que o tempo é discreto. Neste caso diz-se que temos
um processo estocdstico de tempo discreto ou uma série temporal,
sendo habitual considerar 7 = N ou 7 = Z.

Nas séries econdmicas esta hipotese de trabalho é em geral
verificada ja que dispomos de dados em instantes isolados. H4 no
entanto casos excepcionais como, por exemplo, o das cotagoes da
bolsa. Como sabemos, tais cotagOes sdo apresentadas diariamente
ou mesmo varias vezes ao dia, isto é, os dados sao recolhidos em
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instantes tao préximos que poderd revelar-se 1itil o seu tratamento
em tempo continuo.

Contrariamente as séries econémicas, as séries fisicas aparecem
geralmente em tempo continuo. Assim acontece, em particular,
com dados relativos & temperatura, & pluviosidade e aos batimen-
tos cardiacos.

3. Se 7 =N ou 7 = Z temos observacoes supostas equidistantes.
Também esta hipétese de trabalho é por vezes violada na prética.
Por exemplo, se pretendermos efectuar um inquérito sobre os gas-
tos familiares, nas habitagoes, duas vezes por ano, que meses de-
veriam ser escolhidos para proceder ao inquérito? Deveremos, na-
turalmente, escolher os meses em que é mais provdavel encontrar as
pessoas em suas casas. Se eliminarmos os correspondentes a férias
ou os mais propensos a saidas poderiamos ser conduzidos, com
argumentos do tipo a seguir apresentados, aos meses de Marco e
Outubro, que nao sao equidistantes.

Janeiro Fevereiro Margo
Abril Maio Junho
Safdas pela Pdscoa Safdas pelos dias festivos Safdas pelos feriados
Julho Agosto Setembro
Periodos de Férias Periodos de Férias Safdas pelas compras escolares
Out Nov Dezembro
— — Safdas pelo Natal

4. Poderiamos pensar em considerar 7 igual ao periodo de obser-
vagao, digamos, 7 ={1,2,...,7}. H4 no entanto alguns inconve-
nientes para esta abordagem.

i) Reparemos que a previsao para os instantes 7'+ 1,7 + 2,...
implicaria a necessidade de considerar um periodo mais alargado,
isto &,

T={12,.. . T\T+1,T+2,..}.

ii) Por outro lado, havendo uma observagao suplementar em
T + 1, impor-se-4 a consequente previsao para os instantes T + 2,
T+3,...
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Assim, parece claro que ndo podemos pensar em limitar supe-
riormente 7. Prolongamos entdo os tempos para +oo e conside-
ramos 7 =N.

O interesse do prolongamento dos tempos para —oo, isto é,
tomar 7 =Z, é principalmente matematico; permite obter em cer-
tos casos resultados mais simples. Pode ainda justificar-se com a
previsao no passado longinquo, necessdria por exemplo em séries
do dominio da Arqueologia ou, também, da Economia.

1.2 Teorema de Kolmogorov

Seja X = (X;,t € T) um processo estocéstico definido sobre
um espago de probabilidade (€2, .4, P) e com valores em (R™, B (R™)).

Como ja vimos, o processo estocdstico X assume valores no
espaco de dimensao infinita (R”)T. O estudo da lei do processo
estocdstico X, no sentido da lei imagem de P por X, impoe a
construgao de uma o—4&lgebra sobre (R")T e a caracterizagao das
probabilidades sobre tal o—4&lgebra.

Tal estudo, que nao vamos desenvolver aqui, é devido a Kol-
mogorov e pode encontrar-se, por exemplo, em Neveu (1970) ou
Métivier (1972). De facto, Kolmogorov constréi a o—élgebra de
Borel sobre (]R”)T, estuda as probabilidades nesta o—4dlgebra e a
partir daf caracteriza a lei de um processo estocéstico.

Ora, dado um qualquer processo estocdstico X = (X, t € 7T)
podemos fazer-lhe corresponder o conjunto dos vectores aleatérios
de dimensao finita (X, ..., Xy, ), com ti,...,t; quaisquer em 7,
com os quais sabemos trabalhar.

Esta constatacao levou Kolmogorov a analisar a seguinte ques-
tdo: em que medida é que o conhecimento da familia de vectores
aleatérios de dimensao finita, associados a um processo estocds-
tico, e respectivas leis permite caracterizar esse processo e sua lei?

Designe-se entao por Px a lei de um processo estocdstico com
valores em (R™)7 munido da sua tribo de Borel B [(R”)T} . Consi-

dere-se a familia das leis em (]R"k, B (R”k)) associadas a qualquer
subfamilia finita de X, (X, ..., X3,), t1, ..., tx quaisquer em 7,
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Pl x) )

chamadas leis de dimensao finita ou leis temporais do processo X.
As leis {P(th,...,th)} satisfazem a chamada condicdo de pro-

jectividade, isto é, verifica-se a compatibilidade entre vectores e
respectivas leis se, designando por 77(11 as projeccoes coordenadas
(?), se tem

P(th,...,th) = (P(th,...,th,...,thm))ﬂil,u,zﬂm .
1otk
Assim, a lei de (Xy,, ..., X, ) € a lei imagem de qualquer vector
de dimensao finita que inclua aquelas componentes pela projecgao
coordenada adequada.
Esta condicao de coeréncia da familia de leis de probabilidade
de dimensao finita assegura a existéncia e unicidade da lei Px do

processo estocdstico X sobre ((]R")T , B [(R”)TD, conforme esta
expresso no teorema seguinte.

Teorema de Kolmogorov (Neveu, 1970) Se dispusermos de uma
familia de leis de probabilidade

{P(th,...,th)7Vk7Vt1> ceey T €M T}

satisfazendo as respectivas condigoes de projectividade, entao
existe uma lei inica Px tal que

P(th,...,th) = (PX)th,---7tk ,Vk‘,th, ...,tk €1m T

Tlustremos este teorema com o caso particular dos processos
estocdsticos Gaussianos, que passamos a definir.

2 A todo o subconjunto finito I do conjunto 7" associamos o espaco produto
(R")I, isto &, o conjunto das sequéncias finitas z;,i € I,z; € R". Para I,J
partes finitas de 7, com J C I, designamos por 7%y : (R")" — (R")” a pro-
jeccdo que consiste em reter apenas as coordenadas com indices pertencentes
aJ.



6 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

Defini¢ao. Um processo estocdstico real X = (Xy,t € T) é Gaus-
siano se a lei de qualquer subfamilia finita ¢ Gaussiana.(®)

Verifiquemos que a defini¢ao é de facto coerente, isto é, prove-
mos que a familia das leis normais

Pr,

k

=N (mTk>FTk) ’

onde T}, k € N, descreve as partes finitas de 7, verifica a condigao
de projectividade. Designam-se por mr, e I'ry, respectivamente,
o vector média e a matriz de varidncias-covaridncias do vector
(Xtvt € Tk‘) .

Sejam T = {t1, ...t} e To = {tll, ...,t;} , com 1o C TY. Prove-
mos que

Py, (B) = Pr, ((wg)_l (B)) ,BeB (Rl) .

Ora,
PT2 (B) = N(meFTz) (B) .

Por outro lado,

(*2) " (B) = {@)er, € B+ (2 my) € B} = A

P (7)) = N ()
— P((Xiy,s X0) € A)
- p ((thl, ...,Xt;) e B) . da definiciio de A
" g

= N (mT27FT2) (B)

3Para o estudo de vectores aleatérios normais sugere-se, por exemplo, E.
Gongalves e N. Mendes Lopes (2000), cap. IV.
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uma vez que um vector marginal de um vector aleatério normal
também é normal.

1.3 Processos de segunda ordem

1.3.1 Definicao. Propriedades

Definigao. Um processo estocdstico X = (X, t € 7) é de segunda
ordem se
E||X|? < +00,Vt € T,

onde ||| é a notagdo usada para norma do elemento z. (%)
Se R™ estiver munido da norma euclideana tem-se, represen-
I
tando por X, o transposto do vector X,

1Xl° = X, Xy = X3, + X5, + .+ X2,
Assim,
E|X|? < +o0 <= E [X}, + X3, + ... + X2,] < 400,

condicao que nos vai permitir estabelecer o resultado seguinte que
relaciona a segunda ordem do processo com a segunda ordem dos
"processos componentes".

Propriedade. Um processo multivariado
X = ([Xl,t X27t th], te T)

¢ de segunda ordem se e s6 se X; = (X, t € T) é de segunda
ordem, para todo j =1,2,...,n.

Prova. E evidente, pela linearidade da esperanca matematica, que

B[X2] < +00,j =1,2,on = B [X2, + X2, + .. + X2,] < +o0.

4 Ao longo do texto serd sempre esta a notacdo usada para norma, inde-
pendentemente do espago e da norma que se considerar. Se necessdrio, serd
explicitada qual a norma a usar num determinado contexto.



8 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS
Inversamente, para provar que
E[X{+ X5, +..+X2,] <+oo= E[X}] <+400,j=1,2,..,n

raciocinamos por absurdo e usamos o facto de X jzt ser de valores
positivos. B

Se um processo é de segunda ordem podemos concluir de ime-
diato os seguintes factos sobre os seus ”processos componentes”:

1. X;; possui valor médio: E[X;;] =m; ().
O valor médio de X; é o vector, com n linhas, formado por
estes valores. Representéd-lo-emos por E [X;| = m (t).

2. X, possui varidncia: V [X].

3. Existe covaridncia entre X; , e Xj; pois, pela desigualdade de
Schwartz em L2 (Q, A, P) (°), E(XY) < /E(X2)E (Y?2).

Podemos assim definir a familia de matrizes quadradas
I'=1[I(s,t),s,te€T]com

I'(s,t) = Cov(Xs, Xs) = E [(Xs —m(s)) (X: —m(t))'] .

A lei de um processo de segunda ordem pode entdo ser par-
cialmente resumida pelas seguintes fungoes:

i) fungdo média: m = (m (t),t € T)

ii) funcao das covariancias: I' = (I' (s,t),s,t € 7).

Propriedade. A fungao I' = (I'(s,t),s,t € T) é a fungao de co-
varidncia dum processo de segunda ordem com valores em R" se e
s6 se I' ¢ um operador real, hermitico e semi-definido positivo (%),
isto é, verificando:

i) a simetria: I'(s,t) =T (t,s)",Vs,t € T

®Ver Anexo, pardgrafo 1.6.

SUma matriz T quadrada de ordem k é hermitiana se T' = T'* (* designa o
transposto-conjugado).

I' é semi-definida positiva (ou definida nio-negativa) se u*I'u > 0, Yu € C*.

I" é definida positiva se u*T'u > 0, para todo u # 0.
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ii) a positividade:

Vk € N,Vha,...,hx € R Vi1, ...tp €T, ZZh’ (ti,tj) hj > 0.
i=1j=1

Prova. Considerando o elemento genérico da matriz de covariancia
/
I (t,s)", tem-se

T (¢, s)/]m = [t s)];; = Cov(Xyj, Xsi)
= Cov(Xsi, Xtj) = [['(s,1)];-

Por outro lado,
Vk €N, Vhy,..,hy € R" Vi1, t, € T,V i,5 € {1,...,k},

BT (ti,t5) ZZh ihg,jCov (Xp1 Xqu, ) »
p=1qg=1
com
Cov (Xp,thqytj) =FE [(Xp,ti - E(Xpu)) (Xq,tj - E (Xq,tj))] :
Entao
E k
i=1j=1

kE k n n
= Y DY nihes B (X, — B (X)) (Xg, = B (Xye,))]

i=1j=1p=1g=1
2

- Zzhl” ot — E(Xpi,))| =0.

i=1p=1

Inversamente, para todo o operador I' real hermitico positivo,
existe pelo menos um processo de segunda ordem admitindo I’
como fungao de covaridncia. Basta considerar um processo Gaus-
siano de func¢éo de covariancias I' e funcdo média nula pois, da
defini¢do de processo Gaussiano é facil concluir que tal processo é
caracterizado por aquelas duas funcgoes.
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1.3.2 Exemplos de processos de segunda ordem

1. Sejam f e g duas fung¢oes deterministas de t,t € 7, e A e B
duas varidveis aleatérias reais de quadrado integrdvel. O processo

Xy = Af(t) + By(t)

é um processo de segunda ordem.

Notemos que se conhecermos X; (w) = A (w) f(t) + B (w) g(t)
para um w fixo e se existirem ty e t; tais que f(to) e g(to) se-
jam linearmente independentes de f(t1) e g(t1) entdo, conhecidos
Xy, (w) e Xy, (w), podemos conhecer A e B e automaticamente
X (w), para todo o t (isto é, toda a trajectéria do processo).

2. Ruido branco

Chamamos ruido branco a uma sucessao de vectores aleatorios
e = (et,t € Z) que sdo

- centrados: m = Ogn

- nao correlacionados: T'(s,t) =0, Vs # ¢

- com igual matriz de varidncias-covaridncias:

I'(t,t) =V (et) = X, independente de t.

Assim, num ruido branco nao hé correlages entre 2 instantes
diferentes. Em contrapartida, pode haver correlacoes instantaneas
porque, por exemplo, Cov (e14,€2¢) = Y12 poderd ser nao nula.
A auséncia de correlacoes instantaneas verifica-se no denominado
ruido branco reduzido no qual se considera . = I,,, com [,, a matriz
identidade de ordem n.

No caso unidimensional, a definicao anterior resume-se ao se-
guinte: & = (g,t€Z) ¢ um ruido branco se FE(g) = 0,
E(ef) =0% e E(ees) =0,8¢t £ s, t €Z, s € L.

3. Média mével infinita (bidireccional)
Seja ¢ um ruido branco de R". Seja (Aj;) uma sucessao de

matrizes de ordens m e n, duplamente indexada, com j € Z, e tal
que
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“+o00

> Al < o0,V (7)

j=—00

Consideremos
—+00
Xt == E Ajt6t,j .
j=—o0

Esta igualdade tem sentido porque
[Ajeee—sll < [|Ajell llee—; |

€ COoImo
2 n n
et = £ (e jeis) = B (222 5) = £V () =7 (),
1= 1=

onde T'r designa o traco de uma matriz, isto é, a soma dos ele-
mentos da sua diagonal principal, entao

[Ajee—sll < [[Ajell /T (32) .-

Assim (Ajie,—;) € o termo geral de uma série convergente em
+o0
norma uma vez que, por hipétese, Y. |[|Aj¢| < 400, Vt. Dizemos,
j=—oo
pois, que (Ajig;—j) € o termo geral de uma série absolutamente
convergente (em L2,) o que implica que a série converge (em L2)).

+oo
Assim Xy = Y Ajier—; estd bem definido (em L2)).

j=—00

—+o00

O processo X = | Xy = . Y. Ajiei—j,t € Z) denomina-se mé-
j=—o00

dia mdvel infinita bidireccional.

Podemos calcular o valor médio de X; e a covariancia entre
X; e X5. Para isso, comecemos por estabelecer um resultado
(Gouriéroux, Monfort, 1990, Cap. V, Anexo), que nos mostrard

"Sem perda de generalidade, consideramos

2 1At . L.
||A|l* = sup® f,f”” = maior valor préprio de A’A.
z#0
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que ¢ licito, nas condigoes dadas, permutar os simbolos de integral

e somatdrio.
Consideremos uma sucessio de v.a. Uy, de L2, e suponhamos

que Ug converge para U no sentido de L%L, isto &,

E <||Uk - U||2> =0

—+00
Da desigualdade de Schwartz,
Vi € {1,.m}, B [(Us = U) ei] < B (U - UJ),

onde (eq, ..., ey,) € a base candnica de R™.
Assim,

Vi€ {l,om} , E(Uis—U) — 0

——+00

ou seja
EU;) — E(U).

k——+o0

Apliquemos este resultado ao célculo de E(X}).

+oo
Por um lado ' > Ajies—j converge em L2,. Assim, basta aplicar

j=—00
k 400
o resultado anterior a Uy = Y. Ajer—je U= Y Ajierj.
==K J=—o0
Pela linearidade da esperanga matemadtica,

k k
khgl-l E E Ajtst—j = & 111_’1_1 E (Atht_j) .
——+00 —T0o0
, j=—k , =k
k! —+o00 k! —4-o00

Mas, usando o resultado anterior,

k 400
kEIJ{IOOE Z Ajtgt—j =F Z Atht_j

Wt = j=—o0
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Assim, da definigdo de série convergente e da unicidade do
limite decorre

+o0 k I
E Z Ajtgtfj == kEI—iI—loo Z E (Ajtgtfj) == Z E (Ajtgtfj) .
J=— k’—>+ooj:7k/ j=—o0'

Obtemos, entao,

E(X;) = *2’0 AjE (5-5) =0

j=—00
I'x (s,t) = Cov(Xs, Xy)

+oo “+o00
= Cov Z Ajses—j, Z Ajer—i

jzfoo 1=—00
+o0o  +oo

= Z Z AjSCOU (€S_j,€t—i) A;t-

J=—00i=—00

Como Cov (e5—j,61—;) # 0 se e s6 se s — j =t — i, obtemos

+o0o
I'x (37t) = Z As—t—|—7j,sZA;t

1=—00

Podemos concluir que o processo média mdével infinita apre-
sentado é de segunda ordem.

1.4 Processos estacionarios

Se o comportamento de um processo ao longo do tempo fosse
totalmente andrquico seria dificil ou mesmo impossivel desenvolver
estudos sobre o mesmo, designadamente estudos com vista & pre-
visao de valores futuros do processo. Em geral os fenémenos
observados permitem considerar um certo nimero de hipéteses de

invaridncia no tempo, genericamente designadas por estacionari-
dade.



14 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

1.4.1 Processos fortemente estacionarios

Defini¢ao. Um processo X ¢é fortemente estaciondrio (ou estrita-
mente estaciondrio) se

Vk € N, Viti, ...t € Z,Yh € Z, (th, ceey th) € (th+h, ceey th+h)
tém a mesma lei.

Em particular, a lei de X = (X;,t € Z) coincide com a lei
de X = (Xt¢4r,t € Z), r arbitrariamente fixo em Z, ou seja, hd
invaridncia da lei do processo por translagao no tempo.

Notemos que nesta definicdo nao se exige que o processo seja
de segunda ordem.

Exemplos.

1. Se A é uma varidvel aleatéria entdo X; = A, Vt, € um processo
fortemente estaciondrio jé que a lei de (Xy,,...,Xy,) € a lei do
vector (4, ..., A), de dimensao k, a qual é independente de ¢y, ..., ti.

2. Se (X;,t €Z) ¢ uma sucessao de varidveis aleatdrias inde-

pendentes de mesma lei P, entdo o processo X = (X;,t€Z) é

fortemente estaciondrio porque P = P®k, que é inde-
(X, )

pendente de t1, ..., tg.

A propriedade seguinte, cuja prova é imediata, relaciona a esta-
cionaridade forte de um processo multivariado com a estacionari-
dade forte das suas componentes.

Propriedade. Se X = ([X1: Xop ... Xm]/,t € Z) ¢ fortemente
estaciondrio entdo X; = (Xj;,t € Z) ¢ fortemente estacionario,
Vi=1,..,n.

O reciproco desta propriedade pode nao ser verdadeiro. Para
ilustrar esta afirmacg@o consideremos o processo estocdstico

(e ()02

tal que
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i) (X¢,t € Z) & um processo Gaussiano real, independente, cen-
trado e fortemente estaciondrio, isto &,

-Vt € Z, Xy segue a lei N (0,0)

- (Xy,t € Z) & uma familia de varidveis aleatérias indepen-
dentes.

ii) (Yi,t € Z) = ((-1)" Xy, t € Z).

O processo (Yz,t € Z) ¢ também uma familia de varidveis alea-
torias independentes e seguindo todas a lei N (0,0). Assim,
(Y:,t € Z) ¢ fortemente estaciondrio.

Provemos que (Z;,t € Z) nao ¢é fortemente estaciondrio. Basta
ver que as varidveis aleatérias Z; nao sao identicamente distribui-
das.

De facto, para qualquer (z,%) € R? tem-se

-set é par

Fz,(z,y) = P(X;<z,Y, <y)
P(Xt < min (xvy))
Fn,0) (min (z,y)) >0

- se t é impar

FZt (:an) = P(Xt SZB, _Xt Sy)
[ P(-y<Xi<uz), —y<z
B 0, —y>x

Por exemplo, Fz, (1,-2) = Fn(e) (—2) > 0e Fz (1,-2) = 0.
Observagao. Seja X = (Xy,t € Z) um processo estocdstico de

segunda ordem e fortemente estaciondrio.
Tem-se

E(Xy) = /deXt ()
E(Xpp) = / ©dPy, ,, (z) = / 2dPy, (z) = B (X))

ou seja, F (X;) = my = m, isto é, é independente de t.
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Do mesmo modo, a variancia é também independente de t.
Quanto & covariancia, sabemos que a lei de (X4, Xy,) ¢ a lei
de (Xt,+h, Xty+n), Vh. Entao

Cov (Xt,, Xp,) = Cov (Xy 1, Xtg+n)
isto &,
thtQ; h7 r (tlth) =T (tl + h>t2 + h) )

em particular, com h = —t; obtemos
[ (t1,t2) =T (0,ta —t1)

ou seja, a covaridncia é apenas funcao da diferenca entre os indices
de X.
Podemos assim enunciar o resultado seguinte:

Propriedade. Se X = (Xy,t € Z) é um processo estocdstico forte-
mente estaciondrio e de segunda ordem entao E (X;) e V (X;) sao
independentes de t e Cov (X, X5) =7 (t —s).

Vamos estudar processos estocdsticos que, até a ordem dois,
apresentam estas caracteristicas de regularidade, ou seja, de acordo
com a defini¢ao seguinte, processos fracamente estaciondrios.

1.4.2 Processos estacionarios no sentido fraco

Defini¢ao. Um processo de segunda ordem X = (X, t€Z) é
estaciondrio no sentido fraco se

oE(Xt):m, vVt € Z

e Cov (Xy, Xpyp) =7v(h), Vt € Z.

Alguns autores adoptam a terminologia estaciondrio & ordem
dois(®) ou estaciondrio em covaridncia. No que se segue e sempre

$Mais geralmente, o processo real X é estacionario a ordem j se todos os
momentos conjuntos de (Xi,,..., X¢,,) de ordem inferior ou igual a j existem
e sdo iguais aos momentos conjuntos correspondentes de (X, +h, ..., X¢,,+h),
isto
Ee[(Xn)“ e (X )| = B [(Xan) e (Xan) ™
com j1 > 0,...,5n > 0e j1 + ... + jn < j, para todos (t1,...,tn) € Z" e h € Z.



1.4. PROCESSOS ESTACIONARIOS 17

que estivermos a referir-nos a este tipo de estacionaridade, diremos
apenas X é estaciondrio.

A funcao v (h) =T (0,h), h € Z, chama-se fun¢do de autoco-
varidncia.

A propriedade seguinte, cuja prova é imediata, relaciona a esta-
cionaridade de um processo multivariado com a das suas compo-
nentes.

Propriedade. Se X = ([let Xot .. Xn,t]/,t € Z) ¢é estacionéario
entdo X; = (X, t € Z) & estaciondrio, Vj = 1,...,n.

De modo semelhante ao observado na estacionaridade forte, o
facto de os processos componentes serem fracamente estaciondrios
nada nos permite concluir sobre a estacionaridade fraca do processo
que os admite como componentes. Retomando o exemplo usado no
caso fortemente estaciondrio, vemos que (X, t € Z) e (—Xy,t € Z)
sao fracamente estaciondrios. No entanto (Z;,t € Z) nao ¢ fraca-
mente estaciondrio pois

Cov(Z,%) = E (thg) ~F (( if: ) (X; Yt))

G P D G

isto &,
0?2 o2
2 2 , 1 par

o —o* t impar
—o2 g2 ) par.

Cov (Zt, Zt) =

Os dois tipos de estacionaridade que foram introduzidos nao
estao directamente relacionados. De facto, pode ocorrer uma qual-
quer das situagoes a seguir descritas.

a) Um processo pode ser fortemente estaciondrio e nao ser
estaciondrio.
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Basta considerar o processo X = (X;,t € Z) constituido por
uma sucessao de varidveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas (v.a.r.i.i.d.) com a lei de Cauchy (relembremos
que, neste caso, a esperanga de X; nao existe).

b) Um processo pode ser estaciondrio e nao ser fortemente
estaciondrio.

Este caso ¢ ilustrado considerando o processo X = (X¢,t € Z)
constituido por uma sucessao de v.a.r. independentes tais que

1

1—m ,(IZ:O

P(Xy=2)=14 3 x=/lt| , VteZ-{0},
ﬁ 7:1::_\/|t|

e

%, r=-1

P(Xy=12)=
%, z=1

¢) Um processo fortemente estacionédrio de segunda ordem é
estaciondrio.

d) Um processo estaciondrio tal que a lei de (Xy,,..., Xy, ),
P(th’m’th), depende apenas de E(Xy),..,E(Xy) e de

Cov (Xti, th) ¢é fortemente estaciondrio.

Em particular

i) se um processo ¢ Gaussiano e estaciondrio entao ¢ fortemente
estaciondrio.

ii) se as v.a.r. Xy, t € Z, sao independentes e X; segue a lei
de Poisson de pardmetro A\; e se o processo X = (X, t€Z) é
estaciondrio (o que implica que Ay = \) entdo X é fortemente
estaciondrio.

Debrucemo-nos mais um pouco sobre a definicao de estaciona-
ridade fraca.



1.4. PROCESSOS ESTACIONARIOS 19

Embora sobre m nao seja feita qualquer restrigao, ja o mesmo
nao acontece com I.

De facto, sendo Cov (X¢, X¢4n) = Cov (X¢yn, X¢)' devemos ter
v (h) = v(=h)", isto &, v & simétrica (ou par, se X é unidimen-
sional).

Por outro lado, sendo I'(¢;,t;) uma matriz de variancias-
-covariancias, tem-se

ZZh’ (tist;) h; > 0,Yk € N,Vhy, ..., hy € RV, t; € Z,
1=175=1

isto &,
ZZh ) hj >0
i=1j=1

o que implica, considerando t; = i,

EZhZ’y j—1i hj20

i=1j5=1

ou seja, v é um operador semi-definido positivo.

Notemos ainda que ao considerar, nos processos de segunda or-
dem, a sub-classe dos processos estaciondrios estamos a introduzir
uma forte simplificacdo ao nivel dos momentos. De facto, dei-
xamos de ter uma funcdo m(t) para passarmos a uma constante
m e deixamos de considerar uma fungao de 2 argumentos, I (s, ),
para passarmos a ter apenas vy (h) .

Ezxemplo. Seja € um ruido branco real definido sobre um espago
de probabilidade (£, A, P), de variancia o2 estritamente positiva.
Seja X o processo estocdstico real definido por:

“+o00

X = Zajé‘t_j,vt €,
=0

+o0o
com (aj,j € Nog) tal que )" |a;| < +oo.
i=0
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Sabendo que a convergéncia envolvida na definicdo de X; é no
sentido de L? (2, A, P) , provemos que X ¢ um processo estocdstico

fracamente estaciondrio.

A prova de que X é um processo de segunda ordem resume-se

+o0 +o0
IXel = |D_ajes| <D lagl el
j=0 j=0

IN

oo 1 +o00

> lajl [B (7)) =0 _laj| < +oo.
J=0 =0

Provemos que E (X;) ¢ independente de t. Tem-se

+oo N
E(Xt) =F (Z()ajEtj) =F ( lim Zajetj> .
j:

N—>+00j:0
+oo
J& vimos que Y. aje;—; existe em L2
Jj=0
. N 2 1
Vejamos agora que Y ajei—j — Y GjE4—j.
- N——+oco —
Jj=0 Jj=0
N ~+o0 +oo +o0
doajei—j— Y aE—j|| = || X ajg—j| <o > |ajl

que tende para 0 quando N — 400, por ser o resto de uma série
convergente.
Assim,

N—+oco

N +o00 2
lim E( > aje—;— Y aje—j] =0.
7=0 3=0

Mas, da desigualdade de Cauchy-Schwartz,
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1
2

2
N 400 N 400
E Y ajerj— 2ajej | < |E| Y ajej— > ajer
j=0 =0 j=0 i=0

Assim,
N +o00
lim F Z ai€t—j | = E Z Ai€¢—j
N—+00 =0 =0
ou seja,

N +o00

lim ZajE (Et_j) =0=F Zajet_j s
N—+o0 =g =0

isto &, E (X;) =0, Vt.

Provemos agora que T (¢, s) depende apenas de ¢t — s.

+o00 +oo
T(t,s) = E(X,Xo)=FE| ajer ;> arcsp
j=0 k=0

“+oo+00 “+o00+00
= F g gajaket_jfss,k :E gajakE(Et_jss,k),
j=0k=0 J=0k=0

onde a troca da esperanga com o limite se justifica de modo andlogo
ao anterior.
Consideremos t > s.

2 : 2
' _Jof t—j=s—-k [ o j=t—s+k
E(et-jesr) _{ 0, senao _{ 0, senao

Entao

+oo +oo
r (t, 8) = O'2kz At —s4+kAk = O'2kz a‘t,SHkak.
=0 =0

Se t < s, obtemos, de modo andlogo,
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o, t—j=s5—k 0%, k=s—t+j
E<€t_j65k){0, {0, se nao

se nao

=y =y
eentdo I'(t,8) =0 Zoajas,tﬂ =0 Zoa|t_s|+jaj.
j= Jj=

+o0
: _ 2
Assim I' (t,5) = 0% Y ajay_g+j, Vi, 5 € Z.
=0
Podemos pois concluir que X é um processo estocédstico fraca-

mente estaciondrio.
Consideremos agora o processo Y definido por

Yi=> e, VtEL
j=0

com 6g=1e 04,...,0, € R.

E claro que Y é fracamente estaciondrio pois é um caso par-
ticular de X.

Mostremos que se € é um processo Gaussiano real, entao Y é
fortemente estacionério.
Comecemos por provar que Y é um processo Gaussiano.

Sejam t1, ..., t, € Z, (t1 < ... < t,), onde, sem perda de genera-
lidade, t; > t;—1 + m, ¢ = 2, ...,n. Temos

!/

(Y;d?"'?nn), = Zgjgtl—j7“'7zej5tn—j
=0 J=0
ey
Et1—1
0o O 0 ... . 0 ..
_ 0 0 6y .. 0,, ... O Et1—m
0O ... 0 0 .. .. .. O0n Etn
L €t,—m
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onde as matrizes envolvidas sdo de ordens (n,n(m + 1) e
(n(m + 1), 1), respectivamente.

Como (E¢ys -y Ety—my - Etyyy --» Etn—m) € Gaussiano, tem-se que
(Y3, ..., Y3,,) € Gaussiano por ser uma transformacao linear de um
vector aleatério Gaussiano.

Assim todas as leis de dimensao finita de Y sdo normais, logo
Y é um processo Gaussiano.

Sendo Y Gaussiano e fracamente estaciondrio tem-se que Y é
fortemente estacionério.

1.5 Espacos lineares

Tal como no caso das médias méveis infinitas, os modelos es-
tocdsticos que vamos estudar sao combinagoes lineares dos valores
sucessivos de um processo de segunda ordem. Este facto leva-nos
a introducao de vérios subespacos de L?.

Representamos por H () o menor subespago fechado de L2
gerado por uma familia de varidveis aleatérias X ,7 € Z, e pelas
constantes.

Assim, H é constituido pelas combinacOes lineares afins das
varidveis aleatorias X, 7 € Z, e pelos limites destas combinacgoes,
no sentido de L?. Nota-se que H é um subespaco de Hilbert.

Representamos por H; o menor subespaco fechado de L? ge-
rado por X,,7 < t, e pelas constantes. Assim, H; é constituido
pelos limites, no sentido de L2, das combinacoes lineares afins

k

YA X, +b, 1 <t,com Aj, A, ..., A matrizes e b um vector. Di-
;e%nos que H; é o subespaco linear gerado pelo passado do processo
no instante t.

De modo andlogo, representamos por H' o menor subespaco
fechado de L? gerado por X,,7 > t, e pelas constantes. Diremos
que " éo subespaco linear gerado pelo futuro do processo no
instante t.

Todos estes subespacos estao contidos em H. Verifica-se facil-
mente que a sucessao de subespagos associada aos passados é cres-

9 L. ..
90u HX, se for necessario explicitar o processo X.



24 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

cente e que a sucessao de subespagos associada aos futuros é de-
crescente.

1.5.1 Operadores atraso e avango

Seja X = (X¢,t € Z) um processo estaciondrio.

Sendo a nocao de estacionaridade estabelecida a custa da com-
paracao entre as propriedades de segunda ordem do processo X e
as do processo X* definido por X; = Xyip,h € Z, serd natural
estudar a aplicacao que a Xy faz corresponder X1 ou aquela que
a X; faz corresponder X; 1,Vt € Z.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que X é centrado e
seja H o subespaco de L? associado a X, anteriormente definido.

Comecemos por recordar o resultado seguinte, cuja prova pode
ser encontrada em Azencott, Dacunha-Castelle (1984, p. 42):

Teorema. Sejam (H, < .,. >)e (H*,< .,.>) dois espagos de Hilbert
e U uma aplicagao de M C H em H* tal que

<Ug,Uh >=<g,h >,Vg,h € M.

Entao U prolonga-se de modo tinico, como aplicacao isométrica,
sobre o menor subespaco fechado contendo M.

Propriedade.
1. H4 um operador isométrico tinico de H em H, que repre-
sentamos por L (ou B, de ’backward’), que ¢é tal que

LX:=X; 1, VYVt €.

2. Ha um operador isométrico tinico de H em H, que repre-
sentamos por F' (de 'forward’), que é tal que

FX, = X411,Vt € Z.
L é denominado operador atraso e F' operador avancgo.

Prova. Seja M = {X;,t € Z}. Obviamente M C H.



1.5. ESPACOS LINEARES 25

Seja H* = H. Notemos que esta escolha é possivel uma vez que
LXy =X, € H*.
Mostremos que L é isometria sobre M, isto é, que

< LXt,LXH_h >=< Xtth—‘,—h > .

Ora, sendo X centrado ( e supondo-o real para simplificar)
obtemos

< LXt, LXt+h >=F (LXtLXt+h) =F (Xt—lXt+h—1) =TI (h)

< Xt, Xt—|—h >=F (XtXt—i-h) =T (h) .

O teorema enunciado garante-nos entao que L se prolonga de
modo unico, e como isometria, sobre H.
A demonstracao para F' é andloga.

Observagoes.
1. Os operadores L e F' conservam as constantes.
De facto, consideremos um processo X = (X4, t € Z) tal que

Xt:(fb, VtEZ,

com a € R™.
O processo assim definido estd em H. Entao

Vit € Z, LXt = Xt—l = Q.
Analogamente para F.

2. L e F sao operadores lineares.
A prova é imediata a partir da definicdo.

3. Estes operadores dependem obviamente do processo conside-
rado. Representd-los-emos simplesmente por F' e L para nao so-
brecarregar as notacoes.

4. Cada um destes operadores pode ser composto consigo mesmo.
Por exemplo, sendo h um natural, a aplicacdo L" é tal que
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VteZ, LM (X)) = LV (X)) = . = L (Xipy1) = Xion
Analogamente, F" (X;) = Xy yp,Vt € Z.

5. Os operadores L e F' sao inversos um do outro:

LoF=FoL=1.

As propriedades de isometria dos operadores L e F sao ex-
tremamente tteis para estabelecer a estacionaridade de processos
no espaco linear H = HX.

De facto, se Y = (Y;,t € Z) é um processo unidimensional tal
que

vt, Y; € HX, e Vt, LY; = Y1,
entao Y é estaciondrio.
Com efeito,
<LYi,1>=<Y,1> <= EY,1)=EMW) < EY:) =my.

Atendendo ainda & isometria de L, as covariancias de Y sao
também independentes de t.

Mais geralmente, temos o resultado seguinte:
Propriedade. Seja Y um processo m-dimensional (m # n) cujas
componentes Yj; pertencem a H X etal que LY; =Y, 1Vt € Z.

Este processo é estacionério.

Prova. O resultado decorre da aplicagao, a cada uma das compo-
nentes de Y, do facto de L ser uma isometria.

De facto, detalhando cada uma das componentes de Y tem-se,
por L ser isométrico, para todos t € Z, j € {1,...,m},

< LYy, L1 >=<Yj;, 1 ><= E (Y1) = E (Y1)
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0 que implica que o valor médio é constante.
Por outro lado, Vt € Z,Vj,k € {1,...,m},Vh € Z, tem-se
< LY, LY yin >=<Yjt, Yerin >

isto é
<Y1, Yitrn-1 >=<Yj4, Yit4n >

ou seja,
E(Yjt-1Yktrn—1) = E(YjtYet1n)

o que implica que as covaridncias nao dependem senao da diferenca
h entre os indices temporais.

Tem-se naturalmente um resultado analogo usando o operador
F.

Ezemplos.

1. Seja X = (X;,t € Z) um processo estaciondrio. Defina-se o
processo estocdstico Y tal que Y; = Xy_1.

ComoY; € HX e LY; = LX;_1 = Xy_2 = Y;_1, podemos afir-
mar, tendo em conta a ultima propriedade, que Y é estaciondrio.

2. Consideremos o processo estocdstico bidimensional estacionédrio
X .
X = ([ X;t } ,t e Z) esejaY = (Vi =1 X1+ axXoy, t €7Z)
it
onde a1, as € R. O processo Y assim definido é estaciondrio. De
facto, Y € HX e, além disso, Vt € Z,

LY; = L(a1 X1+ asXos) = a1 X1 -1+ a2Xos1 =Y 1.

3. Seja X = (X¢,t € Z) um processo unidimensional estaciondrio.

N
a) Vi = Y. apXi—p, t € Z, ¢ um elemento de HX e verifica
p=0
LY; = Y;_1. Consequentemente, o processo Y = (Y, ¢t € Z) é um
processo estacionario.
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b) Seja (ai,i € Z) uma sucessdo de nuimeros reais tais que
400
> ail < 400. O processo Y = (Yi,t € Z) tal que

1=—00

+oo
Y, = Z a; Xy

1=—00

¢é estaciondrio.
De facto basta reparar que Y € HX e que LY; = Y;_1.

Observemos, no entanto, que hé processos com valores em HX
estaciondrios e que nao verificam a condicao LY; = Y; 1, Vt € Z.

Seja, por exemplo, X = (g4, ¢t € Z) um ruido branco unidimen-
sional de variancia o2 e defina-se o processo Y por

Y =¢co, t € Z.
Este processo estd em HX e ¢ estaciondrio pois
EY; =0,V(Y;) =V (e2) = 02, Cov(Y;, Yipp) = 0,Yh # 0.
Mas LY; = Legy = €941 € Y1 = €24-2.

A partir do processo X, podemos ainda considerar outro
exemplo. Seja agora Y = (Y;,t € Z) o processo definido por

Y, =(-1'et € Z.
Este processo estd em HX e é estaciondrio pois
EY; =0,V(Y;) =V (g) = 0%, Cov(Yy, Yyip) = 0,Vh # 0.
Mas

Ly, — { €t—1 ; tPar
—&¢—1 , t impar
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Este exemplo permite ainda mostrar que a soma de dois proces-
sos estaciondrios nao é necessariamente um processo estacionéario.

De facto, sendo X; = ¢4 ¢ Y; = (—1)t5t, com ¢ ruido branco,
tem-se
| 2¢ ,tpar
Xt+Yt_{0 , t impar
Entao
40% | t par
V(X + Yt)_{ 0 , t fmpar

pelo que (X; + Y, t € Z) nao é um processo estacionério.

1.5.2 Melhor previsao linear baseada no passado

Seja X = (X;,t € Z) um processo n-dimensional estaciondrio.
A melhor previsao linear de X;4; sabendo o passado H,, ou re-
gressao linear de X471 sobre o seu passado, é, por definicao, a
projecgao ortogonal de X sobre H,.

Representa-se por

Er (X1 /Hy) = Er (Xep1/ Xe, Xi—1,.0)

e é denominada esperanca linear de X, dado o seu passado. (19)

Assim

[ X1 — EL (Xe1 /Hy)|| = ?éﬁ [ X1 — Z]|-

O processo X = (E, (Xt41/H,),t € Z), formado pelas suces-
sivas previsoes (ao horizonte 1), é estacionério.

De facto,

'0A esperanga linear ¢ uma esperanca condicional (ver Anexo, pardgrafo 2.4)
particular, pelo que goza do mesmo tipo de propriedades. Para um estudo mais
detalhado ver Gouriéroux, Monfort (1989), Vol. 2, (Annexe).



30 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

-Vt €Z, B (Xen/Hy) € H,C H

- L(Ep (Xer1/Hy)) = Br (Xe/Hy_y)
por definicao de esperanga linear e porque L é um operador linear.

Definicdgo. Chamamos inovag¢do do processo X a0 processo es-
tocdstico € = (g¢,t € Z) formado pelos erros das previsdes ao ho-
rizonte 1, isto é, tal que

et = Xt — EL (Xt/ﬁt—l) s vVt € Z.

O erro de previsao no instante ¢ ao horizonte 1 é entao
ery1 = X1 — En (Xey1/Hy); 6, pois, o que ndo conseguimos
prever, o que se produz ’de novo’. E esta razdo que justifica a
designacao de inovacgdo.

Tem-se

Lety1 = L (X1 — Br (Xe1/Hy)) = Xi — B (Xe/Hy ) = &

0 que permite afirmar que a sucessao dos erros das previsoes su-
cessivas ao horizonte 1 de um processo estaciondrio é um processo
estacionédrio.

Podemos também observar que a inovacao de X no instante
t+1 é a parte de X¢y; nao correlacionada com H,, ou seja, tem-se

VY € H,, Cov(ety1,Y) =0.

De facto, e¢41 = X441 — Er (X¢41/H,) € ortogonal a H, (basta
ter em conta que Fr, (X;y+1/H,) é a projeccao ortogonal de X1
sobre H,, como ¢ ilustrado na figura 1.1).
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t+1

Fig. 1.1 - Vector inovacao
Entao

VY e H,, <Y,ey1 >=FE(Y'er1)=0.
Além disso, F (e141) = E (X1 — EL (Xe41/Hy)) = 0.
De facto,
Vie{l,...,n}, e =(0,..,0,1,0,...,0) € H,
e entao
Vie{l,...,n}, E[(Xt41— EL(Xet1/Hy)) €] =0=E (gi441) .
Finalmente,
VY € H,, Cov(Y,e441) = E (Ye, ) — E(Y)E (e4,) =0,

pois Yej,; ¢ uma matriz quadrada cujo elemento (i,7) é, com
notagoes simplificadas,

Yie; = Y/eie;e

e portanto
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E(Yiej)=FE <Y’e¢ege> =E [(e;e}Y) €] =0,

porque ejelY € H,.

Propriedade. O processo inovacao € é um ruido branco.

Prova. O processo € = (g,t € Z) ¢ de segunda ordem pois
X

e € H*.

Por outro lado, como vimos na prova anterior, tem-se
vVt € Z, E(€t) =0.

Além disso, Cov (g4,e1) =V (e1) = E (g46;) = X, independente
de t, pois j4 mostramos que € é estaciondrio.

Finalmente, Vh > 0,

Cov(ep,ern) = E(ehyy)

= B (= (Xuan— Br (Xisn/Hiipnn))') =0

poise; € Hy C Hyyp g e Xy — B (Xt+h/ﬂt+h71) é ortogonal
aHyp 1

Esta propriedade mostra-nos como construir um ruido branco
a custa de um qualquer processo estaciondrio.

1.6 Anexo - Espacos de Hilbert

Espagos com produto interno

Seja H um espaco vectorial sobre C (resp., sobre R).

Definicdo. H &¢ um espaco com produto interno se para quaisquer
x,y € H existe um numero complexo (resp., real), que represen-
tamos por < x,y >, tal que

(a) <z,y>=<y,x >, (resp., < y,z >).
b)<z+4+y,z>=<z,2>+<y,z>Ve,y,z€ H
c) <ar,y>=a<uzy>Vr,y € H Va € C (resp., R)
d) <z,z>>0,VreH
e) <z,x>=0seesdsex=0.

(
(
(
(



1.6. ANEXO - ESPACOS DE HILBERT 33

Ezemplos.
1. R™ é um espaco com produto interno definindo

n
<Ty > =) Ty
i=1
onde = (x1,...,x,) sy = (Y1, .o,yn) , 2 ER, s ER, i =1,...,n.
2. C™ & um espago com produto interno definindo

n
<w,z > =Y Wz,
i=1

onde w = (wy,...,w,), z = (21,...,2a), z € C, w; € C,

1=1,...,n

Seja H um espago com produto interno e consideremos a apli-
cagao

Il : H—R'
x — |zl =<z, >

Desigualdade de Cauchy-Schwartz. Tem-se

<@,y > <] lyll, e,y € H

<@y > =z ly] sees6ser=y=

Definicao. Os elementos x e y de H dizem-se ortogonais se
< x,y > é nulo.

Propriedade. Se H é um espago vectorial sobre C (resp., R) com
produto interno, entao

(@) [lz+yll < llzll +llyll, Vz,y <€ H.

(b) [Jaz| = | ||z] , Vo € H,Va € C (resp., R).

(c) ||z]| >0, Ve e H

(d) ||z|| = se e s6 se x = 0.
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A propriedade (a) ¢ designada por desigualdade triangular.
Defini¢ao. A norma de um elemento = de H é ||z|| = /< z,x >.

Defini¢ao. Uma sucessao (zn,n € N) de elementos de H converge
em norma para x € H se lim ||z, — x| = 0.
n—--+4o0o

Propriedade (Continuidade do produto interno). Se (z,,n € N) e
(Yn,n € N) s@o sucessoes de elementos de H tais que

lim |lop—z||=0e lim |y, —y| =0, entdo
n—--+00 n—-s—+00

() lim ]l = |
(b) lim <zp,yn>=<uz,y>.
n—-+o0o

Espagos de Hilbert

Sabemos que em R ou C a nogado de sucessao convergente é
equivalente & de sucessao de Cauchy. Este facto nao é, no entanto,
generalizdvel a qualquer espago vectorial normado. De facto, uma
sucessao de um tal espaco pode ser de Cauchy e nao ser conver-
gente. Os espacos de Hilbert sdo espagos com produto interno que
mantém tal equivaléncia.

Seja H um espago com produto interno.

Defini¢ao. Uma sucessao (x,,n € N) de elementos de H é uma
sucessao de Cauchy se

lim ||z, —zp| — 0.
n—-+o0o
m—-+00

De modo equivalente, (z,,n € N) é uma sucessao de Cauchy
se para cada € > 0, existe um nimero natural N (¢) > 0 tal que

|zn — xm]|| < €, para todos os m >n > N ().
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Definicao. Um espaco de Hilbert H é um espaco vectorial com
produto interno que é completo, i.e., em que toda a sucessao de
Cauchy (z,,n € N) converge em norma para um (inico) elemento
x € H, ou seja,

dreH: lim |z,—z||=0
n—-—+00

A propriedade da unicidade do limite mantém-se neste con-
texto geral.

Propriedade. (Critério de Cauchy). Se (z,,n € N) é uma sucessao
de elementos de um espago de Hilbert H entdo (z,) converge em
norma se e so se

nkrfoo [#n — || = 0.

m—-+400
Prova. A suficiéncia do critério de Cauchy ¢é a reafirmacao de H
ser completo.

A necessidade é uma consequéncia elementar da desigualdade
triangular. Assim, se ||z, — z|| — 0, entao

20 — 2wl < llzn — 2l + (|2 = 2m| — 0,
quando m e n tendem para +oco. W

Ezxemplo. O critério de Cauchy é essencialmente usado para veri-
ficar a convergéncia em norma de uma sucessao cujo limite nao é
especificado. Consideremos por exemplo a sucessao

n
Sp= . a;X;
i=1

onde (X,,n € N) é uma sucessao de v.a. de lei N(0,1), indepen-
dentes. Considerando a norma em L2, é fécil verificar que, se
m > n,

m
|Sm — Sn||2 = > a’z2
i=n—+1
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e entao, pelo critério de Cauchy, (.S,,) converge em m.q. se e s6 se
para cada € > 0, existe N (€) > 0 tal que

m
3 a? <€ param >n > N (e).
i=n+1
400

Assim, (S,,) converge em m.q. se e 86 se Y. a? < +oo.
i=1

Exemplos de Espacgos de Hilbert

1. Verifiquemos que R* munido do produto interno
k
< x,y > =) x;y; € completo.
i=1

Se Ty, = (T1y s Thom) € R* n € N, é tal que

k
|zn — me? = > |Tin — %}m’? — 0,
=1

quando m e n tendem para —+o00, entao cada uma das componentes
verifica

’$7j,n - $i,m‘ — 0,

quando m e n tendem para 4oo.
Como R é completo, existe x; € R tal que

|zi n — | — 0, quando n — +o0
e entdo se x = (z1, ..., T)) tem-se
|zn, — z|| — 0, quando n — +oc.
A prova de que o espaco vectorial CF sobre C é completo é
anéloga.

Assim R e C* sdo ambos espacos de Hilbert.

2. O espaco L% (Q, A, P)
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Consideremos um espago de probabilidade (2, A, P) e a familia
L2 (Q, A, P) de todas as v.a.r. X definidas sobre (Q, A, P) e tais
que F (X2) < +00.

O conjunto £2 (2, A, P) munido das operagoes usuais de multi-
plicagao por um escalar real e adi¢do de v.a. é um espacgo vectorial
verificando-se, em particular,

E [(axﬂ — a2E (X?) < 400, Ya € R,VX € L2 (0, A, P)
E(X +Y)? <2F(X?) +2E (Y?) < 400, VX,Y € L2(Q, A, P),

pois (X +Y)? < 2X2 4 2Y2.

Notemos também que o elemento zero de £2 (Q, A, P) é a v.a.
identicamente nula sobre €.
Para quaisquer dois elementos X,Y € £2(Q, A, P) definamos

< X,Y >= E(XY).

Esta aplicacao verifica todas as propriedades de um produto
interno com excepc¢ao da tultima. De facto, se < X, X >= 0 nao
podemos deduzir que X (w) = 0 para todo w € 2. Apenas podemos
concluir que P (X =0) = 1.

Esta dificuldade é ultrapassada introduzindo uma relacao de
equivaléncia em L2 (Q, A, P). Dizemos que X,Y € £?(Q, A, P)
sao equivalentes se P (X =Y) = 1.

O conjunto quociente por esta relagao de equivaléncia, deno-
tado L? (Q, A, P) ou L% (Q, A, P), é assim composto por classes
de v.a. tais que duas v.a. da mesma classe sao iguais com proba-
bilidade 1. Neste novo espaco o operador anterior é j4 um produto
interno.

A convergéncia em norma de uma sucessao (X,,) de elementos
de L? para um limite X equivale entéo a

lim X, ~ X[* = lm F (|Xn _ X|2) —0.

n—-+

A convergéncia em norma de X, para X em L? é, de modo
natural, chamada convergéncia em média quadrética (m.q.).



38 CAPITULO 1. PROCESSOS ESTOCASTICOS

L? ¢ um espaco de Hilbert. De facto, falta apenas provar que
é completo, isto ¢, se (X,) ¢ uma sucessdo de elementos de L? e
tal que lim X, — X,||* = 0, entéo existe X € L? tal que
o

X, — X (m.q).

n—--+oo

Comecemos por estabelecer o seguinte resultado auxiliar:

Lema. Se (X,) € L? e || Xp11— Xn|| € 27" n = 1,2,..., entdo
existe uma v.a. X em L? tal que X,, — X com probabilidade 1.

n
Prova. Seja Xo = 0. Entao X,, = > (X; — X;-1).
j=1
Pelo teorema da convergéncia mondtona e pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz tem-se

+oo 400 400
E (Zl | X5 — Xj—1|> = ZlE (1X; = Xjal) < Zl X5 — Xl
j= J= =

+00 .
<[ Xa]|+ X227 < 4o0.
j=1
n

Concluimos entdao que lim > |X; — X; 1] existe e ¢ finito
n——+00 j=1

com probabilidade 1; consequentemente o mesmo acontece a
n

lim Z (Xj — Xj—l) = lim Xn

n—-+00 =1 n—-+00

Proposicdo. L? (2, A, P) é completo.
Prova. Se (X,) é uma sucessdao de Cauchy em L? entdo existem
inteiros ni,ng, ... tais que n1 < no < ... €

1 X7 — Xonll < 27%, para m,n > ny.

Pela proposicao anterior existe uma v.a. X tal que X, — X
com probabilidade 1, quando £ — +oo0.
Por outro lado.
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1X, — X|? = [|Xn, — X[*dP = Jliminf X, — X, |? dP
e, pelo lema de Fatou

X, — X||? < liminf || X, — X, |%.
k
Sendo (X,,) uma sucessao de Cauchy conclui-se que

lim || X, - X|*=0.
n—-+o0o

O facto de F'|X |2 < +o0 decorre da desigualdade triangular
X< ([ X0 = X[ + (1 X
e do facto de (X,,) ser uma sucessdo de.L? convergente para X.

3. Espagos L? complexos: L% (2, A, P)

O espaco das v.a. com valores complexos X definidas sobre
(Q, A, P) e tais que E | X |* < 400 ¢ um espaco de Hilbert complexo
se definirmos um produto interno por

< X,Y >= E(XY),
(identificando as v.a. X e Y tais que P(X =Y) =1).
4. Espagos L%L,R (Q,A,P)

Um vector aleatério real de dimensao m, X, definido sobre
(Q, A, P) estda em L2 (Q, A, P) se E || X||> < +oc.

Como num espac¢o de dimensao finita todas as normas sao
equivalentes (Kolmogorov & Fomin, 1975, p. 152), esta definigdo
¢ independente da norma que estiver definida em R™.

A relagio de igualdade P — q.c.

X~Y <= PX=Y)=1
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é também uma relacao de equivaléncia sobre o espago vectorial
dos vectores aleatérios reais definidos sobre (€2, .4, P).
Analogamente aos casos anteriores vamos considerar o con-
junto quociente de £2 (€2, A, P) por esta relacio de equivaléncia,
nomeadamente o espaco L2 (2, A, P).
L2 (Q, A, P) é um espaco vectorial normado. De facto, a apli-
cacio definida sobre L2 (Q2, A, P) por

VX,Y € L2 (A, P), < X,Y >=E(X'Y)

tem as propriedades de produto interno. A norma correspondente
é entao

1
VX € 12 (2 A P), |X| = (B|X|?)’

A convergéncia no sentido de L2 é, consequentemente, definida
por

2
X, L—}_ X<:>E(||Xn—X||2) ~ 0.m

Outros aspectos interessantes sobre os espagos de Hilbert po-
dem ser encontrados em Rudin (1987).



Capitulo 2

Resumo das ligacoes
temporais

Neste capitulo, estudaremos alguns resumos de segunda ordem
de processos estocdsticos estaciondrios. Limitar-nos-emos aos pro-
cessos unidimensionais.

2.1 Autocovariancia e autocorrelagao

Seja X = (X¢,t € Z) um processo estocdstico estaciondrio com
valores em R. A sua funcdo de autocovaridncia é, como ja vimos,
a aplicacao v : Z — R tal que v (h) = Cov (X4, X¢ip) -

A proposicao seguinte estabelece algumas propriedades bésicas
da funcao de autocovariancia.

Proposi¢do. Se v é a funcgao de autocovaridncia de um processo
estaciondrio X = (Xy,t € Z) entao

) 7(0)=0
i) |y (h)] <7(0),Vh e Z
iii) 7 é uma funcao par: v (h) =y (—h),Vh € Z.

Prova. A primeira propriedade é consequéncia débvia de
V(Xy) > 0.

41
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A segunda propriedade é consequéncia imediata da desigual-
dade de Cauchy-Schwartz:

(Cov(Xe, Xera)| < VXV (XKiin):
A terceira propriedade ¢é estabelecida tendo em conta que

7 (h) = Cov (X, Xyyn) = Cov (Xpn, Xi) =7 (=h). ®

Como consequéncia do teorema de caracterizagao das fungoes
de covariancia, apresentado no capitulo anterior, decorre um re-
sultado equivalente de caracterizacao para as funcoes de autoco-
variancia.

Comecemos por apresentar a seguinte defini¢ao:

Defini¢cao. Uma funcao k : Z — R diz-se definida nao-negativa,
ou de tipo positivo (1) quando

n n
ZZaik‘ (t—j)a; >0, VneN, Va=(ag, vryy) €R™,

i=1j=1

Teorema. (Caracterizagao de fungoes de autocovariancia)

Uma funcao v : Z — R interpreta-se como a funcao de auto-
covariancia de um processo estaciondrio se e sé se
i) v € uma fungao par: v (h) = v (—h),Vh € Z.
ii) v & de tipo positivo:
Vn € N,V (ug, ..., u,) € R", i iuiuj'y (i—j)>0.

i=1j=1

Prova. Para provar que uma fungao v par e de tipo positivo se
interpreta como funcao de autocovariancia de um processo esta-
cionério, basta associar-lhe um processo Gaussiano centrado e cuja
fungao de autocovariancia seja tal que I' (s,t) =y (t — s),t,s € Z.

! Referindo-nos a uma funcio preferiremos a designacio “de tipo positivo”.
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Inversamente, se v é a fungao de autocovaridncia de um processo
estaciondrio, v é 6bviamente par.
_ ! n — / n
Por outro lado, se u = (uy,...,u,) € R" t = (t1,....,t,) €Z

Zy = (X4, — EXyy, ., X, — EXy,)
entao
n n
o<V (u'Zt) =u'FE (thg) u=uT,u= ZZuiuj'y (ti —t5)
i=1j=1
com I',, a matriz de autocovariancia de (X, ..., Xz,) . ®

Ezemplo. Seja k : Z — R a fungao definida por

1 ,h=0
k(hy=< p ,h=—-1,h=1
0 , outros valores de h.

Prova-se que k nao ¢ funcao de autocovariancia se |p| > %

Para tal basta considerar a matriz K, = [k (i —j)]; ;21 _, €
provar que se p > 3 ea=(1,-1,1,...) € R", entdo

adKpa=n—2(n—1)p <0 paran < ﬁ%.
A mesma conclusdo pode ser obtida quando p < —% e con-
siderando a = (1,1,...,1) € R".

A funcao de autocovariancia fornece-nos dois tipos de infor-
magao:

a) informagao sobre a variabilidade da série (dispersao), por
intermédio de v (0) =V (Xy).

b) informacao sobre as ligagoes temporais, através das autoco-
variancias v (1), (2), ..., e consequentemente sobre as correlagoes.

Definigao. Se ~v(0) > 0, chama-se fun¢do de autocorrelagio a
aplicac@o p : Z — R definida por p (h) = %.
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Observemos que a fungao p mede a correlagao existente entre
Xy e Xyyp; de facto,
Cov(Xp Xewr) A (h)

o Xe) = R K] AOVAO

p(h).

O teorema anterior tem entao a seguinte forma em termos da
funcao de autocorrelagao.

Propriedade. Uma fungao p : Z — R interpreta-se como a fungao
de autocorrelacao de um processo estaciondrio se e s6 se

i) p € par
ii) p é de tipo positivo
iii) p (0) = 1.

Ao grafico da fungdo de autocorrelagio chamamos correlo-
grama. Este gréfico, devido & paridade da funcgao, restringe-se
muitas vezes a Ny (por simetria obtém-se o gréfico completo).

Na figura seguinte ilustramos o aspecto usual de um correlo-
grama.

Ah)

1 T

Fig. 2.1 - Correlograma

v
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Ezemplos.
1. Se ¢ = (&,t € Z) ¢ um ruido branco de variancia o2, a sua
funcao de autocorrelagao é

1, h=0
p(h):{ 0, h£0 h € Z.

2. Seja Xy = e —€4-12, t € Z, onde € = (g4,t € Z) é um ruido
branco de variancia o2.

Tem-se
E(Xy) =0,V (X;) = 202
e
202, h=0
E(XiXip) =14 —0% h=-12, h=12
0 , heZ\{-12,0,12}
Assim, a funcdo de autocorrelacao de X é
1, h=0
p(h)=1¢ -3 h=-12, h=12
0, heZ\{-12,0,12}
3. Seja ¢ = (g4t €Z) um ruido branco de variancia o2 e

X = (X4,t € Z) o processo estocéstico definido por
. +oo .
Xe=et+per—1+ ... +p'c—i+...= Z@ZEtﬂ'
i=0

com || < 1.
Sabemos que X é um processo estacionédrio. Tem-se

2 ¥
v(h) =0 . hezZ.

A funcao de autocorrelagao de X é, pois,

p(h) =", hez
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O correlograma tem entao as formas seguintes, consoante
p>00up<0:

A A

oh) o)

1T 7T, L

h

Fig. 2.2 - Correlograma de X

Matriz de correlagcao de m componentes consecutivas do
processo X

A matriz de correlagdo de m componentes consecutivas do pro-
cesso, Xy, X¢y1, --.y X¢+m—1, € a matriz, que representaremos por
R(m), cujos elementos sdo as correlagdes entre as sucessivas va-
ridveis, isto é,

corr (X, Xt) corr (X¢, Xe41)
corr (X1, Xy)  corr (Xyp1, Xiy1)

corr (Xeym—1, Xeym—1)

1 p(1) p(2) p(m—1)
p(1) p(1) p(m—2)
= r(2) p(1) 1 p(m—3)

pm—1) p(m—2) p(m—3) .. 1
Notemos que os elementos de uma ‘diagonal’ paralela a diago-
nal principal sdo iguais. Além disso, € uma matriz simétrica. Uma
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matriz com estas caracteristicas é designada matriz de Toeplitz.

Como consequéncia do facto de p ser do tipo positivo, decorre
que a matriz de autocorrelagdo R(m) ¢ uma matriz semi-definida
positiva para todo o m € N.

Assim, para todo m € N, R(m) tem todos os menores princi-
pais nao negativos.

A proposicao seguinte é entdo uma consequéncia da iltima
propriedade sobre a funcao p.

Propriedade. Uma fungao p pode interpretar-se como uma fungao
de autocorrelagdo se e s6 se, para todo m € N, as matrizes R(m)
associadas sao matrizes de Toeplitz tais que todos os seus menores
principais sdo nao negativos (i.e., matrizes de Toeplitz semi-defini-
das positivas).

Notemos que as autocorrelagoes sucessivas estao, assim, su-
jeitas a uma infinidade de restrigées. Detalhemos as trés primeiras
condigoes.

i) det R(1) = 1.

1 p()
p(l) 1
(propriedade cléssica de um coeficiente de correlacao).

1 p(1) p(2)
iii) det R(3) =| p(1) 1 p(1)
p(2) p(1) 1
=[1-p@)][1-20°(1)+p(2)] >0,
0 que é equivalente a

i) det R(2) = - (1) 20 = p(1)] < 1

p(2)<le p(2)22p°(1) - L

O dominio de variagao de (p (1), p(2)) estd ilustrado na figura
seguinte.
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A

A2)

g
/ 1 D

-1

Fig. 2.3 - Variacao de (p (1) , P (2))

Assim, se a correlacdo de ordem 1 é muito elevada (isto é,
muito préxima de 1) o mesmo acontece a correlagao de ordem 2;
ou seja, nao pode haver uma grande diferenga entre p (1) e p(2)
quando p (1) ¢é elevado.

Se p(2) = 0, isto &, se hé auséncia de correlacdo a ordem 2,
entao

1
207 (1) =1<0=p () <5 = [p(1)] <

Sl

ou seja, s6 pode haver correlagao a ordem 2 nula se |p (1)| < %
Ezemplos.
1. Seja X = (Xy,t€Z) o processo estocdstico dado por

X; = & — bg1—1, onde € = (g4,t € Z) & um ruido branco de va-
ridncia o2 e 6 € R.
Para h > 0, tem-se
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O estudo de p (1) = py (1) mostra que
- pp € uma funcao fmpar
- pp € decrescente se 6 € [—1,1]

- pp € crescente se 0 € R\ [—1,1]
- po=0; py = —3.
- e =0.

6’—Z>—|—moo Po

Na figura 2.4 esbogamos o grifico desta funcao.

Ps

1

\I/—i
-2 | 6

Fig. 2.4 - Gréfico de pg

Assim, o dominio de variagao de p(1) = py(1), 6 € R, &
[—%, %] . Isto é, p (1) tem, de facto, um dominio de variagdo muito
limitado. Notemos ainda que [—%, %] C [—%, %] 0 que vem ao
encontro da auséncia de correlagoes de ordem superior.

2. Seja X = (X, t€Z) o processo estocdstico tal que
+oo |

Xt = Y ¢'er—i, com |p] < 1 e onde € = (g,t € Z) ¢ um ruido
i=0

branco de variancia o2.

Vimos j4 que p (h) = ", para h > 0.
Estudemos o dominio de variacdo de p (1) e p(2), isto é, de
(0,9%)lel < 1.
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A condigdo vista atras, p(2) — 2p? (1) +1 > 0, é equivalente a
] < 1.

Entao, o dominio de variagao é o arco de pardbola apresentado
na figura seguinte.

v

1

Fig. 2.5 - Dominio de variagao ((p, (p2)

2.2 Medida e densidade espectrais

Utilizando os resultados gerais da transformada de Fourier
obtém-se um resumo das ligacoes temporais dum processo estocds-
tico estaciondrio equivalente a fungao de autocovariancia. O teo-
rema de Herglotz-Bochner, que apresentamos de seguida, estd na
base deste estudo.

Teorema. (Herglotz-Bochner) Uma fungdo g : Z — C é de tipo
positivo, isto é, verifica

Vn e N, Y (ug,...,u,) € C", ZZujﬂkg (j—k) >0,
j=1k=1

se e 86 se pode escrever-se na forma

+m
g(h) = / exp (itwh) djs (w)

—T
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onde p & uma medida positiva limitada sobre [—7,7[. A medida
1 é Unica e denomina-se medida espectral associada a g.

Prova. i) Consideremos u; da forma

uj = exp (—ijw), j=1,...,n.

Entao
ZZujﬁkg(j— >0<:>ZZexp —k)wlg(j—k) >0.
j=1k=1 J=1k=1
Seja
1 n n
Gn(w) = 5= > exp[~i(j~K)wlg(j—k)
Jj=1k=1
1 n—1
= 5 Z exp (—ikw) g (k) [n — |k]]
k=1-n
n—1
1 k
= 5 exp (—ikw) g (k) [1 %}
k=1-n

Como sabemos {exp (—ikw),k € Z} ¢ uma base ortogonal de
L2 ([—7r, 7, Bi—rns )\) ,onde A é a medida de Lebesgue (cf. Koop-
mans, 1974, p.19); consequentemente

[Texpli(h— k) ]dw:{gw Zﬁ: .

Assim, I = f+7r w) exp (iwh) dw & tal que
1 n—1 ‘k“
1_2—221: [1—n]/_wexp[(h k)] deo

Ih!>

Entao, considerando p,, = GpA[_r 7], vem
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ST exp (ihw) dp, (w) = g(h) (1 - 21).

Notemos que y,, ¢ uma medida positiva (pois G, > 0) de massa
total igual a

fi ([—m, 7)) = [77 dp,, (w) = g (0)

(> 0, dada a positividade da medida) independente de n.

Usando um resultado de compacidade relativa das medidas so-
bre [—m, 7| (Billingsley, 1968, p.35) pode extrair-se da sucessao f,,
uma subsucessao p,, que converge fracamente para uma medida
4 com a mesma massa total. Sendo a convergéncia fraca equi-
valente & convergéncia dos integrais de funcGes continuas com su-
porte compacto deduz-se, uma vez que a aplicacao w — exp (ihw)
é continua, pelo lema de Helly-Bray (Loéve, 1977, p.182), que

+m +m
/ exp (thw)dp (w) = lim exp (thw) dp,,, (w)

_,r np——+oo J_

= lim g(h)( —%’) = g(h),

nj—+00

ou seja, g admite a representacao integral anunciada para uma
medida p nas condicoes do enunciado. Admite-se a unicidade desta
medida.

ii) Inversamente, seja g uma fungao definida por

g() = [T exp (ihw) du ()

onde p ¢ uma medida positiva limitada sobre [—7, 7][. Tem-se

n

S S uTing (- k) = 30 3wt [T exp [i ( — k)] dpt ()
J=1k=1 J=1k=1

= fj‘: Zluj exp (1jw) > Ty exp (—ikw) du (w)
]:

Bl
I

2

= fj;r Zluj exp (ijw)| dp(w) >0.m
]:
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Medida espectral

As fungoes de autocovaridncia e de autocorrelagdo de um pro-
cesso estaciondrio estao, como ja vimos, nas condigoes do teorema
de Herglotz-Bochner. Assim podemos associar-lhes, de maneira
Unica, uma representacao integral para uma medida positiva e
limitada sobre [—7, 7]

Definigao. Seja X = (X;,t € Z) um processo real estaciondrio.
Chamamos medida espectral de X & medida p associada & sua

funcao de autocovariancia.

Assim, a medida espectral do processo X ¢é a unica medida
simétrica, positiva, limitada sobre [—m, 7| tal que

v(h) = [T exp (ihw) dp (w) , h € Z.

A condigao suplementar de simetria provém do facto de - ser
real; com efeito, a condigao vy(h) = y(h), Vh € Z, é equivalente a

+m +m
/ exp (thw) dp (w) = / exp (—ihw) dp (w)

—T —T

+m
= / exp (thw) dp® (w)

—T

onde p® designa a medida simétrica de pu, isto é, tal que
VA € B[*TI’,TI‘[? :U’S (A) =K (_A) :

Como {exp(—ikw),k€Z} ¢é uma base do espago
L2 ([-m, =, Bi_r [ A), obtemos p = p* (da unicidade de ).

O teorema de Herglotz-Bochner e a equivaléncia anterior permi-

tem-nos ainda afirmar que se u é uma medida positiva, simétrica,
limitada sobre [—7, 7] a fungao definida por

v(h) = fj: exp (thw) dp (w)



54 CAPITULO 2. RESUMO DAS LIGACOES TEMPORAIS

é real, par, de tipo positivo e pode interpretar-se como a fungao
de autocovaridncia de um processo estaciondrio; é entao possivel
exprimi-la na forma

v(h) = fj: cos (hw) dp (w) .

E, assim, equivalente dar uma funcao de autocovaridncia de
um processo estocdstico real ou uma medida positiva, simétrica e
limitada sobre [—m, 7.

Densidade espectral

A eventual continuidade absoluta de p relativamente & medida
de Lebesgue conduz-nos & definicao seguinte.

Defini¢ao. Um processo estaciondrio X = (X, t € Z) admite uma

densidade espectral f se a sua medida espectral p é absolutamente

continua relativamente a medida de Lebesgue A sobre [—m, [, de

densidade f.

Ezemplo. Seja € = (g¢,t € Z) um ruido branco de variancia .
Sabemos que

o? =
V(h):{ 077 Z#g

—+7 . o 27T, h - O
Como [T exp (ihw) dw = { 0, h+£0 podemos escrever
0_2 +m ‘ +m ‘ 0_2
v(h) = | exp (thw) dw = /7T exp (thw) %dw

—+7

— / exp (thw) dp (w)

—T

2
com ft = G-A_z x[-
Assim, a densidade espectral do ruido branco é
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Inversamente, todo o processo centrado admitindo uma densi-
dade espectral constante f (w) =k >0, w € [—m,7[, é um ruido
branco.

Com efeito,

+m
. 2km, h=0
~v(h) = /_7r exp (thw) kdw = { 0, h£0
ou seja, y(h) = 0 para h # 0, e v(0) = k (constante), isto é, o

processo ¢ um ruido branco.

O resultado seguinte estabelece uma condigao necesséaria e su-
ficiente para que exista densidade espectral.

Teorema. O processo estaciondrio real X = (X, t € Z) tem uma
densidade espectral de quadrado integrdvel em relacao a medida
de Lebesgue sobre [—7, 7| se e s6 se as autocovariancias sdo tais

que
“+00

> (W) < +oo.

h=—00

Prova. Relembremos que se (H,< .,. >) é um espaco de Hilbert
com uma base ortonormada (ey), os elementos de H escrevem-se

na forma
2
g apep, com g lap|” < +o0

ou seja,
H = {e =S anen : S |an)? < —i—oo}
h h

onde ay, =< e, e, > e |e]|* = 3 |an|*.
h

i) Consideremos, entao, o espago de Hilbert
H = L(2C ([_777 71'[ ) B[—7r,7r[7 >‘[—7r,7r[) .

O produto interno neste espaco é, como sabemos, definido por
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Vf.g€ H,< f,g>= [TT fgd\

e uma base ortonormal de H ¢ {\/% exp (iwh), h € Z} (Koop-
mans, 1974, p.19).

Se f, densidade espectral, é de quadrado integrdvel, entao
fe L% ([—7r,7r[ s Bl_rn[s >‘[—7r77r[) pelo que

1
=) « exp (iwh)
SR

com 3 |op|* < 400 e
h

ap = <f7

\/12_7r exp (iwh) >
+7
= \/%_77 / f(w)exp (iwh)dw

+7
= \/%_77 / f(w) exp (—iwh) dw.

Mas f é par, uma vez que p é simétrica relativamente a origem.
Entao, da representacao integral de « (h), obtém-se

+7
o = J% /_ F(w) exp (iwh) duw = \/%7 (h). (2.2.1)

E pois evidente a partir desta forma que

D lanl? < oo =D Iy (W) < +oc.
h h

ii) Inversamente, se (v (h),h € Z) é tal que 3 [y (h)]* < +oo,
h

podemos considerar

e escrever f(w) = 5=> 7 (h)exp (iwh). Esta soma existe no sen-
h

tido de2 I?, de., f ¢é de quadrado integrdvel, porque
Zh:[’y (h)]” < +o0.

Além disso, da igualdade (2.2.1),
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v (k) = [77 f(w)exp (iwh) duw

0 que permite dizer que a medida espectral é f d\. =

Coroldrio. Sob as hipdteses precedentes,

+oo
S < 4o = flw) =5 3 1 (he (iwh),
h h=—00

sendo a igualdade no sentido de L% ([—m, [, Bi_z [, )\[,,m[) .

Teorema. Se a fungdo de autocovaridncia de um processo esta-
ciondrio é absolutamente somével, isto é, se

+o0
> ()] < +oo

h=—00

o processo admite uma densidade espectral sendo uma versao dada
por

1 ¥
flw)=5- 3 v(h)exp (iwh)
h=—oc0

onde a soma ¢ no sentido da convergéncia uniforme sobre [—, 7[.
Esta versao da densidade ¢ continua.

Prova. i) A existéncia resulta do facto de

+00
S (W)l < 4o =Y [y (W] < +oo
h

h=—0o0

(pois para h suficientemente grande, tem-se |y (h)] < 1 e entao

[y (W1 < 1y (W)

ii) A convergéncia ¢ uniforme uma vez que

7 (h) exp (iwh)| = |y (R)],

pelo que o resto da série de termo geral v (h) exp (iwh) é majorado,
em modulo, pelo resto da série convergente de termo geral v (h)
independente de w.
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A funcao f é continua porque ¢ limite uniforme duma sucessao

de fungdes continuas, f, (w) = 5 >~ (h)exp (iwh). =
h=0

A prova do pemiltimo teorema mostra que, sob certas condicoes,
o conhecimento de v é equivalente ao da densidade espectral. Se
a andlise de uma série temporal é feita a custa da funcao de au-
tocovariancia (resp., & custa da densidade espectral) denomina-se
”andlise no dominio dos tempos” (resp., "andlise no dominio das
frequéncias”).

Esta ultima designacgao estd associada ao facto de todo o pro-
cesso estaciondrio de segunda ordem X;,t € Z, poder ser aproxi-
mado, no sentido de Lo, por uma soma finita da forma

n
Xn,t = Zexp (it)\j) AZ ()\j) ,
j=1

onde as diferencas AZ (\;) = Z()\j) — Z(\j—1) sdo v.a. orto-
gonais em Lg (2, A, P). Assim, aproximamos X; por uma soma
de exponenciais complexas com frequéncias \; e amplitudes com-
plexas AZ (\;), A\j € [—m, 7w (Ash e Gardner, 1975, Azencott e
Dacunha-Castelle, 1984, Koopmans, 1974).

Observacao. A paridade da funcdo v permite-nos obter diversas
expressoes para a densidade espectral. Assim,

1 X
@) = o 3 () exp(iwh)
1 jr;ooo
= 5 v (h) exp (—iwh)

h=—0o0

= 27r Z’y lexp (iwh) + exp (—iwh)]

= Z’y cos (wh) .
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Ezemplos.
Analisemos, para alguns processos estocdsticos, a existéncia de
densidade espectral.
a) Seja Xy =€+ 01641+ ... + 0464—¢,t € Z, onde € = (g4, € Z)
¢ um ruido branco de variancia o > 0 e 64, ..., 0, € R.

Este processo X é denominado média mdvel de ordem q e
designa-se por M A(q).

O processo (Xy,t € Z) € estaciondrio pois LX; = Xy 1,Vt,
X € He.

Tem-se
my = E(Xy) =0,VteZ

€

7 (h) = E(X¢Xiin)

=F [(E‘ft + 016t 1+ ...+ eqﬁt_q) (5t+h + 915t+h71 + ...+ 9q5t+hfq)]-
Se h =0,

7(0)

q q q q
E 5? + 29125%71 + Zzeiejét_ié“t_j + 22515515—1'
i=1 =1

i=1j=1
i

q q
= o*+) oP=0o’ (1 + Ze?) :
i=1 =1
Analisemos agora o caso h % 0. Obtemos, com 0y = 1,
qa q qa q
Y (h) =F Zzeiejgtfigt—i—h—j = ZZQZHJE (Etfigt—&-h—j) .
i=05=0 i=0j=0
- Se h >0,

0 ,j#i+h . .
E(gt—i€t+h—j):{ 0.2 ,;iZ—Fh 7Z7j20715"'7q
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e entao

q 2q*h
0:0;1n, h<
v (h) = 0229i9i+h =q 7 go Pith, B>
i=0 0 h>q.
porque para i+ h > q, 0;45 = 0.
-Se h <0,

0 ,j#i+|h
E(et—igtyn—j) = E (5t7i5t—(j+\hl)) = { o2 :; i i+ Ihi ’

com 1,57 =0,1,...,q. Entao

q qu\hl ‘
Y (h‘) = 022019i+|h| = o 7,%:0 916i+|h‘7 |h’ < q
= 0 |hl > q.
Em resumo,
2q7|h'9 9 I
g iV , —q<h<
v (h) = ];)JJ+|h\ g<h<gq o= 1.
0, se nao
E claro que
Z [y ()] = o Z Zeﬂﬂjﬂh\ < Ho00.
h=—o0 h=—q | j=0

Entao, todo o processo M A(q) admite densidade espectral e
uma versao dessa densidade é da forma

1 132
flw = gv(OHEZV(h)COS(wh)
h=1

1 q g2 I q—h
= 5 o2 1+ ZH? + ?Z cos (wh) 29i9i+h .
i=1 h=1 i=0
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para todo w € [—m, 7.
Se, por exemplo, ¢ = 1, obtemos

1.5 9 o?
flw) = %[a (1+91)]+?91cosw
2
= g—ﬁ(1+9%+2¢91cosw),we[—w,ﬂ[.

“+oo
b) Se considerarmos agora o processo definido por X; = Y g,
1=—00
t € Z, onde € = (g4,t € Z) é um ruido branco de variancia o2 > 0
e (a;,1 € Z) é uma sucessao real absolutamente somével (i.e., tal
“+oo

que > o] < +o00) ¢é facil concluir a existéncia de densidade

1=—00
espectral e mostrar que uma sua versao ¢ a fungao

2
2| Foo
fx()=5=1 3" ajexp(iwj)| ,Yw € [-m,x[.

j=—o00

+o0o
c) Seja agora Y; = > (3;Xij,t € Z, onde X = (X;,t€Z) ¢
j==o0
o processo definido na alinea anterior e (3;,7 € Z) ¢ uma sucessao
real absolutamente somdvel. A funcao de autocovariancia do pro-
cesso Y é dada por

+oo +oo
vy (B) = cov(Ye,Yen) =E | Y B;Xij > BiXern ok
j=—o00 k=—00

+oco 400

= Z Z BiBryx (h+3j—k).

j=—00k=—00
Esta igualdade ¢é vélida porque

+oo  H+o0

+oo +oo
S BXe i Y BeXernk|| < D D 1881 Xe—i Xewn—s]]

j=—00 k=—o00 j=—00k=—00
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e como
1 1
18;81 X3 Xeenrl < 85| 184 [B(XZ)] " [E (X74)]7
= 8] 1847 (0)
entao
400 +o0 400 +00
Z Z 18,86 Xt~ Xern—i| < 7% (0) Z A Z Bl < +o0.
j=—o0k=—00 j=—00 k=—o00
+o0o
Por outro lado, Y |vy (k)| < 4+o00. Com efeito,
h=—o0

+oco 400  +oo

+oo
DoM< Y > > 18118kl rx (h 45— k)| < +oo

h=—oc0 h=—o0j=—0o0k=—00

+o00o
tendo em conta que ) ‘[3]| é convergente e que
Jj=—00

“+o00 +oo  +oo

+o0
Sl = D 1> Y ajary (45— k)

h=—0oc0 h=—o0 |j=—00k=—00

+oo  +o0o

2 S lasllansy] < +oc.

h=—o0j=—00

IN

O processo Y admite entdao uma densidade espectral, sendo
uma versao dada por

fr (@) = Ahfif’ vy (h) exp (iwh)

400 400  +oo
=5 > X BiBryx (h+j — k) exp (iwh)
h=—o00j=—00k=—00
= 2 ﬁje(_“”)k S Brekk vx (h+ j — k) eliwthti=h)

j=—o00
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onde a troca dos somatérios foi possivel uma vez que a série é
absolutamente convergente (toda a série absolutamente conver-
gente ¢ comutativamente convergente).
Assim,
2

+o0o
Vw € [-mal, fy (W) =] Y Bexp(iw))| fx ().

j=—o00
d) Seja X = (X;,t € Z) um processo estaciondrio com funcao
+o00
de autocovariancia vy tal que Y. |yx (k)| < 400 e densidade
h=—o00

espectral fx.
Defina-se um novo processo estaciondrio Y por
+o0 oo
Yi= > B;Xi—j,t€Z,com ) ‘[3]{ < 4o00.
j==o0

j=—00
Prova-se que Y admite uma densidade espectral da forma

fr W) = fx (@)|BW)[*,Yw € [-m,

onde B (w) = -on:o B exp (iwyg) .

j=—o0

2.3 Autocorrelacoes parciais

Previsoes lineares com base num passado de dimensao
finita

Seja X = (Xy,t € Z) um processo real, univariado, centrado e
estaciondrio, definido sobre (£, A, P).

Interessamo-nos pela melhor previsao linear afim de X
conhecendo X;_1,...,X;_, com k finito. Chamamos a k a ”di-
mensao da memoria”.

Assim, interessamo-nos pela projecgao ortogonal de Xy sobre o
sub-espaco de L? das funcoes lineares afins de Xy_1, ..., X;_p, isto
é, sobre

Lin (X¢—1,..., Xi—g) = {bo + b1 X1 + ... + bp Xy, b; € R}.
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A resposta para este problema em L? (2, A, P) é a solugio de

min  E|X; — (ap + a1 Xt1 4 ... + ap Xe_p)[*,

a0,a1,-..,ak
que representaremos por Fr, (X;/X;_1,..., X;—k) . Assim,
EL (Xt/Xt717 ey thk) =aq (k}) Xt,1 + ...+ ag (k‘) Xt—ka

onde aj (k) , ..., ax (k) sdo chamados coeficientes de regressao linear
sobre o passado de dimensao k.
Notemos que ap = 0 uma vez que o processo ¢ centrado e

EEL (Xe/Xi 1, Xeop)] = E(X,) = 0.

Observagao. Quando k aumenta, o espago sobre o qual se projecta
aumenta e, portanto, obtém-se uma melhor previsao linear de X;;
assim, o erro de previsao

E[X; — Ep (X¢/Xi-1, 0, X))

diminui quando o nosso conhecimento do tempo passado aumenta,
0 que vai obviamente ao encontro da nossa intuigao.
De facto,

Etk = E [Xt - Fy, (Xt/Xt—l, ---;Xt—k)]2

= E[(Xt — FEy (Xt/Xt—l, ey Xt,kfl)) +
+(Bp (Xt/ X1, 00 Xt—t1) — Bp (Xy/ Xy 1, 000y Xo 1))

= ei i1+ E[BL (Xe/ Xt 1, o0 Xepo1) — Br (Xe/Xio1, 00 Xe i) +
+2E[(Xt — B (Xt/Xt—1, s Xt—k—1))
(Br (Xe/Xe—1y ooy Xi—g—1) — (B (Xt/Xe—1, ooy Xi—k))]

= e k1B [Br (Xe/ X1, Xi 1) = Br (Xe/Xg 1,0 Xo i),
pois
Er (Xt/Xe-1,.0 Xp—p1) — Bp (Xo/ Xi1, 000, Xy g)
pertence ao espago Lin (X;—1, ..., Xi_p—1) e
Xt - EL (Xt/thb ceey thkfl)

é ortogonal a este espago.
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Determinacao dos coeficientes de regressao linear

Vamos determinar os coeficientes de regressao linear supondo
que o processo estocdstico X é tal que todas as matrizes de autocor-
relagdo R (m), m € N, sao invertiveis.

Tem-se, VZ € Lin (X¢—1, ..., X¢—k) ,

E{[X: — (a1 (k) Xe—1 + oo + ag (k) X_p)] Z} = 0.

Em particular,

Vi € {1, ey k} , E{[Xt —aj (k) Xi 1 —...—ayg (k) thk] Xt—i} =0
ou seja,

Vie{l,.. k},E(X:X;) Zaj E (X jXii)
isto &,

Vie{l,..,k},Cov(Xy, X;_y) Zaj ) Cov (Xy—j, Xi—i) -

Temos, pois,

(1) ax (k)
10) | _y (x) | @®
7 (k) ar, (k)

N
onde V <X ) ¢ a matriz de variAncias-covaridncias de

— , 5
X =[X¢-1..X¢—x] . Entéo

ax (k) v (1)
“ =)
ar, (k) v (k)
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7 (0) v (1) v (k—1) v (1)
v (1) 7 (0) e Y (kB=2) 7(2)
= 7 (0)
Yh—1) (k-2 .. 7 (0) 7 (k)
1 p(1) pk—1) 17" [ p())
p(1) 1 i p(k—2) p(2)
plhi—1) p(ki—2) 1 o (k)
p(1)
— B | 7P| .
p (k)

Do ponto de vista numeérico, uma inversao pode ser muito
longa. Dai a procura de um algoritmo de cédlculo recursivo dos
a;j (k), que nos vai conduzir ao denominado algoritmo de Durbin.
Com tal objectivo, comecemos por estabelecer a propriedade se-
guinte:

Propriedade. Os coeficientes de regressao linear sobre o passado
de dimensao k coincidem com os coeficientes de regressao linear
sobre o futuro de dimensao k, isto é,

Ep (Xe/Xig1, oy X)) = a1 (k) Xer + o+ ag (k) Xep.

Prova. De modo andlogo ao anterior concluimos que o vector dos
coeficientes de regressao é dado por
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A paridade de p permite concluir. m

Note-se que, embora se tenha a igualdade dos coeficientes, é
6bvio que os valores das previsoes, isto €,

EL (Xt/Xt+1, veuy Xt+]€) (] EL (Xt/Xt—la veny thk)
sao em geral diferentes.

Vamos usar esta propriedade para estudar a variagao dos coe-
ficientes de regressao com a dimensao da memdria, o que nos vai
permitir deduzir o algoritmo de Durbin.

Algoritmo de Durbin

Projectemos FEr, (X¢/X;_1,...,Xi—k) sobre o passado linear de
dimensao k — 1, isto &, sobre Lin (Xy—1, ..., X¢_g11) -

Er (B (Xe/ X1, Xek) [ X1, o Xy
=a1 (k) Ep (Xs—1/Xe—1, 00, Xo—p1) +
tootap—1 (k) Bp (Xi—pg1/ X150 Xo—pg1) +
+ay (k) Er (Xi—r/Xt—15 o Xi—kt1)

ou seja, uma vez que Lin (X—1, ..., Xi—k+1) C Lin (Xe—1, ..., Xi—k) ,
Er (Xt/thla ey Xt—k+1) = a1 (k‘) Xi 1+ ...+ap_1 (k) Xe g1+
+ap (k) Ep (Xi—p/ X1, o0y Xo—pg1) -
Na tdltima parcela projectamos sobre o futuro de dimensao k—1
(relativamente a t — k). Da propriedade anterior decorre

al (k‘ - 1) X1+ ... +tapq (k‘ — 1) Xt kt1
=ay (k) Xi—1 4+ ..+ ap—1 (k) Xy—pp1+
+ay (k) [ar (b —1) Xy—pp1 + oo +agp—1 (b — 1) Xy_1]

ou seja,
aq (k‘ — 1) = a1 (k‘) + ag (k‘) ap—1 (k‘ — 1)

Qp—1 (k — 1) = Qf—1 (/C) + ag (/C) ai (/{7 — 1)
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De forma resumida
aj (k) =aj(k—1)—ap (k) ar—j (k—1),j=1,...,k—1. (2.3.1)

Podemos, pois, calcular a;(k),j = 1,...,k — 1, em funcao de
aj(k—1),j=1,...,k—1,edea, (k).

Falta-nos agora o célculo recursivo de ag, (k).
Retomemos o sistema

as (k) p(1)
ar, (k) p (k)

A dltima linha deste sistema é
k—1 )
> p k=) ay () + i (K) = p (8).
J:

Substituindo os a; (k), j=1,...,k — 1 obtidos anteriormente
obtemos

k—1 k-1
> (k= j)a; (k= D=ar (k) | > p(k—j)ary (k=1) = 1| = p(k)
j=1 J=1

de onde retiramos

(k) — S p(k— )a; (k — 1)

j=1

ar, (k) =

— . (2.3.2)
L= S ok =)oy (k=)

Obtivemos assim o algoritmo de Durbin que podemos resumir
da seguinte forma:

- Para o célculo de a; (k), j = 1,...,k — 1, na etapa de ordem
k (k> 2),

i) dispomos de a1 (k—1),a2 (k—1),...,a5_1 (k — 1)
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ii) calculamos ay, (k) utilizando (2.3.2)

iii) calculamos a; (k), j =1,...,k — 1, utilizando (2.3.1).

- O procedimento recursivo ¢é iniciado com o valor
a1 (1) =p(1).

Ezemplo. Seja X = (Xy,t € Z) um processo média mével de ordem
um, X; = &, —0e¢_1, onde € é um ruido branco de variancia o > 0
e # um nimero real. Tem-se

1, h=0
p(h)=1{ —tfp h=-1+1 .
0, |h| > 2
Entao,
ar (1) = p(1) = ——2; = (1)
e como para k > 2 se tem
_ —pMag_1(k—1)
{ o 1/)_"(1)ka11(k_1)
aj (k) =aj(k=1)—ay(k)ay—;(k—-1), j=1,..,k—1,

obtemos

CopMa () P
L—p(Mar (1) 1—[p(1)

r(2) = a2(2) =

- _ _ (1)) _ )
ca2)=al)-a@al)=pl)+a5pe ) = g
Continuando
)
r(3) = a3 (3) = —L D@2 @) TLOPE_ _ o (V]
1—p(1)a1(2) 1_% 1—-2[p (1)
—lp

e assim sucessivamente.
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Autocorrelacgoes parciais

O resumo de segunda ordem que vamos agora introduzir permite-
-nos medir a ligagdo (directa) que existe entre duas margens nao
consecutivas do processo, isto é, nao vai ter em conta a correlacao
que passa pelas margens intermédias.

Defini¢ao. Sendo X = (X;,t € Z) estaciondrio chamamos auto-
correlacdo parcial de ordem k & correlacao entre X; e X; j uma
vez retiradas as ligagoOes lineares que passam por intermédio das
margens X;_1, ..., X¢—k+1-

Assim, enquanto que a autocorrelacdo de ordem k mede a de-
pendéncia linear entre X;_j e X;, a autocorrelagao parcial de or-
dem k é a correlagao existente entre os residuos de X; p e X
depois de efectuar a regressao linear de cada uma destas varidveis
sobre X¢—1, .oy X4 py1-

Pretendemos medir a influéncia directa entre duas quaisquer
margens. Esquematicamente

Xt kt1 Xi1

Xi—k Xy

Note-se que

— a ”explicagao” de X; em termos de (X;_g11,..., X¢—1), como
combinacao linear afim, é dada por Er (X;/Xi—1, ..., X¢—k+1)

— a 7explicagao” de X;_j em termos de (Xy_gi1,..., X¢—1),
como combinagao linear afim, é dada por
Ep (Xi—k/ X1,y Xtppt1) -

Assim, retirando as ligagbes que passam por intermédio de
Xt ks, ..., Xt—1, Obtém-se:

Zl — Xt _EL (Xt/thlw"aXt—k—f—l)
Zy = X, , —Ep(Xi—p/Xi—1, 0, Xi—py1)
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Entao, a autocorrelagao parcial de ordem k é, por definigao,

o __ cov (Z1, Z9)
r(k) = (Z1, Z) NAANGD)

Como veremos, devido & estacionaridade do processo, este
coeficiente depende apenas de k.

Propriedade. r(k) = a, (k) .
Prova. Partamos de
B (Xt/Xi-1, oy Xp—k) = a1 (k) Xe—1 + .. + ag (k) Xy

e projectemos este elemento sobre o espago linear gerado por
Xi—1,..0y Xt—k+1 (memoéria de dimensao k — 1). Vimos ja que

Er (Xt/thla '“7Xt—k‘+l) = a1 (k‘) X1+ ...+ap_q (k‘) Xt g1+
+ag (k‘) EL (thk/Xt—la vy Xt,kJrl) .

Por subtracgao destas igualdades obtemos
Erp (Xi/ X1, Xt—k) - EL (Xt/Xt—h o Xt kr1) = ay, (k) Zs.

Seja Z = B (X¢/Xi—1, ..., Xp—x) — BL (Xe/ X1, 00, Xp—pg1) -
Temos pois

Z = Qg (k) ZQ,
0 que implica
Cov (Z,Zo
ax () = —V(%) )

Por outro lado,
Zy = Xi—Ep(Xy/ X1, Xi—pt1)
Er (Xe/ X1, Xok) = B (Xo/ X1, 000, Xy—p1) +
+X — Ep (X4/X—1, o0y Xi—k)
= Z+ 7z

com Z* = Xt - EL (Xt/thla ...,Xt_k) .
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Entao Cov (2 P )
ov 1 — 5 L2

k) =

ag ( ) % (Zg)

Mas Z* é ortogonal ao subespaco linear gerado por X;_1,..., Xy ¢
e Za pertence a esse espago.

Entao
Cov (Z*,Z3) = 0.
Assim
ag (k}) _ COU (Zl,Zg) . COU(Zl,ZQ) _’I”(k}),

Vi(Z)  V(Z)V(Z)

uma vez que V (Z2) = V (Z1), j4 que o processo ¢ estaciondrio e
a regressao sobre o futuro é, como vimos, equivalente & regressao
sobre o passado de igual dimensao. =

Propriedade. E equivalente conhecer a funcio de autocorrelacio
(p(h),h € N)ou a fungao de autocorrelacao parcial (r (h) ,h € N).

Prova. Por recorréncia obtém-se facilmente tal equivaléncia.
i) Suponhamos conhecida a funcao (p(h),h € N).
Se h =1,

B ~ Cov (X, Xi1) (1)
r(1)=a1(1) = V (Xi_1) : v (0)

Supondo conhecidos r (1), ...,7 (h), a prova para h + 1 resulta
da utilizagdo do algoritmo de Durbin uma vez que

-1

a1 (h+1) L p(1) .. p(h) p(1)
az(h+1) _ @ 1 p(2)
ans (h+1) a1 p(h+1)

ii) Inversamente vejamos que, para cada h € N, p (h) é funcao
der(1),..,r(h).
Vimos jé que p(1) =7 (1).
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Suponhamos a propriedade verificada para h — 1 e provemo-la
para h. Consideremos o sistema

ay (h) p (1)
an (h) o (h)
isto é,
1 p(1) ph—1) 1 [ a(h) p(1)
p(1) 1 p(h—2) az(h) | _ | r(2)
ph—1) p(h—2) .. 1 an (h) p(h)

que podemos escrever na forma

R0 B ] [T ®)] o) ]
(Ph-n1) 1 an (h)

ou de modo equivalente

R(h—1)a@1p-1(h) + P n-ryian (h) = {
p(h—1)

(7 (h-1y1) @11 (B) + ap (h) = p (h)

Usando o primeiro sistema e a hipétese de recorréncia vemos
que @11 (h) = (ay (h),...,ap_1 (h)) éfuncdoder (1),...,r (h — 1)
(pela indugao) e de r (h) (pois ap, (h) = r(h)). Entao, p(h) é, pelo
segundo sistema, fun¢ao de r (1),...,7(h). m

Observacaes.

1. Para cada h € N, é equivalente conhecer (p(1),...,p(h)) ou
(r(1),..,7(h)).

2. Tem-se |r (h)| < 1, porque s@o autocorrelagoes.

3. As autocorrelagées parciais desempenham um papel andlogo ao
das autocorrelagoes. A sua representacao grafica toma o nome de
correlograma parcial.
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2.4 Anexo - Esperancga condicional

1. Introdugao

Seja (X,Y) um par de v.a. definido sobre um espagco de pro-
babilidade (2,4, P) e no qual apenas Y é observado. Se X e Y
forem correlacionadas, é natural que o conhecimento do valor de
Y nos permita obter alguma inferéncia sobre os valores da varidvel
nao observada X. Quando procuramos saber que informagao Y
traz a X deparamo-nos com o chamado problema de filtragem, isto
é, o problema da estimacao duma v.a. nao observada X a partir
duma v.a. observada Y. Para o ilustrar consideremos a seguinte
situacao:

Um economista observa a evolu¢ao do preco de um certo pro-
duto no intervalo de tempo [t1,t2] com o objectivo de prever o
preco deste mesmo produto no instante t3 (t3 > t2). Para mo-
delar tal fenémeno aleatério consideremos uma familia de v.a.r.
(X¢,t > t1) onde X; representa o prego do produto no instante ¢.
Conhecidas as realizacoes das varidveis Xy, t1 < t < to, pretende-
-se entao prever da melhor maneira possivel o valor de X,.

O problema da interpolagao é de natureza andloga. De facto,
consiste em determinar da melhor forma possivel X, a partir de
v.a. Xz, comt € [tl,tg] U [t3,t4] com to < tg < t3.

A previsao e a interpolacao sao dois casos particulares do pro-
blema geral da filtragem.

Considerem-se entao duas v.a. definidas sobre (2, A, P)

Y : (A P)— (EE)
X : (A P)— (R,B),

onde (E, &) é um espago mensurdvel qualquer.

Conhecendo Y (w) = y € E queremos fazer um progndstico
sobre X (w) por um processo valido para todo o w.

Poe-se assim o problema de procurar uma funcao

f:(EE) — (R,Br)

de tal modo que a fun¢ao f(Y) aproxime convenientemente X.
A funcdo f(Y) ¢ denominada estimador de X. Diz-se que um
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estimador f* = f*(Y) é melhor no sentido do erro quadrético
médio se

E[X - (V)= inf £ [X — FON)P,

ou seja, escolhemos a distancia em média quadrédtica para julgar
a qualidade da aproximacao. Neste caso, impoe-se supor X de
quadrado integravel.

Tlustremos a resolucao do problema da procura do melhor es-
timador, no sentido do erro quadratico médio, na classe dos esti-
madores lineares, isto é, da forma f(Y) = a1 + a2Y,a1,a2 € R,
onde Y é uma v.a. real.

Considere-se a fungao

g(a1,a2) = E[X — (a1 + agY)]2.

Os pontos af e a5 que anulam as derivadas parciais de g em
1 2
ordem a a; e a ag sao dados por

ai=E(X)—-aE((Y)
Cov(X,Y)

“T V)

A anilise das condigoes de segunda ordem permite concluir
que o melhor estimador linear de X no sentido do erro quadratico
médio é
Cov (X,Y)

ffY)=a+alY =E(X)+ %)

(Y - B(Y)).

2 " L
Ao valor E[X — f*(Y)]” chamamos erro quadritico meédio
associado ao estimador f*.
Tem-se, neste caso,

EIX = f(V)P =V (X) = C40 — v (x) [1 - &y ] = e

Podemos entao concluir que:

- quanto maior, em valor absoluto, for o valor do coeficiente de
regressao p, ., Menor € o erro e*; em particular, se [p| = 1 tem-se
*
e* =0.
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- se X e Y forem nao correlacionadas entdao f*(Y) = E(X),
isto é, quando h& auséncia de correlacao entre X e Y a melhor
estimativa linear de X em termos de Y é E (X).

E claro que esta abordagem s6 responde parcialmente ao pro-
blema inicial pois limitamos a escolha de f a classe dos estimadores
lineares. Vejamos como abordar o problema de forma mais geral.

Sabemos que se (€2, A, P) é um espago de probabilidade e B um
acontecimento de probabilidade positiva, a probabilidade condi-
cionada por B é definida por

P(ANB)
A P(A/B)= ———-
Em particular, se X é uma varidvel aleatéria definida sobre
(2, A, P) com valores em (R,B), a lei de X condicionada por
B € A, com P (B) > 0, é definida por

P{XeD}NnB
WDeB, Pyp(D)—P(XeD /B~ LUXEDING)
’ P(B)
Se existe, a esperanca matemdtica de X condicionada por B
pode ser entao definida por

E(X/B) = / v dPy.p ()

1
= ﬁ/B:L‘dPX(x):ﬁE(XHB).

No entanto, em geral, nao é nem um sé acontecimento nem
um acontecimento de probabilidade positiva que influencia a mé-
dia de X. Suponhamos para fixar ideias que X e Y sao v.a.r. com
densidade representando, respectivamente, o peso e a altura dos
individuos de uma populacao. Se se observa a altura de um indivi-
duo da populagdo, um acontecimento do tipo {Y = y} realiza-se;
pretende-se entao, por exemplo, dar uma estimacao do peso do
individuo, isto é, dar um sentido a E (X/Y =y). Mas {Y =y}
tem probabilidade nula; por outro lado serd desejdvel exprimir
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E (X/Y =y) como a realizagdo de uma varidvel aleatéria ndo de-
pendendo sé de Y = y mas dos acontecimentos da tribo gerada
porY,o(Y) (oc(Y)CA).

funcao

fly)=E(X/Y =y), VyeE,

chamamos regressio de X em Y.

Entao o problema inicial pode agora poér-se do seguinte modo:
sendo X uma v.a.r. definida sobre (2, 4, P) e Ay uma tribo con-
tida em A, pretendemos definir, por um processo vilido, uma v.a.
T sobre (€, Ag, P) que aproxime X para todo w € ) .

Comegamos por considerar X de quadrado integravel.

2. Aproximacio em L2(Q, A, P)

Seja Ap uma sub-tribo de A e defina-se a aplicagdo
i L3(Q, Ay, P) — L*(Q, A, P)

que & classe de X em L%(Q, Ag, P) associa a classe de X em
L*(Q, A, P).

Sendo esta aplicacdo injectiva, podemos identificar L2(2, Ag, P)
com a sua imagem por i em L?($, A, P). Tem-se entdo

L*(Q, Ao, P) C L%(Q, A, P).

Além disso, sendo L?(€, Ag, P) completo, ¢ um subespaco de
Hilbert de L?(Q,A,P) (*). Assim, em particular, o espaco
L*(Q, XY (B), P), com B tribo de Borel de R e X v.a.r. sobre
(92, A, P), é um subespaco de Hilbert de L?(Q, A, P).

Lema. Seja X uma v.a.r. definida sobre (2,4, P) e Y uma v.a.
definida sobre (€2, A, P) com valores em (E,£). Para que X seja
o (Y)-mensuravel (i.e, X~ (B) C o (Y)) é necessério e suficiente
que exista

2 Todo o subespaco vectorial Hy dum espaco de Hilbert H & ainda um
espago de Hilbert - para o produto escalar de H - se e s6 se ele é completo
(Rudin, Real and complex analysis, McGraw-Hill International editions, 1987).
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f:(E &) — (R, B) mensuravel
tal que X = f(Y) = foY.

Prova.
1. Se X = foY entao X é o (Y)-mensurdvel porque é a composta
de duas fung¢oes mensurdveis.De facto,

X1TB) =Y (ftB)cy ) =0o().

2. Suponhamos agora que X ¢ o (Y)-mensurével.

i) Se X é uma v.a.r. em patamar, tem-se

X = Zyi]lAi
=1

onde {4;,1 <i<n} é uma partigdo de Q o (Y)-mensurdvel e
1; € R para todo i.
Como, para todo o i, A; € o (Y), entao

B, € £: A=Y 1(B)).

n
Consideremos entao f = Y yllp,.
i=1
A funcao f é mensurdvel e tem-se

VweQ, foY (w)= éyﬂBi (Y (W) = éyﬂui (W) = X ().

ii) Se X é uma v.a.r. positiva, existe uma sucessao de v.a.r.
em patamar, (Xp),cy, convergindo para X (%).

Além disso sendo X,, o (Y)-mensurdvel, decorre de i) que
existe f, : (F,€) — (R, B) tal que

fnoY = X, para cada n.

Seja D o dominio de convergéncia da sucessao (fp),,cp» isto &,

3Foata, D., Fuchs, A., Calcul des probabilités, 2e édition, Dunod, 1998.
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D={yec E:(fn(y)) éconvergente}.
Este conjunto pertence a £ uma vez que
D = {liminf f,, = limsup f,} N {|limsup f,| < +oo}.
Além disso Y (2) C D. De facto,
YyEY(Q) = fuly) =X (Y (¥) = Xn ()
e entao

lim f,(y)= lim X, (w)=Xw)=yeD.

n—-+o00 n—-+o0o

Consideremos entao
f= lim f,Ip.
n—-+4o0o

Esta fungao é £-mensurdvel. Além disso,

Vo eQ lim fuol ()= lim [ fu(Y @)= fo¥ (@) =X ).

n—-+o0o

Assim, foY = X.

iii) Se X é uma v.a.r. qualquer, decompomos X nas suas
partes positiva e negativa, X = X+ — X (%), as quais sdo v.a.r.
positivas, e aplicamos o resultado do ponto anterior. m

Teorema. Sejam Y e X duas v.a. definidas sobre o mesmo espago

(Q, A, P):

Y : (A4, P)— (E,E)
X : (AP — (RB).
Seja X de quadrado integrével. Entdo existe em L2(Q,0 (Y), P)

uma v.a.r. T e uma s6 (P-q.c., i.e., mod. P) verificando as
condigoes equivalentes

1XT = max(X,0), X~ =max(—X,0),
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i) Vg: (E,€) — (R, B) limitada, E(goY.X)=FE(goY.T).
ii) Vg : (E,&) — (R, B) limitada, E(X —T)> < E(X —goY)?.

Prova. Mostremos que para toda a v.a.r. T definida sobre
L*(Q,0 (Y), P) se tem i)<= iii) e ii) < iv), com

iii) VZ € L2(Q,0 (Y),P), E(ZX)=FE(ZT)

iv) VZ € L2(Q,0 (Y),P), E(X -T)) < E(X — 2)*.
i) = iii)

Seja. Z € L*(,0(Y),P). Do lema anterior existe
g:(E,E)— (R,Br) tal que Z =goY.

Como g e g~ sdo v.a.r. positivas, existem sucessoes de
funcoes mensurdveis em patamar, positivas definidas sobre (£, &)
tais que (¢y,), /97 e (¥), /97 (%)

A sucessao (gn),,cn definida por

Vn > 1, Gn = Pp, — Uy
tem as propriedades seguintes

[ ] —
G, 9

o lgnl S n+ ¥ (<9 +97 <lgl)
eVn>1,E(g,0Y.X)=FE(g,0Y.T) de i), pois g, ¢ limitada

eg,0oY — goY o queimplica
n—+00

gnoY. X — goY X e gnoYT — goY .T.

n—-+00 n—+00
Além disso, estas duas iltimas convergéncias sao dominadas
pois
90 0 Y.X| = |ga o Y] |X] < |g (V)] X] = |ZX| < (22 + X?),
que ¢é integrdavel. Do mesmo modo
lgn o Y.T| < % (22 +17).

Do teorema da convergéncia dominada (%) tem-se

®Foata, D., Fuchs, A., Calcul des probabilités, 2e édition, Dunod, 1998.
% Foata, D., Fuchs, A., Calcul des probabilités, 2e édition, Dunod, 1998.
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E(gnoY.X)= [(guoY.X)dP — [ZXdP=E(ZX)

n—-+o0o

E(gnoY.T)= [(gnoY.T)dP = [goY.TdP = E (ZT).

De i) e da unicidade do limite vem E (ZX) = E (ZT).

iii) = i)
Seja g : (E,€) — (R, Bg) limitada. Entao

f(goY)2dP§M2<+OO,

onde M é um majorante de g. Entdo g(Y) € L?(Q,0(Y),P).
Aplicando iii) a g(Y) deduzimos i).
ii) = iv)
Seja Z € L2(Q,0 (Y), P); do lema anterior Z = goY .
Decompondo g = g7 — g~ sabemos que existem sucessoes de

fungoes mensuraveis em patamar, positivas definidas sobre (E, £)

tais que (¢,), /9" e (¥n), /g~
Seja (gn)pen definida por

VTLZL gn:SDn_wn'

Por ii) tem-se, Vn € N,
E(X —T)> < E(X — g,oY)? pois 0s g, sdo limitados.  (2.1)
Além disso,

eg,0Y — 7

n—+00
o |X = ga o Y < (IX] +|ga (V)])?
< (X1 +1g I < (1X] +12)” <2 (1X +|2P)

que é uma funcgao integravel.
O teorema da convergéncia dominada permite entao escrever

E(X —g,oY)? — E(X-2)?.

n—-4oo
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Logo da relagao (2.1) e da definigdo de limite

E(X-T)Y?<E(X-2)>~

iv) = ii)
Por hipétese,V Z € L2(Q,0 (Y),P), E(X —T)> < E(X — Z)%.
Em particular, se g é limitada entdo g (Y) € L?(Q,0 (Y),P) e
tem-se

E(X -T2 <E(X-gY))?2.

Pelo teorema da projecgio (7) existe em L2(Q,0 (Y), P) um
elemento 7" e um s6 (mod. P) verificando as condigdes equivalentes
iii) e iv) pelo que existe em L?(Q, 0 (Y),P) uma v.a.r. T tnica,
modulo P, verificando as condigoes equivalentes i) e ii). B

Notas.

1. Pelo lema anterior, T' é evidentemente da forma f(Y') com f
uma funcao real, definida sobre F e (€, B)-mensurével.

2. f & de quadrado integrédvel relativamente a Py pois, pelo teo-
rema da transferéncia (%),

—l—oo>E(T2):/Qf2(Y)dP:/Ef2(z)dPy(x).

3. Esperanga condicionada por uma sub-tribo

O teorema anterior tem a seguinte extensao para v.a.r. integraveis:

" Seja Hy um subespaco de Hilbert dum espaco de Hilbert H. Para todo
x € H, existe um tnico elemento de Hy, denotado xp e chamado projeccao de
x sobre Hy, verificando uma das duas condigoes equivalentes:

i)z~ zoll = inf 2~y

ii) Yy € Ho, < z,y >=< xo,y > (Rudin, W., Real and Complex Analysis,
McGraw-Hill International editions, third edition, 1987, p. 80).

8Foata, D., Fuchs, A., Calcul des probabilités, 2e édition, Dunod, 1998.
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Teorema. Sejam Y e X duas v.a. definidas sobre o mesmo espago
de probabilidade

Y « (QAP)— (EE)
X : (Q,4P)— (R,B).
Supomos X integravel. Entao existe em L(Q,0 (Y), P) uma v.a.r.

T tnica (mod. P), denotada F (X/Y'), verificando a propriedade
seguinte

Vg:(E,£) — (R, Bgr) limitada, E[g(Y)X]|=FE[g(Y)E(X/Y)].
Omite-se a demonstragao deste teorema.

Observa-se no entanto que, pelo teorema anterior, se
X € L*(Q, A, P) entdo existe em L*(Q,0(Y),P) uma v.ar. T
tnica (mod. P) verificando a propriedade seguinte

Vg : (E,£) — (R, Br) limitada, Fg(Y) X]|=FE[g(Y) T].
Assim T = E(X/Y), P-q.c..

Atendendo a condig@o equivalente ii) presente no teorema do
pardgrafo 2, E(X/Y) é entao a melhor aproximagdo de X no
sentido do erro quadratico médio.

Definigcao. A v.ar. E(X/Y) definida (mod. P) pelo teorema
anterior chama-se esperan¢a condicional de X conhecendo o (Y)
(tribo gerada por Y') ou, simplesmente, conhecendo Y.

Mais geralmente, podemos falar de condicionamento por uma
qualquer sub-tribo Ag de A.

Defini¢ao. (Condicionamento por uma sub-tribo) Sejam (€, A, P)
um espaco de probabilidade e Ay uma sub-tribo de A. Se Y
designa a aplicagao identidade de Q, Y é (A, Ap)-mensurdvel e
E(X/Y) é denotada E(X/Ayp).

Tem-se, pois,
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Vg : (Q, Ag) — (R, B) limitada, F [g (Id) X] = E[g (Id) E(X/Ao)] .

Note-se que se X é de quadrado integrdvel podemos concluir
que E(X/Ap) é a projecgio ortogonal de X sobre L%(Q, Ag, P).
Logo

E(X — E(X/A0))? <E(X - 2)°
para todo Z € L?(€, Ao, P).

Teorema. Seja X uma v.a.r. definida sobre (€2, A, P) P-integravel
e Ap uma sub-tribo de A. Para toda a v.a.r. T € L(Q, Ag, P) as
proposigoes seguintes sao equivalentes:

i) T' ¢ uma versao de E(X/Ap), isto ¢, T'= E(X/Ap), P— q.c..

ii) VA € Ao, [ X 14dP = [ TT4dP.

Demonstracgao.
Se A € Ap, T4 é uma funcado real Ag-mensurdvel e limitada
entdo, como T = E(X/Ap), P— q.c.,
E(X14) = E(Tly) <= [, XdP = [, TdP.
Suponhamos que g : (€2, 4y) — (R, B) ¢ uma fungao em pata-
mar da forma

n
g= > yilp,, B; € Ay.
=1

n
E(X.g) = E(X.ZyiHBi> Zyz (XTp,)
i=1
= zn:yz- / XdP:Zyi / TdP
; i i=1 “Bi
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Entao T' = E(X/Ap), P— q.c..

Se g ¢é uma fungdo mensurdvel limitada positiva,

g= liT /" gn em que (g,) ¢ uma sucessao crescente de fungoes
n—-+0od

em patamar positivas e tem-se
Vne N, E (Xgn) =E (Tgn)

Além disso, | Xgu| < [X||g] < |X|M, e |T.ga] < [T| M.
Entao, como X.g, — Xg, Tagn — Tg e

n—-+00 n—-+oo

lim E(Xgp) — lim E(Tg,) tem-se, utilizando o teorema da
n—+0o00 n—+00

convergéncia dominada e a unicidade do limite,
E(Xg) = E(Tg)
e portanto T' = E(X/Ap), P— q.c..

Se g ¢ uma funcdo mensuravel limitada qualquer, g = g*—g~,
com g+ e g~ limitadas, e

E(X.g) = E(Xg")-E(X.4g)
= E(Tg")-E(Tyg)
= E(T.(s"—9¢7)),

concluindo-se entao que T'= E(X/Ap), P— q.c..

Nota. Se Ay € a tribo gerada por uma v.a. Y definida sobre
(Q, A, P) com valores em (E, &), isto ¢, Ap= 0 (Y), tem-se

T=EX/Y),P— q.c., se e s6 se
VA€o (Y), [ XIadP = [ TI4dP.

Ezemplo. Seja’Y umav.a.r. discreta de suporte S = {y1,y2, ..., Yn }-
Verifiquemos que
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T= Z[ Yyl (f{y y}XdP>]I{Y y}}

é uma versao de E (X/Y).
Queremos provar que

[y XdP = [,TdP, YA€ o (Y).

SeAeo(Y)entao ANY 1 (S)= U {Y =y,}.

Entao

- 1
/A; P(Y =y)
B / o / XdpP |1
ANY—1(8) = P(Y =y) =y} {Y=y;}
1 / /
- DV XdP Iry_, 1dP
ZP(Y:’%) ( {Y=yi} > ANY -1(S) =i}

=1

Sl
i ;m </{Y=yi} XdP) PANY =ui})
1
- LPv-u (/{yzyj}XdP ) (Y =y;}) / XdP,

jeJ

Além disso, T' ¢ o (V) —mensurédvel porque 7' é da forma g(Y)
com

n
9= Z (ﬁ f{Y:yi} XdP) Lty
=1
T é integravel porque
S 1
f ‘T| dp < fU {Y =y; } Z |:P(Y=yi) <f{Y:yi} |X| dP) H{Y:yz}:| ap
< fQ | X | dP < 4o0.

Assim T =FE (X/Y),P—qc..m
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4. Propriedades da esperanga condicional

O teorema seguinte resume as principais propriedades da
esperanga condicional.

Teorema. Sejam (2, A, P) um espago de probabilidade e 4y uma
sub-tribo de A. Valem as seguintes propriedades:

a) Se X € L(Q, Ay, P), E(X/Ay) =X, P— q.c..

Em particular, sendo Ap=0(Y) com Y : (Q, A, P) — (E,E),

tem-se
X eLQ,0(Y),P)=E(X/Y)=X, P—qec.
b) Vai,as € R, VX1, Xo € L(2, A, P)
E(a1X1 + a2 Xa/ Ao) = a1 B(X1/Ao) + asE(X2/ Ag), P — q.c..
c) VX € L(Q, A, P), E(E(X/A)) = E(X).

d) VX € L(Q,A,P), E(h.X/Ay) = hE(X/Ap), para toda a
fungao h : (2, Ag) — (R, B) limitada.

e) VX € L(Q, A, P), X > 0= E(X/A) >0, P— q.c.
£) V (Xn),en € LI, A, P), VX € L(Q, A, P),

o (X, >0eX, " X)= E(X,/A) /" E(X/Ay), P— q.c.
o X, /X = E(X,/A) — E(X/Ay), P- q.c..

g) VX € L(Q,A P),Vh: (2, A4) — R,B),
E(E (X/Ao) Jo () = E (X/o (b)), P— q.c.
Demonstragao.

a) Uma vez que, por hipétese, X € L(£, Ay, P) a prova é
trivial pois resume-se a identidade VA € Ay, [ 4 XdP = i) 4 XdP.
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b) alE(Xl/.Ao) + CLQE(XQ/.AO) S L(Q,Ao,P) e
VA € Ag,

A[alE(Xl/Ao)+a2E(X2/A0)] dp
= al/AE(XI/AO)dP+a?/AE(X2/AO)dP

= al/deP+a2/X2dP:/ (a1X1+a2X2)dP.
A A A

¢) Por defini¢ao VA € Ao, [, XdP = [, E(X/Ay)dP.
Logo, se A =,

Jy XdP = [, E(X/Ao)dP.

d) hE(X/Ap) & Ap-mensuravel e integravel. Para toda a fungao
g:(Q,A)) — (R, B) limitada temos

E(ghE(X/Ao)) = E ((gh) E(X) /Ao) = E (g (hX)).
Concluimos que F (hX/Ap) = hE (X/Ao), q.c..

e) Se X € L(Q,A,P) e X >0, temos
VA € Ap,0 < [, XdP = [, E(X/Ag)dP.

Se A={FE(X/Ap) < 0}, este integral ¢ negativo ou nulo, pelo
que s6 pode ser nulo. Entao,

E(X/AO)H{E(X/A0)<O} = 07 q.c.,
o que implica F(X/Ap) > 0, q.c..

f) Se (Xp)nen € crescente entdo, por e),
Ym,neNm>n— X, — X, >0

— E(Xpm — X/ Ag) > 0, quc..
Logo, a sucessao E(X,/Ag) é crescente q.c. e cada um dos

seus termos ¢ quase certamente nao negativo porque X, >0.
Entao, existe Z : (Q, Ag) — (R, Bg) tal que
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Z =lim /' E(X,/A), q.c.,

e tem-se, pela propriedade de Beppo-Levi (?),

E(2) E (lim / E(X,/Ap))

= lim /' E(E(Xn/Ao))
lim / E(X,) = E (lim / X,,) = E(X) < +oo.

Concluimos que Z é uma funco q.c. finita. Podemos substitui-
-la por uma v.a. Z, Ap-mensuravel e

lim / E(X,/Ay) = Z, q.c..
Entao, VA € Ay,
0< [,ZdP = [,lim /' E(X,/Ao)dP =lim / [, E(X,/Ao)dP
=lim / [, X,dP = [,lim X,,dP = [, XdP

e portanto Z = E(X/Ap), q.c..
Omitimos a demonstragao da segunda parte.

g) Seja C =0 (h). Tem-se C C Ap. Pretende-se entao provar
que

E(E(X/Ap)/C) = E(X/C), q.c., onde C = o (h),
isto €, que
VAeC, [, E(X/Ay)dP = [, E(X/C)dP.
De facto, uma vez que se A € C entao A € Ay, tem-se
VAeC, [,E(X/Ay)dP = [, XdP.

Assim, usando a definicdo de esperanca condicional

9Foata, D., Fuchs, A., Calcul das probabilités, 2e édition, Dunod, 1998.
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E(X/C) = E(E(X/Ay)/C). m

Seguindo os mesmos passos que em teoria cldssica da inte-
gracao obtém-se o teorema da convergéncia dominada para as es-
perangas condicionais.

Teorema. Seja (X,) uma sucessdo de v.a.r. definidas sobre um
mesmo espaco de probabilidade (2, A, P) e X uma v.a.r., definida
também sobre este espago, integravel. Consideremos uma v.a.r. Y
definida sobre (€2, A, P) e possuindo esperanga matemadtica finita.
Supde-se que

eVne N, |X,| <Y, P- q.c.

e X, —» X,P— q.c.

Entao E(X,/Ay) — E(X/Ay), P— q.c., para toda a sub-tribo
Ao de A.

Teorema. Se X é uma v.a.r. e Y uma v.a. com valores num es-
pago mensuravel (F,E), ambas definidas sobre o mesmo espago de
probabilidade (2, A, P) e independentes, e se X possui esperanga
matematica entao

E(X/Y)=E(X),P— q.c.
Prova. SejaC =0 (Y)eseja Beo(Y).

A v.a.r. Ip e X sao independentes pois o (Y') é independente de
o (X). Logo, o (Ip) ¢ independente de o (X). Consequentemente,

/BE(X/Y)dP = /XdP /JIBXdP
E(lpX)=E(lp) E(X) = P(B) E(X)

:/E )dP. m

A nocao de esperanca condicional generaliza-se facilmente ao
caso em que X assume valores em (RP, Bgp), p > 1.
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Consideremos entao as varidveis aleatoérias

Y : (A P)— (EE)
X : (QAP)— (RP, Brp).
Supondo que X ¢ P-integrdvel, isto ¢, que X1, ..., X}, sao elementos

de L(Q, A, P) entao, por defini¢do, a esperanca condicional de X
sabendo Y é o ve.a. de (RP, Brp) definido quase certamente por

E(X/Y) = (E(X1/Y),E(X2/Y), 7E(XP/Y)) :

No caso do condicionamento por uma sub-tribo a definigao é
andloga.
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Capitulo 3

Processos ARMA

unidimensionais

Neste capitulo vamos estudar uma importante classe de modelos
auto-projectivos de séries temporais: os modelos auto-regressivos
médias moveis, ou simplesmente ARM A (do inglés auto regressive
moving average). Esta classe de modelos pode identificar-se com
os modelos li- neares de séries temporais e foi introduzida por Box e
Jenkins, em 1972, tendo desde af revelado grandes potencialidades
nas aplicagoes.

Veremos adiante que esta familia de modelos permite apro-
ximar, no sentido de L?, uma classe bastante geral de processos
estocdsticos, a dos processos (linearmente) regulares. Tal facto
leva-nos a iniciar este capitulo com uma breve referéncia a estes
iltimos processos.

3.1 Processos estocasticos regulares

Seja H um espago de Hilbert e (H,,n € Z) uma sucessao de
sub-espagos de Hilbert (contida em H), crescente (no sentido da
relagdo de inclusao). Neste caso diz-se, de modo abreviado, que
(Hp,n € Z) & uma sucessao de espagos encaixados.

Representamos por H_, a interseccao de tal sucessao de es-
pacgos, QZH"’ e por H, . o subespago de Hilbert gerado pela sua

n

93
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uniao, UZHn. Assim, H, s é o menor subespago de Hilbert con-
ne

tendo aquela uniao.
Para todo o n € Z, seja P, a projeccao ortogonal sobre H,.
O lema seguinte, cuja prova pode ser encontrada em Dacunha-
-Castelle, Duflo (1983, vol. 2, p. 14 - 15), diz-nos que a projeccao
no espaco limite da sucessao H,,, quando n tende para -+oo (resp.,
—00), € o limite da sucessao das fungoes projeccao (P,) sobre tal
sucessao de espagos; denote-se tal limite por P, (resp., P_so).

Lema. Para qualquer z € H tem-se

Pioo(z) = nﬂ}nlooPn(a:) e P_(z)= lim P,(x),

n——oo

sendo as igualdades no sentido da norma definida em H.

Vejamos como poderemos utilizar este resultado na classe dos
processos de segunda ordem.

Seja X um processo estocdstico (eventualmente multidimen-
sional) de segunda ordem, isto ¢, tal que

VteZ, Xi € Lo.

Considere-se o subespago linear gerado por { Xy, X;—1,...}, de-
finido no primeiro capitulo, HyX, t € Z (1).

A sucessao (H,,t € Z) é composta por subespagos de Ly en-
caixados, pois, como vimos, H,  C H,.

Defina-se H_~ = N H,.
teZ

Sendo E, (X:/H,) a projecgao ortogonal de X; € Ly sobre H,
concluimos, pelo lema anterior, que Er, (X;/H,) converge em Lo
quando s — —o0, tendo-se

lim By (Xo/H,) = By (Xi/H ).

Defini¢ao. Seja X um processo de segunda ordem.
a) X ¢é (linearmente) singular se Er (Xy/H,) = X, Vs < t.
b) X ¢é (linearmente) regular se

!Se nao for necessario explicitar o processo envolvido, escreveremos apenas
H,.
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lim Ep (X/H,)=EL(X/H ) =E(X;), Vt.

Podemos pois dizer que um processo X é singular se as diversas
previsoes, Er, (X¢/H,) = Xi,s < t, sdo previsoes perfeitas.

A definigdo de regularidade, por seu lado, admite a seguinte
leitura: diremos que um processo X é regular se o seu passado
infinitamente longinquo nao traz qualquer informacao para prever
X

O teorema seguinte é usado como defini¢ao de processo singular
e regular por diversos autores (cf. Dacunha-Castelle, Duflo, 1983,
Vol. 2, p. 15).

Seja H o subespago de Hilbert gerado pela uniao tgzﬂ ;- Este

espago coincide com o subespaco de Hilbert de Ly gerado por
(Xi,t € Z) e pelas constantes; representé-lo-emos, tal como no
capitulo anterior, por H.

Teorema. a) O processo de segunda ordem centrado X & (li-
nearmente) singular se e somente se

ﬁ—oo :ﬂ-i—oo - H

b) O processo de segunda ordem centrado X ¢ (linearmente)
regular se e somente se

H_. ={0}.
Prova. a) O processo X ¢é (linearmente) singular se e sé se
Ep(Xy/H,) = Xy, Vs<t

— XyeH, Vs<t
<~ VieZ, H =H,

tendo em conta a definicao de H, e porque os espagos sao encai-
xados.
A dltima relagéo é, entdo, equivalente a
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b) O processo X ¢ (linearmente) regular se e sé se para todo
teZ, Ey, (Xt/ﬂ,oo) = 0, porque X é centrado; de modo equiva-
lente tem-se

Ep(Ho/H ) ={0},

isto &, a projecgao ortogonal de qualquer elemento de H , ., sobre

H__¢0.
Esta relagdo é ainda equivalente a H__ = {0}, porque
H_ . c H, . (Gouriéroux, Monfort, 1989, Vol 2, Propriedade

R23, p. 475). m

Os dois teoremas seguintes, cujas provas podem ser encon-
tradas em Azencott e Dacunha Castelle (1984, p. 39, 68), ilus-
tram a importancia da nogao de processo regular pois mostram,
em particular, que tais processos sao caracterizados por uma re-
presentacao média mével infinita unidireccional.

Teorema. Seja X um processo estocdstico real de segunda ordem,
centrado e estaciondrio. As condigoes seguintes sao equivalentes:
a) X é (linearmente) regular.

b) Existe um ruido branco € = (g, t € Z) tal que

Vt € Z, HX = H:.

Um tal ruido é tinico a menos de uma constante multiplicativa.
Podemos, em particular, escolher

et =Xy — B (X4e/H,_;)

isto é, g; é a inovagao de X;. Além disso, existe uma sucessao de

+o0
nimeros reais (c, k € No) tal que > cf < +oo e
+oo
X = chet_k, para todo t € Z,
k=0

isto é, X admite uma representacdo média mével infinita unidi-
reccional. m
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Teorema. Seja X um processo estocdstico real de segunda ordem,
centrado e estaciondrio. As condicbes seguintes sao equivalentes:

a) X é (linearmente) regular. ,

+o0 .
b) X admite uma densidade espectral da forma f (\) = | 3 cpe ™| |
k=0
A € [—m, 7|, onde a sucessdo de nimeros reais (cx, k € Ng) verifica
+o00
Y2 < 4o0.
k=0
+o0o
c) Existe uma sucessao de reais (cx, k € Ny) tal que Y2 < 400
k=0
+o0
e um ruido branco € = (g¢,t € Z) tal que Xy = Y cxer—p. M
k=0

Ezemplos.

1. Seja X = (X¢,t € Z) um processo estocédstico definido por
Xt =¢et+ 01601+ ... + Ogei—4

onde O1,..., 0, sdo matrizes deterministas e ¢ = (g4,¢t € Z) é um
3, h=0

0, h#0 "’
sendo X invertivel. Dizemos que X é um processo média mdvel de
ordem q, vectorial.

ruido branco de fungao de autocovariancia y (h) = {

Mostremos que X é regular. Ora,
Vtv Vs <t -— q, EL (Xt/ﬂs) =0

onde H, = HX & o espago gerado por (X;,j<s) e pelas
constantes.
De facto, para todo ¢, X; ¢ combinacao linear de ¢, €¢—1, ..., £t—¢

e entao
H{¥ C H;.

Assim,
EL(Xi/H,) = Ei(X /Hs)—EL (Er (X¢/HS) /HY)

= B (0/HY) =
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pois, sendo X; uma funcao linear de &¢,&4_1, ..., £4—q, X3 ¢ ortogo-
nal a HS para s <t —q.
Finalmente, uma vez que, para todo s, H, D H_ __, obtemos

Ep (X¢/H ) = Er (Br (Xe/H,) /H ) =0
e, como E (X;) = 0, concluimos que X é um processo regular.

2. Sejam A e B duas varidveis aleatorias reais de quadrado inte-
gravel nao correlacionadas. O processo estocdstico X = (X¢,t € Z)

definido por
| A, tpar
Xi = { B, t impar

é singular.
De facto, tem-se H, = H (A, B) = H, para todo t € Z. Logo,
o processo X é singular.

Observagio. Vimos que os processos estaciondrios (linearmente)
regulares podem ser identificados aos processos admitindo uma
representacao média mével unidireccional:

+o0o
Xt = Zajet,j, |4 (815) =1.
7=0

As propriedades de segunda ordem dependem, pois, da sucessao
de coeficientes (ag, a1, ..., a;,...). Esta representagao natural dos
processos regulares apresenta o inconveniente claro de envolver
uma infinidade de parametros a;,j € Np.

Vamos agora introduzir alguns modelos, ou classes de mode-
los, estaciondrios que permitem aproximar de modo tao preciso
quanto queiramos, no sentido de Ly, um processo regular, mas
apresentando a vantagem de depender apenas de um ntmero finito
de parametros.
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3.2 Processos auto-regressivos

3.2.1 Definicao e existéncia

Defini¢ao. a) Um processo estocdstico centrado X = (Xy,t € Z)
de segunda ordem (estaciondrio ou nao) admite uma represen-
ta¢ao auto-regressiva de ordem p, denotada AR(p), se existem
niimeros reais ¢, ..., ¢, € um ruido branco (g, t € Z) de variancia

o2, (02 > 0) , tais que
Xt — o1 Xt—1 — .. — 0 Xi—p = &,

com ¢, # 0.
b) Diz-se que tal representacao é candnica se £, ¢ ortogonal a H. tX_ 1
isto é, se &; & nao correlacionado com o passado de X a data t.

Se introduzirmos o operador atraso L associado a X, tal que
LX; = X;_1, e designarmos o polinémio auto-regressivo por
®(L)y=1—¢pL—...— ¢, LP, vemos que a relagao de recorréncia
presente na definicao anterior se escreve na forma

P (L) Xt = &t.
A definicao anterior suscita, entre outras, as seguintes questoes:

- Dados ¢4, ...,p, € €, existe um processo X que admita tal
representacao? Malis, existird um que seja estaciondrio?

- Existindo um processo verificando tal representacao, sera ele
unico?

- Se um processo X admite uma tal representacao, podera ele
verificar outras representacoes AR? Ou seja, que podemos dizer
sobre a unicidade da representagao?

- Se um processo X admite varias representagoes, existird sem-
pre uma representacao canénica?

Ezemplo. Consideremos um processo estocdstico X = (X¢,t € Z)
tal que Xy = g4, t € Z, com (g4, t € Z) um ruido branco de variancia
0% > 0. Neste caso dizemos, abusivamente, que X admite uma
representagao AR(0).
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As respostas as primeira e quarta questoes sao claramente afir-
mativas. As restantes sdo, neste momento, menos ébvias.

A anélise das vérias questoes apresentadas serd feita recorrendo
ao caso particular de um processo auto-regressivo de ordem 1, a
partir do qual se generaliza o estudo ao caso geral.

3.2.2 Processo AR(p)

1. Caso particular p=1

Seja X = (Xy,t € Z) um processo estocdstico real admitindo a
seguinte representagao

X = pXi—1 + &y, (3.2.2.1)

com ¢ € R\ {0} e ¢ = (g4, € Z) um ruido branco de variancia
2
o“ > 0.
Analisemos a existéncia de processos admitindo tal represen-
tagao, dados ¢ e €.
Temos

Xt = oXi1+e
= @(pXi—2+et—1) + e

e+ ger 1+ ... +le g +?TIX 5

J
= Zsont?t—n + Xy VT
n=0

J

Se |p| < 1, a parcela Y ¢"e;_,, converge, quando J tende para
n=0

+00, no sentido de Ly. Quanto a ¢/ t1X;_;_ 1, converge se X for,

por exemplo, limitado em Lo, tendo-se

1
|/ Xy = [E (@J+1Xt7J71)2}2

= Jel" [B (X2 ,)]

N

— 0.
J—+o00
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Nestas condigoes, obtivemos uma solugao para o modelo (3.2.2.1);
poderao existir outras solugoes (nao limitadas, por exemplo).

Confirmemos a existéncia de outras solugoes particulares.

Fixemos uma data inicial tg = 0 e escolhamos arbitrariamente
uma v.a. Xp que interpretamos como o valor do processo nessa
data. Este procedimento é motivado pelo facto de estar pre-
sente no modelo (3.2.2.1) uma equagao as diferengas, sendo entao
necessdrio impor uma condicao inicial para fixar a solugao.

Fixado X obtemos, sem ambiguidade, todos os valores futuros
do processo:

X1 = pXo+er
Xo = &9+ e + ¢*Xo

1

X = e +es—1+ <p2z-:t,2 + ...+ (pt_ g1+ goth, para VvVt > 0.

Da mesma forma obteremos os valores do processo correspon-
dentes a t < 0 notando que, sendo ¢ # 0,

1 1
Xi=pXi 1+ <= X4 1 =—X; — —¢4.
¥ ¥
Assim,
1 1
X_1 = —X() — —&0
¥ P
1 1 1
X,Q = —2X0 — —E&_1— —250
‘2 ¥ 2
1 1 1 1
X = —tXO T —E—t+1 T T5E—t+2 — - T —3€0-
2 ¥ ¥

Definimos, pois, sem ambiguidade, o processo (X, t € Z) fixan-
do XQ.

Como escolher X7 Se Xy for de quadrado integravel, é claro
que, para todo t € Z, X; € Lo.

Podemos pois afirmar que, qualquer que seja ¢ # 0 e qualquer
que seja o ruido €, existem processos de segunda ordem verificando
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a relagao (3.2.2.1). Estes processos dependem da escolha da v.a.
Xo.

Assim a equagao (3.2.2.1) admite uma infinidade de processos
solugao de segunda ordem.

Estudamos solugoes particulares do modelo (3.2.2.1). Procure-
mos agora a solucao geral. B
Sejam X; uma solugdo particular da equacao e X; qualquer
outra solucao da equagao. O processo diferenca
)/t:j\(:t_Xt? tEZ,
verifica
Vi—¢Yi1 = X —Xi—¢ (Xt—l - Xt—1>
= Xt - 80)?1571 — (Xt —pXi-1) =0

ou seja, Y = (Y;,t € Z) é solugao da equagao homogénea.
A solucao geral da equagao é, pois,

ji:t =X+ Y
isto é, a solucao geral da equagao é obtida somando uma solucao
particular da equagao & solugao geral da equagao homogénea.
Analisando Y obtemos
Vi =Y =Y 0 =..= 'Yy, t€Z,
pelo que a solucao geral do modelo (3.2.2.1) é
)?t :Xt+§0tyb7 tEZ,
onde X = (X4, t € Z) ¢ uma solugao particular.

Analisemos agora a existéncia de solugoes estaciondrias.

a) Comecemos por estudar o caso em que || < 1.
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Suponhamos que hd uma solugao estaciondria, X . Esta solugao
verifica, tal como vimos,

J
Xi=> @+’ Xy, VI

n=0

J 400
Ora Y "¢, tende (em Lo) para > " e @/ 71X, 5 g
n=0 n=0
tende (em Lg) para zero, quando J — +00, uma vez que sendo X
estaciondrio, ¢ limitado em Ly (Vt € Z, E (X}?) = constante < +00) .
Assim, um processo estaciondrio solu¢ao de (3.2.2.1) é neces-
sariamente da forma

—+00
Xt: E QOTLEt_n.
n=0

Inversamente, sabemos que um processo que admite uma re-
presentagio média moével infinita com coeficientes a; = ¢’ (abso-
lutamente soméveis) ¢ estaciondrio.

Assim, se |¢| < 1 hd uma unica solucdo estaciondria.

Observagao. Todas as outras solugoes sao da forma

Xi=) ¢"etn+ o'V

n=0

Notemos que para ¢ suficientemente grande se tem X=X, %)
ja que 'Yy — 0 (em Ls), ou seja, as solugoes X; sdo assintoti-
camente estaciondrias.

Vejamos que a solucao estaciondria obtida corresponde a uma
representacao candnica.

Ora,

“+o0
X, =) ¢le ;€ H;
=0

— ~ 2
2A notacio X, =X, significa E(Xt — Xt) — 0,t — +oo.
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de onde deduzimos que H tX C H;.
Mas & ¢ ortogonal a H$ ;. Entdo &; ¢ ortogonal a H;* ;.

Observemos que sempre que temos uma representagao canénica
de X, € € a inovagao no instante ¢t. De facto,

Ep (Xy/HY)) = Ep(oXi1+e/H )
= pXi

pois &; ¢ ortogonal a HY ;.
Assim ey = Xy — Xy 1 = Xy — Fp (Xt/ﬂt)il) ¢ a inovacao de
X no instante t.

b) Estudemos agora o caso em que |p| > 1.

Suponhamos que hd uma solugao estaciondria.
De X; = X1 + € podemos escrever X; 1 = %Xt — é&,, isto
é, para todo t € Z,

1 1
Xt = —Xep1— —€n1
¥ P

J
1 1
= —E —.Et+'+—Xt+J.
et A

+oo
. . 1
Quando J — 400, a primeira parcela converge para — leetﬂ
J:
e a segunda converge para zero (convergéncias em Lg).
Seguindo o mesmo raciocinio da parte anterior, obtemos uma

Unica solugao estaciondria:

“+00

— 1 .
Xt = — zjlﬁﬁt+].
j:

Observagaes.
1. Esta solugao faz intervir os valores futuros do ruido.
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2. Todas as outras solugoes sao da forma

Z_Et+] + 2 }/2)7
j= 1

pois a equacao é a mesma de hd pouco. Notemos que, quando
t — 400, a parcela ‘(pth‘ tende para +oo. Assim, todas as
solugoes nao estaciondrias sao processos explosivos.

Retomando a solugao estaciondria, podemos analisar se a re-
presentacao obtida é candnica, isto é, se o ruido interveniente g4 é
X
ortogonal ao passado Hj: ;.
Ora

COU(&?t,thl) = 5tXt 1

- oo (o)

1 o2
80 .
Sendo Cov(et, Xy—1) # 0, ¢ nao é ortogonal a ﬂf_l pelo que

a representacao nao é candnica.

Vejamos que o processo X admite uma representacao candnica
AR(1).

De X;—pX;_1 = ¢t deduzimos, como ja vimos, que a densidade
espectral de X é dada por

w2
w) |1 —pe”|” = f: (), w € [,
Mas f: (w) = % pelo que

o? 1

fx (w) = %W-

Consideremos o processo 7 definido por

1
=X, ~X;_1, teZ
@
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A sua densidade espectral &

1. |2
folw) = 11——ew Fx (@)
2
»
B 0__2‘1_667,0.1
21 peef?
2 ‘1—16“"2
_ o1 v
27T’90|2 ’l_eiw
©
o2 1 6[ [
= ——>5, we|—mm|.
2m |p*’ ’

=z 2 . N . 2
Entao n ¢ um ruido branco de variancia “’?, tendo em conta
@

a caracterizagao que vimos do ruido branco através da densidade
espectral.
O processo X admite, pois, duas representacoes

Xt — gDXt,1 = &, V(Et) = 0'2

0.2

1
Xt — ;Xt—l = n, Vin) = W

Esta segunda representagao é canénica, ja que ’é’ < 1.

¢) Analisemos finalmente os casos em que ¢ =1 ou p = —1.

Suponhamos que hd uma solugdo X estaciondria. Podemos
sempre escrever

Xi—¢' Xy =ei+ e+ + SOJ?lfftf(Jfl)-

Vejamos quanto vale a variancia de cada um dos membros.

V(Xi—¢'Xiy) = V(X)) +V (Xey) — 207 Cov (Xy, Xi—g)
= 2V (Xy) — 297 Cov (X, Xi—y)

2V (Xt) + 2 |OOU (Xt, thJ)|
4V (Xy)

VARVAN
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pois, pela desigualdade de Schwartz, [Cov (X, Y)]2 <V (X)V (V).
Assim X; — ¢’/ X;_; é majorado, em Lo, por 4 (0).
Do lado direito

Vv (et + g1+ ... + @Jﬁlst,((],l)) = Jo?

que tende para 4+oo0 quando J — +00.

Encontramos pois uma contradi¢gao pelo que, quando ¢ = +1,
nao hé solucoes estaciondrias.

Este resultado depende obviamente da hipétese o # 0. Se
o = 0 entdo ¢ = 0 quase certamente (porque F (g¢) = 0) e entao
se, por exemplo, ¢ = 1 obtém-se

X; — Xi1 =0= X; =Y, independente de t.

Este processo X; =Y, Vt € Z, é estaciondrio desde que Y seja
uma v.a.r. de Lo.

2. Caso geral

O que fizemos para um modelo AR(1) pode ser feito mais geral-
mente para um auto-regressivo de ordem p, p > 1. As propriedades
que a seguir estabelecemos resumem esse estudo.

Comecemos entao por assegurar a existéncia de solugbes de
segunda ordem para o modelo auto-regressivo.

Propriedade. Qualquer que seja o polinémio ® (L) de grau p e o
ruido branco ¢, existem processos de segunda ordem que verificam
a equacao

O (L) Xy = ¢4, Vt € Z.

Prova. A demonstragdo é semelhante & que seguimos com os
processos AR(1). E, no entanto, necessério fixar p condicoes ini-
ciais de segunda ordem escolhidas arbitrariamente. H4, pois, uma
infinidade de processos solugao.

A existéncia de solugado estaciondria é agora assegurada pelo
resultado seguinte:
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Propriedade.

a) Entre as solu¢oes X de ® (L) X; = e¢,t € Z, hd uma esta-
ciondria se e s6 se todas as rafzes do polinémio ® (L) forem de
médulos diferentes de 1.

b) Além disso, uma tal solugao estaciondria é tnica.

Prova. A prova da condicao suficiente de estacionaridade passa
pela inversao do polinémio @ (L) .

Suponhamos entdo que as raizes zi, ..., z, do polinémio @ (L)
sao de médulos diferentes de 1. Sejam, sem perda de generalidade,
as primeiras r de médulos superiores a 1 e as restantes p — r de
modulos inferiores a 1 (onde r € {0,1, ..., p}).

Podemos escrever

o e [(-4) 11 (-2

=1 7=1 Jj=r+
. L\ £ 1
j=1 17 j=r41 Z;
j=r+1
a L pr T 1
= [{(r-=) o [T a-5n —
j=1 J j=r+1 I1 2

onde F = L~! designa o operador avanco.

® (L) serd invertivel se

Vie{l,..,r}, (1 — %) for invertivel
Vie{r+1,..,p},(1 —2F) for invertivel

jé que o outro factor verifica
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-1

H Zj Jj=r+1
j=r+1
p p
= J[ anF=| ] (=2)| F" "
j=r+1 j=r+1

Ora, a aplicacdo 1—\L ¢ invertivel se e s6 se |A| # 1 (Gouriéroux,
Monfort (1990)).

Entao, como Vj € {1,2,...,7},|z;| > 1, tem-se que (1 — %)
é invertivel; por outro lado, Vj € {r+1,...,p},|2;| < 1, e conse-
quentemente (1 — z;F') é invertivel. Logo ® (L) ¢ invertivel.

Ter-se-4 entao

) 88 B

j=1 \i=0 j=r+1 \i= j=r+1

ou seja, € esta a forma do unico processo estaciondrio X que veri-
fica ® (L) Xt = .

Notemos que ® (L) e [® (L))" sio séries em L uma vez que o
produto (i.e., composi¢ao) de séries em L (e em F') é uma série
em L.

Podemos pois concluir que o processo estaciondrio solugao
X = (Xt,t € Z) ¢ uma média mével infinita,

+oo
Xt: E ajiEt—j,

j==00

em geral bidireccional.
Serd unidireccional se todas as raizes forem de mdédulos supe-
riores a um, tendo-se

+oo
Xt: E AjEL—j
J=0
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ou se todas as raizes forem de mddulos inferiores a um tendo-se,
neste caso,

+oo
Xt = Zajatﬂ- .
J=0

Acabamos entao de provar que, se todas as raizes de ® (L) sao
de mddulos diferentes de um, hd uma solugao estaciondria tinica
para @ (L) X; = ¢;.

Para provar a necessidade da condicao de estacionaridade, supo-
nhamos agora que hd uma solucao estaciondria tnica para
® (L) Xy = &+ e mostremos que todas as raizes de ® (L) sdo de
modulos diferentes de um.

Procederemos por absurdo, supondo que uma das raizes, z;, é
de médulo igual a 1, isto é, z; = €0 (e de multiplicidade 1 para
nao sobrecarregar as notagoes). Mostraremos que nao hé solugoes
médias-moéveis infinitas estaciondrias (o que é mais restritivo do
que a simples estacionaridade).

Seja entao X uma solugao estaciondria de densidade espectral
fX (w) YW € [_77777[‘

Da relagao ® (L) X; = &; tem-se

0'2 ; 2
2 = i @)]e (),

Entao, sendo zj, 7 = 1,...,p, as raizes do polinémio em €',
P (ew) , podemos escrever

o? 1
P = i
H (Z] - ezw) ‘(pp|
j=1
0 1 1
= 2 12
21 | P ‘ |21 — e
| [T (z—ev)
J=1j#l
o? 1 1

2 ’6“‘}0 _ eiw|2.
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Quando w tende para wg obtém-se fx (w) ;k(w_LO)T

Ora

+7 1 wo 1 & 1
/ 72(160 = / 72610.) + / 7261(&1
—r (w — wp) -7 (w - wo) wo (W — wo)

. 1 N
= lim —
§—0t W — Wy L«)()+6

= +OO
pelo que a andlise da integrabilidade desta funcdo contraria a
existéncia de densidade espectral. m

wo—90 1

. Ww—wo

Observacdes. Do teorema anterior decorrem as seguintes con-
clusoes sobre a solugao estaciondria X do modelo AR(p):

1. Tem-se X; = +f:ocziLie,g se e s6 se todas as raizes de ® (L) sao
de médulos superli?)ges al.
2. Tem-se X; = %oaiFist se e s6 se todas as raizes de ® (L) sdo
de mdédulos inferiic;:és al.
3. Quando X; = z:()aiList tem-se ﬂff C Hj. Mas, sendo

i=

et =Xe— o1 Xim1 — o —ppXiyp

tem-se também a inclus@o inversa. Ou seja, Hf = ﬂff
Assim esta representagao é canénica uma vez que &; é ortogonal
€ _ gX

aHi | =H; ;.
Vejamos que, neste caso, ¢; é a inovacao de X;. Temos

Ep (X¢e/HY,) = Ep(et+ o1 Xeo1+ o+ 0, X0 p/HY )
= ngXt_l + ...+ SopXt—p

pelo que e, = Xy — By, (X¢/H{¥ ).

A propriedade seguinte estabelece a existéncia de multiplas
representacoes.
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Propriedade. Sejam ® (L) um polinémio de grau p de raizes de mé-
dulos diferentes de 1 e X a solugao estaciondria de
O (L) Xy =4, t € Z. O processo X admite outras representagoes
auto-regressivas.

Prova. Uma vez que ® (L) X; = £; e que X tem uma representagao
MA (+00), a densidade espectral de X verifica

2

2 P
o o
By = fx (w)|1— E ;e we [-m, 7,
T =
isto é,
2 2
o 1 o 1
X (W)= 5= == ;
I =5 v, [P 2m[® (e
e
Jj=1

ou ainda, designando por z; as raizes de P,

[\V]

fx (W)= ! R

p :
1 — &~
1(1-%)

Suponhamos que hé r raizes de médulos superiores a 1, 21, ..., 2,
e p—r de médulos inferiores a 1, 2,41, ..., 2p (com r € {0,1, ..., p}).
Consideremos o polinémio seguinte

@*(z)—f[(1—£) ﬁ (1— %)

. Zi /) .
=1 i=r+1

)

B
3

J

obtido a partir de ® substituindo as raizes de mddulos inferiores
a 1 pelas suas inversas.
Seja (n;,t € Z) o processo estaciondrio definido por

n = @ (L) Xi.
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Mostremos que 1 ¢ um ruido branco analisando a sua densidade
espectral.

* em) 2
fr(w) = \@*(eiW)ffX(w)_‘ﬁM

2 @ (o)

o e
o % H Tw 2

j=r+1 ‘1—6—_

Zj
02 P 2

= o [I 1P wel-mal.

j=r+1

Sendo a densidade espectral independente de w, concluimos

p
. . cal s 2
que (ny,t € Z) é um ruido branco de variancia o [] |z;]|°, que
Jj=r+1
¢ inferior a variancia de &;.
Obtivemos assim outra representagdo AR(p) para o processo
X.

Observacao. A demonstracao anterior permite concluir que toman-
do, consoante os casos, uma raiz ou a sua inversa, podemos obter
muiltiplas representagdes de (X, t € Z); por exemplo, se as raizes
sao reais e distintas obtemos 2P representagoes distintas.

Além disso, podemos sempre reduzir-nos a um polinémio auto-
-regressivo de raizes em moédulo superior a 1; claro que sé neste
caso a representacao de (Xi,t € Z) faz intervir um ruido branco
que se interpreta como a inovacao. E a tnica representagao canoni-
ca; designa-se entao por representagao canénica de (X;,t € Z).

A propriedade seguinte resume toda esta informacio. (%)

Teorema. Sejam ® (L) um polinémio de grau p de raizes de mé-
dulos diferentes de 1 e X a solugdo estaciondria de ® (L) Xy = ;.

X admite outras representagoes auto-regressivas que se obtém
a partir de uma das representagoes substituindo algumas das raizes
pelos seus inversos (e mantendo as restantes).

3Para demonstrar esta propriedade faltaria apenas provar que todas as re-
presentacoes sao de mesmo grau p e que s6 podem ser obtidas substituindo
um subconjunto qualquer de raizes de ® pelos seus inversos.
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Em particular:

a) todas as representagoes sao do mesmo grau, p;

b) se todas as raizes sao reais e distintas ha 2P representagoes
diferentes;

c) tal processo estacionério auto-regressivo admite uma repre-
sentacao candnica tnica.

Note-se que no caso de existéncia de raizes complexas, a
substituicdo devera ser feita por pares de raizes conjugadas para
que o polinémio seja de coeficientes reais. Assim, se todas as raizes
sao complexas e distintas, haverad 2% representagoes diferentes.

3.2.3 Resumo das ligagoes temporais
Seja X um processo estaciondrio verificando
O (L)X =¢¢

com V (g¢) = 0 > 0 e onde todas as raizes do polinémio ®, de grau
p, sao de médulo superior a 1. Partimos, assim, da representacao
canénica do processo auto-regressivo de ordem p, X = (Xy,t € Z).

Determinemos a expressao da funcao de autocorrelacao, da
funcao densidade espectral e das autocorrelagoes parciais do pro-
cesso X.

Funcgao de autocovariincia, funcao de autocorrelagao

Comecemos por determinar a expressao de V (X;) = v (0).
A partir de
Xi=p1 X1+ o+ opXip + et
obtemos
Cov (Xt, Et) = Cov (Xt, Xt — 901Xt—1 — .= SOpXt—p)
= 70) =1y (1) = . =7 () -

Por outro lado, uma vez que partimos da representacao canénica,

temos
—+oo

X = E aigi—;, com ag =1,
i=0
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e entao
Cov (X, e1) = Cov (¢ + arep—1 + ..., e¢) = o2
Consequentemente
o? =7 (0)—py (1)—..—,y (p) =7 (0) [L = p1p (1) — ... — 0,0 ()]

e portanto a variancia de X; é

0.2

T 1-0p() = — o (D)

onde p é a fungado de autocorrelagao de X.

7 (0)

Analisemos agora as autocorrelagoes, p(h), h > 1.

Como ¢, ¢ ortogonal a H; 1 (X), tem-se
Cov (Xt—/uet) = 07 h > 17

ou seja, para todo h > 1,

Cov (thha Xt - 801Xt—1 e T gprt—p) = 07
isto &,
() =1y (h=1) = ... =y (h—p) =0
ou de modo equivalente,
p(h) —p1p(h—=1) — ... —¢pp(h—p) =0.

Podemos entao enunciar o resultado seguinte:

Propriedade. A sucessao das autocorrelagoes de um processo AR(p)
estaciondrio verifica a equagao de recorréncia linear

ph)—pip(h—1)— ... —ppp(h—p)=0, Vh>1

A funcdo de autocorrelagdo é, pois, completamente determi-
nada a partir do conhecimento de p condigdes iniciais p (1), p(2),
..., p(p) . Tais condig¢oes obtém-se resolvendo o sistema seguinte,
que decorre da propriedade anterior e onde se usa o facto de
p(0) =1 e p ser uma funcao par:
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p(1) =1 —op (1) — .. —ppp(1=p) =0
P(2)—p1p(1) =y — .. —pp(2—p) =0
};'(p)—solp(p—l)—wzp(p—% — =y =0

Notemos que podemos interpretd-lo como um sistema linear em
15 P2, s Pp, POIS € equivalente ao seguinte, dito sistema de Yule-
-Walker,

p(1) 1 p(1) . p(l-p) ©1
p(2) | _ p(1) 1 . p2-p) P2
o (p) pp-1) plp—-2) .. 1 ‘

E também um sistema linear em p (1), p (2) , ..., p (p) admitindo
a seguinte forma equivalente

©1 L9 —p3 .. 0 p(1)
Y2 |_ | —p1—w3 1oy .. O p(2)
®p p(p)

Desta ultima forma obtemos entdo p(1),p(2),...,p(p); os va-
lores de p(h), h > p+ 1, sdo depois obtidos através da equagao
de recorréncia.

Observacao. O sistema de Yule-Walker permite calcular os coe-
ficientes @1, ¢g, ..., , em funcido de p(1),p(2),...,p(p) o que &
interessante para a fase de estimacgdo. A ideia subjacente con-
siste, em linhas gerais, em calcular as autocorrelagoes empiricas
(de um processo suposto estaciondrio e centrado) associadas a
XlaX2> ) XTa

| T=h
7= 2 XtXt+n
t=1

1 I 2
T2 X{
t=1
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e em aceitar que, quando T é elevado, as autocorrelagbes empiri-
cas observadas nao diferem muito dos correspondentes resumos

tedricos, isto é,
T—h

—Tih Y. TtTith

t=1 ~

T 2.7
t=1

Usando notagoes evidentes vem, do sistema de Yule-Walker,

P=[RE-D'7.

Assim, esperamos obter bons estimadores para ¢y, Py, ..., ¢,
considerando

— -1~
~ 1

¢=|Re-1| 7=
Da 1ltima propriedade decorre o seguinte coroldrio:

Coroldrio. Se o polinémio ® tem todas as suas rafzes z;j,
j =1,...,p, distintas, as autocorrelacées sao da forma

D 1 h
p(h):Z<Z_J> aj, aj G(Ca

j=1

onde ai,...,ap sao determinados & custa das condigoes iniciais
p(1),.p(p).

Prova. A sucessao das autocorrelagoes p(h),h > 1, verifica
uma equacao de recorréncia linear homogénea de ordem p cujos
coeficientes estao directamente ligados aos dos polinémio ®. O
polinémio caracteristico associado & equacao de recorréncia é

1 1 1
N O— 2P (1—p=— . —p,— | =2P®( =
X — 2 ©p z < P17 (ppzp> z <z>

cujas raizes sao %,j =1,..,p.
J
A solugao geral é, pois, da forma anunciada. =
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h
Notemos que, sendo |z;| > 1, se tem (%) — 0, quando

h — +oo. Assim, se as raizes sdo distintas as autocorrelagoes
tendem para zero de modo exponencial (com uma velocidade de

h
convergéncia superior ou igual a (max =) = (—=— ).
[2;] min [z;]
Se ha raizes multiplas, as autocorrelagdes aparecem como com-

binagoes das poténcias (%) multiplicadas por polinémios em h:

h
p(h)=>" <l> [aj + bjh + cjh® + ..] .

Densidade espectral

Da equacao auto-regressiva verificada pelo processo estocdstico
X, ® (L) X; = &, decorre a seguinte expressao para a sua densi-
dade espectral:

o2 1

=——7, wE |—mm|.
27 [ (ei)[? e

fx (W)

Ezemplo. Seja Xy = X1 + &4, com |p| < 1, Vt € Z.
A densidade espectral de X = (X;,t € Z) ¢

o2 1
w) = —————
fX( ) 27T|1_90@W|2
o? 1

27 |1 — pcosw —isinw|
o? 1
27 (1 — pcosw)? + 2 sin? w

o 1

21 14 2 — 2pcosw’
Sendo fx uma fungdo par, esbocemos o seu gréfico para
w € [0,7]. Temos, em particular,

0'2 0'2
IxO) =G X0 =FEm
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Se 0 < ¢ < 1, tem-se fx (m) < fx (0) e a andlise das derivadas
de primeira e segunda ordem conduz-nos ao seguinte gréafico, onde
estd também esbocado o grafico da densidade espectral quando
p — 1.

o2 1
277 (1+ ¢)2

n

Fig. 3.1 - Densidade espectral para 0 < ¢ < le — 1

Notemos que os valores de w mais proximos de zero (mais
pequenos) sao os mais ”carregados”, o que se torna ainda mais
acentuado quando ¢ — 1.

Pequenos valores de w correspondem a pequenas frequéncias
que, por sua vez, correspondem a longos periodos. E este facto
que leva a designagao de processos de memdria longa adoptada
para uma classe mais geral do que a dos AR estaciondrios na qual
se inclui a possibilidade de o “polinémio” auto-regressivo ter raizes
de médulos iguais a 1.

Autocorrelagoes parciais

Relembremos que a autocorrelagao parcial de ordem k, r(k), é
o coeficiente de X;_j quando efectuamos a regressao linear de X;
sobre o espaco linear gerado por X;_1, ..., X¢_g.

Sendo Xt = o1 X1+ 0o Xt—2+... +pp,Xi—p+er, t €Z,euma
vez que suposemos que estamos a trabalhar com a representacao
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candnica, tem-se que g; é ortogonal a H f(_ 1 € portanto
Ep (Xe/ X1, 000, Xipy o) = 01 X1 + 02 X2+ o+ 0, Xy
Entao, para todo o k > p tem-se

Er (Xe/ X1, .., Xo—k)
=B (Br (X)Xt 1, o0, Xy o) [ X1y oy Xo—1)
=Ep (o1 Xe 14+ 0, X p/Xio1, 0, Xo)
= X¢1+ ...+ QOI,Xt_p.

Assim, considerando k£ = p, p+ 1, ..., obtemos
r(p) = ¢
rlp+1) = 0

r(k) = 0, se k> p.
Podemos entao enunciar o seguinte resultado:

Teorema. A sucessao das autocorrelacoes parciais de um processo
AR(p) anula-se a partir da ordem p + 1.

A expressao de r(k) para k < p é obtida pelo algoritmo de
Durbin.

3.2.4 Caracterizagao dos processos AR

Neste pardgrafo vamos estudar condigoes necessdrias e sufi-
cientes para que um processo estaciondrio admita uma represen-
tagdo auto-regressiva. Veremos que tais condicoes recaem sobre as
sucessoes das autocorrelagdes (p (h),h € Z) e das autocorrelagoes
parciais (r (h),h € Z). Tais teoremas de caracterizacdo permitir-
-nos-ao “reconhecer” os processos AR a partir daquelas sucessoes.

Teorema. Uma condicdo necessdria e suficiente para que um pro-
cesso estaciondrio centrado admita uma representacao AR € que a
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sucessao das autocorrelagoes (p (k) , h € Z) verifique uma equagao
de recorréncia linear homogénea para h > 1.

Prova. A condicao necesséria foi estabelecida no paragrafo 3.2.3.
Quanto a condigao suficiente, suponhamos que p (h) é tal que

p(h) =tp(h—1) — ... —pp(h—p") =0,Vh > 1

onde 1; sdo reais quaisquer com ¥, # 0.
Temos entao, para todo h > 1,

Cov (X, Xi—p) — h1Cov (Xp—1, Xp—p) — o.—
e ¢p* Cov (thp*th—h) = 0,

o que é equivalente a
Cov (Xt - Xy — . — wp*Xt_p*,Xt,h) =0,Vh > 1
ou ainda
X — (let,l 4+ ..+ %;*thp*) ortogonal a X;_1, Xy o, ...
Entao
L (Xe = (V1 X1+ o+ Y Xy ) JHiS ) =0,

ou seja
Ep (Xe/H ) =1 X1+ oo+ P Xypr.

Introduzindo entao a inovagao de X no instante ¢
ee =Xt — FEL (Xt/ﬁi)£1)
tem-se, de facto,
o
X = Z¢th—j + &t
j=1

ou seja, X admite uma representacdo AR, uma vez que foi provado
no primeiro capitulo que € = (g4, t € Z) assim definido é um ruido
branco. m



122 CAPITULO 3. PROCESSOS ARMA UNIDIMENSIONAIS

Se o processo X nao ¢ centrado tem-se o mesmo resultado para
o processo centrado (X —m,t € Z), onde m = E (Xy),t € Z.

Observagao. A ordem da equacdo de recorréncia referida na pro-
priedade anterior nao é unica.

Suponhamos, por exemplo, que X; — pX;_1 = &, Vt € Z.

Obtemos p(h) — ¢p(h—1) = 0 o que nos conduz a
p(h) =" h>0.

Verificamos que uma das equagoes de recorréncia é de ordem
um:

p(h)—ep(h—1)=0.
Mas como p (h — 1) — @p (h — 2) = 0, obtemos também

ph)+ (1 —=p)p(h—1)—pp(h—2)=0,

que é de ordem dois.
Ainda neste caso, notemos que

1+(1—p)L—@L?>=(1+L)(1—¢L)

e desde que o factor 1 — L esteja presente os outros factores, bem
como o seu numero, sdo arbitrarios. Assim podemos concluir que
a ordem p da representacao AR é a menor ordem das equagoes de
recorréncia lineares, homogéneas, verificadas pela sucessao

(p(h),heZ).

Teorema. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que um pro-
cesso estaciondrio centrado X admita uma representagao AR é que
as autocorrelagoes, p (h),h > 0, se escrevam como combinagoes de
fungGes exponenciais de h, da forma

*

p
1
p(h) :ZAjj,Aj e C.

j=1 \%j

Prova. A condigao necessdria foi estabelecida no pardgrafo 3.2.3.
Para estabelecer a condigao suficiente, basta provar que as au-
tocorrelagoes com esta forma verificam uma equagao de recorréncia
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pois, pela propriedade anterior, poderemos concluir que X admite
uma representacao AR.
Podemos escrever

1 P 1 1& 1
ph)=—plh—1) = ZAJ'Z—,__EAJT

onde, com notacao simbdlica, L actua sobre h.
Assim 1 — Z—llL permite eliminar o termo correspondente a
j = 1. Para eliminar os outros bastard aplicar, a ambos os mem-

*

P
bros, [] ( - %L) obtendo-se
j=1

(1-22) (1-20) . 1-L) o -0

ou seja, a sucessao de autocorrelagoes verifica uma equagao de
recorréncia linear de ordem p*. m

Teorema. Uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um pro-
cesso estaciondrio centrado admita uma representacao AR é que
a sucessao das autocorrelagoes parciais se anule a partir de uma
certa ordem.

Prova. A condigao necesséria foi estabelecida no paragrafo 3.2.3.
Para provar a suficiéncia da condi¢do comecemos por verificar

que

Er (Xe/Xi—1,.... X4—p) =
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Er(Xe/Xi—1, s Xo—nt1, Xech — B (Xe—n/Xi—1, o Xe—pt1)) -

A projecgao estd a ser feita sobre o mesmo espago. De facto,
seja ﬂi:}f o espaco linear gerado por X;_1, ..., Xi—nt1, Xi—h-
Ora, o espaco linear gerado por

h—1

X1y ey Xt—pt1, Xe—p — Zant—j
Jj=1

é também ﬂi:’f
Mas os elementos X;—1 ,..., X;_pt+1 s@0 ortogonais a

Xion = Er (Xe—n/ X150, Xi—nt1) -
Como ProjperX = ProjgX + ProjrX, vem

Er (Xe/Xt-1,.., Xen) = Ep (Xy/Xe1, 000y Xypg1) +
+Er ( X/ (Xeen — B (Xe—n/ X1, s Xi—n41)))

A segunda parcela do lado direito pode escrever-se na forma

Er (Xt/ (Xeen — EL (Xe-n/Xt-1, ., Xt—n11)))
=1(h) [Xe—n — Br (Xi—n/Xt—1, o Xt—p11)]

onde r(h) é o coeficiente de regressao linear

_ Cov (X, Xe—p — Er (Xo—n/Xe—1, s Xe—ny1))
VIXieh — Er (Xemn/Xe—1, o, Xe—ht1)]

r(h)

Obtivemos assim uma decomposicao de Er, (X¢/X¢—1, ..., Xi—p)
em duas componentes ortogonais:

Er (Xe/Xt—1,.., Xon) = EL (Xy/Xe1, 000y Xy—pg1) +
+r(h) [Xe—n — Er (Xe—n/Xt—1, oy Xe—nt1)] -

Sejam
ne =V IEL (Xe/Xt—1, 0y Xe—n)]

02 =V [ Xi—p — Er (X¢n/ X1y o0, Xt—nt1)] -
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Atendendo a ortogonalidade das varidveis aleatérias da decom-
posicao tem-se
=y + (W) o
ou ainda,
My =5 + [r(h + 1) Thi1
=0y + (W] o} + Ir(h+ D] 0h

77i21+k = 77%+k—1 + [r(h + k)]2 U%—k )
=g ot [r(h+k =D 0f 0 +r(h+ k)] ohy,

=1y + e of + [r(h+ 1) of g + o+ [P+ R)] 07

Da hipétese, existe r € N tal que Yh > r, r(h) = 0.
Entao
Vh>r, np =

Ora Er, (X¢/Xt-1,...,X¢_p) tende em Lo, quando h — +o0,
para Er, (Xy/X;-1,...) = EL (Xt/ﬂgil) .
Logo,

n —V [EL (Xt/ﬂ;tx_l)] , quando h — 4o0.

Sendo 77,21 constante a partir duma certa ordem e igual a 72
tem-se

7 = VIEL (Xe/Xe-1, 0 Xer)]
= V[EL (Xy/H )] =7 (3.24.1)

Ora, o espago linear gerado por X;_1, ..., Xy, estd contido em
HX . Entdo, devemos ter

Er (Xo/H¥ ) = Er (Xe/Xe-1, o, Xer) + Z (3.2.4.2)

com Z pertencente ao ortogonal do espaco linear gerado por X;_1,
ey X¢—p, € entao

V [EL (Xy/H )] =V [BL (Xe/Xi-1s o0 Xe—r) + V (2) .
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Concluimos entao de (3.2.4.1) que V (Z) = 0 o que implica
Z = 0 quase certamente e, consequentemente, de (3.2.4.2),

Er (Xi/Hi ) = Br (Xe/Xi1, .00 Xi—r) s o,
ou seja,
Xi— Ep (Xe/Xi 1,000 Xo0) = Xy — B (Xo/HY )

Reconhecemos no segundo membro a componente de ordem ¢
de um ruido branco e entao

Xt — Bp ( X/ X1, ., X)) = &4
com &; ortogonal a Hi* ;.
Assim, X admite uma representacao AR de ordem r. m
3.3 Processos médias méveis

3.3.1 Definicao

Defini¢ao. Um processo de segunda ordem X = (Xy,t € Z) admite
uma representacdo média mdvel de ordem g, de modo abreviado
M A(q), quando

Xt =&t — 91€t_1 — 925t—2 — . eqst—qa Vit € Z,

onde 61,...,0, € R, com 0, # 0, e ¢ = (g,t € Z) & um ruido
branco de variancia o2 > 0.

Considerando o operador atraso L associado ao processo &,
podemos escrever a igualdade anterior na forma

Xt = G(L) Et

com © (L) =1—01L— 0L — ... — 0,L9.

Notemos que o processo X ¢, dados € e 01, ..., 0,4, definido sem
ambiguidade, isto é, é dnico. Por outro lado, sendo uma média
movel finita, é estaciondrio e regular.



3.3. PROCESSOS MEDIAS MOVEIS 127

3.3.2 Multiplicidade de representagoes

Tal como no caso dos modelos AR também os modelos médias
moveis admitem vdrias representacoes. De facto, tem-se o resul-
tado seguinte cuja prova segue os mesmos passos da proposicao
correspondente estabelecida para os modelos AR.

Teorema. Seja X um processo M A(q) definido por X; = © (L) e,
Vt € Z. Este processo admite outras representacoes média mével.
Tais representagoes obtém-se a partir de uma qualquer delas
substituindo uma (ou vérias) raizes pelas suas inversas e mantendo
as restantes. Em particular,

a) Todas as representagoes M A do processo X tém a mesma
ordem gq.

b) Existe uma representacao M A na qual todas as raizes de ©
sao de médulo superior ou igual a 1.

3.3.3 Representacao AR de um processo MA(q)

A obtengao de uma forma AR infinita para um processo M A(q),
referida por certos autores como ‘inversibilidade do processo’,
tem-se nas condigoes do teorema seguinte.

Teorema. Seja X um processo M A(q) definido por X; = © (L) &,
Vt € Z, onde © é um polinémio de grau ¢ cujas raizes sao todas de
modulos estritamente superiores a 1. Nestas condi¢oes podemos
escrever

e =X +m1 X1 + X9+ ...

isto ¢, podemos escrever X sob forma AR(400)
II(L)X: =&t

+oo .
comII(L) =1+ > n;L7 = ﬁ.
j=1
Além disso € é o processo inovagao.
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Prova. Sendo todas as raizes de © de mdédulos estritamente supe-
riores a 1, © (L) ¢ invertivel e [© (L)] ' é uma série em L,

(5 (2) #) -3

com ¢y = 1. Entao

400 +o00
e=[0@) " Xe= D ¢ | Xe =X+ mXi
j=0 j=1

com ¢; = ;.

Mostremos agora que € é a inovagao.

Da forma AR(+00) concluimos que g; € H;*. Da forma M A(q)
conclufmos que X; € HS.

Consequentemente Hi* = HS, Vt € Z.

Entao

Er, (Xt/ﬂgil) = Ep (X/Hj )

= EL (615 — (91615,1 — (92615,2 — .. 9q6t,q/ﬂ§_1)
= —916,5,1 — 926,5,2 — .. Hqst,q
Xt —&¢. A

Note-se que, sob as condicoes deste teorema, a representagao
é candnica. Também aqui se pode obter a representacao canénica
para todo o processo M A (q) cujo polinémio média mével tem
todas as suas raizes de médulos diferentes de 1.

O exemplo seguinte ilustra a situacao em que pelo menos uma
das raizes do polinémio média mével é de médulo 1. Como ve-
remos, o ruido interveniente na representacao ¢ a inovacao e a
representagao é canénica mas o processo X nao é invertivel.

Ezemplo. Consideremos o processo M A(1)

Xt =€t — &1, t €2,
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com (g4, € Z) um ruido branco de variancia o2 > 0.

Recorrendo ao operador L, tem-se X; = (1 — L) ;.

Mas 1 — L néo é invertivel (Gouriéroux, Monfort, 1990, p.174).
Podemos, no entanto, determinar directamente a inovacao no
instante .

Do pardgrafo inicial deste capitulo, sabemos que
Er (Xy/HY,) = . 1im+OOEL (Xe/ X1,y Xiek) -

Por outro lado,

k
B (Xe/Xi-1, o Xeei) = Y _ar (k) X

com aj (k),...,ax (k) verificando, de acordo com o parédgrafo 2.3,
o sistema

7(0) v ey (k=1) | | ax (k) (1)

v (1) 70) o v (k=2) | | a2(k) | _| 7(2)
y(k=1) v(k=2) .. 7(0) ar (k) 7 (k)
Mas

202, h=0
v (h) = Cov (X, Xe4n) = E( Xy Xyyp) =S —0?, h=-1,1

0, heZ\{-1,0,1}

O sistema anterior é, assim, equivalente ao seguinte

2 -1 .. 0 0 ay (k) ~1
-1 2 .. 0 0 as (k) 0
0 0 .. 2 -1
0 0 .. —1 2 ay (k) 0

ou ainda, equivalente a

2a1 (k‘) — ag (k‘) = -1
—a; 1 (k) +2a; (k) —aj41 (k) =0, j=2,..k—1
—QE—1 ( ) + 2ak ( )
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Vemos que os coeficientes a; (k), j = 2,...,k — 1, verificam a
equacao de recorréncia linear homogénea

aj—1 (k) —2a; (k) + aj41 (k) =0,

cuja equacdo caracterfstica, 22 — 2z + 1 =0, tem z = 1 como raiz
dupla. Entao

aj (k)= A+ Bj, j=2,...k—1.

Para determinar A = A(k) e B = B(k) (i.e., eventualmente
dependentes de k), utilizamos a primeira e a ultima equagao do
sistema. Assim, de

2(A+B) - (A+2B) = -1
{ —[A+B(k—1)]+2[A+Bk]=0

obtemos A = —1,B = k:+r1 Entao,
1 k=145 .
i(k)=-1 = =1,...,k.
a]( ) =+ L + 1] k+ 1 ) ’ )
Consequentemente,
Ay T
B (Xt/ X1, Xek) = =Y Xy
k+1
r=1
ou seja, em fungao do ruido, temos
"kl
Ep (Xt/Xt—h ooy thk:) = - k——l—l (Etfr — Et—r—1)

r=1
k+1

k 1
- _k+1&1+k+1Z;tT

1 k+1
= _Et—1+k—H§5t—r-
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Entao

k+1

Xt - EL (Xt/thla "‘7Xt—k‘) €t — k+ 1Z€t T

A ultima parcela, tendo em conta a nao correlacao das varidveis
(et,t € Z), é tal que

k+1 2 2 k+1 1
_ 2
<k+126t ) </<;+1> ZE[& " ]_k+1” —0

quando k tende para 4o0.
k+1
Logo — k+1 > et—r tende em Ly para 0, quando k — +o0.
r=1
Como Er, (X¢/X—1,..., X4—1) tende em Ly para Ey, (Xt/ﬂt_l) ,

tem-se entao que

ee=X¢— Ep (Xt/ﬂfil) )

o que implica que &; é, de facto, a inovacao na data t.
Apesar de escrita em funcao dos valores presente e passados de
X, nao estamos perante uma representagéo auto-regressiva infinita

(a igualdade ¢, = X; + hm Z k‘,‘{i{’Xt r Nao vale em Ly e os

coeficientes dependem de k) Assun o processo X é estaciondrio,
mas nao é invertivel.ll
3.3.4 Resumo das ligagoes temporais

Vamos agora estudar os resumos das ligacoes temporais de um
processo X com representacao M A(q)

X, =0(L)e, V€T

onde supomos que as raizes do polinémio © sao de médulos estri-
tamente superiores a 1.
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Fungoes de autocovariidncia e de autocorrelacao

Calculemos a autocovariancia de ordem h, v (h) = E (X X¢41) ,
para h > 0.

E (Xt Xi1n)

=F [(Et - 91€t_1 T Qth_q) <€t+h - 915t+h71 e — 9q5t+hfq)]
(1+67+..+62) 0%, h=0

= (_9h+919h+1+--'+9q7h0q)027 0<h<g
0, h>q

Podemos resumir esta forma a seguinte onde se toma, por con-
vencao, 0y = —1:

v (h) = { (000n + 01041 + . +04-n0g) 0%, O<h<q

0, h>q
Entao, a funcao de autocovariancia de X é

q—|hl
2
o 00 n, h=—q,—q+1,..,q—1,
v (h) = Eo 051 1n) q,—q ¢-1aq
0, caso contrario
considerando 6y = —1.

A funcao de autocorrelagao de X deduz-se imediatamente:

q—|hl|
2 010;+1n
]: frn— — fR—
p(h): q ) ) h = q, Q+1aaq 17q ’90:_1.
>0
7=0
0, caso contrario

Notemos que a escolha de um modelo M A(1) néo é compativel
com a existéncia de fortes correlagoes & ordem 1. De facto, para
um processo definido por

Xt =&t — 061‘/71

__0
1+62

é, para |0 < 1, em médulo menor do que %

a autocorrelagao de ordem 1 é p (1) = que, como ji vimos,
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Densidade espectral

Sendo
q
VieZ, X; =0 (L) Et = &t — Zﬁist,i,
i=1
a densidade espectral de X é dada por

fx (W) =10 (e™)

2,w€[—7r,7r[.

Coeficientes de regressao e autocorrelagao parcial

Seja X = (X4 t€Z) um processo MA(q) verificando
X: = O(L)et e (p(h),h €Z) a sua fungao de autocorrelagao.
Determinemos os coeficientes de regressao a; (k),j =1,.... k.
Sabemos que os coeficientes de regressao verificam

Xt v (1)
Vv ap =
Xtk v (k)
ay (k)
com aj= , ou seja,
aj (/{7)
1 p(1) .. p(k=1) p(1)
p(1) 1 e p(k—=2) =
plhi=1) p(h-2) . 1 o (k)

Como p(j) = 0 se j > g, obtemos, se k > ¢, um sistema com
‘bandas nulas’, designadamente,

C1 e el 0 0 07 e
p(l) 1 .. p(g—1) p(g .. O 0
plq) .. . 1 v =l 0
0 . .. .0 b
1 p(1)
Lo p(1) 1 | L 0
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Analisando a equagdo de ordem j, para j > ¢+ 1 e
j < k — q (caso em que aparecem todos os termos p(1),...,p(q)
apos p (0) = 1), obtemos:

p(q) aj—q (k) + ...+ p(1) aj—1 (k) + a; (k) +
+p (1) ajr1 (k) + ...+ p(q) ajtq (k) = 0.

Estabelecemos, pois, o resultado seguinte:
Propriedade. Os coeficientes (a; (k), j =1,...,k) verificam uma

equacao de recorréncia linear homogénea de ordem 2¢q cujo po-
linémio caracteristico é

wrewe(2):

Prova. De facto, tem-se

p@)+pla—1z+.+p1)297 "+ 204 p(1) 2 + ...+ p(q) 2>

= 22 p(@)z "+ plg—1) 29 + ..+ p(q) 29

= @ ety ()]

24 1
= ——0%0(2)0 (—) .
7(0) z
Vemos que as raizes do polinémio caracteristico sao as ¢ raizes

do polinémio O, z;, [ = 1,...,q, bem como os respectivos inversos
le, l=1,...,q. Supondo que sao distintas teremos

1 , 4 /1\/
aj (k) =Y (a) Al(k)+> <;1> By (k).
=1

=1

As 2q incognitas A; (k) e By (k) (I =1, ..., q) s@o obtidas a custa
das condigoes iniciais dadas pelas equagoes para j = 1,...,q e para
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j =k—q+1,... Kk, as quais conduzem a um sistema com 2q
equacoes a 2q incégnitas.

Ezemplo. Consideremos um processo M A(1)
Xi = ¢t —Og41,

com ¢ um ruido branco de varidncia o2 e § um real de médulo
menor que 1.

Os coeficientes de regressao de X; sobre o espago linear gerado
por X¢_1,..., X4_j sdo

1 ' 92k+2
aj(k) = — 1 _ g2k+2 0 + (1 _ 92k:+2) Y

De facto, tais coeficientes de regressao verificam o sistema

p(1) p(1) o plk—1) ] [ axk)
b || e 1 ph—2) | | aalk)
o (k) phi—1) p(k—2) .. 1 ar (k)

Ora p (h) é apenas diferente de zero para h = 0,1, —1, tendo-se

[ (1+6%0% h=0
v (k) = { ~002, h=-1,+1

e consequentemente

1, h=0
p(h)={ 0
1+027 h‘_ 17+1

Entao, para j = 2,....,k — 1, tem-se

0 0
—maj—l(’f) +aj(k) — m%‘ﬂ(k) =0

cuja equacao caracterfstica é

02> — (1+6%)2+0=0
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de raizes z =0, z = %, distintas pois 0] < 1.
Entao .
) 1\’
a;(k) = A0’ + B (5> .
Utilizando a primeira e a tltima equacao do sistema como
condicoes iniciais,

0 0 0

k) - W= ——1 e —— a1 (k) + ay(k) =0,
a1 (k) 1+92a2() 1+ 62 € 1+92ak 1(k) +ap(k)
obtemos o sistema

1 0 2 1\2] _ 0

A0+ B} - L [Ae +B (%) } =12

[ k—1 k-1 k k
0 [465 1+ B (5) ] + [0+ B ()] =0
de onde retiramos os valores
1 2k+2
I R
1— 92k+2 1— 92/€+2

3.3.5 Caracterizacao dos processos MA

Teorema. Um processo estaciondrio regular admite uma represen-
tacdo M A de ordem finita se e s6 se a sucessao das autocovarian-
cias se anula a partir de uma certa ordem. Se g + 1 designa esta
ordem minima, g é a ordem da representacao M A.

Prova. J& provamos que se um processo admite uma representacao
MA(q) entao v (h) =0,h > g+ 1.

Inversamente, seja H a ordem a partir da qual a sucessao das
autocorrelacoes se anula.

Se p(h) =0, para h > H + 1, entao X; é ortogonal a X;_p_1,
Xi—Hg—o9, ..., isto é, X; é ortogonal a ﬂf(_H_l.

Vimos anteriormente que H;* ;; | = HS , ; uma vez que o
processo X é regular.

Ainda da regularidade de X tem-se

+o00
Xt: E AjEL—j,
j=0
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pelo que

+0o0
Er (Xt/H—Xt—H—l) =k (Xt/iat—H—l) = Z ajer—j =0
j=H+1

pela ortogonalidade existente. Isto permite concluir que
Vi>H+1, a; =0.

Concluimos que o processo admite uma representagao M A de
ordem finita. m

3.4 Processos auto-regressivos médias méveis

3.4.1 Definicao

A modelagdo auto-regressiva média movel, abreviadamente
ARM A, generaliza simultaneamente os modelos auto-regressivos
puros e as médias méveis puras que estudamos anteriormente.
Esta modelacao apresenta a vantagem de conduzir frequentemente
a boas aproximacoes das séries reais com um nimero de pardme-
tros inferior aos dos modelos puros.

Os processos correspondentes a tal modelagao, que iremos abor-
dar neste pardgrafo, sdo os processos X = (X;,t € Z) verificando
uma equagao da forma

Xt — g01Xt,1 — .. — gprt,p =&t — 915,5,1 — . — 9q€t,q
ou, de modo equivalente,
(L)X, =0 (L)e

com ®(L)=1-pL—...—p,LP,O(L)=1-01L—..—0,L%¢
e = (g¢,t € Z) um ruido branco de varidncia nao nula.

Defini¢ao. Um processo estaciondrio X = (Xy,t € Z) admite uma
representacao ARM A(p, q) minima se verifica

Xt — 4)01th1 — .. SDpthp =&t — 0161‘/71 — .. qutfq
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onde

1) QDp 5&079(1 #07

ii) os polinémios ® e © nao tém raizes em comum,

iii) os polinémios ® e © tém as suas raizes de médulos estritamente
superiores a 1.

A definicao anterior impoe algumas restri¢ées aos polinémios
® e O. A sua necessidade tornar-se-4 mais evidente se analisarmos
as consequéncias da nao observancia de tais restrigoes sobre uma
formulagao ARM A.

Em primeiro lugar nota-se que tais restrigoes nao sao necessarias
a existéncia de processos solugdao. De facto, dados ®, © e ¢ h4
sempre processos solucao, pois bastard considerar p condigoes ini-
ciais.

Por outro lado, uma tal representagdo admite uma solugao
estaciondria quando ® tem todas as suas raizes de mddulos dife-
rentes de 1. De facto, neste caso ® é invertivel e esta solugao é
necessariamente da forma

o (L)

X, =
t @(L)Et’

isto &, Xy pode escrever-se sob forma M A(+00) na qual intervém
valores passados e futuros do ruido.

No entanto, a condicdo anterior para a existéncia de solugao
estaciondria é apenas suficiente; se considerarmos, por exemplo,

Xt_Xt—l:Et_et—lﬁ(l_L)Xt:(l_L)Et;

vemos que hd uma solucao estaciondria unica, X; = &;.

Ou seja, pode haver na parte AR raizes de médulo 1 e, no
entanto, haver solugoes estaciondrias. Isto acontece se as raizes de
modulo 1 de ® forem também raizes de ©.

Outro aspecto a ter em conta tem a ver com a existéncia de
raizes comuns aos dois polinémios pois poder-se-d questionar a
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possibilidade de as eliminar. De facto, se X é estaciondrio com
representagdo M A(+00) e tal que @ (L) X; = O (L) g4 entao

fx (W)

T 2r

) (eiw)

Se ® ¢ O tém raizes comuns, teremos
e} (eiw) — @/ (eiw) H (eiw) ’(I) (eiw) — (I)/ (ez‘w) H (eiw)

e entao )
@/ (eiw)

o’ (eiw)

0.2

fx(w) = o=

Constatamos que a presenca de raizes comuns conduz a uma
multiplicidade de representacoes. De facto, se ®* e ©* sao poliné-
mios sem raizes comuns e se ®* (L) X; = ©*(L)e; entdo, para
qualquer polinémio H,

H(L)®* (L) X, = H(L)®* (L) <.

Entre as vérias representagoes serd natural reter uma para a
qual a densidade espectral tenha a forma de fracgao irredutivel
(em ™), ou seja, tal que ® e © nio tenham raizes comuns ou,
de modo equivalente, tal que as ordens p e ¢ sejam tao pequenas
quanto possivel. Isto explica a terminologia ‘representagao mi-
nima’ presente na definigao.

Esta causa de multiplicidade nao estd presente nos modelos
puros (AR ou M A) de ordem finita, porque se ®* (L) X; = &4, por
exemplo, a multiplicacdo por H(L) levar-nos-ia a sair da classe
dos AR puros.

Note-se finalmente que uma representacao onde ® e © nao
tenham raizes comuns, admite uma solugao estaciondria se e s6 se
as raizes de ® sao em mddulo diferentes de 1.

Relativamente & existéncia de raizes de médulos superiores a
um para os polinémios ® e ©, comecemos por observar que se tal
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acontecer para o polinémio ® (de grau minimo) entao

+o0o
Xt: E aj;Et—j,
7=0

isto é, apenas os valores presente e passados do ruido intervém
nesta representacao.

Claro que podemos sempre colocar-nos nesta situagao, substi-
tuindo algumas das raizes de ® pelas suas inversas.

Por outro lado, se o processo estaciondrio X verifica
® (L) Xy = ©(L)et, ndo tendo ® e © raizes comuns, ele admite
também outras representagoes (baseadas noutros ruidos)

& (L)X, =0 (L)3

onde © se obtém a partir de © substituindo algumas das raizes
pelas suas inversas. Em particular, podemos sempre colocar-nos
na situagao em que as raizes de © sao de médulo superior ou igual
a 1. Se exigirmos, adicionalmente, que © nao tenha raizes de
moédulo 1, entdo © é invertivel e temos

— X — 'X,'
€t @(L) t JZ_%WJ t—j

ou seja,

- X; admite uma representagao AR(+0o0)
- &4 interpreta-se como a inovacao de X no instante ¢.

Assim, sob as condicGes da representacdo minima presentes na
definicao anterior

- hd uma e uma s6 solugao estaciondria;

- a representacao minima é tinica;

- a densidade espectral do processo ¢ funcao dos polinémios da
representagao
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O(L)

- 0 processo admite uma representacao M A(+o0), Xy = (L)L
e, em particular, X é regular;

I~

- 0 processo admite uma representacao AR(+00), & %Xt,

|

e £ é 0 processo inovagao.

Ezemplo. Consideremos um modelo ARM A(1,1)
(1 — (,DL) Xt = (1 - HL) Et.

Supondo que se trata da representagdo minima, determinemos
as representagoes M A(400) e AR(+00) de (X, t € Z).

Se a representagao considerada é a minima entdao ¢ #* 0,
6£0, p#0, lo| <1 ¢ |6 <1.
A representagao M A(+o0) de (Xy,t € Z) é entao

1 =2

X, = ;7 (1-6L)er=> @I/ (1-0L)e

=0
+w . +m . +w .

= > e =0 e i=a+d (p—0¢ ey
7=0 7=0 7=1

Quanto a representacdo AR(+00) de (X, t € Z) tem-se

1—¢L =2 i
&t = I_HLXt—Xt—i-Jz:;(G—gO)GJ X .

Este exemplo permite ainda ilustrar a dificuldade da fase de
identificacdo de um modelo ARM A, isto é, a fase da escolha das
ordens p e q. De facto, os valores dos parametros do modelo
ARMA(1,1) podem ser tais que ele seja bem aproximado por um
AR ou M A eventualmente com menos parametros:

a) se p = 0.001 e # = 0.3, a representacao M A(+o00) de X; é
X =& —0.299¢;_1 — 0.299(0.0001)e;—o — ...

a qual quase nao se distingue, em termos praticos, da represen-
tagdo MA(1) Xy =& — 0.299¢;_1.
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b) se ¢ = 0.5 e § = 0.45 obtemos, por exemplo da representagao
AR(+00) de X,

e =X —0.05X; 1+ ...

ou seja, a representacgao ARM A(1,1) é praticamente equivalente
a uma representacao AR(1) ou mesmo MA(0). W

Ezemplo. Consideremos um processo estocastico real (Xy,t € Z)
de segunda ordem verificando a seguinte equagao de recorréncia:

1 1
Xi==Xy 1+e—-¢1.1, VLEZ
2 4
onde € = (g4,t € Z) ¢ um ruido branco de variancia o2 estritamente
positiva.

Mostremos que se X é fracamente estaciondrio, entdo X é o
processo definido, no sentido da convergéncia em média quadrética,

por
“+o00 1 j+1
Xi=¢e + Z (5) Et—j, vVt € Z.
Jj=1

De facto, podemos escrever

1 1
Xt = §thl+5t—15tfl

1 1X n 1 n 1

= — =Xy o+e_1——c1_ £t — —E¢—
5 | g it-2 t=1 7 &2 T g Ct-1
1 1 1
- X —gp_1 — —E4_
1 t2+€t+4€t1 8€t2

ou seja, como facilmente se prova por recorréncia,

1 1 1
X = Ethj + et + Zﬁ&t,i — ﬁet,j.
=1

Provemos que, quando j — +oo,
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1y = 1 X1yt
57 Xt—j T &t + leé“tfi — gFTEt—j — | &t T Zl (3)" e
1= 1=

tende para zero.

Ora,
< jliﬁloo _% X5l + :i:% lee—ill + % llet—;ll
= jginoo %C’%—ag% + a# =0,

uma vez que da estacionaridade fraca de € e X decorre
1
| Xe—j]| = [E (Xz?—j” * = /7(0) (constante), e |le,—i|| = o, Vi.

A unicidade do limite em L? permite entdo escrever

2 X1\
X L2 et + Z (§> Et—j- |
j=1

3.4.2 Resumo das ligagoes temporais
Funcao de autocovariancia

Teorema. Se X é um processo tal que ® (L) X; = © (L) &, com ®
e O polinémios de graus p e ¢, respectivamente, nas condigoes da
definicao anterior, entao a sua funcao de autocovariancia verifica
a seguinte equacao de recorréncia linear homogénea de grau p, a
partir da ordem ¢ + 1:

p
y() =Y @y (h—34)=0, Vh > q+1.
j=1
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Prova. A partir de
Xt — ngXt,1 — . — Qopthp =&t — 915,5,1 — . — Hqgtfq
obtemos, para todo h > 0,

Cov (Xt—/‘u Xt - ngXt,1 — ... — gopXt,p) =

=Cov (Xi—p, et — O164—1 — ... — O4e1—q) -

O segundo membro é nulo para todo o h > ¢ + 1.

De facto, sob as hipéteses da iltima defini¢ao e tendo em conta
a representacao M A(+o0), X;_p € fungao de e1_p, €01, ...

Entao

p
Vh>q+1,7(h) =Y ¢y (h—j)=0.m
7j=1

Ezemplo. Seja X um processo nas condi¢oes da propriedade ante-
rior e tal que as raizes de ® sao distintas e iguais a z;,j7 = 1, ..., p.
O polinémio caracteristico da equagao de recorréncia verificada
por v (h),h>q+1,¢é

1
P g = (1B e (3)).
z 2P z

Assim, tendo em conta que as raizes da equacao caracteristica
~ 1 .
830 o, J = 1,...,p, vem

5 (h) = Ay <Z—11>h+A2 <Z—12>h+...+Ap <2—1p>h

Para determinar as p constantes Ay, Ao, ..., A, sdo necessarias
p condic¢oes iniciais. Podemos obté-las resolvendo o sistema que
se obtém a partir da igualdade seguinte, védlida qualquer que seja
h >0,

Cov (Xt—}u Xe—p Xp1—0— SOpXt—p)

=Cov(Xy_p,er —b160-1 — -+ = 04ct—¢q) ,
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e no qual usamos o desenvolvimento MA (+o0) de Xy p,

+o00o
Xi—h= > ajei—j_p, com ag = 1. Assim,
§=0
p .
v (h) = 2@y (h—j) = Cov (X p,e0 — 01601 — ... — Oye1—q)
j=1
—+00
=Cov ajet—j—h,et — 01601 — ... — 04814
=0
= (—Hh — a19h+1 — . aq,héq) 02,
com 0y = —1.

Utilizando estas relagoes, a equacao de recorréncia e a pari-
dade da fungao v, todos os valores das autocovaridncias podem
ser obtidos. De facto,

a) se p > ¢, calculamos v (1),...,7(p) e usamos a equagao de
recorréncia com estas condigOes iniciais;

b) se p < ¢ é ainda necessério calcular v (p+1),...,7(q) e, em
seguida, usar v (¢ —p+1),...,7(q) como valores iniciais.

P h

Teremos entdo v (h) = S A; (£) ,h>max(l,g—p+1).
— T\ z;
j:

Outra forma de determinar as condigOes iniciais consiste em
utilizar a fungéo geradora das autocovariancias

com A(z) = 5

Teorema. Se X é um processo estaciondrio centrado regular tal
que a sua funcao de autocovaridncia « verifica

entao X admite uma representacdo ARM A. As ordens da repre-
sentagdo ARM A minima sdo p e ¢, com:
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p igual & menor das ordens das equagoes de recorréncia daquele
tipo verificadas por v a partir de uma certa ordem;

q + 1 igual ao menor inteiro a partir do qual v verifica uma
equagao de recorréncia de ordem p.

Prova. A condicdo verificada pela funcdo de autocovariancia im-

p
plica que X; — Z%Xt,j é ortogonal a ﬂf—?j—l = ﬁf_q_l, onde ¢
j=1
designa a inovacao de X.

P
Como X é regular isto implica que X; — Y ¢; X;; é da forma
j=1

Et — 91&,1 — .= qut_;;.

A caracterizagao de p e ¢ resulta da sua interpretacao enquanto
ordens minimas. MW

Densidade espectral

Propriedade. Se um processo X estaciondrio regular admite uma
representagdo ARM A minima ® (L) X; = © (L), a sua densi-
dade espectral é da forma

0.2

T o

6 (c“)|’
0)) (ezw)

fx (w)

, W E [—m, 7.

Prova. Basta ter em conta que X admite uma representacao
MA (+00).
3.4.3 Caracterizacao dos processos ARMA

H3& caracterizacoes das ordens minimas que se baseiam em de-
terminantes envolvendo a fungao de autocovariancia « do processo.
Consideremos as matrizes seguintes

'7(.74-1) ’7(]+2) fy(]_|_z_|_1)
A(Zvj) = fy(‘y) V(]+1) ’7(]+Z)

YGH1—i) 7G+2-0) . 4G+
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e seja
A (i,5) = det A (i, ).

Este determinante surge de modo natural quando calculamos
as correlacoes candnicas entre os vectores de dimensao ¢ + 1

[ X X1 o Xo ],e[Xt—j—l Xij2 o Xpji ]’,

pois tais correlagoes sao, por defini¢ao, os valores préprios da ma-
triz

[A G, =D AGD] TAG =D AGL).

Uma caracterizagao 1til na pratica consiste em ver as ordens
(1,7) para as quais existe uma correlacdo canénica nula. A pro-
priedade seguinte (Beguin, Gouriéroux e Monfort (1980),
Gouriéroux (1987)) estabelece tal caracterizagao.

Propriedade. Seja X um processo regular. Este processo admite
uma representagao ARM A(p, q¢) minima se e s6 se

A(i,j) =0, Vi >p, Vj >q
A(p—1,q) #0.

Além disso,

Esta propriedade conduz & construcao de uma tabela de dupla
entrada, tendo em linha o indice ¢, em coluna o indice j e no
cruzamento o valor do determinante A (4, j) . O processo X admite
uma representacdo ARM A se e s6 se esta tabela contém um ‘canto’
inferior direito composto apenas por zeros. Isto explica o nome de
método do canto atribuido a este método de identificacio (*).

" Nesta tabela o simbolo * significa que A (3, 5) # 0.
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N JOJ1[2] .. [q—1]q
0

KX | ¥ [ *]|*x]|*
OO OO *
OO OO *
OO OO *
OO OO *

Um tal procedimento serd facil de executar se dispusermos de
um algoritmo que permita calcular de modo expedito os valores
dos vérios determinantes. A propriedade seguinte (Glasbey (1982),
Pham Dinh (1984)) fornece-nos um tal algoritmo pois estabelece
uma férmula que permite calcular uma linha (resp. coluna) de
determinantes a partir das duas linhas (resp. colunas) anteriores.

Propriedade. Tem-se

3.4.4 Exemplos de aplicagao

1. Seja X um processo AR(1) definido por X; = pX;_1 + &; com
|p] < 1 eonde e é um ruido branco de variancia 0. Consideremos
o processo Y definido por Y; = Xy, t € Z, com k € 7Z fixo.
Mostremos que Y é estaciondrio e que admite uma represen-
tagao AR(1).
O processo Y é de segunda ordem porque |p| < 1 e tem-se
E(Y;) =0, E(YYin) = E (Xt Xitrrn) = vx (kh).
Mas vy verifica a equagao de recorréncia

vx () —pyx (h—1) =0.

Consequentemente

vx (kh) = p*yx (0)



3.4. PROCESSOS AUTO-REGRESSIVOS MEDIAS MOVEIS149

com vx (0) = E (X7) = p*vx (0) + 02, isto &, vx (0) = 13-

Entao
2

Esta sucessao verifica a equacao de recorréncia de ordem 1
seguinte

o b > 0.

Yy (h) = Py (h—1) =0.
Entao o processo Y verifica
Y, = p"Yq =,
ou seja,

Xpe = P"Xpe1y = X1+ €t — 0" Xpei

= P lep kg o e
Sendo 71 o processo, fungao de €, tal que

k—1

k—1 j
Ne=p “Ekt—k+lt .o+ Ekt = E P Eri—j
=0

prova-se facilmente que se trata de um ruido branco, o que permite
concluir a existéncia da representagdo AR(1) para Y.

2. Consideremos o processo estocdstico real X = (X, t € Z)
admitindo a seguinte representacao ARM A

X — 03Xy 1 =6 —10e4_1,t € Z

onde € = (g4,t € Z) é um ruido branco de variancia 1.
Determinemos uma representacao M A(+o0) de X.

Temos
— 03X, =e, — 10g,_1 <= (1—0.3L) X, = (1 — 10L) &,
Assim,
1- 10L i
Xp = T—o=tei 5t+z< 10 (0.3)’ (0.3))5,5,1.
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Para obter uma representacdo AR(+0c0) de X onde apenas
intervenham os valores presente e passados do processo, defina-se
o processo 7 tal que

1-03L
T TT01L

O processo 17 ¢ um ruido branco de varidncia 100 uma vez que
a sua densidade espectral é dada por

Xi.

i 12
1—0.3e™
fo(w) = 'm fx (w)
o 1-03e™ [ 1 [1-10e* [* 100
|1 -0.le| 27 |1 —0.3ew| 27"

O processo X admite entao a seguinte representacao candnica

pelo que a representagdo AR(+00) procurada é

X=X, — io (0.3 (0.1 - (0.1)1‘) X

i=1

1-03L
"1 T01L

O erro de previsao ao horizonte 1 no instante t é
Xiy1 — Er(Xe41/H,) onde Er(Xy11/H,) ¢ a previsao linear de
Xi+1 dado o seu passado H,; mostremos que a varidncia deste
erro € igual a 100.

Ora
+o0
Br(Xesr/Hy) = 3 (03(0.0) 7 = (0.)') Xpri+ Br(na/Hy).
=1

Mas H, = HX = H} e n,,4 é ortogonal a HJ.
Donde

“+00

E(Xen/Hy) =Y (0.3 (0.1)"* — (0.1)1) Xei1oi
=1
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e entao

V [Xi41 = Br(Xer1/Hy)] =V (141) = 100.

3. Consideremos o processo estocdstico real X = (X, t € Z) tal
que
(1—aLl)? X, =¢, teZ,

onde L é o operador atraso associado a X, a um nimero real e
€ = (g4,t € Z) um ruido branco de variancia o2 > 0.
; L, . . 2 .
As raizes do polinémio auto-regressivo ® (L) = (1 — aL)” sa@o
1
21 = z9 = —. Mostremos que se |a| # 1, o processo X é esta-
@

ciondrio.

i) Se |a| < 1, entdao 1 — aL ¢é invertivel e

1 1 +oo “+o0o
t 1—aL1—aL€t Za Za “t
7=0 k=0
+oo+o00
— Zzaj+ij+k€t
j=0k=0
“+00
= Z (n+1)a"et_p.
n=0
Mas
+oo +00
dln+1Da" = (n+1)]a* < +oo,
n=0 n=0
N
Ppo1s herIl m = |Oé| < 1.

Sendo aquela série convergente, o processo X é fracamente
estaciondrio pois € é também fracamente estaciondrio.
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ii) Se |a| > 1, vem

(1—al)? = [(—aL) (1 — a%)]z = o212 (1 - éF)Q

Entao
1\
(1-al)’X, = & X, = |a’L? (1 — —F) &t
«
1 1 1
& X =— 2 Et
o (1-3F) (1-3F)
1 +oo n
& X = ?FQZ (n+1) <—> Et+n
n=0
()]t = Ly
Como lim ———F——— = — < 1, a série (n+1)(=
n (n+l) ’a‘n—i—Q ’a’ nz::O} (a) ’
é convergente pelo que X é fracamente estaciondrio.
“+o0o
Em resumo , se |a] <1, Xy = Y (n+1)a"ei_p e se |a| > 1,
n=0
“+00o “+o00 2
X =5F2Y (n+1) (1) ein= X (04 1) (1) e
n=0 n=0

Suponhamos, a partir de agora, || < 1 e determinemos a
funcao de autocorrelagao e a fungao de autocorrelacao parcial de
X.

Temos

+oo
E(X;,)=E <5t +) (n+1) a"am> =0

n=1

pois é possivel trocar o operador esperanca matematica, F, com o
limite. De facto, comecemos por estabelecer que, sendo

k 4o
U= > (n+1)a"nelU= 3% (n+1)a"e_p,

n=1 n=1
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entdo Uy, converge em L? para U quando k tende para oo, isto
é,

limE (Uy — U)? =0,

. 2
ou ainda que, para my > ma, ||Upm, — Un,||” tende para zero
quando my — 400, mg — +00. Ora,

2

ma2
Uy, = Unms|? = || D (n+1) ey
n=msi
mo 2
= FE Z (n+1) a"st_n]
n=msi
m2
= Z (n+1)*a?c?
n=mai
9 2 2n+2
Como limw = a? < 1, podemos entdo concluir

n(n+1)%a2n
que lim E (U — U)? =0.

Por outro lado,

1
2

E (U~ U) = B((U: ~U)1] < [E (U~ V)]

pelo que lilgn E({U,—-U) :O(:HiinE(Uk) =FE({U).

Assim,

limFE
k

k k
Z (n+1) a”atn] = h,IgnZ (n+1)a"E (gt—n)

n=1
“+o0o
Z (n+1) oz"et_n] :

n=1

— 0=E

Calculemos agora a variancia de X, vy (0).

00 2
vy (0)= E(X2) = E < S a) ]
n=1
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+oo +o0 9
=E[e2+2). (n+1)aspn+ Y. (n+1) a®e?  +
=1 =1
n oo oo n
+5 3 (n+1)a"—n (m+1) a™ep_p)

n=1lm#n

+oo +o0 9
=E (e})+2E |t > (n+1) o[”stn] +E [Z (n+1)*a?me? | +
—1 =1
n o too n
+3 3 (n+1)(m+1)a""E (e1—nEt—m) -
n=1lm#n
400
A segunda parcela é nula pois g, é ortogonala > (n+ 1) a"e;_y,
n=1
(elemento de H (g4-1,€¢—2,...)), assim como a ultima pois
E (et—net—m) = 0 para n # m. Entao

+oo
> s

n=1

k
CO MNP

1

k
= liinE (Z (n+1)> a2”5t2_n>

n=1

7x(0) = E(f)+E

pelo teorema da convergéncia mondétona, pelo que

k +o00
7x (0) =lim> B [(n+ 1) et | = 3 (n+ 1)
n=1 n=1

2 _2n+2
n+2)"«
Este valor ¢ finito pois 1imL = o? < 1. Entéo,

n(n+41)%a2n

+oo

1x (0) =) (n+1)* (@) 0.

n=0

Determinemos agora vy (h) = Cov (X¢, Xi—p),h > 0. Ora

(1—al)? X =¢ & X; — 20X 1+ a* Xy 0 = &4
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Como
Cov (Xt—h,gt) =0,h >0,

pois X; p, € H (X4—p1,Xt-n-2,64-n) C H (€t—h,Et—h—1,-.-) , vEm

Cov (Xi—p, Xt — 20Xy 1 + X 5) = 0&
vx (h) =2a7x (h=1) +a?yx (h=2) = 0,

para h > 1.
O polinémio caracteristico desta equacao as diferencas linear
homogénea é 2 — 2oz +a? = 0 cujas rafzes sdo £ = o ou T = —a.

Assim, a solucao geral da equagao é
vx (h) = (A4 Bh)a", h > 1.

Para determinar A e B, usamos as condi¢Ges iniciais
correspondentes a h=0e h = 1.
Notemos que para h =1 vem

1 (1) = 207 (0) + Py (1) =0 & 7 (1) = o (0).
Entao,

1x (0) =4 - A=7x(0)

vx (1) = (A+ B)« B:D@—’YX(O)

Finalmente, a autocovaridncia de ordem h de X é

vx (1) — ayx (0) h) ah7h >0,

vx (h) = (’YX (0) + o

e a autocorrelacao de ordem h de X é

~x (h)
‘W“”‘vimyhzg

A paridade destas fungdes completa a sua definicao.

Quanto a funcao de autocorrelagao parcial, vem

Br (X)) X1, Xy—py ) =20 X1 + @ X0, Vk > 2.



156 CAPITULO 3. PROCESSOS ARMA UNIDIMENSIONAIS

Entdo Vk > 2, B (X/X¢-1, .., X¢1) = 22Xy 1+ a?X; .
Deduzimos que r (2) = a? e r (k) =0, k > 2.

1x() _ 20
1x(0) 7 1+a?”

Podemos ainda averiguar, com |a| < 1, a existéncia de densi-
dade espectral.
+o0 +o0
Sendo X; =&;4+ Y (n+ 1) a™e—p,com Y. (n+1)|a|" < 400

n=1 n=1
pois |a| < 1, entao a densidade espectral de X existe sendo uma

versao dada, para w € [—m, [, por

Finalmente 7 (1) = px (1) =

+oo p
Z (n+1)a" exp (iwn) 2;

n=0

fx (W) =

N |mqw

Z (n+1) [aexp (iw)"]

400 ‘
n=0

QN )

1

)

N
3

[1 — aexp (iw)]2)2

2
% L

2T |1 — 2acexp (iw) + a2 exp (2iw)|

2

usando o facto de, sob condic¢bes aqui verificadas,

§n+1 Zm (y)-(l_x)':(l_lx)?.

Consideremos, finalmente, @ = 2 e determinemos a represen-
tagao candnica do processo X.

“+oo
. n+2
Vimos que, neste caso, X; = > (%) (n+1)et4nia-
n=0
Esta representagdo nao é candnica pois €; nao é ortogonal a

H (X1, X¢—2,...). De facto,

+o0 1 n+2
Cov (€t,Xt_2) = Cov <€t, Z <§> (TL + 1) 5t+n)

n=0

1 2
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Consideremos entao o processo n = (1;,t € Z) tal que

1 2

A densidade espectral deste novo processo é, para w € [—7, [,

fx (W)

‘ 2

fo@) = ‘(1 e <iw>)2 2

U_g (1—%exp(iw))2 o2

2 )]2‘2 327"

’[1 — 2exp (iw

Sendo f, constante, podemos concluir que 7 é um ruido branco.

Assim, a representacdo canénica de X quando o =2 é

1
X=X 1 — ZXt—Q + s

2

o
com 1 = (n;,t € Z) um ruido branco de variancia 1—8

3.4.5 Representacao de espagos de estado de um
modelo ARMA

Os modelos de espagos de estado sao definidos & custa de
duas equagoes. A primeira equacao relaciona varidveis observaveis
X; com varidveis, ditas de estado, Z;, que podem ser ou nao
observiveis. A segunda equagao descreve a evolucao destas va-
ridveis de estado. Uma formulacao possivel é entao

Xt = HZt + vt
Zy =GZy 1+ wy

onde H e (G sao matrizes reais e v; e u; sao vectores de rui-
dos, temporalmente independentes (isto ¢, independentes quando
t #t'), independentes entre eles, de médias nulas e de matrizes de
variancias-covariancias tais que V (u;) = P, V (v¢) = Q.
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Na terminologia da teoria dos sistemas, as varidveis u = (u)
sao chamadas input e as varidveis X dizem-se output ou obser-
vagoes; as varidveis Z, que resumem o efeito dinaAmico de u sobre
X, dizem-se varidveis de estado. O sistema apresentado é com-
posto por duas equagoes claramente diferentes:

- a segunda, dita equacao de estado, explica como evolui a
varidvel de estado em funcgdo do input;

- a primeira equagao, dita equagao de medida, dé-nos a deter-
minacao do output em funcéo do estado do sistema.

A figura seguinte resume visualmente esta terminologia.

U A X

Os exemplos seguintes ilustram a definicao de modelos de es-
pagos de estado.

Ezemplos.
1. Consideremos o processo unidimensional AR(2)

Xi — 01 X1 — 0o Xy 2 = &4.

Podemos escrevé-lo na forma

X
Xe=[1 m[XZl:l
Xy _| 1 e Xi1 L e
X1 1 0 Xi_o 0
Neste caso
_ | X
=] %]

2. Considere-se o processo unidimensional X; = gy — fey_1.

Definindo Z; = [ e — g1

0e ] , podemos escrever
—bey
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X, =[1 0%

7, — 0 1 Et—1 — 961‘/72 + Et -
t= 0 0 —9€t71 —96,5

Passamos agora ao estudo do caso geral de uma formulagao
ARMA unidimensional. Seja X = (X;,t € Z) um processo es-
tocdstico real tal que

Xt — S01Xt—1 — .. — gopXt_p =&t — 915,5_1 — . — gqgt—q

onde os nimeros reais ¢; e 0; sao tais que &; ¢ a inovagao de X no
instante ¢:

Et = Xt — EL (Xt/Xt—la Xt—27 ) .

Como sabemos, tal processo pode escrever-se sob forma média
moével infinita:
“+00
Xt == E Qj€t—j.
§=0

Vamos entao estabelecer o resultado seguinte, em cuja prova
se efectua a construcao de uma representagao de espagos de estado
para o processo, particularmente 1til na fase de previsao.

Propriedade. Um processo estocdstico X, verificando uma mode-
lagao ARM A nas condigdes acima consideradas, admite uma re-

presentagao de espagos de estado.

Prova. Sejam

k = maz(p,q+1);
X (j) = B X/ Xe, Xio1,...),5=0,1,2, ..
X (0)
z, = | %)
Bi;t(k—l)

Como X; (0) = Xy, a primeira equagao da representagao é

X;=[1 00 ... 0]Z.
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Entao, usando as notagoes consideradas no modelo geral de
espacos de estado, V' (v;) = Q = 0.

Determinemos agora a equacao de evolucao das varidveis de
estado, Z;.

+o00o

i) Por um lado, de Xy1; = ) a;e¢4j—;, obtém-se para a esperanca
i=0

linear relativamente a X, Xy_1, ...,

400
Xt (]) = ZaiEL (Et-i-j—i/Xta Xt—l; ) .
=0

Mas ¢ é ortogonal a H5 ; = H;* | e portanto
EL (Et—i—j—i/Xtht—l’ ) = O, se j —1>0.
Entao

+oo
X () = Y aiBr(epyi/ X, X1, ...)
=

“+o00
= E Qi€¢tj—is
i=j

uma vez que €4, 41, ... € ﬂff
“+00
Assim X; (]) = ajer + Z Qi€ j—i-
i=j+1
Mas a segunda parcela pode interpretar-se do modo seguinte

—+00 “+00
Z Qi€ttj—i = Z W€ (t—1)4j+1—i = Xi—1 (F +1).
i=j+1 i=j+1
A relagio obtida
X (j) = ajee + X1 (G + 1)

permite o cédlculo de X; (j), para j =0,...,k — 2 (ou mesmo para
j >k —2) a partir dos valores associados ao instante anterior.
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ii) Por outro lado, da equagao ARM A escrita para o indice t+k—1,

P q
Xeph1— Y @iXerko1-i = Eoph1 — D _Oi€tik-1-i,
=1 i=1

decorre para a esperanca linear dado X;_1, X;_o, ...,
p
Ep (Xepk—1/Xt—1, Xe—2, )= D20 B (Xpph—1-i/ Xt—1, Xp—2,...) =
i=1
q
= Er (eth—1/Xe-1, X2, ..) =2 0B (eqh—1-i/ Xe—1, Xi—2,...) .
i=1

1=
Como k > q+1e Er (e14j/Xi—1,X4—2,...) =0, j >0, vem

p
X1 (k) = 0 Xi 1 (k—1i) =0.
=1

Se em i) considerarmos j = k — 1 obtemos
X (k — 1) =ap_16¢ + X1 (/{7)

o que, tendo em conta a expressao obtida para X;_; (k) , pode ser
escrito na forma

P
X (k‘ - 1) = Z(piXt_l (k‘ — l) + ap_1E¢
i=1
e explicita Xi(k—=1) em funcao do vector

(thl (k - 1) 7Xt71 (k: - 2) 3 ey Xt (k _p)) :
Decorre entao de i) e de ii) que

X1 (0) X:-1(0) 1

Xt (1) Xt,1 (1) al
=G .. =+ ¢

Xt (]{ — 1) thl (]f — 1) Qp_—1
O 1 0 .... 0
o o0 1 .... 0
com G = e

o 0 0 .... 1
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Em resumo, o processo Z verifica uma equacao de evolucao da
forma

Zy =GZi1 +u. m

Destacamos de novo que o interesse da representacao obtida
reside sobretudo na simplicidade da actualizagao das previsoes.

3.4.6 Generalizagao dos modelos ARMA

Em algumas séries temporais a hipétese de estacionaridade
nao é ficil de aceitar. Pode, em contrapartida, ser mais razodvel
aceitar tal hipétese para a série das diferencas

X, —Xio1=(1-L) X,

ou, mais geralmente, para a série das diferencas de ordem d, isto
é, para
(1-L)X,, deN.

Uma ideia natural é, entao, considerar os processos cujas dife-
rengas de uma certa ordem admitem uma modelagdo ARM A. So-
mos assim conduzidos ao estudo de modelos da forma

®(L)Y1-L)'X,=0(L)ey, tel,

onde € = (g¢,t € Z) & um ruido branco, ® e © verificam as hip6te-
ses usuais relativas & modelaggo ARMA e d € N.

Um processo X que admita aquela representagao é denominado
ARIM A(p,d, q), onde a letra I provém da palavra integrated.

Repare-se que X pode ser interpretado como verificando um
modelo ARMA(p + d,q); nota-se, no entanto, que tal
nao apresenta grande interesse pois estamos perante um processo
nao estaciondrio uma vez que existe, para o polinémio auto-regres-
sivo, uma raiz de médulo igual a 1 de multiplicidade d.

Refira-se ainda que, em termos praticos, nao é habitual ir além
das diferencas de ordem d =1 ou d = 2.
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Finalmente notemos que nao é o processo X que é definido
mas sim as diferengas sucessivas. Assim, se tivermos um modelo
ARIMA(0,1,0)

Xe—Xi1=¢¢

sao definidas as diferencas Xy — Xy_1, X;—1 — X;_o, ... Para recu-
perarmos X; precisaremos de um valor inicial X,. Se, por outro
lado, X é tal que

Xy —Xi1=¢— 01, t€Z,|0] <1,

entao tal processo ficard completamente definido dadas as condigoes
iniciais €4, e Xy,.

Podemos assim formular a seguinte definicdo de modelo
ARIM A(p,d, q).

Definigao. Um processo X = (X, t>0) verifica um modelo
ARIM A(p,d, q) se

®(L)(1—L)" X, = O (L)es, t >0,

onde € = (g4, ¢ € Z) ¢ um ruido branco, ® (L) = 1—¢ L—...—¢,L?,
0, #0, ©(L) =1-01L—...—0,L% 0, # 0, sdo polinémios cujas

raizes sao de mdédulo superior a 1, as condigoes iniciais
<X—17 X—27 cry X*p*d7 6—17 8—27 sry E—q)

sao nao correlacionadas com €g, €1, ..., &¢,... e d € N.

Vimos j4 que certas séries temporais apresentam um perfil
sazonal nitido; por exemplo, para certas séries mensais os dados
relativos a um mesmo més em diferentes anos tém tendéncia a
situar-se de maneira andloga em relagao & média anual. Nestes ca-
sos parece conveniente fazer aparecer num modelo ARIM A deslo-
camentos multiplos de 12.

Na teoria, nada impede que se considerem valores de p e ¢ su-
ficientemente elevados para que tais atrasos sejam tidos em conta;
no entanto, isto implicaria tal aumento no nimero de pardmetros
que seria praticamente impossivel estima-los convenientemente e,
assim, utilizar tais modelos na prética.
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A fim de contornar este problema, Box e Jenkins introduziram
uma classe de modelos, generalizacao dos anteriores, capazes de
ter em conta tais sazonalidades. Tais modelos sao denominados
SARIMA (a letra S decorre do termo sazonal). As principais
propriedades desta classe de processos, cujo estudo nao serd de-
senvolvido neste texto, encontram-se descritas em Gouriéroux e
Monfort (1990, p. 249).

3.5 Anexo - Inversibilidade de 1 — \L

A aplicacdo 1 — AL é uma aplicagdo do conjunto dos processos
estaciondrios nele préprio invertivel se e s6 se |A| # 1 e tal que
too
YNLY, A <1
(1-AL)'=¢{ =20
YLl <L
i=0

1. Considere-se |A| < 1

+oo |
A série > A" é absolutamente convergente pelo que podemos
i=0
' +oo .
definir a aplicacao ) A"L'.
=0
' +oo
Ora, a composigao de 1 — AL com »_ AL conduz a
i=0
too too . foo . ) -
STNLF(1 = AL) = SSNL— SONFLLAHL — 10 — 14, (5)
i=0 i=0 i=0

Entao, tendo em conta a comutatividade do produto das séries
em L e em F, concluimos que 1 — AL &, neste caso, invertivel e a

too o
sua inversa é Y AL’
i=0

2. Seja agora |A| < 1
Podemos escrever

®Note-se que 1 —AL é uma forma simplificada, habitualmente presente na
literatura, de Id — AL onde Id representa o operador Identidade.
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1-AL=-AL(1-%F).

O primeiro factor é invertivel de inversa —%F. Por outro lado,

+o0 .

> %F  existe e prova-se, de

i=0

modo andlogo ao feito anteriormente, que é a inversa de 1 — %F .
Assim 1 — AL é, também neste caso, invertivel e tem-se

)] )

+00 1+ +00 1~
A\ A A pars 2\

1=0

+oo .
sendo |1| < 1, a série Z%L*Z =
=0

(1—AL)"*

3. Note-se que se |A| =1 a aplica¢do nao ¢ invertivel.

Constatemos este facto considerando A = 1. Neste caso todo o
processo constante ¢ transformado no processo identicamente nulo
pois

1-L)X;=k—k=0

e portanto a aplicacao nao é injectiva.

Observemos também que nao é sobrejectiva. De facto, todo o
processo constante igual a k£ # 0 ndo pode ser imagem por 1 — L
de nenhum processo estaciondrio. Se assim fosse, ter-se-ia

I-L)X;=k=X,—X; 1 =k= E(X;)—E(X;1) =k #0

e o0 processo X nao seria estacionario.A

3.6 Anexo - Equacoes as diferencas

Consideremos uma funcao ¥y, onde x € Z. Definamos o ope-
rador avanco, D :

Dy, = Yz+1
D2y:c =D (Dy:c) = Yz+42

Dnyx =D (Dn_lyx) = Yz+n
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Defini¢cdgo. Sejam ai, ag, ... a, nimeros reais. Uma equagao
envolvendo ¥z, Yz+1, ,Yztn da forma

Yo4n + 01Yz4n—-1 + ... + An—1Yz+1 + Yz = Gu (A)

diz-se uma equacdo de diferencas linear de ordem n de coeficientes
constantes.
Se g, = 0 a equagao diz-se homogénea.

Prova-se que a solucao geral de (A) é a soma de uma combi-
nagao linear de todas as solugoes da equacao homogénea e de uma
solugao particular de (A4). Além disso, para uma equagao de grau n
existem n constantes arbitrdrias associadas & equagao homogénea
que, em cada caso, sao encontradas a partir de n condi¢oes iniciais.

Determinemos a solugao geral da equacao homogénea.

A equag@o homogénea é equivalente a

(D" +a1 D"+ . +a,_ 1D+ an) Yz = 0.

Mostremos que as solugoes desta equacao sao da forma r?,
onde r é uma raiz da equagao caracteristica

D" +a D" '+ ... 4+ap,1D+a,=0.
Com efeito, seja y, = r*. Obtemos
a4 b anr® = (P ar™ Lt ay) =0
uma vez que r é raiz da equagao caracteristica.
Sempre que a equagao caracteristica tem n raizes reais distin-
tas, r1,..., T, & solucao geral da equacao homogénea é entao
Yo = C17] + Cor5 + ... .

No caso da equagao caracteristica ter raizes multiplas, por
exemplo uma raiz r de multiplicidade k, as k solugoes correspon-
dentes a esta raiz sao da forma
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rfartx(z—r* L rx(z—1) .. (z—k+1)r"

uma vez que as primeiras (k — 1) derivadas da equagao caracteris-
tica relativamente a D tém r como raiz.

Uma solugao particular da equagao geral é determinada, por
exemplo, usando o método dos coeficientes indeterminados.

Ezxemplo. Consideremos a seguinte equagao de diferencas linear de
ordem 2 de coeficientes constantes:

Yor2 + 6Yzt1 + 9yp = 1622,
A equacdo homogénea é
(D?+6D+9)y, = 0.

A equacao caracteristica D? + 6D 49 = 0 tem uma raiz dupla
igual a -3.
Entao a solugao geral da equagao homogénea é

Yz = c1 (=3)" + cox (—3)".

Seja agora ¥, uma solugao particular da equagdo geral. Serd
da forma

Uz = Ax? + Bx + C.
Entdo, como 7, verifica y, 2 + 6ys11 + 9y, = 1622, vem
A(x+2°+B@x+2)+C+6 [A(a:+1)2+B(a:+1)+C} +

+9 [Aa:Q + Bx + C] = 1622
0 que permite obter

A=1,B=-1,C=—3,
pelo que a solucao geral da equacao inicial é
Yo =1 (=3)" + cox (=3)" + 2% —z — §.

Duas condigoes iniciais permitir-nos-iam agora determinar c;
e Cco.A
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Capitulo 4

Inferéncia em modelos
lineares

Na anadlise de uma série temporal deparamos simplesmente com
uma série de valores observados a partir dos quais pretendemos
obter informagao sobre a lei de probabilidade que rege o processo
subjacente a tais observacoes. Para tal recorremos aos métodos e
resultados da Estatistica Matematica tendo, no entanto, em mente
que saimos do quadro cldssico da amostragem, i.e., deixamos de
ter varidveis aleatdrias reais independentes e identicamente dis-
tribuidas (v.a.r.i.i.d.).

Vamos interessar-nos aqui pela estimagao dos resumos de or-
dem um e dois da lei de um processo estaciondrio: média, fungao
de autocovariancia, densidade espectral (quando existe), ... Vamos
usar para tal os correspondentes estimadores empiricos, indicando
as suas principais propriedades assintéticas. Constataremos que
resultados limites como os do teorema do limite central e das leis
dos grandes niimeros se generalizam ao caso dos processos esta-
ciondrios, o que nos permitird assegurar a validade da estimacao.

No que vai seguir-se vamos supOr que pretendemos estimar os
resumos de ordem um e de ordem dois de uma série temporal
estaciondria X = (Xy,t € Z), para o que dispomos de observagoes
x1, T2, ...,z (isto é, {1,2,...,T} é o intervalo de observacao) das
varidveis aleatérias X1, Xo, ..., X7 do processo estocdstico X.

169
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4.1 Propriedades dos estimadores

4.1.1 Meédia empirica

O estimador habitual para a média teérica m = E (Xy) ,t € Z,
é a média empirica

M=

Xr=2> X

t=1

O mesmo tipo de aproximagao pode ser utilizado para estimar
a esperanca de uma funcao qualquer de X;. Por exemplo, (th)

T
pode ser estimada por 7> X7.
i=1

Sao, obviamente, estimadores céntricos.

As propriedades de convergéncia dos estimadores empiricos
podem, em geral, ser estabelecidas no sentido da convergéncia
em média quadrédtica ou no sentido da convergéncia quase certa.
Existem diversas versoes de teoremas de convergéncia, dependendo
das hipéteses de estacionaridade feitas sobre o processo (estaciona-
ridade fraca ou forte). Temos ainda aqui propriedades de nor-
malidade assintética andlogas ao caso particular da amostragem
aleatéria, mas sob hipéteses mais fortes que as conducentes as
convergéncias funcionais.

Apresentaremos alguns resultados de convergéncia no caso de
processos fracamente estaciondrios admitindo uma representagao
meédia mével infinita.

Teorema. Seja X = (X;,t € Z) um processo admitindo a repre-
sentacao média movel infinita

+o0 +oo
Xy = > aei—, com Y |a;] < +oo,
i=0 i=0

onde € = (g,t € Z) ¢ um ruido branco de variancia 2. Nestas

condigbes, X7 converge em média quadrética para E (X;) = 0,
com a velocidade de % (quando T — +00).

Prova. Se o processo admite uma representacdo média mdével in-
finita, entao admite densidade espectral da forma
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2

fX(OJ):§ ywE [—m,m].

“+o00o o
> ajexp (—iwj)
j=0

Assim, a medida espectral p de X é absolutamente continua, logo
p({0}) = 0.

A proposicao para processos regulares abaixo enunciada (1)
permite assim concluir que X7 converge em média quadrética para
E (X;) =0, quando T' — +o00. Além disso,

2

. =2
lim 75 (XT) = 21 fx(0) = 0 . m

+o0
> ai
i=0

Este resultado generaliza-se de modo imediato ao caso dos
+oo
processos da forma X; = m + ) a;e+—;, uma vez que o podemos

1=
aplicar ao processo definido por Y; = Xy — m,t € Z, obtendo-se

1

=l

T
> (Xi—m) RN
=1

: - L
e, de modo equivalente, X7 —% m.

O resultado seguinte (Anderson, 1971, p. 429) apresenta condi-
coes que garantem a normalidade assintética de v X .

“+00
Teorema. Se X; = > ajer—; onde € = (g4,t € Z) ¢ uma sucessao

1=—00
+oo
de v.ar.iid. centradas de variancia o2 e se Y. |a;| < +oo,
1=—00

!Seja X um processo estaciondrio, de média M. Para que a média empirica
associada a T observacdes do processo, X r, convirja para M em L? & necessario
e suficiente que a medida espectral u de X verifique p ({0}) = 0. Se além disso
X tem densidade espectral f continua em zero, tem-se

lim T FE [(YT - M) 2} = 27 f(0). (Azencott, Dacunha-Castelle, 1984, p.

T—+4o0

103).
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entdo VT X7 tem uma distribuicdo limite normal de média nula

+00 +o0
e variancia >, 7 (h) com v (h) = 0% > araiin.

h=—o00 k=—00

Note-se que JFXODO v (h) =27 fx(0).

h=—oc0

Ezemplo. Se X é um processo ARM A(p, q) tal que
(L)X, =0 (L)e

com P e O sob as condicoes da representagao minima, a densidade
espectral de X é

_a?le(e)f

)= o ey

Entdo vT X7 tem uma distribuicio limite normal centrada de

JOWE
@ )F

variancia o

4.1.2 Autocovariancias empiricas

Interessamo-nos agora pela estimacao das autocovaridncias
v (h) = Cov (Xy, Xpyp), h > 0.

Uma questao que naturalmente se poderd colocar é a de saber
se podemos estimar convenientemente uma infinidade de parame-
tros v (h) a custa de um numero finito de observagoes; a justifi-
cagao de que dispomos é o facto de termos v (h) — 0, quando
h — 4o0.

1. Caso em que a média é conhecida

Se a média, m, é conhecida podemos supor, sem perda de
generalidade, que é nula. Neste caso, sao dois os estimadores ha-
bitualmente propostos para 7y (h):

T—h
i) r (h) =7 > X¢Xpp, h=0,1,...,T — 1
t=1
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T—h
i) ¥r (h) = 7 > X¢eXyn, h =0,1,...,T — 1.
=1

Notemos que estes estimadores nao nos permitem estimar vy (h)
para h > T, o que intuitivamente conduz a aproximacoes pouco
precisas se a ordem de h nao for pequena relativamente a T

Por outro lado, as estimativas correspondentes poderao ser bas-
tante diferentes.

Isto pode ser ilustrado considerando h = T'— 1. De facto temos

(T —1) = 2 X1 X7
yr (T —1) = X1 Xr;

além disso, tendo em conta que apenas se baseiam em duas obser-
vagoes, nao poderemos esperar uma grande precisao.

E fécil verificar que ~Ypr ¢ um estimador céntrico e que Fp é
apenas assintoticamente céntrico.

Podemos, no entanto, invocar trés razoes para preferir 7.

Em primeiro lugar, a sua expressao, envolvendo a divisao por
uma mesma quantidade, T, torna os célculos mais simples.

Além disso, 47 (T — 1) é melhor do que 44 (T — 1) quando
T é grande porque 7 (T'—1) — 0, quando T tende para +oc.
Ou seja, para T grande, o comportamento de 7 é mais préximo
do de v porque se um processo ¢ estaciondrio a sua fungao de
autocovariancia verifica v (h) — 0 quando h — +oc.

Finalmente, (7 (h),h=0,1,...) é de tipo positivo, isto é, a
matriz

é semi-definida positiva, verificando pois as mesmas restri¢coes que
as quantidades a estimar (v (h),h=0,1,...).

Para provar que aquela matriz é semi-definida positiva consi-
deremos a matriz de ordem (T'+ H,T), H qualquer:
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rX; O 0 0 7
X X1 O
X3 Xo X7 ... O
Y=| X .. X1
0 XT . X2
0 e X7 ool
L 0 U (. G

Entao Y'Y, que é semi-definida positiva, ¢ igual a

- T T-1
YXE Y XX
i=1 i=1
I o
vy | XX
i=1
> X7
L t=1 .
50(0) Fr (1)
-7 Yr (1) 77 (0)
A1 (0)

2. Caso em que a média é desconhecida

Se m é desconhecida temos de utilizar o seu estimador; assim,
os estimadores propostos para vy (h) sdo

~ T-h — —
i) yp (h) = %tz:l (Xt —XT) (Xt+h —XT) ,h=0,1,...,T —1

~ T—h — —
i) 7 (h) = ﬁ;l (X: — X7) (Xe4h — X7) ,h=0,1,..,T — 1.

O primeiro é em geral preferido, por razoes semelhantes as
invocadas no caso anterior.

Os estimadores 7y e Ay, anteriormente definidos, sd@o conheci-
dos genericamente por fungbes de autocovaridncia empirica. Aos
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estimadores céntricos 77 e yp acrescenta-se usualmente a desi-
gnacao de corrigidos.

Relativamente ao comportamento assintético das autocovarian-
cias empfiricas temos o mesmo tipo de aproximagcao que no caso da
média empirica. O resultado seguinte (Anderson, 1971, p. 481)
apresenta condicoes que garantem a normalidade assintética de

VT (7 (0) =7 (0) 0. 3 (k) = 7 (K)) -

Resultados da mesma natureza, obtidos sob outro jogo de condi-
goes, figuram, por exemplo, em Azencott, Dacunha-Castelle, (1984,
p. 111).

+o00

Teorema. Seja X; = >, a;e¢—; uma média movel infinita para
1=—00

a qual ¢ = (g,t €Z) é uma sucessdo de v.a.riid. centradas

de varidncia o2 e momento de quarta ordem finito verificando
E (e}) = 30" 4 k4 < +o0.

+oo
Se > ai| < 400, entdo a distribuigao limite de
1=—00

VT 71 (0) =5(0) e, 3 (k) = 7 (K))

¢ normal de média nula e de matriz de varidncias-covariancias
I'=[Thy],0< h,g <k, com

+oo
Thg = >, r+gvr+h)+vFr—g)v(r+h)]+

r=—00

o )7 9)

= 4x /+7f cos (wg) cos (wg) 2 (w) dw + %’y (h)y(g) -

—T

4.1.3 Periodograma

Se desejamos estimar a densidade espectral f, é natural utilizar
a relacao que a liga & funcao de autocovaridncia, ou seja,
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] = iwh
f(w) = zh; v (h) e™".

Utilizando ent@o as autocovariancias empiricas Jp (h), para
h=0,1,...,T — 1, obtemos como estimador natural

L T -
fr(w) =5 A (h) e
h=—(T—1)
T-1 ,
A funcdo Ir(w) = > A7 (h) e“h ¢ denominada
h=—(T-1)
periodograma.
T 2
Propriedade. It (w) = = | > X;e!
=1

Prova. Tem-se

1| ’
T ZXt eiwt
t=1

Fazendo a mudanca de indice de ¢t para h =t — 7, vem

1< . . 1 LT ,
= TZXWZMZXT@_WT — ?ZZXtXrew(t_T)~
t=1 =1

t=17=1

I , = T—h ‘
1 Z ZXtXTezw(th) =7 Z < Z X‘r+hX7—> cwh m
i=17=1 h=—(T—1) \ 7=

O estimador fT nao apresenta um bom comportamento li-
mite. O resultado seguinte (Anderson, 1971, p. 474) explicita
esse comportamento.

Teorema. Quando T’ tende para 00,
(7 o) —
< ) 2(")’ UJ¢{—7T,O,7T}
2f2 )7 w € {—71',0,7'['}

Cov (fT(w),fT(w )) — 0, se w # W'
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Prova Anahsemos apenas o comportamento assintético em média
de fr = LI

T-1 T-1 '
E(Ir()=E| Y Arhet| =5 ¥ %(\h\)eu"h]
h=—(T—1) h=—(T—1)
T-1
T—lh 1w
= ¥ Shy(hpesn.
h=—(T—1)
+o00o
Suponhamos que > |y (h)| < 4+oco. Entdo podemos aplicar
h=—o00

o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e deduzir que

lim FE(Ir(w))= +ZOO v (h)e“h =2nf (w). m

T—+0c0 h=—00

Assim, embora seja assintoticamente céntrico, ]?T nao é um
estimador convergente. Isto acontece devido & presenca, na sua
expressao, de estimadores de 7y (h) pouco precisos, nomeadamente
quando A ¢é préximo de 7.

Ezemplo. Verifiquemos o resultado relativo a V' (j?T (w)), presente

no teorema anterior, no caso simples em que X é um ruido branco
gaussiano centrado e reduzido, isto é,

X =¢e4,t €L,
com ¢&; varigveis aleatérias reais, de lei N (0, 1), independentes.
Tem-se
1| !
2 jwt
ir @) = = thew
T T T T
_ iw(—s+t+v— u)
S DY B e
s=1t=1lu=1lv=1
Consequentemente
T T T T

E([IT ) T ZZZZeM TPV R (ghegeu80) -

s=1t=1lu=1lv=1
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Calculemos entao E (g1£5e48y) -

-Ses=t=u=wv, E(c}) =3.
-Set=s#u=vout=u#*s=vout=uv+#s=u,aquela
esperanca reduz-se a uma da formaE(eteu) =1.

Entao

T
E(r@)) = %ZE(Q ZZE (c22)

t=1u=1

T2 ZZE ets

t=1s=1

T2 ZZE et 6 zw( 2$—|—2t)

t=1s=1

1sto é
3 1 «
2 _ 2 _ t —2i
E ([[T ()] ) = 2+ 5 Z Ziew Ze iws (4.2.3.1)
3 1 e2iw _ 627,c/.1(T-‘y-1) e~ 2w _ o—2iw(T+1)
= =424+ = - -
T T2 1 — e2ww 1 — e 2iw
3 11— einT 1— efZin
I R i T T
Assim,
3 11— e?in 1— €f2in
lim E ( I 2) = lim =42 . _
T—1>H—&1-oo [ T (w)] T—1>H—51—00T titm T2 1 —e2iw 1 — e 2w

Se w # 0, +m, —m, entao

lim E ([IT (w)]2> —2

T—+00
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dim B ([fT <w>}2) = i F ( i “"ﬂ )

uma vez que f (w) = 5. Entdo

lim V <fT (w)> = lim E ([fT Mr - [E <J?T (w))r)

T—+o0

Se w = 0,+m, —m, temos que ter em conta o ultimo termo.
Vejamos apenas o caso em que w = 0.
De (4.2.3.1) obtemos

E <[IT (w)]2> = % +3.
Entao,

i b ([Fr@)]) = PEE 7+3] - P

e consequentemente

iV (Fr (@) = 2~ = 2 =2 [f (@)

T—too C2n)? (@2n)? (2n)?

Para w # W/,
Cov (fr (). fr (&) =
=2 (fr @) Fr ) - B (Fr @) B (Fr ()
E

= 1B (Ir (0) I () — B (Fr ()
Mas
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Quando T' — 400, esta expressao tende para 1, uma vez que
w# .

Entao

i ~ ~ 1 11
Aim Coo (Fr (@), Fr () = 15 = 575, =0

O periodograma, apesar de ser o estimador natural da densi-
dade espectral, tem um interesse pratico limitado pelo seu mau
comportamento assintético. Este mau comportamento é conse-
quéncia do facto de ser dada a mesma importancia (peso) aos
estimadores Y (h), quer para pequenos valores de h quer para
valores de h préximos de T

E entdo interessante considerar estimadores de forma seme-
lhante, mas onde os vdrios termos sao afectados de ponderagoes
diferentes dando, em particular, maior importancia a baixos va-
lores de h. Somos conduzidos & estimagao da densidade espec-
tral por utilizacao de ‘janelas méveis’, também denominados ‘ge-
radores de janelas’ ou ‘nucleos’.

Defini¢cao. Um gerador de janela é uma fungao real continua ¢ tal
que
a)®(z)=0sex<—louzxz>1

b) ® 1

c) ®(z)=o(—x)

d) ® decrescente no intervalo [0, 1].

Para melhorar a estimacao da densidade espectral retém-se
apenas os valores de Y7 (h) para h pequeno (h < Kr) e ponderam-
-se, usando ®. Obtém-se estimadores da forma

1 Kr h
= _ § : = iwh
=—Kr

onde Kp . —  4o00.

—+00
Resultados sobre o comportamento destes estimadores, para

certos tipos de janelas, podem encontrar-se em Anderson (1971,
p. 526).
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4.2 Previsao em modelos ARIMA

A previsido de uma série temporal consiste em determinar a sua
evolucao em periodos nao observados. Para tal devemos dispor
de uma série de observagoes e de uma modelacdo do fenémeno
estudado.

O recurso a um modelo estocdstico do tipo ARIMA ou
SARIMA com a finalidade de previsao necessita de um trata-
mento, cuja sistematizacao é conhecida por metodologia de Box e
Jenkins, que engloba as fases seguintes:

| Andlise exploratéria dos dados |

|

| Estacionarizacao |
!

| Identificacao |
!

| Estimacao paramétrica |
|

| Verificagao (ou Validagao)

] Sim

Previsao

A andlise exploratéria dos dados tem a ver com a observacao,
a partir da representacao grédfica da série inicial, do comporta-
mento geral da série (presenga de sazonalidade, tendéncia, pontos
aberrantes, ...). Esta observacao preliminar induzir-nos-4 a neces-
sidade, ou nao, de tornar a série estaciondria (segunda fase).

A segunda fase consiste em aplicar & série temporal {x;} trans-
formacoes geralmente lineares, tais como as anteriormente estu-
dadas, y; = (1 — L)dzct ouy = (1— L)d (1- LS)D Z¢, que retirem
a série inicial certas caracteristicas como a tendéncia ou a sazo-
nalidade.

Para a série estaciondria precisamos agora de determinar as
ordens p e q das partes auto-regressiva e média mével, bem como as
eventuais ordens de diferenciagdo. Uma metodologia possivel para
a obtencao destes parametros é dada pela andlise do correlograma
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e do correlograma parcial & custa do comportamento tedrico destas
funcoes em cada tipo de modelo. E a fase de Identificacdo do
modelo.

Identificado o modelo torna-se necessério obter os valores es-
timados dos pardmetros ¢y, ..., p,, 01,...,0, € o2. Recorre-se para
isso a métodos da méxima verosimilhanga ou do tipo minimos
quadrados. Estamos na fase de Estimac¢do. Os métodos usados
envolvem as autocorrelacoes e as autocorrelagoes parciais empiri-
cas da série.

Poe-se agora a questao de saber se 0 modelo escolhido na fase
de identificacao e cujos parametros foram estimados pode ser con-
siderado valido, isto é, se se adequa aos dados. Tal verificagao
recai sobre

- a qualidade estatistica do modelo estimado (mediante testes
feitos aos parametros)

- a andlise dos residuos da estimacao, baseada no facto de
que, se o modelo é vilido, os residuos deverao apresentar pro-
priedades compativeis com a hipdtese de ruido branco. Na andlise
dos residuos um estudo do seu correlograma pode ji dar uma
resposta parcial (se, por exemplo, os valores das autocorrelagoes
nao sao significativamente diferentes de zero). Podem também ser
construidos testes para precisar esta resposta.

Desta fase de Valida¢do podemos avancar directamente para a
previsdo se o modelo é considerado valido ou, no caso contrério,
voltar as fases preliminares de andlise dos dados e identificacao,
retomando, por exemplo, um modelo que tenha sido posto de parte
na primeira abordagem.

Depois de constatada a validade do modelo estamos de posse
de um modelo ARIMA (ou SARIMA) e podemos entao obter
previsoes de qualidade, para um horizonte j, a partir do instante T',
X1 (7), segundo a estratégia apresentada em Gouriéroux, Monfort
(1990, cap.VI).

No caso de um modelo ARM A, tal estratégia pode ser com-
binada com a representacao de espacos de estado que fornece um
critério particularmente simples para actualizar as previsoes pois,
como vimos, permite relacionar as previsoes feitas no instante T
(para os horizontes 1, ...,k — 1) com as previsoes feitas no instante
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T + 1 (e mesmos horizontes).

4.3 Modelacao de uma série real

Vamos agora ilustrar a aplicagao dos resultados probabilistas e es-
tatisticos associados aos modelos de séries temporais que foram
estudados. Dispomos de uma série de dados reais e vamos procu-
rar, de acordo com a metodologia proposta por Box e Jenkins de-
senvolvida no pardgrafo precedente, o modelo (ou modelos) per-
tencente a classe dos modelos ARIMA que melhor se adequa a
tais dados. Neste estudo utilizamos o software estatistico EViews,
particularmente concebido para a modelagao de séries temporais.

Consideremos a série temporal relativa as cotagoes didrias de
fecho das acgOes da Brisa no mercado Euronext, durante o periodo
de 2 de Janeiro de 2004 a 13 de Maio de 2007.

A trajectéria desta série, presente na figura 4.1, mostra uma
tendéncia claramente crescente. Sera certamente aconselhdvel con-
siderar a série das diferencas.

11

10

rrTTTTTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2004 2005 2006
— BRISA

Fig. 4.1 Cotacoes didrias de fecho da Brisa de 2 de Janeiro de 2004 a 13 de Maio de 2007

A andlise descritiva da série Brisa estd resumida na figura 4.2 e
revela, em particular, que estamos perante uma distribuigao clara-
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mente nao Gaussiana (o p-valor do teste Jarque-Bera ¢ nulo até a
sexta casa decimal).

120
Series: BRISA
Sample 1/02/2004 5/22/2007
100+ Observations 876
80 Mean 7.253002
Median 6.860000
60 Maximum 10.29000
Minimum 5.320000
Std. Dev. 1.294340
40 Skewness 0.661081
Kurtosis 2.371806

20|
Jarque-Bera  78.21004

Probability 0.000000

Fig. 4.2 Andlise descritiva das cotacoes didrias de fecho da Brisa

A anslise do correlograma da série Brisa, presente na figura
4.3, confirma a necessidade da diferenciacao, pois a autocorre-
lacao (parcial) de ordem 1 é muito préxima de 1; além disso, as
autocorrelacoes decrescem muito lentamente.

Comelogram of BRISA

Date: 05/20/07 Time: 16:29
Sample: 1/02/2004 5/22/2007
Included observations: 876

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

1 0995 0995 87031 0.000
2 0991 0002 17345 0.000
3 0936 0018 25909 0.000
4 0931 0010 24402 0.000
5 0977 D017 42828 0.000
6 0972 -0011 51184 0.000
7 0968 0002 5947.2 0.000
8 0963 0015 6769.6 0.000
9 0959 -0019 75851 0.000
10 0954 0013 83942 0.000
11 0950 0018 9197.1 0.000
-0026 99934 0.000
13 0242 0015 10784. 0.000
14 0937 0005 11567. 0.000
15 0933 -0053 12344 0.000
16 0928 -0003 13114 0.000
17 0923 0039 13878, 0.000
18 0919 -0.016 14634, 0.000
19 0914 -0007 15385 0.000
20 0910 -0023 16128 0.000
21 0905 0012 16865 0.000
22 0.900 -D.014 17595. 0.000
23 0896 -0.001
24 0291 0050
25 0887 -0.027
26 0833 0001
27 0.78 -0.003
28 0.574 -0.001
29 0870 0013
30 0865 -00138
-0.006
32 0856 -0003
33 0852 0008
34 0847 -0017
35 0843 0008
36 0833 0011

I~
=
£
5

w
=)
@
3

Fig 4.3 Correlograma da série Brisa
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Vamos entdo considerar a série diferenciada. A anélise da
figura 4.4 mostra que as autocorrelagoes desta nova série nao sao
significativas, pelo que estaremos na presenca de um ruido branco,
isto &, de um modelo ARMA com ordens p=0e¢ q=0.

Correlogram of D{BRISA)

Date: 05/30/07 Time: 16:30
Sample: 1/02/2004 5/22/2007
Included observations: 875

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

1 -0.037 -0.037 1.2280 0.268
2 0038 0036 24764 0.290
3 -0054 -0.051 50130 0171
4 -0.036 -0.041 81623 0187
5 -0.008 -0.007 6.2260 0.285
6 0034 0033 72210 0.301
7 0040 0.040 3.6607 0.278
8 000% 0007 87304 0.366
9 -0.048 -0.048 10.756 0.293
10 0008 0.011 10815 0.372
11 0067 0077 14.846 0.190
12 -0.024 -0.024 15356 0.223
13 0012 0000 15517 0.276
14 -0.004 0003 15532 0.343
15 -0.031 -0.026 16.3690 0.358
16 -0.051 -0.051 18.706 0.284
17 0028 0022 19.337 0.307
18 -0.025 -0.029 19.927 0.337
19 0005 -0.005 19.946 0.398
20 0010 0017 20034 0456
21 -0.033 -0.037 21.028 0457
22 -0.035 -0.039 22127 0452
23 0075 -0.089 27.193 0248
24 0031 0023 28.068 0257
25 0016 -0.017 28301 0294
26 0010 0004 28397 0330
27 0013 0015 28556 0.383
23 -0.010 -0.010 28639 041
29 0016 0030 28864 0472
30 0048 0053 30944 0418
31 -0040 -0.046 32393 0.398
32 0045 0040 34252 0.360
33 0011 0034 34360 0402
34 -0.056 -0.058 37.234 0322
35 0009 0001 37314 0.363
36 -0.026 -0.017 37.944 0.381

Fig. 4.4 - Correlograma da série das diferengas das Cotagdes didrias de fecho da Brisa

Os parametros do modelo estimado encontram-se no quadro
4.5.

Dependent Variable: D(BRISA)

Method: Least Squares

Date: 05/20/07 Time: 15:57

Sample (adjusted): 1/05/2004 5/11/2007
Included observations: 875 after adjustments

Variahle Coefficient  Std. Error t-Statistic Prob.
Cc 0004337 0002354 2097206 0.0363
R-squared 0.000000  Mean dependent var 0.004937
Adjusted R-squared 0.000000 S.0. dependent var 0.069637
S.E. of regression 0.069637  Akaike info criterion -2.489906
Sum squarad resid 4238272 Schwarz criterion -2.484445
Log likelihood 1090.334  Durbin-Watson stat 2074313

Quadro 4.5 Modelo estimado
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Note-se que a constante ¢ pode considerar-se nula, mas apenas
para niveis de significAncia menores que 0.03.

A andlise do correlograma dos residuos associados a este ajus-
tamento, presente na figura 4.6, confirma que a sua estrutura é
compativel com a de ruido branco.

Correlogram of Residuals

Date: 05/30/07 Time: 16:33
Sample: 1/05/2004 5/11/2007
Included observations: 875

Autocorrelation Partial Carrelation AC PAC Q-8tat Prob

1-0.037 -0.037 1.2230 0.268
2 0038 0036 24764 0.290
3 -0054 -0051 50130 071
4 -0036 -0.041 61623 0187
5-0.008 -0.007 6.2260 0.285
6 0034 0033 7.2210 0.301
7 0040 0040 26607 0.278
8 0009 0.007 27304 0.366
9 -0048 -0.048 10.756 0.293
10 0008 0011 10815 0372
11 0087 0.077 14.846 0190
16356 0223
13 0013 0000 1655617 0276
14 -0004 0003 15532 0343
15 -0031 -0026 16360 0358
16 -0.051 -0.051 15.706 0.284
17 0028 0022 19.387 0.307
18 -0.025 -0.029 19.927 0.337
19 0005 -0.005 19.946 0.398
20 0010 0.017 20.034 0456
21 -0033 -0.037 21.026 0457
22 0035 -0.030 22127 0452
23 -0075 -0.089 27.193 0.248
24 0031 0023 28068 0257
25 0016 -0.017 28301 0.294
26 0010 0004 28397 0330
27 0013 0015 28656 0383
28 -0010 -0.010 28.639 0431
29 0016 0030 28864 0472
30 0048 0053 30.944 0418

_____________________________
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36 -0.026 -0.017 37.944 0331

Fig. 4.6 Correlograma dos residuos da série Brisa diferenciada.

A anélise descritiva dos residuos obtidos, patente na figura 4.7,
mostra que a média é praticamente nula e que o desvio padrao é
0.07. A assimetria é ligeiramente positiva e o coeficiente de cur-
tose é superior ao da lei Normal sendo a hipétese de normalidade
rejeitada para valores de nivel de significancia superiores a 1077,
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200
Series: Residuals
Sample 1/05/2004 5/11/2007
1604 Observations 875
Mean -3.54e-18
120 Median -0.004937
Maximum 0.375063
Minimum -0.304937
80 Std. Dev. 0.069637
Skewness 0.210569
Kurtosis 6.144158
40
Jarque-Bera  366.8835
o Probability 0.000000

Fig. 4.7 Anélise descritiva dos resfduos

O modelo considerado adequado para descrever a série Brisa,

X, é entao
Xi = X1 +0.004937 + ¢4, t € Z,
com € = (g, t € Z) um ruido branco.

Podemos agora analisar as previsoes que tal modelo forneceria
para as 7 cotacoes didrias seguintes, isto é, para o periodo de 14 a
22 de Maio de 2007.

Na figura 4.8 apresentam-se as previsdoes obtidas e os
correspondentes limites dos intervalos de confianca a 95%. Os
valores destas previsoes estao proximos de 9.65 com uma ligeira
tendéncia de crescimento.

10.1

10.0 U
9.9 e
98] —
9.7 4
9.6 4
95+
9.4+ Rt

9.3

9.2
T T T T T
5/14/07 5/15/07 5/16/07 5/17/07 5/18/07 5/21/07 5/22/07

—— BRISAF

Fig. 4.8 Previsoes da cotac¢do de fecho da Brisa no perfodo de 14 a 22/5/2007.
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Como curiosidade, acrescentamos que os valores reais da série
neste periodo foram os registados no quadro 4.9.

14/5/2007 | 15/5/2007 | 16/5/2007 | 17/5/2007 | 18/5/2007 | 21/5/2007 | 22/5/2007

9.66 9.66 9.64 9.64 9.65 9.64 9.66

Quadro 4.9 Cotagées de fecho da Brisa de 14/5 a 22/5/2007.
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Capitulo 5

Modelacoes nao lineares

Os modelos estocdsticos de séries temporais foram desenvolvi-
dos com o objectivo de descrever, explicar, prever ou controlar
sistemas din&micos evoluindo com o tempo. Até ao inicio dos
anos 80 estes estudos foram dominados pelos modelos lineares,
com particular énfase nos modelos ARMA (auto-regressivos mé-
dias moveis), que estudamos nos capitulos anteriores. Vimos que a
formulagao retida para estes modelos permite exprimir o valor pre-
sente da série como funcao linear dos seus valores passados e dos
valores presente e passados de um ruido que, sob certas condicoes
de regularidade, se pode interpretar como a inovacao da série.

A omissao da nao-linearidade na descricao matemstica de al-
gumas séries temporais pode levar a consequéncias indesejdveis,
tanto mais que séries com tais caracteristicas podem encontrar-se
em dreas cientificas, hoje tao dependentes deste tipo de estudos,
como a Econometria, a Matematica Financeira, a Geofisica ou a
Astrofisica ... Por exemplo, em Sismologia aparecem por vezes
sucessoes de registos com picos repentinos seguidos de baixos va-
lores. Também os dados financeiros apresentam frequentemente
este tipo de irregularidades; por exemplo, em registos da Bolsa de
Valores ¢é frequente observar periodos de grandes oscilagoes segui-
dos de periodos de estabilidade.

Estas constatagoes empiricas levaram ao aparecimento na li-
teratura, essencialmente a partir da segunda metade dos anos 70,
de vérias classes de modelos, ditos nao-lineares, que permitem

191
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descrever tais irregularidades.

Neste texto iremos considerar duas dessas classes, designada-
mente a dos modelos condicionalmente heterosceddsticos e a dos
modelos bilineares.

5.1 Heteroscedasticidade condicional

Os processos lineares revelam-se, como ja observamos, insufi-
cientes para o tratamento de certos problemas financeiros e mo-
netdrios (indices da bolsa de valores, taxas de juro e de cambio, in-
flacdo, ...) nos quais a variabilidade instantanea (ou volatilidade)
das séries de valores associados depende de modo significativo do
passado. Esta caracteristica, reconhecida pelo menos desde Man-
delbrot (1963) que, sobre dados relativos a inflagdo e a taxas de
juros, afirmou ...large changes tend to be followed by large changes
- of either sign - and small changes tend to be followed by small
changes ..., ¢ também constatada por Friedman que, na sua No-
bel Lecture (1977), considera que as mais altas taxas de inflagao
estao geralmente associadas a sua maior variabilidade e, presu-
mivelmente, a uma maior incerteza sobre as taxas futuras.

Assim revela-se indispensdvel introduzir modelos de séries tem-
porais que tenham, em particular, especificada a evolugao no tempo
dos seus momentos condicionais.

A figura 5.1, que apresenta uma trajectéria do processo
et = Z1y /0.3 +0.7¢?_, com (Z;,t € Z) uma sucessdo de v.a.r.i.i.d.

de lei N(0,1) e Z; independente da o-dlgebra descrevendo o pas-
sado, g¢_1, evidencia a caracteristica assinalada por Mandelbrot.

Este tipo de séries apresenta também caracteristicas de nao
normalidade. De facto, as observagoes, nao correlacionadas ao
longo do tempo, sao em geral bem descritas por uma distribuicao
simétrica, unimodal e com caudas mais pesadas que a normal (lep-
toctrtica).
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250 500 75! 1000

Fig. 5.1 - Simulagao do processo £t= ZM /0.3 + 0.76%71

Na figura 5.2, onde se apresenta a trajectéria das cotagoes de
fecho (valores didrios) das acgbes da Pararede na Euronext Lisboa
entre 2 de Janeiro de 2004 e 17 de Junho de 2005, visualiza-se a
presenca da referida volatilidade instantanea.

60

554

.50

454

404

354

.30+

25

T T T T T
04M04 04M07 04M10 05MO01 05M04

Fig. 5.2 - Valores de fecho didrio da cotagao das ac¢oes da Pararede

Por outro lado, na figura 5.3 ilustra-se a caracteristica de nao
normalidade de dados desta natureza, com o histograma, asso-
ciado & distribuicdo empirica daquela varidvel, acompanhado dos
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valores dos resumos de tal distribuicao e do p-valor quase nulo do
teste de Jarque-Bera a normalidade do modelo.

100

80

60

40

204

0. [ I -
T rr[rrrrrprrorprrrr [ rr ot
0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55

Média: 0.366850; Desvio Padrao: 0.041745;
Simetria: 1.129406; Curtose: 7.919893
Estatistica de teste de Jarque-Bera: 465.2578; P-valor: 0.000000

Fig. 5.3 - Histograma das cotagoes de fecho das acgoes da Pararede

Com o objectivo de ter em conta tais caracteristicas na mode-
lacao de tal tipo de dados, Engle propoe, em 1982, uma classe de
modelos nos quais a varidncia condicional ao passado do processo
no instante ¢ (volatilidade) ¢ uma funcao linear dos quadrados dos
valores do processo anteriores aquele instante t. A heteroscedas-
ticidade (varidncia ndo constante no tempo) condicional auto-
-regressiva presente em tais modelos — facto que justifica o nome
que lhes foi atribuido, ARCH — tornou-os particularmente titeis
na andlise de séries apresentando o comportamente referido; em
particular, apresentam propriedades de nao correlagao ao longo do
tempo, de leptocurtose e pequenos (resp. grandes) valores sdo, em
geral, seguidos de pequenos (resp. grandes) valores.

5.1.1 Definicao geral e propriedades basicas

As formulagoes da variancia condicional que, para os processos
em estudo, se vém multiplicando na literatura desde Engle (1982),
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permitem-nos apresentar uma defini¢do geral de processo de erro
condicionalmente heterosceddstico (CH).

Seja € = (g¢,t € Z) um processo estocdstico real e designemos
por g; a o-algebra gerada por (g4,¢—1, ...), i.€., & = 0 (€4, €41, ...) -

Definicao.
1. Diz-se que € = (g¢,t € Z) segue um modelo condicional-
mente heterosceddstico de ordens p e g, CH(p, q), se

E (et|lgi1) =0
B ,Vt € Z,
{ Vv (Et\ét_1) =h=H (5t—17 -'~75t7q7ht717 ) htfp)

onde H é uma funcao real definida sobre RPTY, estritamente posi-
tiva e Borel-mensuravel.

2. O processo ¢ diz-se condicionalmente Gaussiano se a lei
condicional de ¢; relativamente a tribo g,_;, £ (5t| §t71)’ ¢ a lei
normal centrada de variancia hy, N(0, v/hy).

Comecemos por analisar a coeréncia da definicdo, mostrando
que existem processos compativeis com a definicao anterior.

Tal existéncia é, em particular, assegurada pelo seguinte resul-
tado:

Teorema. Seja € um processo estocdstico real tal que
Vt € Z,ey = \/ ht 2, (5111)

com ht =H (61571, s Et—q; htfl, ceey htfp) =G (Etfl, Et—92, ) s sendo
G uma fungao real, estritamente positiva e mensuravel, e (Z;,t € Z)
uma sucessao de v.a.r.i.i.d., centradas e reduzidas e tais que Z;
¢ independente de g, ;. O processo ¢ é solucao de um modelo
CH(p, q)-

Além disso, € ¢ um processo condicionalmente Gaussiano se e
somente se € é solugao da equagao (5.1.1.1), com Z; v.a. reais cuja
lei comum é normal.
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Prova. Como hy = G (e¢—1,&—2,...) € Z; ¢ independente de g,_,
obtém-se

E(ede ) = VhE (Zile 1) = VME (Z) =0

Além disso,

V(ele,) = <\/_Zt

Relativamente a segunda parte do teorema é 6bvio que se a
lei das v.a.r. Z; é normal entao £ (5t| §t71) ¢ normal, centrada e
de variancia h;, pois é obtida da lei de Z; por uma transformacao
linear (note-se que v/h; ¢ constante para a lei condicional).

Se, por outro lado, € é um processo condicionalmente Gaus-
siano entao necessariamente e; pode explicitar-se na forma indi-
cada no teorema.

De facto, definam-se as v.a.r. Y; = t € Z, e provemos que

&t
/ )
~ . ~ ht
estao nas condicoes do teorema.

i) Comecemos por provar que £ (Y;|g,_;) ¢ normal centrada e
reduzida.

P (Y <zlg )

= P (Yt < xlgH) ,comg, | = (&4-1,6t-2, ) ,

§17 gtl) ’ P%_l' a-c

1
~
7N
8
&
N
I8
N
N—
~
1
=
&
o0
o)
o
8
m
=

onde F; e F' sdo, respectivamente, as fungoes de distribuicao das

leis N(O, hy (gt_1>> e N(0,1).

ii) Provemos agora que Y; ¢ independente de g,_,, Vt € Z.
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Defina-se, para todos [ > g e r > p, o vector aleatdrio
Ut—l = (Et—lv ey Et—qy s Et—1 ht—l; ) ht—p7 ceey ht—?‘) .

Quaisquer que sejam B € B(R) e C € B (Rl”) ,

P(Y,eB U 1€C) = / CPZ“ (dz) Py,_, (dy)
Bx

:/ N(0,1) (dz) Py,_, (dy)
BxC
= N(0,1)(B) Py, , (C),

do teorema de Fubini.

Assim Y; é independente de U;_1. Mas o (Ui—1) = g,_;, uma
vez que h;, sendo a variancia de uma lei Gaussiana centrada,
caracteriza essa lei, isto ¢, caracteriza a lei de et|lg,_;. Y; €,
assim, independente de g;_;.

iii) Vejamos finalmente que as v.a.r. (Y;) sdo independentes.

Sabemos ja que Y; é independente de g, ;. Além disso, por
construcao, Y; € g5 logo Y1 C g4, Vt € Z.

Assim, para todo o t € Z, Y; é independente de Y, ;, o que
implica a independéncia das v.a.r. (¥;). m

Algumas caracteristicas interessantes destes modelos podem
também ser de imediato obtidas como consequéncia da sua defini-
Gao:

1. A condicao F (Et\gtfl) = 0, que se pode interpretar como
uma condicao de ortogonalidade ao passado do processo, permite-
-nos concluir ainda a ortogonalidade e a inexisténcia de correlacoes
condicionais a qualquer passado do processo. Nomeadamente,

i) VheN, E (&g ) =0;

ii) Vh € N, Vk € N, Cov (e, e¢4n]&_1) = 0.

De facto, como g;_; C g;_1, para todo o h € N, vem das
propriedades da esperanca condicional

E(etle ) =E(E (eilg1)|en) =0.
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Quanto a propriedade ii), tem-se

Cov (er,er4nler-r) = E(ecrrnler—i)
= E (E (€t5t+h’§t+h—1)‘§t—k) )
atendendo a que g, p C g1, VR EN, Vk € N.

Assim, como &; ¢ g;,_;-mensurdvel, para todo h € N, obtém-
-se

Cov (e, erinlery) = E | etF (etynlerpn_1)|&r | =0.m

=0

2. Note-se que, relativamente a lei condicional, estes processos sao
centrados e nao correlacionados; nao sao no entanto, em geral, de
variancia constante (i.e., homosceddsticos), pelo que nao sao rui-
dos brancos no sentido cldssico. Chamar-lhe-emos genericamente
processos de erro.

Vejamos agora que tais processos sao rufdos brancos, desde que
sejam processos estaciondrios (no sentido fraco).

De facto, por hipétese, V (g;) existe e ¢ independente de ¢.

Além disso,

E(et) =E(E (&]g1)) =0
Cov (et,e141) = E (ee14n) = E (e0E (et4nlg14n-1)) =0, h € N.

Finalmente, Cov (g4,e1-p) = Cov (e, er4p), da hipétese de
estacionaridade. m

3. Esta familia de processos permite modelar processos de erro
nao gaussianos. Tem-se, em particular, a propriedade seguinte:

Um processo de 2¢ ordem condicionalmente Gaussiano nao é
necessariamente marginalmente Gaussiano.

Com efeito, seja ¢ um modelo CH(0, 1) condicionalmente Gaus-
siano de 2% ordem, isto &,
L (etlg_1) =N (0,vhy) , com hy = H (g4-1)..
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Suponhamos, por absurdo, que ¢; segue a lei normal centrada
de variancia o7.

Nestas condigbes o vector aleatério (g, ...,e¢4n),n € N, € um
vector absolutamente continuo de densidade

fEt,...,€t+n (xla ceey $n+l)

= fgt (xl) f6t+1‘€t (1‘2) “‘fEtJrn‘(EtJrn,l,...,Et) ($n+1)

_ 1.2 1.2
x _—— ——
25271 1 Ty 2 1 e hiin Tnt1

t —_— e T
v/ 2mhiy1 \27mhiqn
2 n g2
1( 21 Tit1
(5 Ea)
)

1,
V2mot

i=1 i

1
_ n+1 €
(27I’) 2 ogr/ht+1...A/ht4n

que ¢ a fungao densidade da lei normal em (R™*!, B (R"™1)) cen-
trada e tendo por matriz de covaridncia a matriz diagonal

of 0 0
0~ 0
Ti=10 0o . o0
0 0 .. hin

O processo € é, assim, de componentes nao correlacionadas pelo
que, integrando um vector aleatério Gaussiano, seriam indepen-
dentes. A variancia condicional seria assim independente dos va-
lores passados do processo, o que contradiz a hipétese. m

4. O aspecto leptocirtico da distribuicao marginal é outra carac-
teristica destes modelos a qual é, em particular, compativel com
as distribuigoes empiricas de dados de natureza financeira sobre-
tudo obtidos em alta frequéncia. De facto, a curtose associada a
estes processos é, em geral, superior & da lei normal centrada e
reduzida.

Suponhamos para o efeito que o processo é condicionalmente
Gaussiano e admite momentos até & ordem 4. Entao, da normali-
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dade da lei condicional e da desigualdade de Schwartz vem
E(el) = E(B(cf]an)) =38 |(B(Fan))’]

3[E(B(<]e))]" =3[B@E)],

\Y]

B(e})

é
2112
pemt | 5)
superior ou igual ao valor 3 correspondente a curtose da lei normal.
Além disso, podemos escrever K na forma,

(2 (H2)))

o que permite concluir que o coeficiente de curtose K =

B ()’
3 [EE) B ((E (f])’) - (B (B (Fa)’]
B )]
- V[E(f]g)] _g V] 7
B3] [E ()]

pelo que estes modelos sdo leptoctirticos sempre que a funcao hy
for aleatéria, isto é, sempre que estamos perante modelos condi-
cionalmente heterosceddsticos no sentido estrito da definicao. m

A escrita anterior permite ainda observar que a curtose estd
directamente ligada a uma medida natural da heteroscedasticidade
condicional.

5.1.2 Diversas modelagoes condicionalmente
heteroscedésticas

Desde os modelos pioneiros, introduzidos por Engle em 1982
e designados por ARCH, a permanente procura de uma cada vez
melhor descri¢ao da realidade levou ao aparecimento, na literatura,
de miiltiplas generalizacoes de tais modelos.

A definicao destes modelos passa obviamente pela especificagao
da forma funcional H. Tal especificacdo permitird ainda deduzir
caracteristicas particulares de cada um de tais modelos.
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Passamos de seguida & apresentagao de uma seleccao de tais
fungoes que, em nosso entender, ilustram os objectivos subjacentes
a tal estudo. Seja entao ¢ = (g4,t € Z) um processo estocdstico real
seguindo um modelo condicionalmente heteroscedéstico.

Formulagoes auto-regressivas

1. Modelos ARCH(q) (Engle, 1982)

Diz-se que € segue um modelo com heteroscedasticidade condi-
cional auto-regressiva de ordem q (ARCH(q)) se,

q
VteZ, V(etlgi1) =he=ao+ Zaﬁ%m
=1

comag >0, a; >20,2=1,...,q.

Uma consequéncia imediata desta formulagao quadritica é a
facilidade com que garantimos a sua positividade.

Outra consequéncia interessante, e que justifica a designagao
auto-regressiva associada a estes modelos, é o facto de tal for-
mulacao ser equivalente a uma representacao auto-regressiva de
ordem g para o processo 2 = (6?, te Z).

De facto, introduzindo a inovacdo do processo &2,
u =¢? — F (etg } fol), vem das propriedades da esperanca condi-
cional

w = & —E[E(&f|g1)|ei1], pois &1 C g1,

= 5% —F [ht|§?fl] = 6% — ht.
Assim

q
2 _ 2
€ =g + QuEr_; + Ug,
=1
com

E(uw) = E(E(&f —hilg)) = E(B(cf|e-1) = B (lulea))
— E(h—hy)=0.
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Note-se, no entanto, que a inovagao (us, t € Z), embora sendo
centrada e mesmo eventualmente de varidncia constante, é, em
geral, condicionalmente heterosceddstica.

De facto, se o modelo é condicionalmente Gaussiano, temos

E (u?‘ §t—1) = F (Ef +h2 — 2€t2ht} gt_l)
B (e + = 2B (22 )
= b (5§|§t71) — hi = 2h3,

tendo em conta que, sendo a lei condicional Gaussiana centrada e
. 2
de variancia h, £ (521’ g1)=3(E (5?! g-1))" =3hi.

Estes modelos foram estudados por Engle, sob a hipdtese de
normalidade da lei condicional, e utilizados para estimar a média
e a variancia da taxa de inflagdo do Reino Unido (Engle (1982)) e
dos Estados Unidos (Engle (1983)).

Tais estudos, em particular a representacao auto-regressiva
anterior, conduziram a resultados compativeis com a jd referida
conjectura de Mandelbrot conforme se deduz da frase, presente
em Engle (1982), the ARCH effect is found to be significant and
the estimated variances increase substantially during the chaotic
seventies.

Vejamos agora algumas propriedades particulares dos modelos
ARCH.

A variancia condicional a qualquer passado de um processo &
verificando um modelo ARCH(q) pode escrever-se na forma

V(Et‘étfh) = E(E%‘étfh)

2 2 2
= f (Etfiw €t—h—1s " Etfhqurl) +
+ g (Ut, Ut—14 ey ut7h+1) )

= BT 2 2
onde f e g sao transformacoes lineares afins de €;_,,e; ;,_;,...,
5§_h_q+1 e deuy, Up—1, ..., Us_p11, respectivamente. As expressoes
destas funcoes f e g, de complexidade crescente com ¢, podem
obter-se substituindo sucessivamente €7_1, ..., 5?7h 1
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Deduzamos essas expressoes no caso particular em que q¢ = 1.

Propriedade. As varidncias condicionais a qualquer passado de um
processo ¢ verificando um modelo ARCH(1) sdo dadas por

1—af 5,
VheN, V (eilgp) = ao7— o T rE

Prova. Usando recursivamente a forma AR, 5? = ap+ ozlf-:%_l + ug,
decorre

g = aptoar (et argi o +uw-1) +w

= a(l+m)+a? (a0 + el 5+ Up—2) + Q11 + uy

2 2 2
= Qg (1 + a1 + Ozl) + Ol?et_:g + ajur—o + oqup—1 + Ut

h—1
= <1 +og+ ...+ oaiLA) + o/fs-:f,h + Zo/lut,j
J=0
h—1
1—of h_2 j
= Qo +afely, + ) afuy.
1-— (6731 =0

Assim, das propriedades da esperanca condicional

h

h_2
+ ayer_
1_a1 1th7

Vv (5t|§t—h) =F (5?‘ §t—h) = Qg
ja que, para j € {0,1,....,h — 1},
E (ut-jlgr-n) = E(E (el —hi—jlerj1)|gp) =0.m

O teorema seguinte analisa a propriedade de estacionaridade
fraca de um modelo ARCH(q).

Teorema.

1. Se € ¢ um processo estocastico real estaciondrio satisfazendo
um modelo ARCH(q) entao

q
Z a; < 1.
=1
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2. Se € ¢ um processo satisfazendo um modelo ARCH(q) tal que

q
>« < 1, entd@o € ¢é assintoticamente estaciondrio de 2% ordem.
i=1

Prova.
1. Se o processo é estaciondrio entdo ¢ de 2 ordem e tem-se

E(e}) = E(E (5?}%—1)) =ap+ ZOHE (€t2—i) ;

da estacionaridade decorre entao

(1 — ZO&Z> E(&%) = Qj,

0 que, tendo em conta a positividade da variancia e de «q, implica
q

Z a; < 1.

i=1

2. Suponhamos agora que ¢ satisfaz um modelo ARCH(q), i.e.,

q q
\% (Et|§t71) =aqp+ Zaiaf,i e Zai < 1.
i=1

=1

Entdo, da forma AR obtida para €2 e tendo em conta que
E (u;) = 0 vem, integrando ambos os membros da igualdade,

q
E(E?) =g + Z a; B (5?71-) .
=1

Note-se que os integrais envolvidos existem, podendo nao ser fini-
tos, uma vez que temos fungoes mensuraveis positivas.
Assim, se as raizes do polinémio caracteristico associado a

q .
equagdo homogénea, o (L) = 1 — Y «a;L', estdo no exterior do
i=1

cfrculo unitério, a sucessao F(g7) converge e entdao o processo € é
de 2% ordem e assintoticamente estaciondrio.
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Vejamos entao que as raizes de « (L) estao no exterior do cir-

q
culo unitédrio se e somente se Y «a; < 1.
i=1

q
i) De facto se Y a; > 1 entao a (1) <0.
i=1
Mas como « (0) = 1, existiria, nestas condigoes, uma raiz real
no intervalo |0, 1], o que contradiz a hipdtese.
q
ii) Por outro lado, se ) a; < 1, suponhamos que existe uma
i=1
raiz z de a (L) de médulo inferior ou igual a 1.
Nestas condicoes,

1= E ozt = g ;2"
i=1 i=1

0 que é uma contradicao. m

q q
< Zai |z|]" < Zai <1,
i—1 i—1

Como consequéncia do teorema anterior deduzimos que um
processo estocdstico estaciondrio verificando um modelo ARCH(q)
é centrado e tem varidncia dada por

q
Ve = a—g’ com Zozi < 1.
1-— Z «; =1
i=1

O aspecto leptocurtico dos modelos ARCH ¢ analisado de modo
simples nos modelos condicionalmente Gaussianos de ordem 1.

Propriedade. Se € ¢ um processo estocdstico real satisfazendo um
modelo ARCH(1) condicionalmente Gaussiano tal que

30¢%<1

entao o seu coeficiente de curtose K é dado por

2
1—-0of

K=3—%=—
1 —3a?

> 3.
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Prova. Se 304% < 1 entao a; < 1, pelo que o processo ¢ assintoti-
camente estaciondrio de 2* ordem tendo-se

QaQ

V(Et) = 1_ 011‘

Por outro lado, como o modelo é condicionalmente Gaussiano,

E(efle) = 3(E(e]e1))
= 3(af +afet | +2a00] ).

Integrando ambos os membros da igualdade anterior de funcées
mensurdveis nao negativas, vem

4 _ o 2 2 4 6agon
E(g}) =305+ 303F (e/_1) + T—a
Assim, se as raizes do polinémio caracteristico associado
a(L) = 1 — 3a2L estdo no exterior do circulo unitdrio, i.e., se
3a2 < 1, a sucessdo E(e}) converge e o processo ¢ tem momento
de 4* ordem constante.

Assim

303 (1+ 1)

1—o) (1—3a3)’

B ) -

0 que permite concluir. m

A representacdo auto-regressiva de ordem ¢ obtida para
g2 = (6%,1& € Z) permite ainda obter, quando este processo é esta-
ciondrio, uma equacao de recorréncia linear para a respectiva fun-
¢ao de autocovaridncia, designadamente,

q
Vk €N, v(k) = Cov (e},¢7_;) = Zam(k —1).
i=1

Este sistema de equagoes pode ser usado na identificagao do mo-
delo e, em particular, na determinacao da ordem de atrasos q.
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2. Modelos ARCH(g) exponenciais e em valor absoluto
(Engle, 1982)

No trabalho pioneiro de Engle (1982) surgem ainda outras for-
mulacoes para a equacao de evolugcao da varidncia condicional.
Destas destacamos os modelos exponenciais e os de valor abso-
luto.

Diz-se que € segue um modelo ARCH(q) exponencial se

q
Vt€Z, V (etlg1) = Iy = exp (040 + Zai5t2—i> )
i=1

onde ag, a1, ..., o S0 reais arbitrérios.

Este modelo apresenta a vantagem da varidncia condicional
ser positiva para todos os valores dos pardmetros, mas conduz a
processos que nao tém variancia finita.

Em contrapartida os modelos de valor absoluto, que vamos
definir de seguida, exigem tal como os ARCH originais a positivi-
dade dos coeficientes, mas apresentam, segundo Engle, a vantagem
de conduzir a processos de varidncia finita quaisquer que sejam os
valores admissiveis de tais coeficientes.

Diz-se que ¢ segue um modelo ARCH(q) de valor absoluto se

q
VEeZ, V(etlg 1) =hi=ap+ Zai les—i ,
i=1

onde a9 >0, ; >0, i =1,...,q.

Uma generalizacao dos modelos ARCH(q) exponenciais foi apre-
sentada por Nelson (1989). De facto, este autor introduz os proces-
sos ARCH ezponenciais (E-ARCH) nos quais a varidncia condicional
h: € tal que

—+00

Vt € Z, loghy = ay + Zﬁtg (Zi—i)
i=1
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onde as varidveis aleatérias Z; sao independentes e identicamente
distribuidas e Z; é independente de g;_;, para todo t € Z, e tal
que & = VhiZy; além disso (ou,t € Z) e (B;,t € Z) sdo sucessodes
de nidmeros reais e ¢ uma funcao que permita ter em conta quer a
grandeza quer o sinal de Z;.

Nelson introduz estes modelos a fim de dar uma resposta a
criticas, por ele préprio levantadas, as principais formulagoes condi-
cionalmente heterosceddsticas surgidas até aquela data na lite-
ratura. Com efeito, tais formulagoes, sendo quadréticas, nao per-
mitem ter em conta o sinal do processo na evolugao futura da sua
variancia condicional; por outro lado, as restrigoes de positividade
dos coeficientes, que em geral devem ser consideradas, provocam
problemas numéricos na fase da correspondente estimacao.

3. Modelos ARCH nao lineares de ordem ¢ (NARCH(q))
(Higgins and Bera, 1990)

Diz-se que € segue um modelo ARCH nao linear de ordem gq
(NARCH(q)) se

=

q
VEEZ, by = |ao (02) + 3 ai ()]
i=1

onde 02 >0, o; >0,i=0,...,q,0 >0 e ij a; < 1.
i=1

E interessante notar que a funcao presente nesta formulacao
da varidncia condicional é considerada em Economia a funcéo de
producao com elasticidade de substitui¢ao constante (Arrow and
al, 1961). Nota-se que a elasticidade de substitui¢ao, que vale 1%5,
toma valores no intervalo |1, +oo[ desde que ¢ € |0, 1].

Ora, quando § é igual a 1, reencontramos uma formulagao
ARCH(q). Além disso, se ¢ ¢ estaciondrio

V(er) = ——.
1-— Z (67
=1
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0 que, substituindo na defini¢ao de h;, conduz a

q q
V (etlgr_y) = = (1 - Zai> Vier) + Zaisf,i
i=1 i=1

e permite interpretar a varidncia condicional como uma média pon-
derada da variancia “global” e das variancias “locais” €2_4, ..., 5%,(1.

Assim se, de forma heuristica, a varidncia condicional for en-
carada como output e as varidncias “global” e “locais” como input,
entdo o modelo ARCH(q) tem a forma de uma fungao de produgao

linear com elasticidade de substituicao infinita.
4. Modelos threshold ARCH de ordem ¢ (TARCH(q))

Como ja observamos, os modelos considerados apresentam uma
importante limitagao resultante da formulagao quadratica retida
para a expressao da variancia condicional. Com efeito, a influéncia
dos valores passados do processo na variabilidade instantdnea da
série nao tem em conta os seus sinais, mas apenas 0S seus va-
lores absolutos. Ora, em particular no caso das séries financeiras,
surgem frequentemente assimetrias na variabilidade; por exemplo,
a variabilidade é em geral maior depois de um decréscimo do que
de um acréscimo de igual valor absoluto.

Os modelos threshold ARCH (ARCH com limiares), introduzidos
em Zakoian (1990), pretendem dar uma resposta a este problema.

Diz-se que € segue um modelo threshold ARCH de ordem q ou
ARCH com limiares de ordem q (TARCH(q)) se,

q q 2
VteZ,V (Et\gt,l) =hy = (040 + Zaz‘,+ & — Zai,— Et_i> J
i=1 i=1

com ag >0, oy >0, o;— >0, ¢=1,...,q, e onde El+ = eillfe, >0
€ El_ = 51H{€[<0}7 leZ.

Estes modelos apresentam caracteristicas idénticas as dos ARCH
ja que pequenos (resp. grandes) valores do processo sao geralmente
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seguidos por pequenos (resp. grandes) valores. Tém no entanto a
vantagem de permitir ter em conta o sinal do processo.

Pode também obter-se uma representagao auto-regressiva para
uma fungao do processo (vector de espago de estados). Com efeito,
em Zakoian (1990) sao dadas condigbes para que o processo es-
tocastico de R, w = (wy,t € Z), tal que

(V2 (o2 et e
wy, = [(e)"s (er) el e el et e 61 1r 61 Ets oo
+ .+ + .- -+ - = + -
€ Et—q+1°Ct Et—q+10 €t Et—q+10Et Et—qr1oEt 1€t ]

verifique a equacao de recorréncia

q
wy = b+ ZBiwtﬂ' + 1y
i=1

onde (n;,t € Z) ¢ um processo vectorial tal que E (n,|w; ;) =0,
b ¢ um vector de dimensao 4q e B; (i=1,...,q) sao matrizes
quadradas de ordem 4gq.

Analisemos tal representacio e algumas das suas implicagoes
no caso particular de um modelo TARCH (1) condicionalmente Gaus-
siano.

Consideremos entao um processo estocdstico € tal que

{ Et =V htZt )

he = (a0 +ael —Be )

onde (Z;,t € Z) é uma familia de varidveis aleatérias indepen-
dentes, identicamente distribuidas, normais, centradas e reduzidas

tais que, para todo o t € Z, Z; é independente de g,_;.
O processo w é agora tal que

Wy = [(5;_)27 (815_)276:_7615_],‘

Ora, nas condigoes acima consideradas, e tendo em conta a sime-
tria da lei de e¢|g,_;, vem

E( () |em) =B (&) ]am) = 3B (] 2m0)
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(w0 +aef | - 55;1)2

N|=

— 2 2/ — \2
of + ooy — a0y + 307 (5,)" + 36 (6,1)

N|—=

pois £ (5?‘@,1) =L (—6{}@,1), ee=¢/ +e e gfe, =0.
Além disso,

1
E (€t+‘§t—1) = —E(€;|§t_1) = \/—2—7‘_\/ ht
1

Por outro lado, tendo em conta que g;,_; = w;_;, tem-se

P(E ) | [ B(E)]an)

E( ()2 w,. E |-
E (wt’wtfl) = <(€t ) - 1> = <(€t ) = 1)

E (e |w;1) E(ef|g1)

E (e |w;1) E (e |2i1)
Assim, obtém-se facilmente

30% 38 agr —aof 1ad

goﬂ ;BQ aper —apf %a%
E (ww, ) = 0 0 \/% _\B/% wi—1+ x/T{rao

0 0 —\/%—ﬂ_ \/_2_7'(' _ﬁao

de onde decorre a representacao auto-regressiva anunciada con-
siderando o processo de inovagao 7, tal que

Vt € Z,my = wi — E (we|w,_;) . m

A representacdo auto-regressiva anterior permite-nos analisar
as condicoes de estacionaridade de 2 ordem de um tal modelo.
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Teorema.
1. Se € é um processo estocdstico real estaciondrio satisfazendo
um modelo TARCH(1) condicionalmente Gaussiano entao

o+ 5% < 2.

2. Seja € um processo estocdstico real seguindo um modelo
TARCH(1) condicionalmente Gaussiano tal que

o+ 5% <2
Nestas condicoes € é assintoticamente estaciondrio de 2¢ ordem.

Prova.
1. Se o processo ¢ estaciondrio entao é de 2* ordem e tem-se

E(s%) = E(FE (5?‘&71)) = E(E (hth}gt,l))
= E(mE(Z}g, 1)) = E(he),

uma vez que E (Zf‘gt_l) =K (th) =1.
Mas

2

he = (oo +aet, - Bery)’ = (ao+ (0 25, — BZ7,) Vhia)
pelo que
Bh) = ad+EB|(aZfy—B8%71) hi]
+200F [( 2 = B221) V]
= b+ B0z - 87,)"] Bl
+200F [(a 2y~ BZ20) ) B | vhea) |

tendo em conta que, para todo ol € Z, Z; é independente de g;_;.
Da estacionaridade de ¢, decorre entao

(1 _E [(azj_l _ 52;_1)2]) E(hy)
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— a3 +2mF [(a 2}~ BZ; )] E [w/—hH] :
o que implica, tendo em conta a positividade de

o +200F [(aZf - BZ )] E [\/htfl] )
Bl(aZi 820" <1.

Mas, prova-se facilmente que

El(azt,-827,)"] = (02 +6) B (2F,)* = @.

2. Suponhamos agora que ¢ satisfaz um modelo TARCH(1)
condicionalmente Gaussiano tal que o2 + 5% < 2.

Da expressao obtida anteriormente para E (wt| wtfl) , onde w
é o processo vectorial de espago de estados associado a e, deduz-se
que para todo t € Z,

%012 %52 apa —apf %a%
502 367 aa  —aof 103
E(w) =" 0 = _ b | Ewa)t iao ;
V2T V2T 2m
V2T V2T V2T

pelo que a sucessao (E (wy),t € Z) satisfaz uma equagao de recor-
réncia linear vectorial.

Designando por A a matriz factor de F (w;—1), temos que se
as rafzes do polinémio A(z) = det (I — Az), associado & equacio
homogénea, estao todas no exterior do disco unitédrio, entao a
sucessao E(w¢) converge (Gouriéroux, Monfort, 1990, cap. VIII).

Da expressao do vector E(w;) decorre entdao que, naquelas
condigoes, o processo € ¢ de 2 ordem e assintoticamente esta-
ciondrio.

Mas, da defini¢ao de valor préprio da matriz A decorre que as
raizes do polinémio A(z) estao todas no exterior do disco unitario
se e 86 se os valores proprios da matriz A forem em mdédulo estri-
tamente menores do que 1.

Tais valores préprios sao as solugoes da equagao
det (A — M) = 0. Ora a matriz A — A\ é a seguinte matriz tri-
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angular por blocos

An A
A— X =
[A21 /122}7
com
102 )\ 132 a )\ B
27 3F v
. apar —apf | 100
A = [aga —agﬂ}’ A21[O O]'
Assim

det (A — /\I) =0 <= det A11 det Ay = 0.
A resolugéo desta equagao conduz aos seguintes valores préprios
<0 0 o? 4 32 a+ﬂ>
) 9 2 9y \/ﬁ M

A condicao de estabilidade de solugao é entao equivalente & veri-
ficacao do sistema

a2+ p32<2
a+ B <21’

isto ¢, equivalente a o + 5% < 2, pois a segunda desigualdade
decorre como consequéncia.

Do teorema anterior podemos concluir que se a2+ 3% < 2 entéo
€ é centrado e tem varidncia dada por

20 V21 +a+
2— (a2 +B%) Vor — (a+B)

A dedugao dessa varidncia envolve calculos matriciais pesados
que nao vamos aqui apresentar em detalhe. Indiquemos apenas o
processo de cédlculo que deverd seguir-se.

Se a2 4 2 < 2, decorre da equacio de recorréncia linear para
a sucessao (E (wy),t € Z)

Vier) =

(I —AL)E (w;) =b<+<= E (w;) = (I — AL)""b,
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/
1 1 1 1 .
onde b = < 50[% 5043 T 0 T 5s 00 ) e L é o operador atraso

actuando sobre t.
Mas como L ¢ invariante para func¢oes constantes vem que

(I—AL) ‘b= (f <I>iLi> b= f Pib=(I—A) 1o,

1=0 =0

isto é,

Assim tendo em conta que

V() =E(e})=E <(5j)2> +E <(5;)2> ;

o calculo da variancia decorre da inversao da matriz

L,
la 1-15 apa —apf8 Bi1 B
I-A= 0 0 1- > L2 -
= \/% Bs1 B
0 0 v, ey~

que representamos por blocos com notacoes evidentes.

Usando o resultado de inversao de uma matriz por blocos
(Gouriéroux, Monfort, 1989, vol.Il, p.459), e tendo em conta a
forma triangular obtida, vem

_ B! —B'Bi2Byy

(I—A) 1_ 11 11 " 2 |
0 By,

cujo célculo conduz ao valor pretendido.

Note-se que nos resultados anteriormente apresentados tem pa-
pel determinante a caracterizacao obtida para o processo no caso
de lei condicional Gaussiana. E facil concluir que podem ser obti-
dos resultados andlogos com leis condicionais mais gerais desde

|\
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que se assuma que o processo ¢ solugdo de uma equacgao do tipo
et = VM Zy, onde (Z;,t € Z) ¢ uma familia de varidveis aleatérias
independentes, identicamente distribuidas, centradas e reduzidas
tais que, para todo o t € Z, Z; é independente de g,_;.

Mediante as condicoes de existéncia dos momentos de ordem
quatro da lei marginal de g¢, pode avaliar-se o valor da curtose de
tais distribui¢cGes bem como a sua evolucao em funcgao dos para-
metros de heteroscedasticidade. Zakoian (1990) detalha este es-
tudo no caso de um modelo TARCH(1) condicionalmente Gaus-
siano.

Formulagoes auto-regressivas generalizadas

1. Modelos ARCH generalizados de ordens p e ¢
(GARCH(p, q)) (Bollerslev, 1986)

As formulagoes da variancia condicional que temos vindo a
apresentar sendo baseadas em relagoes auto-regressivas podem
conduzir, na pritica, a uma ordem de atrasos bastante grande.
Para minimizar tal problema, Bollerslev (1986) propoe uma ge-
neralizacao dos modelos ARCH onde ¢é considerada uma dindmica
auto-regressiva média moével. De facto, Bollerslev faz depender a
varidncia condicional nao s6 do passado do processo mas também
do seu préprio passado; os modelos consequentes foram designados
por ARCH generalizados ou, de forma abreviada, por GARCH.

Diz-se que € = (e¢,t € Z) segue um modelo ARCH generalizado
de ordens p e ¢ (GARCH(p, q)) se a sua variancia condicional ¢ tal
que

q p
VteZ,V (5t|§t—1) =hy = ag + Zaﬁf_i + Zﬁjhtfja
i=1 j=1

onde g > 0,0, >0, i =1,...,q, B; 20, j=1,...,p.
Esta formulacao permite-nos reescrever a variancia condicional

de modo a obter uma representagao que descreva a evolugao do
processo no tempo.
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De facto, considerando a inovagao correspondente ao quadrado
do processo, isto ¢, o processo

w=c; —E(ef|ef 1) =ef —E(ef|gi1) =i — i, t € Z,

vem

q p p
2 2 2
& = ao+ E aigr_; + E Bjegi—j — E Bjut—j + u
i=1 j=1 j=1

max(p,q) p
= a0t > (+B)ei— > Bjuj+u,
i=1 j=1

onde a; =0, i>qe;, =0, i>p.

A representacao encontrada é, para o processo 52, do tipo
ARMA (max(p, q),p); a inovagdo u nao &, tal como vimos no caso
dos modelos ARCH, necessariamente homosceddstica.

Esta representacao permite estudar a estacionaridade de 2¢
ordem de tais modelos.

Analogamente ao que vimos no caso dos modelos ARCH mostra-
-se, (Gouriéroux (1992), p.44), que este modelo ¢ assintoticamente
estaciondrio no sentido fraco se os parametros envolvidos na defini-

¢ao sao tais que
q P
et g <l
i=1 j=1

Além disso, também de modo anélogo ao visto no caso dos modelos
ARCH e TARCH, pode mostrar-se a necessidade desta condigao para
a estacionaridade de um processo seguindo um modelo GARCH.

A representacdo ARMA obtida conduz ainda a uma equagao de
recorréncia para a funcdo de autocovariancia de €2, quando ¢ é
estaciondrio,

max(p,q)
i=1
que foi usada por Bollerslev(1986, 1988) na identifica¢do do modelo

e, em particular, na determinagao das ordens pe gse ¢ > p e
somente p no caso contrario.
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2. Modelos ARCH em meédia de ordem g (ARCH-M(q))
(Engle, Lilien and Robbins, 1987)

Os modelos ARCH em média ou ARCH-M (Engle, Lilien and
Robins (1987)), nos quais a variancia condicional aparece como
varidvel explicativa da média condicional, poderao estar mais adap-
tados & descricao da influéncia da volatilidade no modelo.

Seja € um processo estocdstico real seguindo um modelo
ARCH(q). Diz-se que um processo estocdstico Y = (Y3, t € Z) segue
um modelo ARCH em média de ordem q (ARCH-M(q)) se

Y = Xib+0hs + &4

q
he =g+ > cie? 7
i=1

onde Xy,t € Z, sao varidveis aleatérias reais explicativas.

Uma generalizacao imediata de tais modelos sdo aqueles em
que o processo € segue um modelo GARCH(p, q).

3. Modelos TARCH generalizados de ordens p ¢ q
(GTARCH(p, ¢)) (Rabemananjara and Zakoian, 1992)

Seguindo a ideia de Bollerslev (1986), ¢ proposta em Rabe-
mananjara e Zakoian (1993) uma generalizagao dos modelos TARCH,
os modelos GTARCH, nos quais a variancia condicional tem também
prevista uma dindmica endégena.

Os processos GARCH com limiares de ordens p e ¢, ou
GTARCH(p, q), tém como principal objectivo modelar assimetrias
na variabilidade tendo em conta, de modo distinto, a influéncia de
valores simétricos do processo subjacente.

Diz-se entao que um processo € segue um modelo TARCH ge-
neralizado de ordens p e q (GTARCH(p, q)) se admite como varian-
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cia condicional a fungao

2

q q p
VteZ, hy = | ag + Z Q; E;Zi - Z o &+ Zﬁﬂ htfj R
i—1 i—1 j=1

comap >0, a;+ >0, a;— >0, i=1,...,q,e 8; 20, j=1,....p.

Constatamos, aquando do estudo dos modelos TARCH, que a
introducao simultanea, na definicdo da variabilidade, dos proces-
sos €T e €~ complica fortemente a obtencdo de uma dindmica
linear, do tipo ARMA, para uma funcao do processo. Obviamente,
neste caso mais geral, tal estudo serd ainda mais pesado sob o
ponto de vista calculatério. Houve assim necessidade de procu-
rar outra metodologia para, em particular, analisar as questoes de
estacionaridade do processo subjacente.

Tal metodologia baseia-se fundamentalmente na obtencao de
uma representagao Markoviana multivariada do tipo auto-regressi-
vo com coeficientes aleatérios da qual se deduz a solucao esta-
ciondria para o processo €. Nomeadamente, em Gongalves e
Mendes-Lopes (1994, 1996) sao obtidas condigbes necessérias e su-
ficientes de estacionaridade forte e fraca para processos ¢, seguindo
um modelo TARCH(g) ou GTARCH(p, ¢), solu¢do de uma equagéao
do tipo e, = VhiZ;, onde (Z;,t € Z) ¢ uma familia de varidveis
aleatérias independentes, identicamente distribuidas, centradas e
reduzidas tais que, para todo o t € Z, Z; é independente de
&;_1- Estes resultados generalizam o estudo efectuado no trabalho
pioneiro de Zakoian (1990), para analisar a estacionaridade forte
de um modelo TARCH(1) condicionalmente Gaussiano, que vamos
detalhar neste texto.

Seja € = (e¢,t € Z) o processo estocdstico real (p.e.r.) definido
por

Et = htZt
_ ,(5.1.2.1
{ hi = a+ Bef | —ve, 4 ( )

onde « >0,8>0,v>0e Z = (Z,t €Z) é um ruido branco
gaussiano de varidncia unitdria tal que Z; é independente de g,_;.
Além disso, verifica-se a seguinte hipotese:
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H: Asvar. A = BZ —~vZ;, t € Z, sio tais que F (In A;)
existe e é estritamente negativa.

a) Comecemos por mostrar que (hy,t € Z) verifica a seguinte
equacao de recorréncia:

p
ht =all + ZAt—lAt—Q-‘-At—j +At—1-~At—p—lht—p—1- (5122)
j=1

De facto,
he = a+Belq—ve,

o+ ﬁht,thtl - ’yht,1ZI;1
= a+ A b1 =a+ A1 (a+ Aiahi—2),

pelo que repetindo recursivamente este procedimento se obtém a
equacao referida.
b) Provemos agora que p.e.r. Y = (Y, t € Z) tal que

P
Y, = 1 li .C. Ay 1Ay 9. Ay
t =« +p—1>Eloo(qc)Z t—1A¢—2... A
J=1
existe e é uma solucdo fortemente estaciondria da equagao de recor-
réncia (5.1.2.2).
Para ver que Y estd bem definido basta verificar que a série

+o0o
> AaAr g Ay

j=1

é quase certamente convergente. De facto, usando o critério de
Cauchy tem-se

lim (q.c):S!  logAs;
lim (g.c.) (A—1A1—2..Ar)T = 614»+oo(q )T 2iz1 log Ar

l—400

~l=

= 65<1,
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pois, como as v.a.r. log A; 4, ¢ = 1,2,...,1, sdo i.i.d. e tém valor
médio, decorre do teorema de Kolmogorov que

l
1
lim (g.c.) 7 Zlog A e E (log A;) =6 < 0.

l
teo i—1

Y é solucao da referida equacao de recorréncia pois é facil
verificar que Y; = oo+ As_1Y: 1.

Finalmente, a estacionaridade forte de Y decorre do facto deste
ser uma fun¢ao mensurdvel de Z, que é um processo fortemente
estaciondrio por se tratar de uma sucessao de v.a.i.i.d..

c¢) O processo Y é, q.c., a tnica solugao fortemente estaciondria
de (5.1.2.2).

De facto, sendo V = (V;,t € Z) uma outra solucao fortemente
estaciondria de (5.1.2.2) tem-se

|KE - ‘/t| = Atfl---Atfpfl D/tfpfl - ‘/tfp71|
< Atfl'--Atfpfl (!thpfﬂ + ‘V;‘/fpfl‘) ) Vp eN.

Entao

13
Ve > 0, P(IYi— Vil >2) < P (ArtocArpt [Vipa| > 5)
g
+P (A1 Arpo [Vipoa] > 5) .

Seja § um real positivo arbitrariamente fixo e escolhamos M e M’
tais que P (|Y;| > M) < % e P(|Vi| > M') < %. Note-se que esta
escolha é independente de t atendendo & estacionaridade forte dos
processos. Assim

P(‘}/;j — V;g| > E) <P (At—lmAt—p—l > ﬁ) +P(|Y2_p_1| > M) +
+P (A1 A p1 > 55p) P (Viepa| > M)

Mas, da hipétese ‘H e do teorema da convergéncia de Kol-
mogorov, tem-se

p+1

. . Z h’lAt_i
pll}gloo (ge)Ar 1. Arp = pEI—{loo (g.c.)e=t

D
plmei>
= lim (q.c.)e <pi=1 =0

p—-too ’
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pelo que P (]Y; — V| >¢) < §, com § qualquer arbitrariamente
pequeno, isto é,
Y=V, P-q.c..

d) Se os parametros [ e v sao tais que B% +~% < 2, entdo o
processo Y ¢ forte e fracamente estaciondrio.

Para provar que Y é fortemente estaciondrio basta provar que,
nestas condigoes, E (log 4;) < 0.

Da desigualdade de Jensen

N

E (log Ay) < log (E (Ay)) < log (E (47))? <0,
pois
E(4?) = BE(Z})++2E (7))’
= e =TT

Para concluir que Y é fracamente estaciondrio basta agora
provar que

2
F (Yp) = o?E |:<1 + Zj—:cxl) AtflAt72...At,j> :| < +00.
Ora
E(Y?) = o*{1+ 2515 B (A 1A 0. Arj)+

S IS El(Ar 1A Ar ) (A1 Ao Ay i)}

A convergéncia destas séries decorre entdao das seguintes ma-
joragoes, decorrentes da aplicagdo da desigualdade de Schwartz,

<.

E (A1 ArsoAr_j) = B (A1As.. Aj) = [E (A1)

E(A—1 Ao Arj) (A1 Ar_oo Ayy)]

I=

1
2

<E [(At_1At—2.--At—j)2} E [(At—lAt—Q...Atfk)ﬂ :
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j+k
= [B(4)]7 .
2
De facto, sendo 0 = (5 ;72),
“+00 0
N E(A A g Ay ) < ——
: 1-6
7=1
€
+00 +o0
DY E[(Ar1A 2. Ary) (A 1Ara. A )]
j=1 k=1
400
_ ZE[(At_lAt_g...At_j)Q +
j=1
+o0o 400
2> ) E[(Aia A g Ay ) (A1 Ao Ary)]
j=1 k=j+1
02 +oo +oo - 02
< 2 00T = .
S Tt 2 (1- 07

j=1k=j+1

e) Vejamos agora que Y é também a unica solugao fracamente
estaciondria de (5.1.2.2).

Seja V' = (V4,t € Z) uma outra solugao fracamente estaciondria
do referido modelo. Entao usando a independéncia das varidveis
(A:) bem como a estacionaridade fraca dos processos Y e V' vem

E ((Yt _ Vt)2> - E ((At_l...At_p_l (Yiep-1— Vt-p-l))2>

< 2F ((At_l...At_p_l)Q (Y2, .+ Vt%pfl))

IN

2(24)?)" (B(V2) + (V)

<M) o

2

com M constante.
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Assim E [(Yt — Vt)ﬂ < 7 para todo o n positivo arbitrariamente

pequeno, ou seja Y; = V; no sentido de L?.

f) Em conclusao, quando (% +~2% < 2 existe uma solugéo forte
e fracamente estaciondria, X, de (5.1.2.1) unica, definida a partir
da solug@o tnica Y do modelo (5.1.2.2) por

X =21, t €.

O estudo deste caso particular permite exibir modelos forte-
mente estaciondrios que nao sao fracamente estaciondrios.
De facto, determinemos «, 3, v tais que FE (log A;) < 0. Ora

log Ay = log (ﬁZ;r —fth_)

log [(BLiz,>01 + Yz, <01) |Z:l]
= (log 8) 112,50y + (logy) Igz, <oy + log | Zy .

Assim,

E (log A;) = log 267)

+ E (log | Zy]) .
De Nelson (1990, teorema 2.3) temos E (log Z2) = log2 + ¥(3),
onde V¥ ¢ a funcao de Euler (Davis, 1965).

Assim

E (log |Zy]) = % (logZ + W(%)) .

Ora E (log A¢) < 0seesése fy < exp [-2FE (log|Z:|)] ou, de modo
equivalente,

1 1
By < 5 eXP <—\Il(§)> = 3.5619...

Esta condigdo é mais fraca que a condigcdo de estacionari-
dade fraca, 5% + 2 < 2; assim, os modelos TARCH(1) tais que
By < 3.5619 e 3% + 42 = 2 sdo fortemente estacionarios mas nao
fracamente estaciondrios (basta tomar 2 < 8y < 3.5619). A figura
5.4 ilustra estas regioes.
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Fig. 5.4 Regioes de estacionaridade forte e fraca

5.1.3 Modelos com erros condicionalmente
heteroscedasticos

A hipétese de marcha aleatéria (ou de martingala) tem tido um
papel importante na descrigao e estudo das séries financeiras, con-
forme podemos constatar no trabalho pioneiro de Bachelier (1900)
e, mais recentemente, nos trabalhos de Fama (1965) ou de Samuel-
son (1973). Este facto leva a que as formulagoes condicionalmente
heterosceddasticas inicialmente propostas (Engle (1982), Bollerslev
(1986), ...) correspondam a processos centrados e nao correla-
cionados que permitem modelar directamente os rendimentos sob
a forma de ruido branco (homosceddstico ou nao).

Um processo estocastico real Y = (Y;, ¢t € Z) é uma marcha
aleatoria se e s6 se

E (Yiu|Y,) = Y.

Além disso, prova-se facilmente que esta condicdo é equivalente
quer a
E (Y —Yi|Y,) =0,

Yir1 — Y
gty ) 2.
< 7 —t) 0

quer a
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Assim, se Y corresponde a uma série de pregos, a condi¢ao de mar-
cha aleatdria pode ser reescrita fazendo aparecer os rendimentos
absolutos ou relativos. Torna-se portanto evidente a importancia
desta hipdtese uma vez que, qualquer que seja a sofisticagao téc-
nica de venda, o ganho médio é sempre nestas condi¢oes nulo, nao
podendo portanto esperar-se lucro ou perda sistemaéticos.

No entanto, a hipdtese de marcha aleatéria pode questionar-
-se ou, pelo menos, testar-se a partir dos dados (Gouriéroux (1992)).
O processo, interpretado como série de rendimentos, pode agora
depender de vdrios factores exdégenos ou possuir por si s6 uma
dindmica enddgena. Este facto leva a colocar a formulagao condi-
cionalmente heterosceddstica sobre o respectivo processo de erro.
H4 exemplos desta situagao logo em Engle (1982), onde séo con-
siderados modelos de regressao com erros ARCH. Além disso, em
1984 e 1986, Weiss propoe uma modelacdo ARCH para 0 processo
de erro de um modelo ARMA(p, q).

Mais geralmente, (Gouriéroux, 1992a, Guégan, 1994, Gongal-
ves, Mendes-Lopes, 1996a, 1998) podemos sugerir a utilizagao de
modelagoes heterosceddsticas no processo de erro associado a um
modelo linear geral. Tais processos mistos sao designados por
ARMAX com erros condicionalmente heterosceddsticos se tém a
definicao geral seguinte:

Defini¢ao. Um processo estocdstico real Y = (Y;,t € Z) segue
um modelo ARMAX com erros condicionalmente heterosceddsticos
(ARMAX-CH) se verifica a equagao

O (L)Y, = A(L) X, + O (L) =,

onde X, sdo varidveis explicativas observaveis, ¢ = (g,t € Z) é
um processo de erro condicionalmente heteroscedéstico e L é o
operador atraso, com

(L) = 1—pL—..—@, P, ©(L)=1-01L—..—0,L%,
A(L) = 1—aiL—..—a,L".
A anslise destes modelos passa essencialmente pelo estudo das

propriedades do processo de erro pois que, conhecidas estas, o es-
tudo do processo em causa inclui-se no dos modelos ARMA, ou,
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mais geralmente, no do modelo linear geral (Gallant, 1987 ou
Gouriéroux, Monfort, 1989).

Ezemplo. Seja X = (X;,t € Z) um processo estocastico real (p.e.r.)
definido sobre um espago de probabilidade (€2, .4, P) tal que

1
<1—§L> (l1-al)X,=¢, tez,

onde « ¢ um nimero real tal que |a| < 1ee = (g,t € Z) um p.e.r.
definido por
{ et = hZy
ht = (S—Fﬁ’&?t_l’ ’

com d >0, 8 >0e (Z,t €Z)um ruido branco gaussiano de va-
ridncia unitdria tal que Z; é independente deg, | = o (&4, &¢—1,...) .
a) O processo € segue um modelo condicionalmente heterosce-
déstico e é condicionalmente gaussiano.
De facto,

E (€t|§t71) =F (htZt|§t71) = htE (Zt| §t—1) = htE (Zt) = O,
V(elle) = B (P27 g1) = WE (27| g1) = 1,

pois h; é g,_;-mensurdvel e Z; é independente de g,_;.

Por outro lado, £ (& g,_,) = N (0, hy) pois

F€§tt71 (v) = P(htZt < $|§t—1) =P (Zt < h£
T

§t—1>
¢
= Fno, <h_t> = Fy(o,n) (),

tendo de novo em conta que Z; é independente de g,_¢, ht é
£;_1-mensurdvel e ainda a estabilidade da lei normal para as trans-
formacoes afins.

b) Se € é estaciondrio de 2* ordem entao 8 < 1.
De facto,
E(ef) = E(E(ef]e-1)) = E (k) B (%)
= 6+ B°E (e71) + 20BE (Jer-1))
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Da estacionaridade de € decorre
(1=8%) E (&) = 0"+ 208E (|1 )
o que implica 8 < 1.

c¢) Por outro lado se § < 1 entao ¢ ¢ estacionério de 2% ordem.
Além disso, € um ruido branco de variancia

(var +28) 6
(Var —26) (1-5%)

Viet) =

2
Seja w = (wy,t € Z) o p.e. vectorial tal que wy = < ’?’ ) .
t

Mostremos que w admite uma representacao autorregressiva
de ordem 1.

De facto, seja u = (ut, t € Z) o processo inovacao associado ao
processo w, isto é, uy = wy — K (wt| gtfl) .

o = ( B ),

E ("StHﬂt—l)
Mas
E (5?} §t71) = hI=0%+p%7 | + 208 |er_1]

2h; 2
E(leglle = WME(|Zi])= —==—= (0 + Bles—_1]) .
(dlems) = hE(ZD) = 22 = —= 6+ Bleca)
Assim

52 % 2083 2
E(wilwy—y) = ( 25 ) *( 0 A6 ) < ﬁi_ir >;

e consequentemente, o processo w verifica um modelo auto-regressivo
vectorial descentrado de ordem 1, a saber

(¢ )8 28 .
Wt = \/LQ_F(S 0 \/LQ_WE Wt—1 T Ut,
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Desta representacao deduz-se entao

52 225
o= (a )+ (0 i) e

2
26
Assim, sendo A = b 2 b , se as raizes do polinémio
0 7P

det (I — Az) estdo no exterior do disco unitdrio entdao a equagao de
recorréncia anterior tem uma solugao independente de ¢, de onde
decorre que F (6%) serd, nestas condigoes independente de ¢. Ora
as raizes daquele polinémio estao no exterior do disco unitdrio se
e somente se os valores proprios de A forem em mddulo menores
do que 1. Mas

det (A—XI) = 0<:>(,82—>\)<\/%,8—>\)—0
2

Nor
que sao ambos, em valor absoluto, menores que 1 porque, por
hipétese, 8 < 1.

Por outro lado, sendo o processo € condicionalmente heterosce-
dastico, ¢é facil concluir que E(gy) = 0 e Cov(eg,epqp) = 0,
Vh € Z — {0}.

Em conclusao, € ¢ um processo estaciondrio de 2 ordem desde
que B < 1, sendo nomeadamente um ruido branco.

Calculemos a sua variancia.

Da equacao de recorréncia vem

e\ _ 52 B2 268 €2,
E<|ei|><%2—wé)+(o ﬁB>E<|§1I)’

isto &,

— A=0% ou A=

E(3) =8+ FPE () +208E () ()

B (|etl) = 226+ 2 BE (er-1]) (i)

De (ii) vem, atendendo & estacionaridade de w,
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E(|Et|) = \/%6_257

deduzindo-se entao de (i), de novo gragas a estacionaridade de w,

B () = ol

d) Supondo € um processo estacionédrio de 2* ordem, vamos
provar que o processo X é estaciondrio de 2% ordem e determinar os
coeficientes da correspondente representacao média mével infinita.
Verifica-se por fim que a representagao obtida é candnica.

O polinémio auto-regressivo associado a X é

(L) = (1—%L> (1—al),

pelo que, sendo as suas raizes (z1 = 3 e 2y = é) de médulos
diferentes de 1, tem-se a estacionaridade de 2% ordem de X.
Quanto a representagao média mével infinita tem-se

1 1
X, =
! ( —§L> <1—aL>€t

“+o00 +00

)Y (%L)j (aL) e,

0 k=0

n .
1’ .
<§> Odn_‘j Et—ny
=0

J

<
Il

I
(12

i
o

notando-se que

io Xn: (%)J jo* 7] < io (n+1) (max <§ |a|>>n,

n=0 \ j=0 n=0

que ¢ uma série convergente pois |a| < 1.
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A representacao obtida é candnica porque, para todo o t, g é
ortogonal ao subespago linear gerado por (X;_1, X;—9,...), deno-
tado por H;* ;. De facto,

+oo n 1 j 4
Xt = Z Z (g) a7 Et—m € ﬂi,
n=0 \ j=0
pois é o limite de uma fungao linear de (g4, &¢—1, ..., &¢—pr) . Assim,
HYX, CH; |, t €7 Mase; éortogonal a HS ;, logo é ortogonal
a HY .
e) Vamos agora obter a fungao de autocorrelagao de X. Seja
n . .
an=3 (3) "I neN.
0
2 T ’
1x(0) = B2) = B ( 5 aveion
n=0

“+o00 “+00
= E[e? +2e Y. anctn + > a2e?  +

n=1 n=1
“+o00
+ 2 2 anamft—nft—m]
n=1m#n
0 KX 5 o X[ & 1yi j i 2
=0 + Z an0c = Z Z (5) ™ O,
n=1 n=0 \ j=0

com 02 =V (&), j4 calculada.

Por outro lado, para calcular vy (h) = E(Xi—pnX:), h > 0,
note-se que

<1 - %L) (1—aL)X; = ¢,

é equivalente a

1 o
X = <§ + oz) X1 — §Xt72 + &t

Assim, como Cov (X;—p, &) = 0, Vh > 0, pois X;_, é ortogonal
a g, vem
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Cov (Xi—p, Xt) — (% + a) Cov (Xi—p, Xi—1) +
+5Cov (Xy—p, Xt2) =0,

ou seja

1

vx(h) — (5 + a> vx(h—1)+ %'yx(h —2)=0, Vh > 0.

Se h = 1, obtém-se

1 1+ 3a

1) = (3 0) 7O+ §rx) =0 (1) = FEEx00)

O polinémio caracteristico da equacao as diferencas linear ho-
mogénea 2 — (%+a)x+%=0tem as raizes x = % er=a.
Assim, para a = % a solugao é

1

Tx () = (A+ Bh) <§)h

com A e B tais que

{ A =vx(0)
B =3vx(1) —vx(0)

e portanto

~x(h)
ox(h) = 7i(o),vhzo,

com o valor de yx(0) correspondente a @ = 1.

A paridade desta funcao completa a sua definicao.
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Se o # %, entao

de onde decorre

Assim, Vh > 0,

(k) = 3 (vx(1) = ayx(0)) (1)h + vx(0) — 3’YX(1)ah

1—3a 3 1—3a ’

de onde se deduz a expressao da autocorrelacao de X.

f) Analisemos a existéncia de densidade espectral de X e
apresentemos uma versao desta fungao.

“+o00
Verifica-se facilmente que ) |yx(h)| < 400, pelo que a funcao
h=0
densidade espectral, fx, existe.
Além disso, da equagdo de evolucdo do processo X, decorre

facilmente,

2 2
e g

_— U — £
o D) 2m |1 — (o + 1) eiw 4 ge2iw]”’

fx (W)

com ®(L) = (1 —1L) (1 -al).

g) Supondo, a partir de agora, a = %, vamos obter as previsoes
deste modelo no instante ¢ a um horizonte s (s € N) e deduzir, em
fungao do desvio padrao condicional do processo ¢, (ht,t € Z), a
varidncia condicional do erro da previsao, ao horizonte 2, deste
modelo no instante t.

As previsoes deste modelo no instante ¢ a um horizonte s sao
dadas por E (X5 X;).
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De forma recursiva obtém-se

2 1
Xiys = §Xt+sfl - §Xt+572 + Et4s
3 2 2
= §Xt+sf2 — 2_7Xt+373 + 38t+s—1 + Etts
4 X 3 X + + 2 +
= — 3= — _ —E¢ g 2 I €
27 t+s—3 31 t+s—4 9 t4+s—2 3 t+s—1 t+s
;+ 1 s j+1
= 3o K gap Xt > Ty Ctts—i»
j=0
pelo que
s+1 s

Calculemos agora a variancia condicional do erro da previsao,
ao horizonte 2, deste modelo no instante ¢.

VI((Xey2 = B (Xip2]| X)) X)) = V (Xip2] X))

Ora
Xito = gXt - 237th1 + §€t+1 + ett2,
pelo que
B(Xpia] Xp) = 2X — =X, 1.
3 27
Assim,

5 2
V(Xiol Xy) = E ( <§5t+1 +€t+2>

>

- gE (E(efi1]e)| Xy) + E(E (ef2]g1) | X0)

4
+§E (E (6t+15t+2| §t+1) ’ Xt)

4
= B (hi| X)) + B (k5] X,).
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Como a representacao de X é canénica, tem-se X, = g,. Assim

E(hisle) = E((0°+ p%i + 208 lerl)| )
= 6%+ B°hi ) + 20BE (|hy1Ze41] )
= 6%+ B°hiy + 268 E (| Zis|| )

e, como Z é um ruido branco Gaussiano reduzido tem-se

2

E(’Zt+1||§t):E-

Finalmente,
4

V2T

4
V(X Xy) = §h?+1 + 8% 4 B2 + 0Bht 1,

com hyp1 =90+ Fleg] - m

O modelo do exemplo anterior, tendo especificada a evolucao
da varidncia condicional ao passado, permite melhorar a precisao
das previsoes, uma vez que podemos utilizar a varidncia condi-
cional (fungao da informacao passada), em vez da varidncia nao
condicional, na andlise do erro de previsao.

No exemplo seguinte vamos analisar esse erro a qualquer hori-
zonte para o modelo AR(1)-ARCH(1).

Ezemplo. Seja Y = (Y;,t € Z) o processo tal que
Y, — oYig =gy, (5.1.3.1)

onde ¢ segue um modelo ARCH(1), i.e.,

{ E(et]g 1) =0

Vi(etlg 1) =he = a0+ iy

i

com ag > 0, a > 0.
O modelo (5.1.3.1) admite solucdo estaciondria de 2¢ ordem
se e somente se
lp| A1 e a<1
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Além disso, se
ol <1 e a<l,

entao

+oo |
i) Y admite a representacdo MA(00): Yy = > ¢ler ;.
j=0

ii) € é o processo de inovagao de Y.

As previstes deste modelo no instante ¢, para um horizonte s,
s € N, sao da forma

E(Yigs|Yy) = ¢°Yi.

De facto, usando recursivamente a expressao de Yz, vem

s—1
Yits = Y + Z (Pjgt—i-s—ja
=0
pelo que
s—1 )
E(Yis|Y,) = oY+ Z OE (5t+sfj|zt)
=0
s—1 ]
= Y+ Z YE (E (€t+8*j|§t+sfjfl) | Kt)
=0

= (;OSY;Sv

tendo em conta que Y, C g, Vk € Np.
A variancia condicional do erro de previsao ¢ dada por

V(Yersl o) = E[(Viws = B (Yirs| Y2 | Yo
s 2
= E (Zws—istﬂ) Y,
i=1

= i@ﬂs*i)E (E ((5t+i)2‘ §t+171> ‘ Xt) ,
i=1
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usando a nao correlagao condicional do processo de erro, as re-
lagoes entre as o-dlgebras g e Y, e o facto de

s—1 s .
> Pletts—j = D ©° et
j=0 =1

Assim,
s .
V (Yol Yy) =D 9* B (huyilg) -
i=1
Mas
E(hrile) = E(ao+agt|g)=ao+aE (elyiq|e)

= ao+aBE(ay+ QET i o+ Upyio1 ‘ &)

= ag+al(hio1]g) + ol (urio1]g)

= ao+ab (hi-1lg),
pois E (uiti—1]g;) = E (E (wpio1|g4_2) ! g,) =0, uma vez que
&t C Etti—2-

Entao, usando esta relacao recursivamente, vem

E(hitile)) = oo+ apa+ ) (htti-2]g)
c=ag(l+a+..+a )+ E (hylg)

= ag(l+a+..+a ) +a Thy
i—1

11—«

T te

= aO

Assim

V (YigsYy) = Z P*CIE (hiyil &)
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ou seja, ¢ igual a

S S
@0 2s —2i @0 2s —2i i—1
—_— h —_ =
1_a<p ;_190 +< t4-1 1_@)90 E Y T

—2+42s

-2

Qo ¥ — ¥ Qo ¥

= h —_—
l—a 1—¢2 +<H1 1—a>

—242s Ods(p72

1—ap—2
Note-se que esta varidncia depende do passado através de hyyq.

Analisemos a evolucdo com s desta varidncia condicional.
Atendendo a estacionaridade e & regularidade do processo

lim V(YY) = lmV(Y|Y, )=V (%Y )

s——+00 §—00

= V(YV[{0}) =V V).

Assim
(7)) 1

lim V (Vi Yy) = —V (V).

1—al—p?
Observe-se que, desta expressao e do valor da varidncia de um
processo AR(1) estaciondrio, deduzimos ainda o valor (ja conhe-

cido) da variancia de um modelo ARCH(1) : V (g¢) = 1% m

5.2 Modelos bilineares

Os modelos bilineares surgiram inicialmente, num contexto
determinista, no dominio da teoria de controlo, conforme pode
constatar-se nos trabalhos de, entre outros, Mohler (1973) e Brock-
ett (1976).

A presenca de nao-linearidade em séries temporais nao deter-
ministas provenientes de dreas como a Sismologia, a Astrofisica ou
a Econometria levaram a consideracao de tais modelos, mas agora
como fungoes de processos aleatérios. Em Granger e Andersen
(1978) surge pela primeira vez a andlise probabilista de modelos
bilineares para séries temporais.
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5.2.1 Definicao e consideragoes gerais

Seja e = (e¢,t € Z) um processo estocdstico real com estrutura
de processo de erro.

Defini¢cao. Um processo estocdstico real X = (X;,t € Z) verifica
um modelo bilinear de ordens p,q,k,l (Br(p,q, k,1)) se

D q k1
X = Z O;X¢—i + Z Ojet—j + Z Z BrsXt—rEt—s»
i=1 j=0

r=1s=1

ondebp=1,¢;, (i=1,...,p),0; (j=1,...,9), 8., (r=1,...,k,
s=1,...,1), sdo constantes reais.

Note-se que estes modelos sao claramente uma generalizagao
dos modelos lineares ARM A(p, q).

Granger e Andersen concentraram os seus estudos numa classe
particular destes modelos, a dos modelos bilineares simples.

Definicao.

1. Um processo estocéstico real X = (Xy,t € Z) verifica um
modelo bilinear simples de ordens k,l (Brs(k,l)) se X; verifica a
seguinte equagao auto-regressiva

Xt = ,BthkEtfl + &¢, k> O, > 0,

onde § ¢ um nimero real.
2. Se k > [, o modelo bilinear simples diz-se superdiagonal.
Dir-se-& diagonal se k =1 e subdiagonal se k < I.

O estudo destes modelos comecou por ser desenvolvido supondo
(et,t € Z) uma sucessao de v.a. independentes e identicamente
distribuidas centradas e de varidncia constante.

A andlise probabilista destes modelos, em particular no que diz
respeito as questoes de estacionaridade, levou ao estudo da funcao
de autocorrelacao de X que se concluiu ser nula na maior parte
dos casos e, como tal, muito préxima da de um ruido branco ou
de outros modelos lineares do tipo média mével.
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Este aspecto pode obviamente acarretar problemas aquando da
fase de identificagdo em termos dos momentos de segunda ordem.
Assim, com o objectivo de obter uma caracterizagao diferente para
X, foram desenvolvidos estudos sobre o comportamento dos mo-
mentos de ordens superiores a 2, em particular das autocorrelacoes
do processo X% = (X?,t € 7).

Nos casos dos modelos superdiagonal e diagonal, foram obti-
das, em Li (1984) as primeiras k — 1 autocorrelagoes do processo
X2, quando o processo € é uma sucessao de v.a. normais inde-
pendentes de média zero e varidncia o2, o > 0. Sob as mesmas
hipéteses para ¢, Gabr (1988) obtém os momentos de terceira or-
dem de um qualquer modelo bilinear simples.

Como ja foi observado, as hipdteses de independéncia e de
normalidade do processo de erro sao questiondveis por nao serem
compativeis com a descricao empirica de muitas séries reais, em
particular as séries financeiras. Neste sentido, encontramos de-
senvolvimentos importantes dos estudos anteriormente referidos,
sob hipéteses de dependéncia para o processo de erro, em Martins
(1997, 1999, 1999a, 2000).

5.2.2 Modelo bilinear simples

Consideremos o processo bilinear simples, X = (X;,t € Z),
definido sobre um espaco de probabilidade (€2, .4, P) e obedecendo
a equagao de evolugao

X =BXi_pei_y+e, kK>0,1>0 (5221)

onde # é um parametro real e ¢ = (g,t € Z) uma sucessao de
v.a. independentes e identicamente distribuidas com média zero e
variancia o2, o > 0.

Note-se que nestas condigoes o processo de erro é forte e fra-
camente estaciondrio.

Consideremos a seguinte hipétese sobre tal processo de erro:
Hp: E(|lnlet]|) < 4o00; In|B| + E(Inle]) < 0.
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Estacionaridade forte e inversibilidade

No estudo do modelo bilinear simples vamos comegar por as-
segurar a existéncia e unicidade de uma solucao fortemente esta-
ciondria.

Teorema. Seja X um processo estocdstico real verificando o mo-
delo bilinear simples acima definido. Sob as hip6teses gerais con-
sideradas para o processo de erro, existe uma solucao fortemente
estaciondria para o modelo (5.2.2.1) dada por

+oo n
Xt =¢er+ Z B"et—nk H Et1—(j—1)ks P —q.c., t €Z.
n=1 j=1

Mais, o processo X assim definido é, P — ¢.c., a unica solugao
fortemente estaciondria de (5.2.2.1).

Prova. Usando recursivamente a relagao (5.2.2.1), obtém-se

X = BXi_pei—+e
2
B Xt ok €t—k—1 Et—1 + BEt—kE1—1 + €t

= &+ E,I’Z(t) + BnJrlXt,(nJrl)k H Et—l—jk, T S NO, (5222)
i=1 j=0

onde, para cada t € Z, definimos Tj(t) = e, H;-:l E1—1—(j—1)k>
i =1,...,n, convencionando Z?:l T;(t) = 0.
Ora, como € é um processo de componentes independentes

e identicamente distribuidas, decorre do teorema de Kolmogorov
(Gongalves, Mendes-Lopes, 2000, p.207) e da hipétese Hp,

limy— 400 (g.c)L In|B" | P
= hmnHJroo(qc) (% In |Bn| + % Z?:l In |€t—l—(j—1)k|)

=In|8] + limnq+oo(q.c)% Z?:l In e, (j—1)kl
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=In|f|+ E(Inle|) = < 0.
Repare-se agora que

1 1 o 1
E In |Tn(t)| = E In ’B" 11 Et,l,(jfl)k| + E In ’Et,nk‘.
J:
Além disso, limp,—1o0(g.c.) 2 In|e,_,5| = 0. De facto, a estaciona-
ridade forte de (g¢) implica

P ({w: limy—yo0o 2 Iney—ni(w)| = 0})

=P ({w:limy—jo0 2 Infey(w)| = 0}) =1,
pois In |e¢(w)| ndo depende de n.
Concluimos assim que

1
lim (q.c.)g In|T,(¢)]) =~ <0,
pelo que

lim (q.c.)|T,®)|Y" =¥ < 1.

O critério de Cauchy para séries numeéricas de termos positivos
permite entao afirmar que a série Z;:i‘i T.(t),t € Z, & q.c. conver-
gente, definindo assim um processo fortemente estaciondrio uma
vez que é funcdo mensurivel de g4, €41, ... e € é um processo forte-

mente estaciondrio (1). Definindo

+oo
Yi=a+) Tult), teZ,

n=1

é claro que o processo Y = (Y}, t € Z) é também fortemente esta-
ciondrio.

'A estacionaridade forte de uma série temporal (X;, t € Z) implica a
estacionaridade forte da série temporal (Z;, t € Z) com

Zt = f (7 Xt717 Xtth+l7 ) )
para toda a funcao mensuravel f definida em R” e com valores em R (Azencott,
Dacunha-Castelle, 1984, p.30).
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Torna-se ainda simples verificar que este processo satisfaz a
equagao de recorréncia (5.2.2.1). De facto,

+oo n
BYikerater =B | ek + Y B et khnk | | €toroi(-1k | Et-1ter
n=1 j=1

pelo que

n=1

“+o00 n
1
BYi-ker—1+e = e+ Per—ker—1+ Z B et 1)k H Et—1—jk
j=0
+oo n
1
AP | ERET
n=0 7=0

+oo n—1
= &+ Z B"t—nk H Et—l—jk = Y3
n=1 7=0

Vejamos agora que a solugdo encontrada é a tnica solugao
fortemente estaciondria. Tomando limites em (5.2.2.2), obser-
vamos que qualquer solugdo X de (5.2.2.1), em particular uma
solucao X fortemente estaciondria, verifica

Xe=Y: + T}LHQO(Q-C‘)B"HXHnH)k [Te-i-sws
=0

desde que o limite exista.
Seja Zn(t) = " Xi—nk H;‘:ol €t—1—jk- Tem-se entao

. 1 ) 1
ngrfoo(q.c.)gln|2n(t)| = ngrfoo(q.c.)gln]Xt,nH
1 n—1
+ ngrfoo(q.c.)g In|p H E1—1—jk
7=0
= 7<0,

uma vez que limnq+oo(q.c.)% In | X;_nx| = 0, pelo facto de X ser
fortemente estacionério.
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Entao

lim (q.c)|Zn(t)| = lim (g.c.)e™(wI1Zn®1) —
n—-+oo n—-+0o00
Assim, se X é uma qualquer solucao fortemente estaciondria de
(5.2.2.1) tem-se X; =Y;, P —q.c., o que assegura a unicidade q.c.
da solucgao fortemente estaciondria. m

Notemos que, sob a hipdétese Hp, qualquer funcao real men-
suravel de ((Xy,¢e¢),t € Z) é um processo fortemente estaciondrio
uma vez que é funcdo mensurdvel de (g4, t € Z).

O teorema seguinte, cuja prova omitiremos, estabelece uma
condicao suficiente para a inversibilidade de um qualquer modelo
bilinear simples.

Teorema. Seja X um processo estocdstico real verificando o mo-
delo bilinear simples acima definido. Sob as hipdteses gerais con-
sideradas para o processo de erro e supondo ainda que a solugao
fortemente estaciondria é tal que FE(|In|X|]) < +4oo e
In|B| + E(In|X¢|) < 0, entao o modelo (5.2.2.1) ¢ invertivel sendo

et = Xt + Z (=B)" Xt—nk H Xt i—(j—vks P—qec, t €L
n=1 j=1

Comentdrio sobre a prova. De (5.2.2.1) tem-se
et = —BX ket + Xt

Entao a prova deste resultado decorre de modo imediato de uma
versao mais geral do teorema anterior correspondente aos modelos
bilineares simples em que o processo de erro é apenas fortemente
estaciondrio e nao necessariamente constituido por v.a. indepen-
dentes (Martins, 2000, p. 27).

Estrutura de 2° ordem

Vamos agora estudar a estrutura de 2* ordem de um modelo
bilinear simples, isto é, analisar as condigoes de estacionaridade
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fraca e determinar as correspondentes fungdes média e de cova-
ridncia.

Nota-se que este estudo depende da relacdo entre k e [. As-
sim, deverao ser estudados separadamente os casos superdiagonal,
diagonal e subdiagonal. Ilustraremos tais célculos no caso diago-
nal. O estudo dos outros casos pode ser encontrado em Martins
(2000), sendo de referir a sua maior complexidade no caso do mo-
delo subdiagonal.

Iniciamos este estudo com a apresentacdo de uma condigao
necessdria e suficiente para a estacionaridade forte e fraca de um
modelo bilinear simples diagonal X = (Xy,t € Z), isto &, tal que

Xy = BXi_pei_p +er, k>0.

Teorema. Seja X um processo estocdstico real verificando o mo-
delo bilinear simples diagonal tal que o processo de erro
e = (gt € Z) é uma sucessao de v.a. independentes e identi-
camente distribuidas com média e momento de 3* ordem nulos,
varidncia o2, momento de 4* ordem pi, (0 > 0,1y >0) e tal que
E(|Inlet||) < +o00. Nestas condigoes, o processo X ¢ forte e fra-
camente estaciondrio se e somente se 202 < 1.
Prova. Suponhamos em primeiro lugar que 3202
condigoes,

< 1; nestas

2In|B| < —In E(e?).

Tendo em conta a convexidade da funcao g(x) = —Inuz,
r € RY, e o facto de E(|In|e||) < +o0, podemos aplicar a de-
sigualdade de Jensen (Rudin (1987), p.62) & v.a. £2. Assim

—InE(e}) < E(—Ine?) = —2E(In|g),

e entao In || + E(Inle:]) < 0, o que assegura a estacionaridade
forte de X.

Vamos agora provar que a condicdo %02 < 1 assegura ainda
a estacionaridade fraca de X, isto é, a existéncia de momento de
2% ordem de X; Vt € Z.

Consideremos entao o modelo X; = 8X;_rei_ + &4, k > 0.
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Para cada ¢ € N, consideremos T; = T;(t) o processo definido
anteriormente no caso particular em que [ = k, i.e.,

7/
Bgt zkHEt —jk> ;

eseja Yy =&+ Y X Ti(t), t € Z. Da estacionaridade forte de X
temos

Y,=X;,, P—q.c.

Assim a tese decorre de E(Y?) < 400, Vt € Z.

Ora,
“+00 +00

Y2<5t+2\5t\Z\T]+ZZ\TT\

i=1 j=1
pelo que

“+00 +00

E(Y?) <E (e +2ZE eI + >0 E(TT)

i=1 j=1

uma vez que temos integrais de fungoes mensuraveis positivas.
Vamos agora analisar a convergéncia de cada uma das séries
presentes no segundo membro da desigualdade.
Relativamente a > "% F (|e;]|Ti|) temos, usando a desigual-
dade de Schwartz, para cada i € N,

E(le|T3]) = |ﬁi|E[(|5t||5t—ik|)(|5t—k||5t—2k|~'-|5t—z'k|)]

< |8 [E (22 W [E (2162 ap . 2 )]?

_ [(62 2)1/2}

tendo em conta o facto das v.a. &; serem independentes e identi-
camente distribuidas.

Como (,8202)1/2 < 1, a série de termo geral F (|e¢||T;]) ¢ con-
vergente.
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Quanto & série S ;r:o<1> E (|TiTj]), tem-se, analogamente ao
caso anterior, para cada i,j € N,

E(TT) = [BYE [(siinler—sl le—arl - - lee—(i-1)l)

(e7_jklet—rl lee—2kl - - lee—(j—1)kl)]
18] [E <5§—ik5?—k5?—2k = '53—(i—1)k)] v
{E (#ﬁﬁik%&% e 5?—(1—1)1@)} v
- s

0 que assegura a convergéncia da série de termo geral E (|T;7}).
Como FE(g?) = 0% < +o0o obtém-se E(Y}?) < +oo.

IN

Suponhamos agora que X ¢é forte e fracamente estaciondrio.
Entdo existe F(X?) e o seu valor é independente de t. Partindo
directamente da relacao de recorréncia que define X para calcular
E(X?), obtém-se

E(X}) = BE(XPe))+ E(e) +28E(Xikerrer)
FPE(X(e}) + 0%,
tendo em conta a estacionaridade forte dos produtos envolvidos e
a independéncia das varidveis aleatérias ;. Como E(X?) < +oo,
a igualdade anterior permite concluir que E(X?2e?) < 400 e
E(XPei) = BB(XPieipel) + E(e}) + 2BB(Xeper-ner)
= Bo*B(XPe}) + pu,
que é equivalente a
(1 - B%0)E(X7e}) = pua,
de onde decorre %02 < 1, pois E(X?e?) < 4+o00 e iy >0. m

Passemos agora ao cédlculo das fungoes média e de autocorre-
lacdo de um modelo diagonal verificando as hipdteses gerais do
teorema anterior e ainda tal que 3?02 < 1.
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Note-se que a hipétese E(e}) = 0, que tem a vantagem de
simplificar bastante os cdlculos, nao é muito restritiva no contexto
dos processos de erro que seguem frequentemente leis simétricas.

O valor médio de X; é, neste caso, dado por
E(Xy) = BE(Xi—kei—k) + E(er)
= BE(Xt&g)
= BE(Xi—rei-ret) + BE(e])
Bo?,
uma vez que da independéncia das v.a. (g;) decorre
E(Xiker—rer) = BE(Xe—per—k)E(er) =0,
pois Xy = f (€t—ksEt—k—1,-+-) -

Relativamente ao cédlculo da fungao de autocorrelagao, decorre
da prova do teorema anterior que

E(X}) = B* B(X}<}) + o”,

com

BE(Xeh) =
( t t) 1 _520_2
Consequentemente,
By 2
B(X?) =——°21 4 52
( t) 1 — 520_2

Quanto ao valor de E(X;X;—;), j € N, temos, seguindo um
procedimento andlogo aos anteriores,

E(XtXt_]‘) = 5E(Xt—k:€t—kXt—j)‘

O valor da esperanca do segundo membro desta igualdade depende
da relagao entre j e k. Assim, se j =k,
E(XiX; ) = BE(XPer)
= BEX{ el re) +BE(E) + 282 E(Xi—p er-ref)
= 26%0%F(Xe;) = 28%0%.
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Entao
Cov(Xy, Xi_p) = BE(Xi X_p)—[E(X))]? = 28%0*— (B0?)? = B202.

Quando j < k, a estacionaridade dos processos envolvidos na
igualdade E(X;X;_;) = BE(X;—ret—rXi—j), permite-nos escrevé-
la na forma

E(XeXi—j) = BE(Xi—prj €145 Xt)-
Assim,

E(XiXi—j) = B*E(Xi—k+jetktj Xi—kEt—k) +
+ BE(Xt—jotj Et—k+j Et)
= ﬁzE(Xt &t Xt_j Et_j)
= 53E(Xt_k Et—kEt Xt_j Et_j) +52E(€% Xt_j 6,5_]‘)
B2o?E(Xi &) = B2o?,

pois E(X;e;) = 02, como se pode observar no célculo de E(X;).
Entao, px(j) =0,0<j < k.

De forma anéloga prova-se que py(j) =0, j > k.

A fungao de autocorrelacao de (X;) no caso diagonal é entao
dada por

1 se j =0

px(j) =1 B0*/V(Xy) sej=k, ~k
0 nos outros casos, j € Z,

com V(X;) = 02(1 — F02) + By /(1 Fo?).

Nota-se que esta é também a funcéo de autocorrelacdo de um
modelo M A(k), o que vem ao encontro da observacao anterior-
mente feita sobre a identificagdo de um modelo bilinear com base
nos momentos de 2 ordem.

Observemos finalmente que o estudo correspondente para os
modelos superdiagonais, bem como alguns dos subdiagonais, ape-
nas exige que sejam verificadas hipéteses andlogas sobre o processo
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de erro até a ordem 2. Além disso, a condi¢ao necessdria e sufi-

ciente de estacionaridade forte e fraca de tais modelos é sempre
fo? < 1.

Ezemplo. Consideremos um processo estocdstico X = (X;,t € Z)
definido sobre um espago de probabilidade (2, .4, P) tal que

Xt = BXi—2e4—1 + &4,

onde € = (g4,t € Z) é um ruido branco de componentes inde-
pendentes, de variancia finita o2, tal que E(|Inlg||) < +oo e
fo? < 1.

Vejamos que X é fracamente estaciondrio.

De facto, comecemos por observar que, nas condi¢oes do enun-
ciado, X verifica um modelo bilinear simples superdiagonal de
ordens (2,1). Além disso, X ¢ fortemente estaciondrio. Por outro
lado, definindo para cada ¢ € N, o processo T; = T;(t) tal que

i
Ti(t) = B'er—2i H €t—2j+1, t €Z,

=1

provamos que Y; = & + Z+°°T( t), t € Z, é uma solugao forte-
mente estaciondria do modelo anterior. Assim, a unicidade da
solugéo fortemente estaciondria permite concluir que

Y1 =Xy, P—q.c.

Para estabelecer a estacionaridade fraca de X, basta mostrar que
E(Y?) < +oo, Vt € Z.

Ora,
+00 400
Y2<5t+2\5t\Z\T]+ZZ\TT\
i=1 j=1
pelo que
+00 400

E(Y?) <E (e +2ZE T+ E(LT),

=1 j=1
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uma vez que temos o integral de fun¢ées mensurédveis positivas.
Vamos agora analisar a convergéncia de cada uma das séries
presentes no segundo membro da desigualdade.
Relativamente a ;" E (|&||Ti|) temos para cada i € N,

E (leel|T3l)

1B |E [|et]|et—2illet—1] - - - let—2it1]]

= 1BIE (=) (B ()
|5i|02 (02)% — 52 (6202)%

tendo em conta o facto das v.a. (¢¢) serem independentes e iden-
ticamente distribuidas e usando a desigualdade de Shwartz.

A série de termo geral FE(|g]|T;]) ¢ convergente pois
(8%2)"? < 1.

Quanto a série ;70 "1 E (|T;Tj|), tem-se, usando o mesmo

IN

J
tipo de argumentos,
E (|T;T;])
= |BI"YE [(ler—2il let-1] - - - [er—2iv1]) (let—25] lee—1] - - - ler—2j41])]
BI*'E (7 giletal® .. - let—2iv1l?) se i =]
Y IBE [(ler-2il ler-1] - - - ler—2i41]) (lee—2j] lee—1] . - - [er—2541])]
se i £ j
0-2 (/620-2)ia Z:]
1
<181 (B [(lerail let-al - Jee—zinal)?] ) * %
1 . .
3 i # ]
\ % (B [(lee-sjlleral - letaal)?])

[ (), =
L B (02) T, i

itJ
2
)

— 2 (5202)
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0 (ue assegura a sua convergencia.
Podemos finalmente concluir que, nas condigbes do enunciado,
E(Y?) < +cc.

Determinemos agora as fungoes média e de autocorrelacao de
X.
O valor médio de X; é, neste caso, dado por

E(X;) = BE(Xi—2e4-1) + E(et) =0,
uma vez que da independéncia das v.a. (¢;) decorre
E(Xt—25t—1) = E(Xt—2)E(€t—1) =0,
pois X2 = f(e1—2,61-3,...) .
Quanto a funcao de autocorrelagao tem-se

E(X?) = B*E(X? 967 1)+ E(e}) + 2BE (Xi—2e1-184)
= B°E(X? 5)E(ef_)) +0?
= BE(X?)0” + o7,

pelo que
2

B(x?)=—2 .
( t) 11— 620'2
Por outro lado, Vj € N,
E(XiXi—j) = PE(Xi—2e1-1X4—j) + E(e1 Xi—j)

= BE(Xi—2ei—1Xi—j)

{
{

_J 0, Jj=>2
| BE(Xi—2ei-1 (BXi—361—2 +€1-1)), j=1
[0, J=2
| BPE(Xi—2Xisei—160-2) + B(Xy—2e? ), j=1
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0, Jj=2

BE(Xi—2Xi_3e1-2)E (e1-1) + E (X4—2) E(e? ), j=1

=0.

A fungao de autocorrelagao de (X;) é entao dada por
N ] 1, sej=0
pX(J)_{O, se j € Z—{0}

2
_ g
com V(Xt) == H3—20‘2
Nota-se que esta funcao é também a funcao de autocorrelagao
de um ruido branco com aquela variancia.

Estas conclusoes sobre os momentos de ordem dois dos mo-
delos bilineares levam-nos a reafirmar a importancia da anédlise do
comportamento dos momentos de ordens superiores.

Um estudo detalhado e completo dos momentos de ordem 3
e das autocorrelagoes do quadrado do processo em modelos bi-
lineares simples com processos de erro bastante gerais pode ser
encontrado em Martins (2000) onde foi também efectuada uma
andlise empirica sobre a aplicacao de tais estudos & identificagao
das ordens dos modelos.
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Capitulo 6

Inferéncia em modelos
nao lineares

Na anadlise estatistica dos modelos nao lineares sao utilizadas
as metodologias usuais de estimacao e testes em séries temporais.
Assim, o tratamento estatistico de tais modelos, no que concerne,
por exemplo, a estimacao dos pardmetros envolvidos, aos testes
aos pardmetros ou & previsao, é abordado de modo cldssico se-
gundo os métodos de tratamento estatistico do modelo linear geral
(Gouriéroux, Monfort, 1989). As principais técnicas de inferéncia
desenvolvidas assentam entao na determinacao do estimador da
méxima verosimilhanca (ou pseudo-méxima verosimilhanga) dos
parametros presentes no modelo. Este estudo serd aqui ilustrado
no contexto dos modelos condicionalmente heterosceddsticos.

As primeiras técnicas estatisticas em modelos condicionalmente
heterosceddsticos tiveram por base um modelo de regressao com
erros ARCH condicionalmente Gaussianos (Engle, 1982, 1983). Em
Weiss (1986) e Bollerslev (1986), entre outros, foram considerados
modelos de regressao com erros heterosceddsticos mais complexos;
todos estes modelos estao, no entanto, incluidos numa classe geral
de processos (Yi,t € Z) verificando as seguintes condicoes
(Gouriéroux, Monfort, 1992a):

E(Y|Y; 1, X;) =m (0) =m (Y1, X0
14 YHthlait :h%(g):}ﬂ thlalt;e ’

255



256 CAPITULO 6. INFERENCIA EM MODELOS NAO LINEARES

isto ¢, onde os momentos condicionais podem depender simulta-
neamente dos valores passados do processo (dindmica endégena) e
dos valores presente e passados de certas caracteristicas exégenas
(Xt,t € Z), bem como de um parametro vectorial 6 desconhecido.

Neste capitulo detalharemos a determinacao dos estimadores
da méxima verosimilhanga dos pardmetros envolvidos num modelo
de regressao com erros ARCH.

Relativamente & outra classe de modelos estudada neste texto,
a dos modelos bilineares, optamos por apresentar aqui uma meto-
dologia nao cléssica de inferéncia estatistica baseada na separagao
assintética de leis de probabilidade (). Esta metodologia, pro-
posta inicialmente em Geffroy (1980), ¢ aqui aplicada a construgao
de um teste convergente para modelos bilineares diagonais simples
segundo um estudo apresentado em Gongalves, Jacob e
Mendes-Lopes (2000). Tal teste permitird distinguir entre um
modelo bilinear simples e um processo de erro sem o recurso aos
momentos. Tem assim, entre outras, a vantagem de poder ser
usado em modelos bilineares sem momentos, enquanto que uma
tal discriminacao que os envolva obriga, como ji observamos, a
existéncia de momentos de ordem superior a 2.

6.1 Estimacgao num modelo com erros ARCH

Consideremos o modelo de regressao com erros ARCH,
(Y, t € Z), definido por

Y: = Xib + &,

onde (X;,t € Z) & um processo estocdstico real de varidveis exo-
genas e (g4t € Z) segue um modelo ARCH(q) condicionalmente

'Dado um modelo estatistico (R”, B (R") ,PQT)GE{QO o1}

de acordo com Geffroy(1980), que as duas familias de leis, P9T0 and P9T1 se
separam assintoticamente se existe uma sucessao de borelianos, Ar, tais que

T € N, dizemos,

. T . T
Tinﬁl»oopgo (AT) =1 eTin}kooP‘gl (AT) =0.
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Gaussiano tal que
E (Etlzt—lait) =0

q
Vv (5t|Xt71>1t) = ht2 =ap+ ), Ozﬁ?fi 7
=1

com ag >0, a; >0, ¢ =1,...,q, desconhecidos.
Este modelo é um caso particular do modelo geral anterior-
mente considerado com

my (0) = th

q
h2(0) = ap+ 5 a; (Yios — Xy_ib)?
=1

e onde 0 = (b,ap, a1, ...,q) ; 0 processo de inovagao segue um
modelo ARCH(q).

Estimemos 6 pelo método da méxima verosimilhanca condi-
cional (Gouriéroux, Monfort, 1989).

Consideremos T observagoes de Y a partir de um certo instante
inicial . Sem perda de generalidade tomemos tg = 0 e designemos
por y1, ..., yr tais observagoes.

Como ¢ é condicionalmente Gaussiano, a lei condicional de Y;
dado (Y,_;,X,) ¢ normal de valor médio X;b e variancia h? (6).
Assim a fungdo de verosimilhanca associada & observagao
(y1,...,yr) € condicional ao passado é

Y ==
LT(ylv'“vyT;e) = f(Y(;, 7;/T) (y1> >yT)

- () 135 ()£ (o)
. 1 oxc _1 yt—ZL‘tb

- H\/%h ) p( 2< he () ) )
B 1 (e — b\

(i) (5 C)

designando por f g a densidade condicional & tribo B de um vector
aleatério Z e por x; o valor particular de X;.
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A log-verosimilhanga condicional ao passado é entao

T d Lo (v —aib)
log L7 (y1, ..., y73;0) = _ElogQﬂ'—Zloght (9)_5 Z ( ;lt (9; >
t=1 t=1

T

T 1 & o, ) 1 £2
:—ElogQW—i Zlog ao—i-Zaist,i _§Zq—2'
t=1 i=1 t=1 g + Z QEL_;

i=1

o~ o~ /
O estimador, 6 = (b, Qp, 01, ...,aq) ¢ entdo definido como
solu¢ao do problema de maximizagao max (log Lt (y1, ..., y7; 0));

assim, tal estimador é solucao do sistema

5&=log Lt (y1, ..., yr;0) = 0

Vie{l,...q}, 3= 10g Lt (y1, ..., yr; 0) = 0

% IOgLT (y17 -~ YT 9) =0
Mas, tendo em conta que

0 0
\V/Z € {0, 1, ...,q}7 %5} — O e %5t — —Cﬂt,

aquele sistema pode explicitar-se na forma

1 & 1 1 - e?
—5 Z - - + 5 Z — > = 0
t=1 ao+ Y oye;_; t=1 (CYOJrZ azgtiz)
i=1 i=1
T 2 T 2.2
. 1 Et—i 1 Et€i—i _
Vie{l,ah, 3 — 1Y =0
t=1 a0+ 3 ouep t=1 (a0+;ai€§7i>
i= =
q q 9 2 q
T > 0iTi—i€i—s T Et(—:ct)(ao+2 aiat,i)%t D uT_Ep—g
Z i=1 - Z i=1 i=1 -0
q 2 q 2 -
t=1 a0+-21 Oéi‘st,i t=1 (a0+ Z 042'5?_1-)
1= =1

(3
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ou de modo equivalente

( 2_ 12

T

e —hi =0
Z h4 -
t=1 t

N[

T _2 2 12
Vie {1}, § 3 E=E)

1
t=1 hi
2 2 12\
T 5tztht7(€t fht) > ouxi—iEt—i
i=1
Z h4l =0
\ =1 t

Das propriedades do estimador da méxima verosimilhaca
(Gouriéroux, Monfort, 1989) decorrem, sob certas condigoes de
regularidade, a convergéncia e a normalidade assintética do esti-
mador obtido. Tem-se, com efeito, que a lei limite de

VT (00— 0) = VT (b — b, — 00,81 — 01, 8 — o)

é uma lei normal centrada cuja matriz de covariancia é a inversa
da matriz de informagao

Y, ;,.X
I—E 0log f%;*l’it (y) Olog f;ttfl " (yt)
00 00’

Prova-se que (Gouriéroux, 1992, cap. IV)

_ ' 0
T 1:[ bb v }7
0 I}

/
onde «a = (ag,ai1,...,0q), Ipy=F

Y 1,X. Yy 1.Xy
Ipo = F (alogfwt V7 (ye) Olog fy, (yt)>.

Y, 1,X
9%log fy iV () o
0b?

Oa oa’

Este facto permite concluir que os estimadores de b e de «,
respectivamente by e ar = (Qp, a1, ..., d4) , s30 assintoticamente
nao correlacionados. Assim, a estimacao de b e o pode ser consi-
derada separadamente sem perda de eficiéncia. Além disso, qual-
quer um dos pardmetros b ou « pode ser estimado sem perda de
eficiéncia usando um estimador convergente do outro.
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Este aspecto levou Engle a considerar, logo no seu trabalho
pioneiro, a estimagao de (b,a’) em duas etapas a partir do esti-
mador dos minimos quadrados de b. Tal estimador permitiu-lhe
obter, ainda pelo mesmo método, um estimador eficiente de «; o
estimador de b é entao melhorado, numa segunda etapa, usando a
referida estimacao eficiente de a.

De facto, para o modelo linear inicialmente considerado, a es-
timacao de b pelo método dos minimos quadrados conduz ao esti-

mador
T
S v,
=1

==
> XF
t=1

Desta estimagao deduzem-se os residuos estimados

br

gt = Y;f —ETXt.

Podem entao deduzir-se estimadores convergentes de
a = (o, o, ..., ag) fazendo uma regressao pelo método dos mini-
mos quadrados Ef sobre (1,’5%_1, ...,’5?_,1) tendo em conta que

q

=2 _ ~2

g = o+ Qg + Ut
i=1

Tais estimadores ag 7, 1,7, ..., 0g,7 540 usados numa segunda etapa
para, tendo em conta o fenémeno de heteroscedasticidade, melho-
rar a estimacao de b. Com efeito, a varidncia condicional pode
agora ser aproximada por

q
T2~ ~ =2
hi = ao 1 + E Q; TEL_ ;-
=1

Assim, o estimador de 2% etapa de b, by, é entao obtido fazendo
uma regressao de Y; sobre X; mas tomando nao a variancia do
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erro mas a respectiva variancia condicional, designadamente, h%.

Entao
T
Z <Yt~Xt)
- 02

7 t=1

br = T .
> (3)
o
O estudo destes novos estimadores permitiu concluir que sao,
tais como os estimadores da m&dxima verosimilhanca, assintoti-
camente nao correlacionados mas, relativamente a estes, menos
eficientes. Prova-se que estes dois estimadores estdo préximos
na vizinhanga da homoscedasticidade (i.e., quando a; = 0, ...,
ag = 0), mas que para certos valores dos pardmetros aj, ..., g 0
ganho em eficiéncia pode ser bastante grande usando o estimador
da méxima verosimilhanca. A melhor eficiéncia deste estimador
a medida que nos afastamos da homoscedasticidade tem natural-
mente a ver com o facto de que a sua determinacao envolve a lei
condicional e consequentemente de modo mais directo a prépria
variancia condicional.
Um estudo mais completo das questoes aqui abordadas pode
ser encontrado em Gouriéroux, 1992a, cap. IV.

6.2 Um teste para modelos bilineares

Para um modelo bilinear simples diagonal de ordem 1, vamos
testar a significAncia do pardmetro real presente estabelecendo a
separagao assintética da sucessao de distribuigoes obtidas sob a
hipétese nula, correspondente a um processo de ruido branco, e
sob a hipétese alternativa, relativa ao referido modelo bilinear. A
definicdo de separagao assintética permite-nos observar que esta
metodologia atribuird um papel mais simétrico as duas hipéteses
em teste do que a metodologia cldssica de Neyman-Pearson, onde
a hipdtese nula é sempre privilegiada.

O estudo que vamos desenvolver estd bastante dependente das
propriedades de estacionaridade forte e de ergodicidade de um
modelo bilinear. Uma breve referéncia a ergodicidade de processos
serd entao considerada no primeiro pardgrafo desta secgao.
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6.2.1 Ergodicidade de uma série temporal

A nocao de ergodicidade de uma série temporal

X = (Xy,t € Z), definida sobre um espago de probabilidade
(Q, A, P), estd essencialmente ligada & andlise do comportamento,
em média, do conjunto das trajectérias de X e ao facto de ape-
nas acontecimentos de probabilidade zero ou um serem invariantes
para um tal processo.

Comecemos por precisar tal nogao de invariancia.

Seja Px a lei do processo X sobre (]RZ, B (]RZ)) ).

Consideremos a seguinte funcio translacio 7 de R em RZ,

T [($t,t S Z)] = (yt,t S Z), com Y¢ = Tg41-

Diz-se que um acontecimento A de B (RZ) é invariante se
T(A) = A. A classe dos acontecimentos invariantes forma uma
sub-o-dlgebra de B (RZ) , & que se chama o-dlgebra invariante do
processo X.

Além disso, Px ¢ invariante por T se Px (771 (A)) = Px (A),
para todoo A € B (RZ).

Defini¢ao. Um processo fortemente estaciondrio X = (Xy,t € Z)
diz-se ergddico se, para quaisquer A, B € B (RZ) ,

lim ~ Xn: Py <A ok (B)) = Px (A) Py (B),
k=1

n—-+oon
com 7" (B) =71 (7% (B)), k€N, 71 (B) =7 (B).

Da definigao anterior conclui-se que se X é um processo ergédico
e A um acontecimento invariante entdo Px (A) = 0 ou Py (A) = 1.
De facto, fazendo B = A na igualdade presente na definicdo vem
Px (A) = (Px (A))? pois 7F (4) = A.

Aligs, nota-se que esta propriedade é uma caracterizagao da
ergodicidade de X (cf. Rosenblatt (1978)). Assim, a o-dlgebra

invariante de um processo ergédico é trivial.

‘B (]RZ) ¢ a menor o-dlgebra sobre R” que torna mensurdveis todas as
aplicagoes coordenadas.
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Intuitivamente isto significa que qualquer trajectéria de X co-
bre completamente, por translacoes sucessivas, o espaco RZ, o que
estd naturalmente associado a uma grande irregularidade das tra-
jectérias. Esta imparcialidade (independéncia em média) das tra-
jectérias permite obter uma propriedade média do tipo lei dos
grandes nimeros, devida a Birkoff e von Neumann, a que se chama
teorema ergddico.

Teorema. Seja X = (Xi,t € Z) uma série temporal fortemente
estaciondria e ergédica. Entdo, se g ¢ uma funcio de RZ em R,
Px-integravel, tem-se

TE)TOO% [9(z) +goT(z)+..+goT’ (2)] Px_a.e /RZ g(x)Px (dz).

Suponhamos que g é da forma
Vo = (Tn),ez € RZ, g(x) = f(x1,...,z1),

com f de R*¥ em R tal que E [f (X1, ..., X})] existe.
O teorema ergédico permite escrever

TETOO% [f (Xh ) Xk?) + f (X27 "'>Xk+1) +.t f (XT-‘rla ) XT+k‘)]
E[f (X17 7Xk)]
Em particular, se f = I4, com A C R¥, vem

Hm & [La (X1, .00y Xp) + oo L4 (X741, ooy X))

T—+o0

Pﬂ.c.

P:q‘c‘ P [(le ey Xk) € A]?
0 que permite concluir que a lei conjunta de X7, ..., X} (ou, mais
geralmente, a familia das leis de dimensao finita do processo) ¢ de-
terminada pela sucessao X1, ..., X7, T — +400. Isto é, os processos
ergédicos sao identificdveis a partir de uma trajectéria infinita.
Observe-se finalmente que a validade das convergéncias ante-
riores para quaisquer f e k (resp. A e k) é equivalente & ergodici-
dade do processo fortemente estaciondrio X (Azencott, Dacunha-
-Castelle, 1984, p. 32).
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Dois casos importantes de processos ergédicos dizem respeito
as sucessoes de varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas e as fun¢des mensuraveis de processos ergédicos. Com
efeito, qualquer sucessdo (Xy,t € Z) de v.a.ii.d. constitui um
processo ergédico (Azencott, Dacunha-Castelle, 1984, p. 32); além
disso, se (X¢,t € Z) é um processo ergédico o mesmo acontece com
o processo (Z;,t € Z), tal que

Zt - f ("'7Xt725 Xt717Xt7Xt+l7Xt+2a ) 9

com f uma funcio mensurdvel definida sobre R% (Rosenblatt,
1978, p.33).

6.2.2 O modelo: hipéteses e propriedades gerais

Seja X = (Xy,t € Z) um processo estocastico real verificando o
modelo bilinear simples diagonal de ordem 1, isto é,

X = oXi 1601 + &, VL € Z,

onde
(C1) € = (et,t € Z) é uma sucessao de v.a.ii.d., centradas
podendo ou nao ter variancia;
(C2) ¢ & um ntimero real tal que E(|log |e¢]|) < 400 e
E(log |et]) + log |¢| < 0.

Nestas condigoes, sabemos do capitulo anterior que o processo
X tal que

+o0o
q.c
Xy = Z(ﬂ €th6t i + €ty VtGZ,
n=1
n—1
onde, por convengao, [[ &,—i = 1sen =1, é P— g.c. a dnica
i=1

solugao fortemente estaciondria do modelo anterior.
Além disso, sendo uma func¢ao mensuravel do processo ergédico
€, é também um processo ergédico.
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Por outro lado, sob as condi¢Ges anteriores, o modelo é in-
vertivel desde que

(C3) E(|log | X¢t]]) < 400 e E(log|Xt|) + log|p| < 0.

Tem-se entao

+oo n—1
e = (=o)X, [ Xii + Xi, VEEZ,
n=1 =1
n—1
convencionando-se [[ X¢—; =1sen=1.
i=1

A avaliagio de E (Jlog|X;||) ¢ em geral dificil. E no entanto
possivel encontrar boas condicoes suficientes de inversibilidade.
Se, por exemplo, € é um ruido branco Gaussiano centrado e re-
duzido, temos que a condigao || < 0.88 ¢é suficiente para a verifi-
cacao de E (log|Xy| + log|¢|) < 0 (Gongalves, Martins, M. Lopes,
2002). Assim, nestas condig¢oes o modelo bilinear diagonal simples
correspondente é fortemente estaciondrio, ergédico e invertivel.

Vamos entao assumir que o modelo considerado verifica as
condigoes gerais (C1),(C2) e (C3) relativas a estacionaridade forte,
ergodicidade e inversibilidade do mesmo. Sob estas condigoes, va-
mos também considerar o processo Y = (Y3, t € Z) tal que

“+o0o n—1

Y, = Xie, ) X (=o)X, ] X + X0).

n=1 =1
Note-se que este processo é fortemente estaciondrio e ergédico pois
}/% - f(Xt7 Xt—la Xt—27 )
6.2.3 Um procedimento de decisao

Para o modelo anteriormente definido, consideremos os dois
conjuntos de hipdteses em ensaio estatistico
Hy : o=0contra Hy : o = (8 > 0 fixo),
Hy : ¢ =0contra Hj : ¢ = 3 (B < 0 fixo).

Para cada um dos ensaios, vamos construir um procedimento de
decisao que permite distinguir os modelos relacionados com estas
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hipéteses estabelecendo a separagao assintética das duas familias
de leis de probabilidade associadas aos correspondentes processos
estocdsticos.

As regides de separagao sao naturalmente diferentes para cada
um dos conjuntos de hipéteses, pelo que comecamos por definir as
regides de separacao associadas a cada um dos casos. No entanto,
como a andlise dos procedimentos é muito semelhante, limitar-
-nos-emos a detalhar o caso correspondente a distincao entre Hy
e H 1-

Denotemos por P, e E,, respectivamente, a lei do modelo e a
sua funcao esperanca matematica quando o pardmetro do modelo
é .

Na construcao do procedimento de decisao usamos 1" obser-
vagoes do processo X, denotadas por x1,x2, ..., T7.

Seja g : R — R* uma funcao simétrica, estritamente positiva,
nao decrescente sobre R e P,—integrdvel, que designamos por
func¢do peso. Definam-se os subconjuntos de R? :

D:{(u,v):u>0;v<gu}u{(u,v):u<0;v>§u},5>0,

D*:{(u,v):u<0;v<gu}u{(u,v):u>0;v>§u}, 8 <0,

T
e considerem-se as seguintes regides do espaco [[ R,
—00

T
Ap = {xm:Zg(ﬁyt_l)[zlmyt_l,zt)—1]zo},ﬁ>o,

t

I|
N

]~

An = {:r(T) 1) 9(By—1) 21p+(ye—1, ) — 1] > 0} ,B <0,

t

I
N

t
onde T € N, 2 = (..,z41,2¢/) € [ R e y; designa o valor

particular de Y; associado.
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Supondo que a lei de &; tem mediana tnica e nula, vamos
mostrar que a sucessao de borelianos (Ar,T € N) (resp., A%,
T € N) separa assintoticamente as leis Py e Pg.

A definigao das regioes de separacao tem uma justificagdo heuris-
tica simples.

Com efeito, consideremos 5 > 0 e y;—1 > 0 e suponhamos que
a observacao particular do processo nos conduz a

T
> R21p(y1,2) —1]>0.
t=2

Neste caso, as parcelas
21p(ye-1,m) — 1 =2 1{It<§yt_1} -1, t=2,...,T,

tomam mais vezes o valor 1 do que o valor —1. Entao, atendendo a
que a mediana condicional da lei de X; dado g,_; é py;—1, parece
mais verosimil que seja ¢ = 0. Por outro lado, se

T
Z [2 ID(ytfl,ZL‘t) — 1] <0
t=2

a hipdtese mais verosimil parece ser ¢ = .
Mais, quando gyt_l ¢ um valor muito préximo de zero, os acon-
tecimentos {Xt < gyt_l} e {Xt > gyt_l} tém probabilidades

muito proximas. Assim, é natural introduzir uma fungao peso
que dé maior relevancia a maiores valores de Sy;_1.

O teorema seguinte assegura a convergéncia do procedimento
de decisao acima definido.

Teorema. Seja X = (X, t € Z) um processo estocédstico real ve
rificando o modelo bilinear simples anteriormente definido, sujeito
as condigoes (C1), (C2) e (C3). Se a lei de & tem mediana unica
e nula entdo (Ap,T € N) (resp. (A},T € N)) é uma sucessao de
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regides de aceitacao de um procedimento de decisdo que permite
discriminar

Hy:p=0 contra Hi:po=0,8>0

(resp., Hy contra H: ¢ =3, B <0).

Prova. Definam-se as funcoes

U(yi—1,2¢) = 9(Byi—1) [21p(ye—1,2¢) — 1], t =2,...,T
e seja Up a v.a.r.

T

T
_ 1 1
Ur=2 > VY1, X) =5 > Ve

t=2 t=2

Do teorema ergddico decorre

lim Ur = E,(¥(Y1,X2)) (q.c.).
T—+o00

Estudemos o sinal deste limite, sob cada uma das hipdteses,
quando 5 > 0.
Temos que

E(p(\:[/2) = E¢<E¢(\P2/K1))
= E,(9(BY1) 2E,(1p(V1, X2)/X,) — 1))

Eo(1p(Y1, X2)/Xy) = Ep(lp+ (Y1)1)_ 5y,(X2)
Hlp-(Y1)1)ay, | oo[(X2)/X)

= 1p+(Y1) PLP |:X2< Yl/Xl}
)Py

+1R (Yl |:X2 > Byl/X1:|

Sob Hj, obtém-se

FYT)  seY: >0,
Eo(1p(Y1, X2)/X1) ={ 1- F(5v1) se Vi <0,
0 se Y1 =0,
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onde F' é a fungao de distribuicao da lei comum as v.a.r. &;.
Assim, como Y7 = Xje1 # 0, q.c., pois E(|log|et|]) < +o0 e
E(|log | X¢]|) < 400, obtém-se

Eo(1p(Yi, X2)/X,) > 3 (a.c)

tendo em conta a nulidade e unicidade da mediana da lei comum
as v.a.r. &¢.
Entao

9(8Y1) 2Eo(1p(Y1, X2)/X1) — 1] > 0 (q.c.)

lim (q.c.)¥p > 0.

T— o0
Assim, existe um nimero natural Ty tal que, para T' > Tp, se tem
Ur > 0, ou, de modo equivalente, 1 {Tr20} = 1. Consequente-
mente
lim (q.c.)l{@TZO} =1

T— o0

Pelo teorema da convergéncia dominada chegamos entao a

lim Py [{¥7 > 0}] = lim Py (Ap) = 1.

T — o0 T—o0

Por outro lado, sob Hy, tem-se
Eo(Lo(i Xo)/X0) = T (00)s |1 -+2 < 9/, +

e ()P [0+ 20> GV

F(—%Yf) se Y1 > 0,
= 1—F(—§Y1) se Y1 <0,
0 se Y1 =0;

assim, a unicidade e nulidade da mediana da lei comum as v.a.r.
g implica
Eg(1p(Y1,X2)/X,) <

Y

N =
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pelo que

9(BY1) [2Ep(1p(Y1, X2)/X,) —1] <0, (q.c.)

e entao, tal como vimos anteriormente,

lim Py [{¥r >0} =Ps(Ar)=0. m

Em Gongalves, Jacob e Mendes-Lopes (2000) foi ainda esta-
belecida a velocidade de convergéncia de (Py (A7)) ey que se con-
cluiu ser exponencial.

De facto, pode enunciar-se o seguinte resultado, no caso cor-
respondente a § > 0 (se f < 0 tem-se um resultado anédlogo para
Po(43)) :

Teorema. Seja X = (Xy,t € Z) um processo estocdstico real
verificando um modelo bilinear simples diagonal de ordem 1 sujeito
as condigoes (C1), (C2) e (C3). Se alei marginal de (g4, ¢ € Z), de
funcao de distribuigao F', é absolutamente continua de densidade
simétrica e decrescente em RT e se a funcdo de peso g é definida
por g(x) = 2F (|z|) — 1 ent@o o procedimento de decisao proposto
verifica

Py(Ar) >1— {EO {exp (—%92 <§g§>>} }Tl, VT € N.

6.2.4 Implementagao do procedimento de
decisao como um teste

O resultado anterior dd-nos essencialmente um resultado teé-
rico, uma vez que as regides de decisdo Arp (resp. A}) depen-
dem, através de Y;, do processo de erro nao observivel. De facto,
Y: = Y; (@) é fungdo de X; e de €; que, por sua vez, é fungao de
X, Xi—1,... e de ¢.

Na prética, para usar este procedimento como um teste das
hipéteses

Hy:9p=0 contra Hi:p=08,3>0
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(resp. Hy contra Hj : p = 3, < 0),

podemos, por exemplo, considerar

+oo n—1
Y=Y (8) = X3 (-8 XE, [ Xemi + X0)
n=1 =1

e assim Y; escrever-se-4 como funcao do valor conhecido 8 e do
processo observavel X.

Vejamos que, nestas condigoes, se 3 > 0, [y e Pg se sepa-
ram ainda assintoticamente e, consequentemente, definimos deste
modo um teste convergente para aquelas hipdteses.

Com efeito, sob Hi, estamos nas mesmas condices do teorema
anterior. Assim, a prova desta separagdo assintética resume-se a
estabelecer que, sob Hy,

lim Py [{¥7 > 0}] = Ry (Ar) =1,

T— o0

com Ay — {xm 3 9By (8)) [21p (s (B) ) — 1] > o} |
t=2

Esta prova segue exactamente os mesmos passos que a anterior
substituindo, para todo o t, Y; por Y; (3).

Em conclusao, se § > 0 e sendo y; (8) um valor particular de
Y: (B), este teste conduz-nos a aceitar Hy se (x1,...,z7) € tal que

T
> 9(Bye1(8)) 21n(ye1 (8) @) — 1] > 0,

t=2

e a rejeitd-la no caso contrario.

Nota-se que a regiao critica do teste tem directamente em conta
as trajectorias do processo.

E 6bvio que, se 3 < 0, tudo se passa, com alteracgoes evidentes,
de modo semelhante.
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6.2.5 Estudo de simulacao
Ilustragao do comportamento do teste

Ilustremos a aplicabilidade deste teste com um estudo expe-
rimental de simulagdo usando um processo estocdstico real
X = (X, t € Z) seguindo o modelo bilinear

Xt =pXi 161t e

onde (g4,t € Z) ¢ um ruido branco Gaussiano com variancia
unitaria e ¢ € [0,0.88] de modo a que o modelo seja forte e fraca-
mente estaciondrio, ergédico e invertivel.

A importancia da funcao de peso presente na estatistica de
teste é estudada supondo em primeiro lugar as observacoes igual-
mente pesadas (¢ = 1) e, depois, introduzindo ponderagoes
correspondentes & funcio g(z) = 22. Ambas as fun¢oes sdo simétri-
cas, nao decrescentes em RTe P, - integrédveis; em particular, a
integrabilidade de 2 ¢ equivalente & existéncia de F(X?), que nas
condigoes deste estudo estd assegurada.

O comportamento do teste é analisado com base em amostras
de tamanhos 50 e 70, respectivamente.

Os valores de Y; podem ser estimados por

n—1
H Ti—; + flft), t= 2, ,T

=1 ;

t—1
e (B) = mu( Zl(—ﬁ)”xf,n
ne
o = a7
o que corresponde a considerar na defini¢do de Y; (f) as obser-
vagoes antes do instante 1 iguais a zero.

Para avaliar o comportamento do nosso teste quando Hy é ver-
dadeira, efectuou-se um estudo de simulagao considerando
p = 0 e testando o modelo correspondente contra 5 alternativas
(6=02,5=0.25 8=03,6=04e [ =0.5). Para cada uma
delas calculamos a proporcao de rejeigoes de Hy em 60 réplicas do
modelo e determinamos os intervalos de confianca a 95% para esta
proporgao a partir de amostras de tamanho 30 da mesma.

Os resultados obtidos apresentam-se na tabela 1.
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T 50 50 70 70

teste g(z)=1 g(x)=2? g(z)=1 g(z)=x
0.2 ]0.26, 0.3[ 0.17, 0.21 0.23, 0.26 0.13, 0.16
0.25 0.23, 0.27 0.12, 0.16 0.18, 0.22 0.09, 0.11
0.3 0.19, 0.23 0.09, 0.12 0.15, 0.19 0.05, 0.07
0.4 0.13, 0.16 0.04, 0.06 0.08, 0.11 0.02, 0.03
0.5 0.08, 0.11] | ]0.007, 0.02[ | ]0.05, 0.06] | ]0.001, 0.008]

Tabela 1. Estimativa intervalar para o erro de 1¢ espécie

Observamos que este teste tem em geral um bom desempenho;
de facto, se considerarmos, por exemplo, T' = 50, vemos que o nivel
decresce & medida que o pardmetro sob a alternativa cresce. Além
disso, observamos que este decréscimo é mais significativo quando
as observacOes estao sujeitas a ponderacao. Salientamos ainda a
diminuicao da proporcao de rejeicoes de Hy quando aumenta o
nimero de observagoes.

Com o objectivo de estimar o erro de 2% espécie, consideramos
varios valores de 8 (8 = 0.2,0.25,0.3,0.4,0.5). Registamos, em
cada caso, a proporcao de aceitagoes de Hy (sendo Hy falsa) em
60 réplicas do modelo. Os intervalos de confianca a 95% para
esta proporg¢ao, correspondentes a amostras de dimensao 30, sao
apresentados na tabela 2.

T 50 50 70 70
3 | teste g(z)=1 g(x)=2? g(z)=1 g(z)=x2
0.2 ]0.26, 0.3[ 0.19, 0.23 0.25, 0.29 0.14, 0.16
0.25 0.22, 0.26 0.13, 0.16 0.19, 0.22 0.09, 0.12
0.3 0.18, 0.21 ]0.17 0.12[ 0.14, 0.17 0.06, 0.08
0.4 0.13, 0.17 0.04, 0.06 0.09, 0.11 0.02, 0.03
0.5 10.07, 0.1] | ]0.01, 0.02 0.04, 0.07] | ]0.003, 0.01]

Tabela 2. Estimativa intervalar para o erro de 2% espécie

Sob a veracidade da hipdtese alternativa, o teste apresenta
também um bom comportamento, particularmente evidente quando
as observacoes sao efectivamente ponderadas; tanto para T = 50
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como para T = 70, a estimativa para o erro de 2% espécie diminui
fortemente, neste caso, & medida que 8 aumenta. A precisdo da
estimativa aumenta, em geral, com T'.

Finalmente, podemos observar que estas simulagoes ilustram
bem o comportamento simétrico deste teste, no sentido de que
nao privilegia nenhuma das hipdteses em andlise. Além disso,
levam-nos ainda a conjecturar que a velocidade de convergéncia
da poténcia ¢é elevada (possivelmente exponencial, como para o
nivel) e fortemente dependente da ponderacao g das observagoes.

Anadlise comparativa do comportamento do teste

Outros estudos experimentais podem ser empreendidos. Desi-
gnadamente, podem efectuar-se estudos de comparacao com testes
do “tipo Neyman-Pearson”. A este propdsito, e seguindo o tra-
balho desenvolvido em Gongalves, Martins, Mendes-Lopes (2002),
detalhemos tais estudos comparando este procedimento, baseado
na separacao assintética (aqui designado por AS) dos modelos em
teste, com um teste nao paramétrico (aqui designado por N P) do
“tipo Neyman-Pearson” proposto em Wandji (1998).

Consideramos, neste estudo de comparagao, a fungao de peso
presente no teorema relativo a velocidade de convergéncia e que
se prova conduzir ao majorante minimo da sucessao de niveis.

Apresentemos, de forma breve, o referido teste NP.

Trata-se de um teste para modelos (X, ¢ € Z) da forma

p
X1 = Z apXi—k +V(Y2) +5(Up)e,
k=0

onde V; = (Xy,..., Xs—g.€t,...,60-Q), U = (Xy,..., X)), D,
q, Q e L sao inteiros ndo negativos conhecidos e a funcao V(.) tem
uma forma paramétrica conhecida. Além disso, os parametros ay,
k =0,...,p, a distribui¢do de ¢; e a func¢do &(.) ndo sdo neces-
sariamente conhecidos e (g,t € Z) é uma sucessao de v.a.i.i.d.

centradas e reduzidas tais que €;11 é independente da o-algebra
X,
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As hipéteses em teste sdo
Hy:V =V, contra Hy:V =V + V..

Note-se que, sendo (g¢,¢ € Z) uma sucessao de v.a.i.i.d. com a
lei N(0,1), o modelo

Xt = X161 + &4,

é um caso particular do modelo anterior, com p = g = @ = 0,
ap =0, V((Xt,e)) = pXier ea(.) = 1, reduzindo-se as hipdteses
em teste a

Hy: =0 contra Hj:p=20.

O teste NP impGe a X as condi¢oes que a seguir detalhamos.
Existe v > 0 tal que, sob Hy U Hy,

i) o processo ((X¢ e),t € Z) é fortemente estaciondrio e
a-misturador (3) com coeficientes de mistura, (ay,k > 0), tais

que
—+00

Z(k; +1) O‘Z/(H’Y) < +00;
k=0

i) B(|X1)?>T7) < +o0.

Por outro lado, no caso do modelo bilinear em estudo, a es-
tatistica do teste VP toma a forma

1 (& ?
Wr == (t_ZlXt> :

tendo-se que, sob Hy, Wy segue a lei x%(1).

#Seja X = (Xy,t € Z) um p.e.r. definido sobre um espaco de probabilidade
(©, A, P). Para j e [ tais que —oo < j <l < 400, seja Aé a o-dlgebra gerada
por ()(j7 Xj+1, veny lel, Xl) e seja

an =sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|, A€ A
jez

Be Al ).

—00?

O processo X diz-se a-misturador se lim a, = 0.
n—-+oo
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Assim, fixado um nivel a €]0, 1], a hipétese Hy é rejeitada se
Wr > qi-a,

onde ¢ representa o quantil de probabilidade (1 — «) da dis-
tribuicao x2(1).

Relativamente a poténcia do teste N P contra alternativas fixas,
os resultados de Wandji permitem concluir que

lim Ps(Wr > x) =1, para cada x >0,
T—+o00

onde Pjs designa a lei do processo X, sob a alternativa.

A comparagao entre os procedimentos AS e NP vai ser efec-
tuada para o modelo anterior mas supondo |¢| < 0.75, para garan-
tir a aplicabilidade do teste N P.

Note-se que o teste AS é aplicdvel pois o processo ¢ é forte-
mente estaciondrio e ergédico e, como |p| < 0.88, o processo X &
fortemente estaciondrio, ergédico e invertivel.

Por outro lado, o teste NP é também aplicdvel.

De facto,

i) como X, = ¢g; a v.a. €441 ¢ independente da o-dlgebra X;

ii) a partir de uma representagao markoviana de (X;), prova-se
que o processo ((X¢,et),t € Z) & fortemente estaciondrio e geome-
tricamente «-misturador, i.e, os coeficientes de mistura,
(ag,k > 0), sdo tais que ap < ar®, para algum a > 0 e al-
gum r, 0 < r <1, o que implica que, para qualquer v > 0, a série
de termo geral (k + 1) (7”/ (2+7))k, k € N, é convergente;

iii) além disso, E(Xj) < +oo para valores de ¢ tais que
¢*E(e}) < 1. Assim, se |p| < 0.75, aquela condicio é verificada
com vy =2.

Neste estudo comparativo considerou-se no teste NP, como j4
referimos, a fungéo de peso associada ao teorema de velocidade de
convergéncia, i.e.,

g(x) = 2F(|z]) - 1,
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com F af.d. dalei N(0,1).

Para o cédlculo de F' usou-se a seguinte aproximacao, cujo erro
para z > 0 nao excede 1077,

F(z)=1— f(z) (b7 + bo? + b1 + byt + b57’5) , x>0,

onde f(x) = \/% exp (—32%), 7=(1+ 0.2316419z) ' ;

b1 = 0.319381530; by = —0.356563782; bz = 1.7814777937;

by = —1.821255978; by = 1.330274429.

Consideremos ainda as seguintes notagoes:
- 151(,)3): propor¢ao de rejei¢oes de Hy quando ¢ = 0 (erro de 1*
espécie) usando o procedimento AS,

- SS): proporgao de rejeigoes de Hy quando ¢ = [ (erro de 2¢

espécie) usando o procedimento AS,

- J(Vll)gz propor¢ao de rejeigoes de Hy quando ¢ = [ (erro de 2¢

espécie) usando o procedimento NP com nivel 0.05.

Para comparar os erros de 1 espécie considera-se o teste NP
ao nivel 0.05; para o teste AS apresentam-se, para cada 1 e (3,
intervalos de confian¢a a 95% para a proporgao de rejeigoes de
Hy quando Hj é verdadeira. A este propdsito convém referir que
o nivel do teste apresentado poderia também ter sido fixado, em
fungao de T, usando o majorante da sucessao de niveis dado pelo
teorema de velocidade de convergéncia.

Por outro lado, na comparacao dos erros de 2% espécie deter-
minam-se, para cada teste e para os vdrios valores de (3, intervalos
de confianca a 95% para a proporcao de rejeicoes de Hi quando
Hy é verdadeira.

Os quadros 1, 2, 3 e 4 resumem a informagao obtida.
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5| Py Py Py
0.05 | ]0.40,0.44 0.39,0.43] | ]0.93,0.95
0.1 0.29,0.34 0.30,0.34[ | ]0.88,0.91
0.2 0.15,0.19 0.15,0.18[ | ]0.70,0.74
0.35 | ]0.04,0.06[ | ]0.05,0.06] | ]0.34,0.38
0.5 |]0.007,0.02[ | ]0.01,0.02[ | ]0.13,0.17

Quadro 1. Erros associados aos testes AS e NP (T=50)

s | P Pl Pyp

0.05 | ]0.36,0.39] | ]0.35,0.39] | ]0.92,0.94
0.1 | ]0.23,0.27] | ]0.23,0.28] | ]0.83,0.86
0.2 | ]0.07,0.11[ | ]0.08,0.11[ | ]0.47,0.51
0.25 | ]0.04,0.06] | J0.04,0.05[ | ]0.31,0.34
0.3 | ]0.02,0.03] | ]0.02,0.03[ | |0.18,0.23

Quadro 2. Erros associados aos testes AS e NP (T=100)

I S S
0.05 | 10.25,0.28] | ]0.26,0.30[ | ]0.85,0.87
0.1 | J0.11,0.13[ | ]0.11,0.14[ | ]0.59,0.63
0.14 | ]0.04,0.06[ | ]0.04,0.06] | ]0.32,0.35
0.25 | ]0.0,0.005] | ]0.001,0.006] | ]0.01,0.02

Quadro 3. Erros associados aos testes AS e NP (T=300)

N T N
0.05 | ]0.19,0.23[ | ]0.20,0.22[ | ]0.75,0.79
0.1 | ]0.04,0.06] | ]0.03,0.05] | ]0.30,0.33
0.25 | ]0.00,0.002] 0.0 0.0,0.002

Quadro 4. Erros associados aos testes AS e NP (T=600)

Comecemos por observar que o teste NP, ao nivel a = 0.05,
parece nao ter um bom comportamento relativamente ao erro de
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segunda espécie quando as amostras sao pequenas, facto que se
acentua se 3 estd muito préximo de zero. Mais, a proporcao P](\,1 1)3 é
sempre superior a proporcao Plglg, embora a diferenca entre ambas
diminua com o aumento do tamanho da amostra, 7'.

Por outro lado, & medida que T" aumenta, decresce o valor de
(8 para o qual o intervalo de confianca para Pf(‘OS? contém o valor
do nivel considerado para o teste NP, a = 0.05, notando-se que
o procedimento AS se comporta globalmente melhor do que o
teste NP para os valores de [ tais que ng < 0.05. E de referir,
finalmente, que quando a estimativa do erro de primeira espécie do
procedimento AS ¢é superior a 0.05, se tem em contrapartida que
a estimativa do erro de 2% espécie do procedimento NP é muito
superior a do correspondente erro do procedimento AS.

Aplicagao do teste a outros modelos bilineares

O teste aqui apresentado pode ser aplicado a uma classe muito
vasta de modelos incluindo, em particular, os modelos lineares.
Em Gongalves, Martins e Mendes-Lopes (2001) é desenvolvido
este procedimento de decisao para um qualquer modelo bilinear
simples.
De facto, seja X um processo seguindo o modelo

Xt = SOthk‘stfl + &, te Z7

com ¢ ruido branco independente verificando as hip6teses anterior-
mente referidas, sob as quais X é fortemente estaciondrio, ergédico
e invertivel.

O teste de regiao de aceitagao

T
Ap = {w(T)i Z 9B (xi—rer—1)) [2 1p((wp—pEt—1) , ) — 1] > 0}

t=M+1
¢ um teste convergente de Hy contra H; (T' > M, M = max(k,l)).
A velocidade de convergéncia exponencial para a sucessao de niveis

é também obtida com a mesma escolha da funcdo de peso, isto é,
com g(x) = 2F (|z|) — 1, sendo F' a fungao de distribuigao de &;.
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Vamos ilustrar a aplicagdo deste teste efectuando um estudo
de simulagao para o modelo superdiagonal X = (X;,t € Z) tal que

Xt = oXp_3ei-1 + &4,

onde € é um ruido branco independente de Cauchy standard e
¢ €10,0.53].

Observa-se que o processo X considerado é fortemente esta-
cionério, ergédico e invertivel.

Neste estudo foram utilizadas as funcoes de peso

2]

2
g=g=1 e g(z)=g2(x)=—arctyg <—> ,
s 2

isto é, comparar-se-4 o caso em que nao ha ponderacao das obser-
vacoes com aquele em que é usada, nessa ponderacao, a fungao de
peso que permite estabelecer a velocidade de convergéncia. Além
disso serao geradas amostras de dimensoes 20 e 50.

A estimativa de Y; (8) = (Xi—2¢¢) (B) usada na construcao da
regiao de aceitagao foi

t—3 n
Ut (B) = xp—a(ze D (—0)"@t—n [[ t—i—2), t=4,..,T
n=1 =1 )

Ys = T1T3

tendo-se considerado na definigdo de Y; () as observagoes antes
do instante 3 iguais a zero.

Avaliagao do nivel do teste

Para avaliar o nivel de significancia do teste foi gerado o modelo
referido com ¢ = 0 (Hyp verdadeira) e testado contra 5 alternativas
(6 =0.01, 8 =0.05, 5 =0.1, 5 =025 e f = 0.5). Na tabela
abaixo estao registados os intervalos de confianca a 95% para a
proporgao de rejeicoes de Hy em 60 réplicas do modelo. Estes
intervalos de confianca foram obtidos repetindo 30 vezes aquele
procedimento.
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T 20 20 50 50
3 teste g1 g2 g1 g2
0.01 0.41, 0.46] | ]0.34, 0.39] | 0.41, 0.44[ | ]0.24, 0.27]
0.05 0.33, 0.38 0.21, 0.24 0.25, 0.30 10.08, 0.1]
0.1 0.27, 0.31] | ]0.14, 0.18[ [ ]0.18, 0.22[ [ ]0.03, 0.05]
0.25 0.18, 0.21 0.05, 0.07 0.07, 0.09] | ]0.002, 0.008[
0.5 0.09, 0.12 0.02, 0.03 0.01, 0.02 10.0, 0.002]

Tabela 3. Estimativa intervalar para o erro de 1 espécie

Constata-se de novo um bom desempenho do teste. O nivel
decresce & medida que o parametro sob a alternativa cresce, sendo
o decréscimo muito significativo quando as observacoes estao su-
jeitas a ponderacao. A importancia da funcao de peso torna-se as-
sim evidente. De modo natural, diminui a proporcao de rejeigoes
de Hy quando aumenta o nimero de observagoes.

Avaliacgao do erro de 2° espécie do teste

A avaliacdo do erro de 2% espécie é feita gerando vérios mod-
elos sob a alternativa (H; verdadeira), isto ¢, considerando varios
valores de 8 (8 = 0.01, 5 = 0.05, 3 = 0.1, 8 = 0.25 e § = 0.5).
Em cada caso, regista-se a proporcao de aceitagoes de Hy em 60
réplicas do modelo. Os intervalos de confianga a 95% para esta pro-
porcao, obtidos replicando o procedimento 30 vezes, apresentam-se
na tabela seguinte.

T 20 20 50 50
teste g1 g2 g1 g2
0.01 0.44, 0.49[ | 10.37, 0.41 0.39, 0.44] | ]0.25, 0.29]
0.05 0.34, 0.39] | 10.23, 0.26] | ]0.25, 0.30 10.07, 0.1]
0.1 0.24, 0.29] | ]0.14, 0.18 0.15, 0.19] | ]0.03, 0.04]
0.25 0.12, 0.16[ | 10.05, 0.07 0.02, 0.04] | ]0.004, 0.01]
0.5 0.05, 0.06[ | ]0.01, 0.02[ | ]0.002, 0.008[ | ]0.0, 0.002]

Tabela 4. Estimativa intervalar para o erro de 2% espécie
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Observa-se que a estimativa para o erro de 2% espécie diminui
fortemente & medida que 8 aumenta Além disso, a precisdo da
estimativa aumenta, em geral, com 7. O bom comportamento é
particularmente evidente quando as observagoes sao efectivamente
ponderadas. Realga-se ainda o comportamento simétrico do teste.

Como observagao final salienta-se a grande potencialidade de
aplicagao desta metodologia de teste a modelos de séries temporais
sem momentos.

6.3 Modelacao de uma série real

Vamos, mais uma vez, ilustrar a aplicacao dos resultados proba-
bilistas e estatisticos associados a modelos de séries temporais, lin-
eares e nao lineares, através da procura de um modelo tedrico que
se ajuste bem a uma série de dados reais. O procedimento seguido
baseia-se na metodologia proposta por Box e Jenkins para mo-
delos lineares, que descrevemos no final do quarto capitulo. Neste
estudo utilizamos de novo o software estatistico EViews que, como
ja foi referido, é particularmente adequado para a modelacdo de
séries temporais.

Consideremos a série temporal relativa as cotagoes didrias de
fecho das acgoes da Pararede no mercado Euronext, durante o
periodo de 17 de Dezembro de 2003 a 28 de Maio de 2007.

A trajectéria desta série, presente na figura 6.1, mostra alguma
volatilidade instantanea.

.6

2004 2005 2006

— PARAREDE

Fig. 6.1 Cotagoes didrias de fecho da Pararede



6.3. MODELACAO DE UMA SERIE REAL 283

Facamos a sua descrigao estatistica (ver figura 6.2).

Esta andlise empirica permite-nos concluir que estamos pe-
rante uma distribuicao estatistica nao compativel com a lei normal,
nao centrada e leptocurtica.

100
Series: PARAREDE
Sample 12/17/2003 5/28/2007
80| Observations 893
Mean 0.307503
60| Median 0.290000
Maximum 0.570000
Minimum 0.210000
40| Std. Dev. 0.062361
Skewness 0.664129
Kurtosis 3.170402
20
Jarque-Bera  66.72599
o Probability 0.000000

025 030 0.35 040 045 050 055

Fig. 6.2 Anédlise descritiva da série Pararede

Observemos o grafico das autocorrelagoes e das autocorrelagoes
parciais (figura 6.3).

Correlogram of PARAREDE

Date: 05/30/07 Time: 16:44
Sample: 12/17/2003 5/28/2007
Included abservations: 893

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

' [ 1 0986 0.986 87157 0.000
1 1 2 0975 0069 17236 0.000
! ! 3 0965 0076 25509 0.000
1 1 4 08957 0031 33840 0.000
! ! 5 08950 0.029 4197.0 0.000
1 i 6 08942 -0.025 49972 0.000
! ! 7 08934 0004 57248 0.000
1 =] 2 08923 -0.136 65539 0.000
! ! 9 0912 -0.012 73056 0.000
1 1 10 0902 0.031 20427 0.000
! ! 11 0886 0.090 3760.5 0.000
1 1 12 0880 0.046 94882 0.000
! ! 13 0884 0.034 10193, 0.000
1 i 14 0876 -0.059 10805, 0.000
! ! 15 0868 00038 11580 0.000
1 [ 16 0.859 -0.024 12253, 0.000
! [ 17 0851 -0020 12914 0.000
1 1 18 D844 -0015 13565 0.000
! ! 1% 0837 -0.002 14205 0.000
1 L 20 0828 -0049 14832 0.000
! ! 21 0820 0.067 15449, 0.000
1 1 22 0812 -0010 16054 0.000
! ! 23 0804 -0.015 16642, 0.000
1 [ 24 0795 -0.020 17230. 0.000
! ! 25 0788 0036 17801, 0.000
' [ 26 0780 -0.029 18362 0.000
= '

' [

1 1

' [

1 i

1 1

E I

1 1

1 1

1 1

|
|
|
]
I
i 27 0772 0.021 18913, 0.000
I 28 0.764 -0.029 19453, 0.000
| 29 0757 0.007 19982, 0.000
| 30 0.748 -0.030 20501. 0.000
| 31 0739 -0.026 21007. 0.000
m 32 D734 0136 21508 0.000
| 33 0729 0018 22002 0.000
| 34 0724 0.011 22480 0.000
| 35 0719 0013 22871 0.000
| 38 0713 -0.012 23444 0.000

Fig. 6.3 Correlograma da série Pararede
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Este grafico indicia a necessidade de considerar a série dife-
renciada. Analisemos, pois, o grifico das autocorrelagdes e das
autocorrelagoes parciais da série das diferengas (figura 6.4).

Cormrelogram of D{PARAREDE)

Date: 05/30/07 Time: 16:47
Sample: 12/17/2003 5/28/2007
Included observations: 892

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

' 1-0076 -0.076 51918 0.023
1 2 -0.081 -0.087 11.019 0.004
! 3 -0.077 -0.092 16377 0.001
1 4 -0.028 -0.051 17.081 0.002
I
1

5 0046 0025 18975 0.002
6 -0.002 -0.010 18.979 0.004
7 0138 0140 36071 0.000
8 -0.026 0.004 36670 0.000
9 -0.066 -0.042 40613 0.000
10 -0.114 -0.110 52.412 0.000
11 -0.029 -0.057 53180 0.000
12 0021 -0.030 53539 0.000
13 0078 0055 59.162 0.000
14 -0.000 -0.013 59.162 0.000
15 -0.002 0023 59.167 0.000
16 -0.008 0022 59223 0.000
17 -0.019 0.015 59554 0.000
12 -0.004 -0.007 59572 0.000
19 0062 0050 63.036 0.000
20 -0.037 -0.070 64.236 0.000
21 0019 0.012 64.617 0.000
22 0008 0.012 64.673 0.000
23 0018 0.036 64.967 0.000
24 -0.054 -0.047 67.623 0.000
25 0020 0.032 67.996 0.000
26 -0.002 -0.025 65.001 0.000
27 0006 0.019 65.029 0.000
28 -0.008 -0.017 65.086 0.000
29 0017 0.026 65347 0.000
30 0028 0016 69.070 0.000
31 -0.157 -0.140 91.842 0.000
32 0011 -0.023 91.957 0.000
33 -0.007 -0.017 92.000 0.000
34 0013 -0.026 92167 0.000
35 0010 0002 92261 0.000
36 0015 0023 92458 0.000

Fig. 6.4 Correlagoes da série diferenciada

Da figura 6.4 parece surgir a necessidade de introduzir um
modelo auto-regressivo de ordem 7, AR(7). Fazendo a estimagao
de um tal modelo, obtém-se os valores presentes na figura 6.5.

Note-se que s6 os coeficientes ¢; (AR(1)), ¢y (AR(2)), ¥3
(AR(3)) e @7 (AR(7)) sdo significativamente diferentes de zero
(p-valor correspondente menor ou igual a 0.01).
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Dependent Variable: D(PARAREDE)
Method: Least Squares

Date: 05/29/07 Time: 18:27

Sample (adjusted): 12/29/2003 5/18/2007
Included observations: 885 after adjustments
Convergence achieved after 3 iterations

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

[ -4 57TE-05 0.000291  -0.156889 0.8754

AR(1) -0.091492 0.033434  -2.736523 0.0063

AR(2) -0.100872 0.033576  -3.004294 0.0027

AR(3) -0.086975 0033707 -2580330 0.0100

AR(4) -0.037007 0.033800  -1.094883 0.2739

AR(5) 0.037271 0.033683 1.106187 0.2689

AR(B) 0002902 0.033544 0086514 09311

AR(T) 0.140079 0.033381 4196349 0.0000

R-squared 0043848 Mean dependent var -4 H52E-05

Adjusted R-squared 0036216 S D dependent var 0010034

S.E. of regression 0.009850  Akaike info criterion -5.393609

Sum squared resid 0.085096  Schwarz criterion -6.350350

Log likelihood 2837172 F-statistic 5.745450

Durbin-Watson stat 1.999558  Prob(F-statistic) 0.000002
Inverted AR Roots 7 44+ 64 44- 641 - 16-721

- 16+720 -69+.351 -69-35]

Fig. 6.5 Modelo AR estimado

285

O modelo estimado é estaciondrio e o ruido associado é a
inovacdo, pois as raizes do polinémio AR estimado sdo em mo-

dulo superiores a 1(figura 6.6).

Inverse Roots of AR/MA Polynomial(s)
15

1.04

0.5

0.0

-054

-1.04

Fig. 6.6 Raizes do polinémio AR
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O correlograma dos residuos (figura 6.7) permite-nos inferir
que estamos perante um processo de erro.

Correlogram of Residuals

Date: 05/30/07 Time: 16:48

Sample: 12/29/2003 5M8&/2007

Included observations: 885

Q-statistic probabilities adjusted for 7 ARMA term(s)

Autocorrelation Fartial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1 1 -0.000 -0.000 0.0002

! 2 0006 0.006 0.0312

1 3 0016 0.016 0.2626

! 4 0008 0008 0.3168

1 5 0004 0004 0.3293

! 6 -0.015 -0.016 0.5365

1 7-0013 -0.013 0.6894

! 2 -0.016 -0.016 0.9151 0.339
1 9 -0.057 -0.056 3.5058 0.149
! 10 -0.108 -0.108 14.258 0.003
1 11 -0.036 -0.036 15399 0.004
! 12 -0.013 -0.011 15553 0.008
1] 13 0075 0080 20654 0.002
! 14 -0.018 -0.014 20942 0.004
1 15 0016 0015 21.164 0.007
! 16 0010 0004 21.256 0.012
1 17 0008 0002 21.313 0.018
! 12 -0.010 -0.019 21.396 0.029
» 19 0061 0050 24823 0.016
! 20 -0.049 -0.065 26999 0.012
I 21 0027 0020 27640 0.016
! 22 0005 0009 27667 0024
I 23 0016 0033 27.8%4 0033
! 24 -0.032 -0.030 28810 0.036
1 25 0020 0027 29168 0.046
1 26 -0.002 -0.009 29173 0.063
1 27 0007 0013 29216 0.084
1 28 -0.020 -0.023 29538 0.101
1 29 0001 0009 29530 0129
1 30 0019 0.010 290913 0152
! 31 -0.158 -0.155 52.801 0.001
1 32 -0.003 -0.010 52.809 0.001
! 33 -0.025 -0.011 53407 0.001
1 34 -0012 -0.017 53531 0.002
! 35 -0.005 0.001 53553 0.003
I 36 0027 0030 54.216 0.003

Fig. 6.7 Correlagoes dos residuos apés modelagao AR

Testemos a heteroscedasticidade dos residuos usando o teste
ARCH LM que testa a hipétese Hy: auséncia de heteroscedastici-
dade.

O p-valor obtido, como pode observar-se na figura 6.8, leva a
rejeicao da hipétese de auséncia de heteroscedasticidade, isto é, o
ruido é heterosceddstico.
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ARCH Test
F-statistic 117.1038  Prob. F(1,882) 0.000000
Obs*R-squared 103.6126  Prob. Chi-Square(1) 0.000000
Test Equation:
Dependent Variable: RESID"2
Method: Least Squares
Date: 05/30/07 Time: 16:56
Sample (adjusted): 12/30/2003 5/18/2007
Included observations: 884 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 6.32E-05 143E-05  4.413309 0.0000

RESID*2(-1) 0.342366  0.031638 10.82145 0.0000
R-squared 0.117208 Mean dependent var 961E-05
Adjusted R-squared 0116208 S.D.dependent var 0.000442
S E. of regression 0.000416  Akaike info criterion -12.73028
Sum squared resid 0.000153  Schwarz criterion -12.71945
Log likelihood 5628.782  F-statistic 117.1038
Durbin-Watson stat 1.988997  Prob(F-statistic) 0.000000

Fig. 6.8 Teste a heteroscedasticidade dos residuos

Fagamos entao um novo ajustamento

com processo de erro ARCH(9).

Correlogram of Residuals Squared

por um modelo AR(7)

Date: 05/30/07 Time: 16:54

Sample: 12/20/2003 5/18/2007

Included observations: 885

Q-statistic probabilities adjusted for 7 ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC

PAC Q-Stat

Prob

0342
-0.016
0.094
-0.000
0.017
0.138
0.042
0.046
0.260
0.152
-0.129
-0.009
-0.035
0.029
-0.054
-0.092
0.011
-0.037
-0.140
-0.022
0.053
0.042
0.063
0.018
0.088
0.011

104.08
11351
124 .93
12887
130.46
14991
166.18
176.12
253.10
34114
34332
34372
34424
34525
34592
346.04
346.52
34747
34751
34781
34783
348.05
351.07
353.84
355.52
355.52
355.52
355.68
35572
35844
381.00
38270
383.09
383.24
383.92
383.95

Fig. 6.9 Correlagoes dos residuos ao quadrado,

Tivemos em conta neste ajustamento o

ap6s modelagao AR

correlograma do quadra-
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do do processo, conforme figura 6.9, e as propriedades dos modelos
ARCH no que diz respeito & representagao auto-regressiva desse
processo.

As estimativas para os parametros do modelo AR(7)-ARCH(9)
encontram-se na figura 6.10.

Dependent Variable: D(PARAREDE)

Method: ML - ARCH

Date: 05/29/07 Time: 18:16

Sample (adjusted): 12/29/2003 5/18/2007

Included observations: 885 after adjustments

Failure to improve Likelihood after 22 iterations

Variance backcast: ON

GARCH = C(9) + C(10)*RESID(-1)*2 + C(11)*RESID(-2)"2 + C(12)
"RESID(-3)"2 + C(13)"RESID(-4)"2 + C(14)"RESID(-5)"2 + C(15)
*RESID(-6)"2 + C(16)*RESID(-7)*2 + C(17)*"RESID(-8)"2 + C(18)
*RESID(-9)"2

Coefficient Std. Error  z-Statistic Prob.

c 0000170 0000136 -1254275 02097
AR(1) 0377928  0.048930 -7.723886  0.0000
AR(2) 0165142 0042108 -3.921834  0.0001
AR(3) 0127221 0032907 -3.866067  0.0001
AR(4) 0115950 0022566 -5.138276  0.0000
AR(5) 0012099 0031152 -0.388396  0.6977
AR(6) 0024961 0032373  -0.771040 04407
0]

0.040557 0.026664 1.521057 0.1282

Variance Equation

Cc 3.45E-05 3.04E-06 11.35750 0.0000
RESID(-1)"2 0.317268 0.039962 7.939299 0.0000
RESID(-2)"2 0.103821 0.034189 3.036718 0.0024
RESID(-3)"2 0.006713 0.029572 0.227018 0.8204
RESID(-4)"2 -0.021309 0.014302  -1.489927 0.1362
RESID(-5)"2 0.077828 0.025643 3.035076 0.0024
RESID(-6)"2 0.002864 0.018773 0.152581 0.8787
RESID(-7)"2 -0.009015 0.019907  -0.452872 0.6506
RESID(-8)"2 0.043536 0.024156 1.802250 0.0715
RESID(-9)"2 0017732 0.017245 1.028213 0.3038

R-squared -0.049524  Mean dependent var -4 52E-05

Adjusted R-squared -0.070103 S.D. dependent var 0.010034

S E. of regression 0010380 Akaike info criterion -6.792478

Sum squared resid 0.093406  Schwarz criterion -6.695145

Log likelihood 3023.672 Durbin-Watson stat 1.441817

Inverted AR Roots 45 .38+.551 .38-.55i - 16+.60i
-.16-.60i -64+331  -.64-33

Fig. 6.10 Estima¢ao do modelo AR ARCH
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Apresentemos, de modo resumido, a andlise dos residuos do
novo ajustamento.

1/ O correlograma dos residuos (figura 6.11) é compativel com
o de um ruido branco.

Correlogram of Standardized Residuals

Date: 05/30/07 Time: 18:00

Sample: 12/29/2003 5/18/2007

Included observations: 885

Q-statistic probabilities adjusted for 7 ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

] 0.067 0.067 3.9940

I 0.045 0.040 57748

I 0.045 0.039 7.5599

I 0.053 0.046 10.090

! 0.022 0.012 10515

| 0.019 0.012 10.848

! 0.031 0.024 11.709

! -0.007 -0.015 11.750 0.001
! 0.024 0.021 12282 0.002
| 10 -0.021 -0.027 12.667 0.005
! 11 -0.010 -0.011 12.749 0.013
! 12 0.000 0.001 12.749 0.026
| 13 0.050 0.051 15.036 0.020
! 14 -0.053 -0.058 17.548 0.014
I 15 0.026 0.032 18.169 0.020
! 16 0.013 0.009 18.325 0.032
! 17 0.010 0.009 18424 0048
! 18 -0.010 -0.011 18.508 0.071
i} 19 0.071 0.071 23.106 0.027
|

)

|

1]

|

|

|

|

|

|

|

|

I

|

|

|

|

O~ AW =

20 -0.050 -0.064 25338 0.021
21 0.035 0.042 26448 0023
22 -0.000 -0.012 26.448 0.034
23 0.055 0.058 206.233 0.022
24 0.004 -0.008 29.247 0.032
25 -0.021 -0.025 29.633 0.041
26 0.011 0003 29.741 0.055
27 0.011 0021 26.862 0.072
28 0.029 0.013 30.655 0.080
29 0.015 0.023 30.873 0.089
30 -0.006 -0.019 30.906 0.125
31 -0.073 -0.073 35.834 0.057
32 0.036 0034 37.036 0057
33 -0.027 -0.013 37.706 0.064
34 -0.016 -0.024 37.951 0.079
35 -0.028 -0.017 38.681 0.086
36 0.017 0.014 38955 0.103

Fig. 6.11 Correlagoes dos residuos apés modelo AR ARCH

A anilise descritiva do residuo estd presente na figura 6.12. E
clara a nao compatibilidade com uma lei Gaussiana.



290CAPITULO 6. INFERENCIA EM MODELOS NAO LINEARES

300
Series: RESID
2504 Sample 12/17/2003 5/28/2007
Observations 885
200 Mean -3.06e-14
Median 3.58e-05
150 Maximum 0.073939
Minimum -0.099045
Std. Dev. 0.009811
100+ Skewness  -0.031175
Kurtosis 22.11516
50
Jarque-Bera  13473.87
Probability 0.000000
0- EEmEme e
-0.10 -0.05 0.00 0.05

Fig. 6.12 Andlise descritiva do resfduo apés ajustamento AR-ARCH

2/ O teste ARCH LM a heteroscedasticidade dos residuos esta
resumido na figura 6.13.

Com um p-valor desta ordem de grandeza somos obviamente
conduzidos & aceitacao da hipdtese de auséncia de heteroscedasti-
cidade, isto é, o novo residuo é homosceddstico.

ARCH Test
F-statistic 0.262897 Prob. F(1,882) 0.6808265
Obs*R-squared 0263415 Prob. Chi-Square(1) 0607784

Test Equation:

Dependent Variable: WGT_RESID"2
Method: Least Squares

Date: 05/30/07 Time: 18.03

Sample (adjusted): 12/30/2003 5/18/2007
Included observations: 884 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error {-Statistic Prob

C 0992305 0.078992 1256213 0.0000
WGT_RESIDM2(-1)  0.017264 0.033671 0.512735 0.6083
R-squared 0.000298 Mean dependent var 1.009761
Adjusted R-squared -0.000835 S.D. dependent var 2.118407
S_E. of regression 2119292  Akaike info criterion 4.342301
Sum squared resid 3961.412  Schwarz criterion 4.353125
Log likelihood -1917.297  F-statistic 0.262897
Durbin-Watson stat 1.999089  Prob(F-statistic) 0.608265

Fig. 6.13 Teste a heteroscedasticidade do residuo apés modelagio AR ARCH

O modelo retido é, entdo, sendo X; a cotagdo de fecho da
Pararede no dia t,
YVi=Xi— Xia
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com

Y = oot o1Yio1+ ..o F Y7+ e

5? = ap+ 0416?_1 + ...+ OZQS?_Q + ut

com as estimativas para os coeficientes ¢, ¢1, ..., 7, @0, ..., g pre-
sentes na figura 6.14 e u = (ut, t € Z) um ruido branco.

Substituted Coefficients:

D{PARAREDE) = -0,0001702503234 + [AR(1)=-0 3770282004 AR(2)=-D 1651410305 AR(3)=-0 1272214450 AR(4)=.
0.1150504824 AR(5)=-0.01209931804 AR(6)=-0.02496 107739 AR(T)=0.04055675344]

GARCH = 3 4523063020-005 + 0. 3172681558 RESID{-1)"2 + 0 1038212183 RESID(-2)*2 + 0.0067 1320506*RESID({

=302 - DO21B091TH41"RESIDI-4)2 + D OFTHITETH6T"RESID(-5)"2 + 0002864400627 RESID-G)"2 - 00090151858
BU*RESID(-7)"2 + 0.04353506263 RESID(-8)"2 + 0.01773151464*RESID{-9)*2

Fig. 6.14 Modelo estimado

O software utilizado permite ainda comparar, visualmente, as
trajectérias da série diferenciada e da correspondente série esti-
mada bem como a trajectéria do residuo associado, como se ilustra
na figura 6.15.

2004 2005 2006

| — Residual Actual —— Fitred

Fig. 6.15 Graficos das séries Pararede diferenciada, ajustada e residual

Facamos a previsao dos valores da série Pararede no perfodo
de 21 a 28 de Maio de 2007 (figura 6.16) e do desvio padrao condi-
cional (figura 6.17).
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21
T T T T
5/21/07  5/22/07  5/23/07  5/24/07  5/25/07  5/28/07

— PARAREDEF

.0000650

.0000600 -

.0000550 -

.0000500 -{

.0000450 -

.0000400

.0000350 -

.0000300 . , . ,
5121/07  5/22/07 5/23/07 5/24/07 5/25007  5/28/07

—— Forecast of Variance

Fig. 6.16 Previsao da série Pararede e da variancia

07

.06

054

044

034

024

014

.00

2004 2005 2006

—— Conditional standard deviation

Fig. 6.17 Desvio padrao condicional

Como curiosidade refere-se que os valores das cotacoes de fecho
das acgoes da Pararede observados durante aquele periodo foram
os apresentados no quadro 6.18.

21/5/2007 22/5/2007 23/5/2007 24/5/2007 25/5/2007 28/5/2007

0.23 0.24 0.24 0.24 0.23 0.24

Quadro 6.18 Valores da cotacao de fecho da Pararede
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