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Prefácio

Uma questão concreta, um conjunto de dados e um modelo são os
principais ingredientes que fazem funcionar a inferência estat́ıstica.
Esta estrutura tem-se revelado muito apelativa e extremamente útil
pois oferece ao utilizador da estat́ıstica a possibilidade de atacar uma
multitude de problemas da vida real. Porém, esta abordagem intro-
duz uma dificuldade funcional, a que a inferência estat́ıstica tradi-
cional não dá relevo, que pode prejudicar seriamente os resultados
de uma análise estat́ıstica de dados reais. A dificuldade resulta de
um desajustamento entre o que se passa na teoria e o que se passa
na realidade e traduz-se no facto de as hipóteses necessárias para o
modelo funcionar, de acordo com o previsto, raramente serem encon-
tradas nos dados para os quais o modelo foi afinal concebido. Um
exemplo claro é o modelo de regressão linear com todas as hipóte-
ses que se lhe costumam associar para que o método dos mı́nimos
quadrados possa realizar eficientemente o seu trabalho de estimação.
Sabe-se que se os dados aos quais se pretende ajustar o modelo de
regressão não respeitarem as hipóteses que o modelo exige, as esti-
mativas dos mı́nimos quadrados poderão dar uma ideia falsa sobre
a estrutura dos dados. E quantos conjuntos de dados existem que
satisfaçam exactamente tais hipóteses?

Cientes desta realidade incontornável os especialistas inquietos lan-
çaram novos olhares sobre a estat́ıstica e fizeram nascer a estat́ıstica
robusta. Na visão da estat́ıstica robusta não há um modelo único,
formulado em termos de hipóteses ŕıgidas, que explique a estrutura
dos dados, mas há sim um conjunto de modelos que se situam numa
vizinhança estreita de um modelo ideal e são esses modelos que es-
tão em condições de explicar a estrutura dos dados. Ao adoptar esta
estratégia a estat́ıstica robusta fica habilitada a controlar os desvios
que os dados reais apresentam em relação ao modelo ideal que se lhe
quer impor e que a estat́ıstica clássica não é capaz de dominar. É, no
fundo, a flexibilidade contra a rigidez da visão clássica.
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Este texto constitui o material de suporte ao mini-curso que ante-
cede o XV Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estat́ıstica.
Depois de um panorama geral da estat́ıstica robusta que é dado no
Caṕıtulo 1, segue-se, no Caṕıtulo 2, o conjunto de conceitos básicos
da estat́ıstica robusta e, no Caṕıtulo 3, aborda-se o problema geral
da estimação e apresentam-se os estimadores mais conhecidos. No
Caṕıtulo 4 pode apreciar-se a actuação da estat́ıstica robusta no es-
tudo da regressão, um dos métodos mais correntemente usados em
estat́ıstica. O Caṕıtulo 5 mostra o papel das ferramentas da estat́ıs-
tica robusta e a sua interligação com a estat́ıstica clássica na análise
de uma aplicação complexa.

O texto contém abundantes ilustrações gráficas e exemplos com
dados simulados e dados reais que permitem compreender melhor os
conceitos e mostrar a utilidade dos métodos robustos.

Em face do objectivo deste projecto não foram inclúıdos vários
tópicos de muito interesse para a estat́ıstica robusta, em particular a
análise multivariada onde se têm verificado avanços de grande relevo.

Este livro é em grande medida o resultado do estudo sobre o tema,
iniciado pelos autores em 1989 com a participação no segundo curso
ECAS (European Courses in Advanced Statistics), intitulado “Ro-
bustness in Statistics – Theory and Applications”, que teve lugar em
Schloss Reisensburg, Alemanha, de 2 a 7 de Outubro, e do trabalho
de investigação desenvolvido desde essa altura (integrado nas activi-
dades do CEMAT – Centro de Matemática e Aplicações do Instituto
Superior Técnico, financiado pela Fundação para a Ciência e a Tec-
nologia, entidade a quem se agradece o apoio).

Gostaŕıamos de deixar aqui um agradecimento às nossas colegas
Conceição Amado, pela leitura atenta dos Caṕıtulos 2 e 3, e Isabel
Rodrigues, co-autora do trabalho em que se baseia o Caṕıtulo 5. É
evidente que quaisquer gralhas ou incorrecções são da nossa inteira
responsabilidade e desde já agradecemos a todos os que queiram co-
municar falhas que encontrarem ou contribuir com comentários e su-
gestões.

Instituto Superior Técnico,
Lisboa, Junho de 2007

João A. Branco
Ana M. Pires
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1

Um panorama da estat́ıstica robusta

1.1 Introdução

Embora o objectivo deste texto seja o estudo da estat́ıstica robusta é
interessante e útil olhar para as interpretações que o termo“robustez”
tem noutros contextos. Como se verá este exerćıcio tem também
o mérito de proporcionar uma melhor compreensão do conceito de
robustez.

A palavra robustez é usada na linguagem corrente para designar
a qualidade daquilo que é robusto (termo derivado da palavra latina
robus). Por sua vez o significado do termo robusto é (ver Stigler,
1973) entre outros: forte, vigoroso, resistente, saudável, bem consti-
túıdo. Por exemplo, tanto se fala de um atleta robusto como se fala
de um vinho robusto.

Do ponto de vista técnico o termo robusto aplica-se geralmente a
um sistema ou processo que é capaz de manter determinado compor-
tamento mesmo quando haja perturbação das condições habituais do
seu funcionamento.

Este entendimento genérico do que é um sistema robusto assume
interpretações espećıficas em cada uma das áreas em que o conceito
de robustez é relevante. Estudos de robustez são de facto importantes
em muitas áreas de trabalho como as ciências naturais, a engenharia,
a sociologia, a estat́ıstica e outras áreas. É comum considerar-se
a robustez de um processo de produção (engenharia), de um soft-
ware (informática), de um sistema social (sociologia), de uma me-
dida económica (economia), de um ecossistema (ecologia), de uma
decisão poĺıtica (poĺıtica) e de um procedimento estat́ıstico (estat́ıs-
tica). Traduzindo a ideia geral de robustez nos vários contextos par-
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ticulares leva a que se diga, por exemplo, que: (i) um ecossistema é
robusto (Gunderson e Holling, 2001) se tem a capacidade de manter
as suas funções e equiĺıbrio, quando submetido a perturbações, sejam
elas ambientais, invasões por espécies diferentes ou outras, (ii) um
software é robusto (Huhns e Holderfield, 2002) se funciona correcta-
mente dentro das especificações dos seus programas e é ainda capaz
de reagir bem em circunstâncias estranhas, fora das especificações
definidas no seu delineamento (é capaz, por exemplo, de tolerar um
grande volume de erros e bugs detectando essas faltas e recuperando
dos seus efeitos). Muitos outros exemplos podem encontrar-se em
www.santafe.edu (Santa Fe Insitute) onde há várias linhas de inves-
tigação dedicadas ao tema geral da robustez (em sistemas f́ısicos, em
sistemas biológicos, em sistemas sociais, etc.).

Uma outra área em que o conceito de robustez é muito requerido
é na área do processo de apoio à decisão. Aı́ consideram-se vários
tipos de robustez e a expressão “análise de robustez” tornou-se parte
de muitos estudos nesta área. A análise de robustez pode ter várias
interpretações. Segundo Rosenhead (2001) trata-se de um procedi-
mento que consiste em escolher uma acção, de um conjunto de acções
posśıveis, que seja suficientemente flex́ıvel para poder servir muitas
das opções que possam surgir no futuro. Por exemplo, sabendo que
vou viajar daqui a dois anos, o que devo fazer relativamente a reser-
var/comprar já o bilhete e que tipo de bilhete, para me resguardar
das surpresas que o meu próprio futuro e o do páıs para onde vou
viajar me reservam? Poderei concretizar a viagem e a minha situa-
ção económica actual manter-se-á? Poderá acontecer, no páıs que
vou visitar, uma calamidade nacional ou uma mudança poĺıtica com
consequências na alteração do valor do câmbio local?

Como já se percebeu o conceito de robustez não é único, havendo
várias interpretações. Aparece muitas vezes ligado às ideias de flexi-
bilidade, insensibilidade, resistência e estabilidade, com as quais por
vezes se confunde (ver, por exemplo, Jen, 2003). Em qualquer dos
casos o estudo da robustez tem por objectivo principal a construção
de sistemas robustos, proporcionando concomitantemente uma me-
lhor compreensão de todo o sistema e um conhecimento das hipóteses
cruciais para o seu bom funcionamento, um suproduto da maior im-
portância e que não deve ser menosprezado. A robustez está associada
à ideia de tranquilidade do funcionamento ou até de sobrevivência do
próprio sistema.
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A necessidade de sistemas e processos robustos é muito evidente
em diversas actividades. Pensando, por exemplo, na área da visão,
em robótica, um bom (robusto) robot de reconhecimento deve ser
capaz de absorver e interpretar novos objectos e cenários que não
lhe sejam familiares. Trata-se de uma situação em que o número de
outliers (objectos novos) pode ser muito maior do que o número de
observações boas, um caso que poderá deixar muitos estat́ısticos sur-
preendidos. No caso da estat́ıstica o uso de métodos robustos, isto é,
métodos que se comportam bem mesmo quando as hipóteses ideais
de funcionamento não são rigorosamente verificadas, é muito apre-
ciado pelos estat́ısticos uma vez que a aplicação forçada dos métodos
tradicionais, quando se verifica a violação daquelas hipóteses, pode
conduzir a resultados bastante insatisfatórios.

Este caṕıtulo dá uma visão geral da estat́ıstica robusta, destacando
os seus aspectos mais importantes, sendo o seu conteúdo parcialmente
baseado em três estudos (Pires, 1990; Pires e Branco, 1994; Branco,
2005) cujo material foi em parte alterado e adaptado para ser in-
clúıdo no presente texto. Após esta introdução começa-se por uma
breve referência histórica sobre o aparecimento e desenvolvimento do
conceito de robustez em estat́ıstica justificando-se simultaneamente
a necessidade dos métodos estat́ısticos robustos. A relação que os
métodos robustos têm com outros métodos estat́ısticos é descrita na
secção seguinte. Depois discute-se o papel que a estat́ıstica robusta
tem na resolução de problemas práticos. Finalmente faz-se um breve
comentário relativamente à situação presente e ao futuro da estat́ıs-
tica robusta.

1.2 Motivação e nota histórica

Os ingredientes de uma análise estat́ıstica incluem, em geral, um con-
junto de dados, um modelo e procedimentos estat́ısticos vários (testes
e métodos de estimação). O bom funcionamento destes procedimen-
tos requer que se respeitem certas hipóteses como, por exemplo, a
normalidade das observações, a sua independência e identidade em
termos de distribuição (i.i.d.), e ainda homogeneidade de variâncias,
linearidade e estacionaridade. Se alguma ou várias destas hipóteses
forem violadas os resultados de muitos dos procedimentos estat́ısti-
cos clássicos podem tornar-se tão aberrantes que deixam de merecer
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qualquer credibilidade. Procedimentos com este comportamento são
designados de não robustos. Por sua vez procedimentos robustos são
aqueles cujos resultados não mostram grandes alterações em presença
de pequenos desvios das hipóteses assumidas. Tendo em conta que
as hipóteses consideradas não passam de simples idealizações e que
realmente não se verificam na prática percebe-se imediatamente a
importância que têm os procedimentos robustos em qualquer análise
estat́ıstica.

Antes de prosseguir vale a pena analisar dois exemplos simples
que servem para ilustrar os efeitos severos que pequenos desvios da
hipótese da normalidade podem acarretar.

Exemplo 1.1. Considere-se uma variável aleatória (v.a.) com distri-
buição normal, X ∼ N (µ, σ2), e a partir dela construa-se uma v.a.
com distribuição designada normal simetricamente contaminada,
Xε,k, cuja função de distribuição (f.d.) é

F (x) = (1 − ε)Φ

(
x− µ

σ

)
+ εΦ

(
x− µ

kσ

)
, (1.1)

onde Φ representa a f.d. da normal reduzida, ε (0 ≤ ε ≤ 1) a probabi-
lidade de contaminação e k > 0, o factor de escala. Xε,k corresponde
assim a um modelo de mistura em que se assume que cada observação
provém com probabilidade 1 − ε da distribuição de X , N (µ, σ2), e
com probabilidade ε da distribuição de Xk, N (µ, k2σ2). Comece-se
por calcular o valor esperado e a variância de Xε,k, recorrendo à sua
função densidade de probabilidade (f.d.p.) dada por

f(x) = (1 − ε)
1

σ
ϕ

(
x− µ

σ

)
+ ε

1

kσ
ϕ

(
x− µ

kσ

)
,

onde ϕ representa a f.d.p. da normal reduzida. Tem-se então

E[Xε,k] =

∫ +∞

−∞

[
(1 − ε)

x

σ
ϕ

(
x− µ

σ

)
+ ε

x

kσ
ϕ

(
x− µ

kσ

)]
dx =

= (1 − ε)E[X ] + εE[Xk] = µ,

ou seja, o valor esperado do modelo contaminado é igual ao valor
esperado do modelo não contaminado. Já em relação à variância não
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acontece o mesmo, pois

var(Xε,k) =

=

∫ +∞

−∞

[
(1 − ε)

x2

σ
ϕ

(
x− µ

σ

)
+ ε

x2

kσ
ϕ

(
x− µ

kσ

)]
dx− µ2 =

= (1 − ε)E[X2] + εE[X2
k ] − µ2 = (1 − ε+ εk2)σ2.

A nova variável aleatória, embora não sendo normal,1 desvia-se pouco
da normal X ∼ N (µ, σ2). De facto a distância de Kolmogorov, usada
para comparar duas distribuições,

dε,k = max
x

∣∣∣∣F (x) − Φ

(
x− µ

σ

)∣∣∣∣ , (1.2)

é muito pequena (pode mostrar-se que é inferior a ε/2 quaisquer que
sejam os valores dos outros parâmetros) tomando, por exemplo, o
valor 0.024, para k = 3 e ε = 0.1.

0.5

1.0

1 2 3 4−1−2−3−4−5

x

F (x)

Figura 1.1 F (x) dada por (1.1), com ε = 0.1, k = 3, µ = 0 e σ = 1,
e Φ(x) (traço menos marcado).

O gráfico da Figura 1.1 mostra as duas funções de distribuição em
causa, F (x), com ε = 0.1, k = 3, µ = 0 e σ = 1, e Φ(x), podendo

1Pode-se mostrar que se 0 < ε < 1 e k 6= 1, ou seja, com excepção dos casos em
que ainda se obtém uma distribuição normal, então a distribuição normal sime-
tricamente contaminada tem caudas mais pesadas do que a distribuição normal.
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observar-se a pequena distância entre elas. É de notar que a distân-
cia dada em (1.2) não depende de µ e σ. Isso pode perceber-se em
termos gráficos pois uma alteração do valor de µ produz apenas uma
translação horizontal no gráfico (mudança de origem das abcissas)
enquanto que uma alteração no valor de σ corresponde a uma mu-
dança de escala das abcissas em todas as funções envolvidas, não se
alterando em qualquer dos casos a diferença máxima em causa.

No entanto os efeitos dessa pequena diferença entre as funções de
distribuição são bem viśıveis, se observarmos o que se passa com a
variância. Usando ainda ε = 0.1 e quatro valores distintos de k,
obtêm-se os seguintes valores para a distância de Kolmogorov e para
a variância da normal contaminada:

k dε,k (1 − ε+ εk2)σ2

3 0.024 1.8 σ2

6 0.035 4.5 σ2

10 0.040 10.9 σ2

16 0.043 26.5 σ2

O que se pode concluir é que a variância é muito senśıvel a desvios,
mesmo que pequenos, efectuados na distribuição, neste caso concreto
nas caudas da distribuição. Ou seja, uma pequena proporção da po-
pulação pode ter efeitos dominantes em certos aspectos da população,
como, por exemplo, a variância, o que vai, por sua vez, reflectir-se em
certos procedimentos estat́ısticos como é o caso dos habituais inter-
valos de confiança. Uma amostra da distribuição contaminada daria
intervalos de confiança para o valor médio da população com ampli-
tudes maiores do que as amplitudes produzidas a partir da amostra da
distribuição não contaminada, mesmo considerando, como é o caso,
que a variância é conhecida (aproximadamente 30% maior se k = 3,
2 vezes maior se k = 6, 3 vezes maior se k = 10 e 5 vezes maior se
k = 16).

Exemplo 1.2. Quanto a estimadores sabe-se que o desvio padrão amos-
tral é, sob vários aspectos, o estimador óptimo do desvio padrão
populacional para populações normais, mas o que acontece quando a
população se desvia da normalidade? Para ilustrar a falta de robustez
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do desvio padrão amostral,

Sn =

√∑n
i=1X

2
i − nX

2

n− 1
,

Tukey (1960) comparou este com o desvio médio (também conhecido
por desvio absoluto médio),

Dn =

∑n
i=1 |Xi −X |

n
,

para uma amostra aleatória (X1, . . . , Xn) de uma população Xε,3

com distribuição normal simetricamente contaminada (1.1) em que o
factor de escala é igual a 3 e a probabilidade de contaminação pode
variar. Há aqui um pequeno detalhe para o qual convém desde já
chamar a atenção, enquanto que o valor esperado de Sn, E[Sn], é
aproximadamente igual ao desvio padrão de Xε,3 (como se viu no
exemplo anterior este desvio padrão depende de ε e é em geral dife-
rente do parâmetro σ do modelo), o valor esperado de Dn, E[Dn],
estará próximo do desvio médio populacional que é distinto do desvio
padrão correspondente. Isto significa que os dois estimadores não es-
tão a estimar directamente a mesma caracteŕıstica da população e
que a sua comparação não pode ser feita usando o habitual critério
da eficiência relativa dada pelo quociente entre os erros quadráticos
médios (que se reduz ao quociente entre as variâncias para estimado-
res centrados). O critério que Tukey (1960) utilizou para comparar
estes dois estimadores de dispersão com valores esperados distintos
foi uma eficiência relativa assintótica dada pelo quociente entre os
quadrados dos coeficientes de variação, ou seja

ARE(ε) = lim
n→∞

var(Sn)/E2(Sn)

var(Dn)/E2(Dn)
(1.3)

o que ao fim e ao cabo corresponde a comparar as variâncias de
Sn/E[Sn] e Dn/E[Dn]. Na Tabela 1.1 apresentam-se os resultados
para alguns valores de ε. A primeira linha da tabela refere-se à si-
tuação de não contaminação para a qual se verifica, como esperado,
uma superioridade (de cerca de 12%) do desvio padrão. As restantes
linhas da metade esquerda da tabela correspondem à situação de con-
taminação nas caudas enquanto as da metade direita correspondem
a contaminação ao “centro”, e se aqui não há valores surpreendentes
(o desvio padrão continua a ser cerca de 12 % mais eficiente) já o
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mesmo não se pode dizer em relação à contaminação nas caudas.
De facto, basta uma média de duas observações contaminantes em
1000 (ε = 0.002) para fazer desaparecer a vantagem de Sn, a qual é
literalmente pulverizada para ε = 0.05.

Tabela 1.1 Eficiência assintótica relativa do desvio médio relativa-
mente ao desvio padrão para a distribuição normal simetricamente
contaminada com factor de escala 3.

ε ARE(ε) ε ARE(ε)

0 0.876 1 0.876
0.001 0.948 0.999 0.876
0.002 1.016 0.998 0.876
0.005 1.198 0.995 0.876
0.01 1.439 0.99 0.876
0.02 1.751 0.98 0.876
0.05 2.035 0.95 0.876
0.1 1.903 0.9 0.878

0.15 1.689 0.85 0.882
0.25 1.371 0.75 0.900
0.5 1.017

O cenário é particularmente inquietante quando se sabe (Huber, 1981)
que muitas situações reais são especialmente bem modeladas pelo mo-
delo (1.1) com 0.01 ≤ ε ≤ 0.1 e ainda que, com as dimensões amos-
trais correntes, se torna virtualmente imposśıvel distinguir a situação
de contaminação da situação pura. A conclusão óbvia é que, con-
trariamente à prática estabelecida, se deveria provavelmente preferir
o desvio médio ao desvio padrão. No entanto, apesar da vantagem
aqui demonstrada em relação ao desvio padrão, verifica-se no Exem-
plo 2.9 que o estimador Dn também não é robusto pelo que será
necessário estudar outros estimadores para a caracteŕıstica de disper-
são (ou parâmetro de escala). No Exemplo 2.9 também são expli-
cados os cálculos que permitem obter os resultados apresentados na
Tabela 1.1.

A questão que agora se coloca é a de saber se desvios em relação à
normal são frequentes e o recurso a procedimentos robustos é inevitá-
vel ou se a normalidade deve prevalecer. Como já se deixou entender
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a distribuição normal não se encontra na prática, trata-se de uma
distribuição ideal. No entanto o “mito” de que os erros de medição
seguem uma distribuição normal encontra-se ainda largamente difun-
dido. A este propósito é interessante a seguinte afirmação:

Everyone believed in the normal distribution, the mathe-
maticians because they thought it was an experimental
fact, the experimenters because they thought it was a ma-
thematical theorem. (Lippmann, segundo Poincaré, citado
em Stigler, 1975)

Isto deve-se em parte ao Teorema do Limite Central o qual, de facto,
apenas fala de um limite, não dando indicação da distância a que se
encontra esse limite. Qualquer verificação estat́ıstica poderá quando
muito provar que os dados têm uma distribuição pertencente a uma
vizinhança da distribuição normal. Vem ainda a propósito referir o
modo como a distribuição normal, ou Gaussiana, foi introduzida pelo
próprio Gauss. De acordo com Huber (1972), que se baseia numa
citação de Gauss, este introduz a distribuição normal como a que
mais se ajusta ao uso da média aritmética e não como a distribuição
que melhor se ajusta às observações!

Desvios em relação à normalidade ocorrem com frequência na prática
e consoante a sua natureza podem separar-se em dois grupos:

(i) Ocorrência de erros: segundo Hampel et al. (1986) os conjun-
tos de dados em que não se consegue encontrar nenhum erro
são muito raros. Diversos estudos citados por aqueles autores
mostraram que mesmo em dados de alta qualidade a percenta-
gem de erros pode ir até 1% enquanto que para a maior parte
dos dados de rotina varia entre 1% e 10%. Este facto, infeliz-
mente, parece ser a regra e não a excepção.

(ii) A distribuição que melhor se ajusta aos dados de alta qualidade
tem de facto caudas mais pesadas que a normal (veja-se exemplo
em Huber, 1981).

E se tudo o que se disse é verdade para dados univariados com mais
propriedade ainda se aplica a dados multivariados (podendo mesmo
afirmar-se que a multinormalidade nunca se encontra na prática).

A necessidade de procedimentos robustos foi sentida desde longa
data por estat́ısticos famosos que demonstraram a não robustez de
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várias estat́ısticas e usaram métodos mais robustos (segundo Stigler,
1986, o método baseado na minimização do desvio absoluto médio dos
reśıduos era usado em regressão antes do método dos mı́nimos quadra-
dos). Entre outros destacam-se Newcomb (1886), Student (1927),
Pearson (1929, 1931), Box (1953), a quem é atribúıda a introdução
do termo “robustez”, e o já referido Tukey (1960) que é bastante ra-
dical ao afirmar:

Nearly imperceptible non-normalities may make conven-
tional relative efficiencies of estimates of location and scale
entirely useless... If contamination is a real possibility
(and when is it not?), neither the mean nor variance is
likely to be a wisely chosen basis for making estimates
from a large sample.

As vantagens oferecidas pela robustez foram despertando o interesse
de outros estat́ısticos e o conhecimento foi-se acumulando dando lugar
a uma teoria própria da estat́ıstica robusta. Essa visão moderna da
robustez surgiu só na década de sessenta do século XX, pelas mãos
de Huber e de Hampel.

Huber (1964) introduz o conceito de vizinhança de um modelo para-
métrico e sugere que o comportamento dos procedimentos estat́ısticos
deve ser analisado não só usando o próprio modelo paramétrico mas
também os modelos pertencentes a uma vizinhança desse modelo.
Partindo do prinćıpio que os modelos estat́ısticos são apenas apro-
ximações da realidade, conclui que um bom método de estimação
é aquele que se comporta bem na vizinhança do modelo paramé-
trico assumido. Esta ideia é depois explorada de forma a permitir a
construção de estimadores robustos com boas propriedades. Hampel
(1968) apresenta uma via diferente baseada num instrumento novo,
a função de influência, que será amplamente discutido no Caṕıtulo 2.

Pode dizer-se que a estat́ıstica robusta é um ramo da estat́ıstica que
se ocupa do estudo dos efeitos dos desvios em relação a certas hipóte-
ses ideais normalmente assumidas no estudo de modelos estat́ısticos,
encontrando-se parcialmente formalizada em “teorias da robustez”, e
tendo como principal objectivo a construção de métodos estat́ısticos
robustos. Diz-se que um método estat́ıstico é robusto quando é pouco
senśıvel a pequenos afastamentos em relação àquelas hipóteses ideais.

Como até agora todas as teorias da robustez têm considerado os
desvios em relação a modelos paramétricos, pode dizer-se, como Ham-
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pel, que:

Robust statistics, as a collection of related theories, is the
statistics of approximate parametric models. It is thus
an extension of classical parametric statistics, taking into
account that parametric models are only approximations
to reality. (Hampel et al., 1986)

O aparecimento dos trabalhos de Huber e Hampel dá ińıcio a um novo
peŕıodo na história do estudo da robustez. Este peŕıodo é caracteri-
zado pela divulgação generalizada de conhecimentos sobre robustez e
por uma intensa produção cient́ıfica. Os artigos de Stahel (1991) e de
Portnoy e He (2000), com uma diferença de cerca de 10 anos, são elu-
cidativos quanto ao número de publicações produzidas. Surgem mais
investigadores na área e começa a haver uma maior comunicação entre
eles. Alguns grupos destacam-se pelo interesse continuado nos estu-
dos de robustez como, por exemplo, o grupo súıço do ETH (Swiss
Federal Institute of Technology), a escola argentina e certamente o
grupo norte-americano e ainda o grupo belga, talvez o grupo mais
numeroso e activo na Europa.

Mais recentemente também a comunidade de estat́ısticos interes-
sados no estudo da robustez sentiu força e dimensão para dar ińıcio
às conferências anuais ICORS (International Conference on Robust
Statistics) iniciadas em 2001 com o objectivo de constituir um fórum
para apresentação de novos desenvolvimentos e aplicações da estat́ıs-
tica robusta e interacção com outros campos da ciência em geral.

A par de um volumoso número de artigos2 a produção de livros
tem sido notável: para além dos já referidos Huber (1981) e Ham-
pel et al. (1986), podem citar-se, por ordem cronológica, Andrews et
al. (1972); Rey (1978); Launer e Wilkinson (1979); Bustos e James
(1980); Bierens (1981); Box et al. (1983); Hoaglin et al. (1983);
Kadane (1984); Rasch e Tiku (1984); Franke et al. (1985); Tiku
e Balakrishnan (1986); Rousseeuw e Leroy (1987); Kariya e Sinha
(1989); Lawrence e Arthur (1990); Staudte e Sheather (1990); Sta-
hel e Weisberg (1991); Marazzi (1993); Morgenthaler et al. (1993);
Rieder (1994); Huber (1996); Jurec̈ková e Sen (1996); Rieder (1996);
Maddala e Rao (1997); Muller (1997); Hettmansperger e McKean
(1998); Atkinson e Riani (2000); Insua e Ruggeri (2000); Shevlyakov

21617 artigos entre 1987 e 2001, de acordo com uma pesquisa no Current Index
of Statistics (Ronchetti, 2006).
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e Vilchevski (2002); Dutter et al. (2003); Hubert et al. (2004); Wilcox
(2004); Lucas et al. (2005); Maronna et al. (2006). Além disso têm
também sido editados vários números especiais de revistas relaciona-
dos com a estat́ıstica robusta. Por exemplo, só no ano de 2007, pode
dar-se conta de três (Riani et al., 2007; Pires e Souto de Miranda,
2007; Wilcox et al., 2007).

Dos 35 livros citados destacam-se como obras de referência, Huber
(1981), Hampel et al. (1986), Rousseeuw e Leroy (1987), Staudte e
Sheather (1990) e Maronna et al. (2006).

1.3 Relações com outros métodos

Os métodos robustos são muitas vezes referidos a par com outros
métodos podendo dar a ideia de que são equivalentes. É por isso
conveniente clarificar a posição dos métodos robustos especialmente
em relação aos métodos não paramétricos e aos métodos de rejeição
de outliers.

Observa-se também por vezes na literatura o uso indiferenciado dos
termos robustez e resistência para designar aparentemente a mesma
propriedade. Embora conceptualmente haja distinção — enquanto
para falar de robustez é necessário ter um modelo subjacente e um
conjunto de critérios bem definidos para a sua avaliação (ver Caṕı-
tulo 2), para falar de resistência basta apenas um conjunto de obser-
vações e uma ideia vaga de estabilidade — não parece haver grande
perigo em usar os dois termos como sinónimos.

Quanto à estat́ıstica não paramétrica pode-se dizer que ela não tem
uma relação directa com a estat́ıstica robusta, pois enquanto que na
estat́ıstica robusta são considerados modelos paramétricos, embora
aproximados, na estat́ıstica não paramétrica, por seu lado, colocam-
-se hipóteses que apesar de fracas são exactas, tais como distribuição
cont́ınua, distribuição simétrica ou independência das observações.
A confusão referida parece ter resultado essencialmente de dois fac-
tores: em primeiro lugar o aparecimento da estat́ıstica não paramé-
trica foi em parte uma tentativa de resolver o problema posto pela
não robustez de alguns métodos clássicos, e, em segundo lugar, al-
guns métodos não paramétricos acabam por ter, como se verá no
seguimento, propriedades de robustez, pelo que são por vezes aplica-
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dos a problemas paramétricos e classificados como robustos.

A relação com os métodos de identificação de outliers já não é
tão simples. É pretensão da estat́ıstica robusta o englobar a questão
dos outliers, dado que o aparecimento destes pode ser visto como
um desvio do modelo ideal, quer através da ocorrência de um erro
ou da observação acidental de elementos de uma população distinta,
quer como resultado de o modelo exacto ter caudas mais pesadas
que o habitual. As teorias existentes na área da detecção de outliers
preocupam-se com a identificação dos outliers deixando ao critério do
estat́ıstico a posterior rejeição dessas observações discordantes. Os
métodos robustos por seu lado constituem não só um poderoso meio
de identificação/diagnóstico como procedem à chamada acomodação
dos outliers atribuindo-lhes geralmente um peso muito baixo ou mes-
mo nulo no conjunto da análise.

A aplicação de um bom método robusto é em geral prefeŕıvel à
rejeição de outliers seguida da aplicação de um método clássico. Esta
afirmação pode ser justificada por, entre outras, as seguintes razões
(note-se que algumas das explicações avançadas só ficarão mais claras
após a leitura dos caṕıtulos seguintes, em especial dos exemplos):

(i) A maior parte dos testes de detecção de outliers são muito de-
pendentes do modelo de geração de outliers admitido e não são
robustos no sentido em que a ocorrência de um outlier pode
mascarar totalmente a ocorrência de outros (efeito de mascara-
mento — masking effect) ou tende a arrastar consigo outras
observações (swamping effect).

(ii) A aplicação de um método robusto procede a uma acomodação
“suave” dos outliers ao contrário da rejeição que é um processo
“abrupto”.

(iii) A atribuição de pesos diferentes às diversas observações nada
tem de estranho se se pensar que isso é precisamente o que
fazem por exemplo os métodos de estimação do tipo L1 ou o
método da máxima verosimilhança quando aplicado a modelos
de caudas pesadas, os quais, como se sabe, são suscept́ıveis de
produzir observações aparentemente discordantes.

(iv) O procedimento constitúıdo pela rejeição de outliers seguida da
aplicação de um método clássico pode ser considerado, no seu
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conjunto, um procedimento robusto mas a sua eficiência pode
ser bastante inferior à de um bom método robusto.

(v) Em modelos mais estruturados e em especial no caso multi-
variado os métodos robustos têm provado ser muito mais efi-
cazes como meio de detecção do que qualquer outro método
(Rousseeuw e Van Zomeren, 1990).

Apesar de não haver a intenção de instigar a polémica tem-se cons-
ciência de que as afirmações aqui feitas em relação aos métodos de
rejeição de outliers não são aceites pacificamente havendo autores
que advogam posições contrárias. Julga-se no entanto que as razões
apresentadas justificam plenamente a opção pelos métodos robustos,
mesmo que seja apenas como meio de diagnóstico. Uma referência
interessante sobre os métodos de rejeição de outliers onde também
é abordada a relação com os métodos robustos é Beckman e Cook
(1983). Outras referências relevantes na mesma área são Barnett
e Lewis (1994), Hawkins (1980) e, em português e muito recente,
Rosado (2006).

1.4 A estat́ıstica robusta na prática

Perante o remédio que a estat́ıstica robusta fornece para tratar o
deficiente funcionamento de muitos procedimentos estat́ısticos clássi-
cos, em consequência do irrealismo das hipóteses em que assentam,
cabe perguntar se as capacidades da estat́ıstica robusta são de facto
bem aproveitadas pelos utilizadores na prática. A resposta talvez
seja “ainda não”. Huber e Hampel introduziram os fundamentos de
uma teoria longa e complexa que muitos investigadores continuam a
construir, possivelmente atráıdos pelas muitas questões em aberto e
pelo aliciante trabalho matemático requerido na procura de soluções.
Um interesse e esforço semelhantes não parece terem sido devotados
à preparação dos resultados dessas teorias para utilização imediata
dos praticantes da estat́ıstica. Esta preocupação existe desde longa
data como se percebe, por exemplo, lendo o artigo “Do robust es-
timators work with real data?” de Stigler (1977), o artigo de Hogg
(1979) que questiona “Why is it that robust methods are not used
more frequently today?”, o artigo de Yohai et al. (1991) cujo resumo
começa com a frase elucidativa “Even if robust regression estimators
have been around for nearly 20 years, they have not found widespread
application.” ou ainda a comunicação de Stromberg (2002) que afirma
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“Hundreds, and perhaps thousands, of papers have been published in
the area of robust statistics, yet robust methods are still not used rou-
tinely by most applied statisticians.”

Os exemplos desta preocupação são muitos e as razões para o menor
sucesso da utilização da estat́ıstica robusta na prática são várias,
entre as quais se destacam:

(i) Os métodos robustos dispońıveis são em grande número e não
há geralmente uma directiva para que o utilizador possa fazer
a selecção que lhe convém. No caso da regressão linear, por
exemplo, foam criados aproximadamente vinte novos estimado-
res robustos desde a introdução dos estimadores-M (Stromberg,
2002). E qual deles é o melhor para usar na prática?

(ii) O software necessário à operacionalidade dos métodos robus-
tos não está suficientemente divulgado, com excepção feita aos
programas dispońıveis no S-Plus, R e SAS.3 No entanto, o out-
put dos métodos estat́ısticos robustos nem sempre é semelhante
ao output dos métodos clássicos (muitas vezes o valor-p não é
fornecido) o que dificulta o trabalho do analista corrente. Re-
centemente esta situação tem preocupado a comunidade estat́ıs-
tica que iniciou a realização de encontros cient́ıficos com vista
a debater este tema: International Workshop on Robust Statis-
tics and R (primeira edição em 2005, Treviso, Itália, segunda
edição em 2007, Banff, Canadá). O objectivo destes encontros
é o de promover a organização de uma biblioteca de programas
de métodos estat́ısticos robustos que seja de uso amigável, que
possa servir o ensino e a aprendizagem de métodos robustos
e que possa ser usada com facilidade por toda a comunidade:
professores, alunos ou simples utilizadores.

(iii) A divulgação dos métodos robustos não tem sido eficiente, isto
é, feita em termos acesśıveis e atractivos para o utilizador.
Basta observar que a maior parte dos livros publicados são de
ı́ndole teórica e os livros sobre aplicações são menos e não são
simples (uma excepção é certamente o livro de Rousseeuw e
Leroy, 1987) e que a inclusão de conceitos básicos de estat́ıstica
robusta e de explicações sobre os seus objectivos em livros de es-

3Ver S-Plus (2000), S-Plus (2002), R Development Core Team (2006), Maech-
ler (2006), SAS Institute Inc. (2006).
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tat́ıstica de ńıvel elementar ou intermédio é praticamente inexis-
tente (a ńıvel nacional registam-se duas excepções, a tradução
Hoaglin et al., 1992, e Murteira, 1993).

A falta de robustez de certos procedimentos clássicos e a razão dessa
falta de robustez deve ser denunciada cedo para que não continue a
perpetuar-se o mito da normalidade e de outras hipóteses irrealistas
em que estes procedimentos assentam. A compreensão dos perigos
da falta de robustez é, por isso, muito útil para que se possa conduzir
com consciência uma análise estat́ıstica e talvez mais importante do
que o uso inseguro de métodos robustos sofisticados.

Ao comum utilizador da estat́ıstica convêm respostas claras rela-
tivamente às dúvidas que lhe possa suscitar o funcionamento dos
métodos que utiliza no seu dia a dia. Por exemplo, o teste t para
comparação de duas médias ou o teste F em que se baseia a análise
de variância são robustos?

Pensando no teste t as hipóteses envolvidas são a independência
(quer entre as observações, quer entre as duas amostras), a normali-
dade e a igualdade das variâncias. Quais as consequências se alguma
ou várias destas hipóteses são violadas e o que fazer nesse caso? No
caso da falha da independência entre as duas amostras o teste não é
válido embora possa ser substitúıdo pelo teste t para amostras em-
parelhadas. No caso da normalidade não se verificar sabe-se que
pequenos desvios da normal não perturbam significativamente a es-
tat́ıstica t, principalmente se as amostras têm dimensões grandes e
aproximadamente iguais, e a hipótese nula é verdadeira. No entanto
a potência do teste é muito senśıvel até a pequenos desvios da nor-
malidade. Pode dizer-se que o teste é robusto em relação a desvios da
normalidade (desvios esses que podem assumir a forma de outliers),
sob H0, mas pode apresentar-se com fraca potência para certas dis-
tribuições não normais, isto é, não é robusto sob H1. É sabido, no
entanto, que o teste é o mais potente no caso das hipóteses ideais
se verificarem. A transformação dos dados é por vezes a salvação
desta situação indesejável. Outra possibilidade consiste no uso de
testes não paramétricos (ou ainda no uso dos métodos de regressão
robusta, ver Secção 4.6).

Quanto à hipótese da igualdade das variâncias sabe-se que o teste
t é razoavelmente robusto se as dimensões das amostras são iguais.
Mas se as dimensões das amostras forem diferentes e a amostra de



O presente e o futuro da estat́ıstica robusta 17

menor dimensão tiver a maior variância a falha da igualdade das vari-
âncias pode conduzir a grandes alterações nos resultados. Neste caso
aconselha-se o teste t de Welch-Satterhwaite que tem propriedades de
robustez semelhantes às do teste t na situação das variâncias serem
iguais.

Perante esta descrição, como reagir à afirmação corrente, encon-
trada principalmente na literatura das aplicações da estat́ıstica: os
métodos de análise de variância são robustos. Qual o significado desta
afirmação? E o que fazer quando se lê?

The power (of the t-test) is very sensitive even to small de-
viations from normality. For not too small samples, there
are other tests, such as the Wilcoxon-(Mann-Whitney U)-
test, with a much better behavior. (Hampel, 2000)

On the other hand the t-test is so robust against non-
normality that there is really no need to use the Wilcoxon
test. (Rasch e Guiard, 2004)

1.5 O presente e o futuro da estat́ıstica ro-

busta

Os fundamentos da estat́ıstica robusta ficaram estabelecidos na dé-
cada de sessenta do século XX. Passados cerca de 40 anos é natural
querer saber qual foi a evolução da estat́ıstica robusta, qual é o seu
papel no contexto da ciência estat́ıstica actual, qual é a sua situação
presente e quais são as suas perspectivas futuras.

O que se segue é uma breve opinião sobre questões que requerem
uma reflexão profunda.

Os prinćıpios da estat́ıstica robusta foram ao longo deste peŕıodo
amplamente divulgados entre cientistas e embora a produção de li-
teratura cient́ıfica nesta área tenha sido muito grande, a estat́ıstica
robusta não conseguiu penetrar ainda ao ńıvel do ensino da estat́ıs-
tica, nem conseguiu tornar-se numa nova maneira de fazer estat́ıstica,
como alguns entusiastas da estat́ıstica robusta sonharam.

A acção da estat́ıstica robusta tem-se feito sentir sobretudo na
análise correctiva de outliers continuando a ser relegados para um
plano secundário o controlo dos desvios associados à violação de
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várias hipóteses fundamentais inerentes à formulação de muitos mo-
delos estat́ısticos. O desenvolvimento de métodos robustos de esti-
mação paramétrica tem sido intenso, com destaque para a análise
multivariada, em detrimento de outros temas essenciais da inferência
estat́ıstica, como os testes de hipóteses e a estimação de erros padrão
que continuam a requerer mais atenção.

Enquanto que os avanços teóricos em estat́ıstica robusta têm sido
notórios a sua repercussão na aplicação prática é muito menos viśıvel.

O primeiro mérito destes desenvolvimentos teóricos é o de ter influ-
enciado de forma incontestável a estat́ıstica moderna. A propriedade
“robustez” é hoje tida em conta por muitos consumidores da estat́ıs-
tica aplicada e é frequente verificar que em muitos trabalhos há por
parte dos seus autores um reconhecimento do interesse da estat́ıs-
tica robusta que se traduz pelo menos em discutir a propriedade de
robustez dos procedimentos estat́ısticos adoptados.

Já a utilização directa de métodos robustos em problemas aplicados
é menos frequente. Contudo está a notar-se que a estat́ıstica robusta
é muito apelativa para o trabalho em áreas em que as aplicações
envolvem a produção de dados com um elevado grau de rúıdo. Entre
outras áreas destacam-se:

(i) Visão computacional: Black e Rangarajan (1996); Ong e
Spann (1999); Meer et al. (2000) (edição especial da revista
Computer Vision and Image Understanding sobre o tema Ro-
bust Statistical Techniques in Image Understanding); Black et
al. (2000); De La Torre e Black (2001).

(ii) Quimiometria: Hubert (2006); Engelen et al. (2007);

(iii) Detecção remota: Bosdogianni et al. (1997); Chau e Parker
(2004);

(iv) Controlo de qualidade: de Mast e Roes (2004);

(v) Processamento de imagens: Black et al. (1998);

(vi) Bioinformática: Fomenko et al. (2006);

(vii) Alocação de activos: Zhou (2001).

Outras actividades em que a estat́ıstica robusta tem um papel de
relevo são: aquelas em que a análise de dados é feita de forma au-
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tomática e rotineira com a ajuda de software especializado e ainda a
actividade de exploração de grandes bases de dados (data mining).

São estas áreas e estas actividades, todas elas de certa forma liga-
das à acção das novas tecnologias que podem ser o novo motor de
desenvolvimento da estat́ıstica robusta, pelo proveito que retiram da
sua utilização e pelos desafios que lhe colocam.

Vejamos com mais atenção o caso data mining. A estat́ıstica ro-
busta é especialmente hábil na análise de grandes volumes de dados
para os quais a estat́ıstica clássica não está preparada. Enquanto
que a estat́ıstica clássica tem por objectivo ajustar modelos a todo o
conjunto de dados, pequeno ou grande, a estat́ıstica robusta procura
os padrões revelados apenas pela maioria dos dados eliminando ou
suavizando a acção daqueles que exercem uma influência extrema.
Mas será que os métodos robustos existentes, que foram concebidos
para conjuntos de dimensão pequena ou mediana, estão preparados
para, em termos teóricos, práticos e computacionais, ser aplicados di-
rectamente a grandes volumes de dados? Será viável aplicar os actu-
ais algoritmos, que são tão exigentes computacionalmente, a grandes
volumes de dados? Será que a definição de outlier não merece ser
retocada quando a par de muitos dados a situação envolve também
muitas variáveis? Se se considerar que um objecto é outlier se o for
em alguma das suas variáveis então pode acontecer que mesmo num
grande conjunto de objectos haja apenas um pequeno subconjunto de
objectos inteiramente não contaminados. Esta situação é contrária à
ideia básica da estat́ıstica robusta que considera que a maioria dos
dados é não contaminada.

Não parece haver dúvidas sobre a necessidade da estat́ıstica robusta
para data mining e sobre os desafios que a área data mining lança
à estat́ıstica robusta. Resta saber se os especialistas em estat́ıstica
robusta estão interessados em conhecer bem os problemas levantados
por data mining. Pois se estiverem isso significa que a estat́ıstica
robusta conhecerá novos desenvolvimentos no futuro e aumentará a
sua credibilidade e os seus méritos como metodologia de pensar e
fazer estat́ıstica.





2

Conceitos básicos

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentam-se os principais conceitos utilizados em
análise de robustez. Começa-se pelo conceito de sensibilidade por ser
o mais simples e intuitivo. A avaliação da sensibilidade, em particular
a avaliação da sensibilidade de uma estimativa, ou estimador, efec-
tuada através da chamada curva de sensibilidade, está muito ligada
ao conceito de resistência e não necessita de um grande formalismo
teórico. Em seguida apresenta-se a função de influência. Trata-se de
uma extensão de certa forma natural da curva de sensibilidade mas
que requer um enquadramento mais cuidado, nomeadamente a consi-
deração de um modelo paramétrico subjacente e a noção de funcional
estat́ıstico. Outro conceito importante discutido neste caṕıtulo é o
de ponto de rotura, o qual de certa forma complementa a informação
veiculada pela função de influência. É também apresentada, se bem
que de uma forma abreviada, a definição de robustez qualitativa.

Para exemplificar estes conceitos recorre-se a estimadores clássicos
como a média, a mediana, o desvio padrão ou o desvio médio, sendo
simultaneamente apresentados estimadores simples baseados nestes
mas com melhores propriedades em termos de robustez (por exemplo
médias e desvios padrões aparados). O caṕıtulo termina com uma
breve śıntese relativa às propriedades desejáveis para um estimador
sob o ponto de vista da robustez.
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2.2 Curva de sensibilidade

A avaliação da sensibilidade de uma estimativa (Tn) é muito simples.
Considere-se uma dada amostra univariada fixa (x1, . . . , xn−1) e a
perturbação dessa amostra por acréscimo de uma nova observação
(x). A ideia consiste em calcular a diferença entre os valores das
estimativas obtidas na amostra perturbada, Tn(x1, . . . , xn−1, x), e na
amostra original, Tn−1(x1, . . . , xn−1). Veja-se o que acontece no caso
da média aritmética, Tn = xn:

Tn(x1, . . . , xn−1, x) − Tn−1(x1, . . . , xn−1) =

=
x+

∑n−1
i=1 xi

n
−
∑n−1

i=1 xi

n− 1
=

=
(n− 1)x−∑n−1

i=1 xi

n(n− 1)
=
x− xn−1

n
.

O resultado mistura dois efeitos, o da dimensão da amostra e o da
perturbação introduzida na amostra. O mesmo sucede para a grande
maioria das estimativas habituais. Para remover o efeito da dimen-
são da amostra multiplica-se por n a diferença entre as estimativas,
obtendo-se então a curva de sensibilidade.

Definição 2.1. Dada uma amostra de dimensão n − 1,
(x1, . . . , xn−1), e um estimador Tn(X1, . . . , Xn) a curva de
sensibilidade do estimador Tn para essa amostra é a seguinte
função de x

SCn(x;Tn) = n [Tn(x1, . . . , xn−1, x) − Tn−1(x1, . . . , xn−1)] .
(2.1)

A curva de sensibilidade da média aritmética é assim dada por

SCn(x;X) = x− x.

Esta função é ilimitada, mostrando que uma única observação pode
ter um efeito devastador sobre este tipo de estimativa da tendên-
cia central de um conjunto de dados. Outro tipo de estimadores de



Curva de sensibilidade 23

tendência central não sofrem do mesmo problema. É o caso da me-
diana, ou da média aparada (“trimmed mean”) consideradas no Exem-
plo 2.1. A média aparada a 100 × α%, 0 < α < 1/2, representada
por xα, é calculada do modo seguinte: ordenam-se as observações
por ordem crescente e em seguida calcula-se a média aritmética das
observações centrais, omitindo as [αn] inferiores e as [αn] superiores
(onde [t] significa o “maior inteiro contido em t”). Ou seja,

xα =
1

n− 2[αn]

n−[αn]∑

i=[αn]+1

x(i), (2.2)

onde x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n) representam as observações ordenadas.
Com algum abuso de notação representa-se a mediana por x0.5 (só é
exacto se n for ı́mpar).

O cálculo da curva de sensibilidade da média aparada é fastidioso
pelo que não se apresenta aqui, optando-se por apresentar resultados
numéricos no exemplo seguinte. É no entanto fácil concluir que, ao
contrário do que sucede para a média aritmética e desde que [αn] ≥ 1,
o efeito de uma observação contaminante (x) nunca pode ser ilimi-
tado, sendo uma função cont́ınua, linear por troços e que é constante
para x > x(n−1) e para x < x(1).

No caso das estimativas tradicionais de dispersão, a variância ou
o desvio padrão, o resultado é ainda mais dramático do que para a
média aritmética. De facto, cálculos elementares permitem mostrar
que sendo a variância dada por

S2
n(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 x

2
i − nx2

n− 1
, (2.3)

se tem

S2
n(x1, . . . , xn−1, x) = s2 +

(x− x)2 −
(

2 − n− 2

n− 1

)
s2

n
,

com s2 = S2
n(x1, . . . , xn−1). É assim imediato que

SCn(x;S2
n) = (x− x)2 −

(
2 − n− 2

n− 1

)
s2 (2.4)
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e que

SCn(x;Sn) =
(x− x)2 −

(
2 − n−2

n−1

)
s2

√√√√
s2 +

(x− x)2 −
(
2 − n−2

n−1

)
s2

n
+ s

. (2.5)

A curva de sensibilidade da variância é do tipo quadrático, sendo o
efeito de uma nova observação x da ordem do quadrado da distância
entre x e a média da amostra original x. No caso do desvio padrão
o crescimento da curva de sensibilidade é um pouco atenuado, em
relação à curva de sensibilidade da variância, pela existência de um
termo adicional no denominador, mas é ainda assim bastante mais
rápido que o da curva de sensibilidade da média. No exemplo seguinte
ilustram-se numericamente estes aspectos.

Exemplo 2.1. Considere-se a seguinte amostra (Abbey, 1988; Analy-
tical Methods Committee, 1989a,b; Ripley, 2004) de 24 observações
relativas à concentração de cobre num certo alimento (em µg g−1):

2.20 2.20 2.40 2.40 2.50 2.70 2.80 2.90 3.03 3.03 3.10 3.37

3.40 3.40 3.40 3.50 3.60 3.70 3.70 3.70 3.70 3.77 5.28 28.95

Evidentemente que com uma amostra univariada desta dimensão é
fácil constatar, mesmo sem o recurso a qualquer método de diag-
nóstico, que a última observação se distingue bastante das restantes,
pelo que qualquer analista sensato verificaria a sua origem e consi-
deraria a hipótese de a remover antes de prosseguir a análise dos
dados, o que é de certa forma equivalente a utilizar, em vez das me-
didas tradicionais de localização e dispersão (média e desvio padrão,
respectivamente), medidas alternativas com menor sensibilidade. As
dificuldades surgem, como se disse anteriormente, quando se proces-
sam de forma automática, ou semi-automática, centenas ou milhares
de conjuntos de dados como este. De qualquer modo, este exemplo
pretende apenas ilustrar o cálculo de curvas de sensibilidade num
contexto o mais simples posśıvel.

Na Tabela 2.1 apresentam-se diversas medidas de tendência central
e de dispersão, calculadas com a amostra completa e apenas com as
23 primeiras observações. De entre as medidas de tendência central
seleccionaram-se a média, as médias aparadas a 5% e a 10% e a
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mediana. De entre as medidas de dispersão escolheram-se o desvio
padrão, o desvio médio e o desvio absoluto mediano. O desvio padrão
representa-se por s e é a raiz quadrada da expressão (2.3), ou seja
é dado pela média quadrática dos desvios em relação à média. O
desvio médio (já referido no Exemplo 1.2, página 6) é usualmente
calculado como a média dos desvios absolutos em relação à média,∑n

i=1 |xi − x|/n, mas aqui opta-se por usar uma expressão que é
múltipla desta,

d = D(x1, . . . , xn) =

√
π

2

∑n
i=1 |xi − x|

n
.

A multiplicação pela constante
√
π/2 garante que paraXi ∼ N (µ, σ2)

e n grande E[D(X1, ..., Xn)] ' σ. Por sua vez o desvio absoluto me-
diano é geralmente representado pela sigla MAD (de Median Absolute
Deviation) e é dado pela mediana dos desvios absolutos em relação à
mediana, multiplicando depois o resultado por uma constante1

MAD(x1, . . . , xn) = 1.4826× med |xi − med(x1, . . . , xn)| (2.6)

(tal como para d, a multiplicação pela constante 1.4826 ' 1/Φ−1(3/4)
garante que para Xi ∼ N (µ, σ2) e n grande E[MAD(X1, ..., Xn)] '
σ).

Tabela 2.1 Diversas medidas de localização e de dispersão para os
dados do Exemplo 2.1.

Amostra x x0.05 x0.1 x0.5 s d MAD
Completa 4.280 3.254 3.205 3.385 5.297 2.681 0.526
Sem a última obs. 3.208 3.157 3.175 3.370 0.687 0.657 0.504

Analisando os resultados apresentados na Tabela 2.1 pode verificar-se
que a observação número 24 tem um grande efeito sobre a média, o
desvio padrão e o desvio médio mas um efeito bastante diminuto nas
restantes medidas.

Uma visão mais global do efeito de uma única observação é dada
pelas curvas de sensibilidade, as quais podem ser facilmente obtidas

1Ver função mad do R ou do S-PLUS.
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numericamente.2 Neste exemplo, como já se percebeu que a última
observação é at́ıpica, o que faz sentido é calcular as curvas de sensibi-
lidade usando a amostra constitúıda pelas primeiras 23 observações.
Desta forma estuda-se o efeito do presumı́vel outlier, enquanto que
se se calculasse a curva de sensibilidade com todas as observações se
estava a avaliar o efeito de uma outra observação contaminante para
além da já detectada. Note-se ainda que, assim, o valor de cada uma
das curvas de sensibilidade no ponto 28.95 coincide com a diferença
entre os valores da primeira e da segunda linha da Tabela 2.1, na
coluna respectiva, multiplicada por 24.
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;
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T = X̄

T = X̄0.05

T = X̄0.5

Figura 2.1 Curvas de sensibilidade de diversos estimadores de locali-
zação baseadas nas primeiras 23 observações da amostra do Exemplo
2.1.

Nas Figuras 2.1 e 2.2 estão representadas as curvas de sensibilidade
das medidas de localização e das medidas de dispersão, respectiva-
mente, no intervalo [0, 40]. A grande diferença de comportamento

2Como se disse, estas curvas poderiam também ter sido calculadas analitica-
mente, à semelhança do que foi feito para a média, mas o processo é mais traba-
lhoso e de certa forma desnecessário, dado que as curvas de sensibilidade podem
com vantagens ser substitúıdas pela função de influência que já não depende de
uma amostra particular.
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Figura 2.2 Curvas de sensibilidade de diversos estimadores de dis-
persão baseadas nas primeiras 23 observações da amostra do Exemplo
2.1.

entre a média, o desvio padrão e o desvio médio, por um lado, e
as restantes medidas, por outro, é agora mais clara. Enquanto no
caso das primeiras estamos perante funções ilimitadas, no caso das
segundas acontece o contrário. É também claro que o efeito de uma
observação aberrante sobre o desvio padrão pode ser bastante maior
do que sobre a média ou sobre o desvio médio, o que evidentemente
se deve ao efeito da componente quadrática na expressão de cálculo
do desvio padrão.

Em jeito de conclusão, pode afirmar-se que a utilização das medi-
das com curva de sensibilidade limitada é um método seguro e ob-
jectivo para controlar o efeito nefasto de posśıveis observações con-
taminantes. Como se disse no ińıcio do exemplo este método pode
ser na prática quase equivalente ao método de eliminação de out-
liers. No entanto, o primeiro método oferece vantagens, uma vez que
o tratamento dos outliers é feito de forma objectiva e automática e,
na maior parte dos casos, “suave” (não variando abruptamente en-
tre “inclusão” e “eliminação”). Pelo contrário, o método manual de
“eliminação” de outliers encerra subjectividade, não é automático e
processa-se sempre de forma descont́ınua ou abrupta.
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2.3 Função de influência

A função de influência proposta por Hampel (1968, 1974) repre-
sentou um marco fundamental no desenvolvimento da teoria da ro-
bustez, como foi já referido, e é um dos mais importantes instru-
mentos dispońıveis para o estudo das propriedades de robustez de
um estimador. A ideia inicial foi a de criar uma medida da altera-
ção provocada numa estimativa quando se junta a uma amostra de
grande dimensão uma nova observação num ponto x. Isto é a mesma
ideia presente na curva de sensibilidade, mas fazendo a dimensão da
amostra tender para infinito, ou seja, passando a trabalhar num con-
texto assintótico. Esta informação é por si só importante, mas como
se verá no desenvolvimento o estudo da função de influência possi-
bilita ir bastante mais longe no conhecimento do estimador do que o
estudo da curva de sensibilidade e permite inclusivamente criar novos
estimadores com propriedades de robustez predefinidas.

No entanto, a passagem ao contexto assintótico exige algum cuidado
e o uso de ferramentas matemáticas mais elaboradas. Em primeiro
lugar considera-se a existência de um modelo paramétrico sub-
jacente ou central, o qual não se espera que seja rigorosamente
verificado pelas observações reais, antes se espera que seja verificado
apenas aproximadamente. Este conceito vago pode ser tornado ri-
goroso com recurso a teoria avançada (veja-se, por exemplo, Huber,
1981).

Para fixar notação, introduz-se agora o modelo paramétrico. Seja
(X1, . . . , Xn) uma amostra aleatória de dimensão n, constitúıda por
variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas a uma
v.a. X podendo tomar valores num espaço métrico geral Ω (normal-
mente Ω será coincidente com Rm, ou com um seu subconjunto, ou
seja, admite-se desde já a situação multivariada em que X , e conse-
quentemente cada um dos Xi, i = 1, . . . , n, pode representar um vec-
tor aleatório de dimensão m). Um modelo paramétrico {Fθ, θ ∈ Θ}
consiste numa famı́lia de distribuições Fθ sobre Ω, onde θ é um parâ-
metro desconhecido (pertencente a um espaço paramétrico Θ) que se
pretende estimar a partir de uma concretização de (X1, . . . , Xn). No
caso mais geral θ será um vector. Supõe-se que Θ é um subconjunto
aberto e convexo de Rp, onde p é o número de parâmetros, e ainda
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que Fθ possui uma “densidade” de probabilidade3 que se representa
por fθ(x) ou por f(x, θ).

Na Figura 2.3 ilustra-se, usando uma representação esquemática, a
ideia de modelo paramétrico central e de modelo paramétrico apro-
ximado, formado pelo conjunto das distribuições contidas numa “vi-
zinhança” ε do modelo central. F representa o conjunto de todas
as distribuições sobre R (note-se que é um espaço de dimensão in-
finita) enquanto a linha representa as distribuições que pertencem
ao modelo central escolhido (neste caso a distribuição normal com
parâmetros µ e σ2, e corresponde a um subconjunto de F com di-
mensão 2). A zona sombreada representa as distribuições que per-
tencentes à “vizinhança”-ε do modelo central, ou seja, que se situam
a uma “distância” inferior a ε de algum elemento do modelo cen-
tral. O ponto F ∗ identifica um elemento particular do modelo cen-
tral, com parâmetros µ∗ e (σ∗)2 enquanto que o ponto G identifica
uma distribuição não pertencente ao modelo central mas contida na
“vizinhança”-ε deste.

ε

ε

F

•
•
F ∗

G

N (µ, σ2)

Figura 2.3 Representação esquemática de um modelo paramétrico
central, N (µ, σ2), e do modelo paramétrico aproximado formado pelo
conjunto das distribuições contidas numa “vizinhança”-ε do modelo
central.

3Entenda-se num sentido generalizado, isto é, uma função de densidade no
sentido usual se X for uma v.a. cont́ınua, uma função de probabilidade se X for
discreta ou ainda o objecto apropriado com as duas componentes se X for mista.
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Para melhor se compreender a noção de distância e de vizinhança
observe-se a Figura 2.4. A linha representa a f.d. da distribuição
N (0, 1), Φ(x). Se se considerar a distância de Kolmogorov,

d(F,Φ) = sup
x

|F (x) − Φ(x)| ,

então qualquer v.a. cuja função de distribuição se situe na zona som-
breada pertence à vizinhança-ε da distribuição N (0, 1), definida como
o conjunto das distribuições para as quais d(F,Φ) < ε.

0.5

1.0

1 2 3−1−2−3−4

ε

ε x

F (x)

Figura 2.4 .

2.3.1 Conceito de funcional

Para elevar o conceito de sensibilidade da dimensão finita, onde foi
definida a curva de sensibilidade, à dimensão infinita, onde vai ser
definida a função de influência, é indispensável usar a noção de fun-
cional estat́ıstico.

Recorde-se que matematicamente um funcional é uma aplicação
que a cada elemento de um espaço de funções faz corresponder um
elemento de um espaço métrico. Por sua vez, um funcional estat́ıstico,
é uma aplicação que a cada elemento de um espaço de funções de
distribuição (ou simplesmente de distribuições) faz corresponder um
valor real, ou um vector de valores reais. Ou seja,

T : F ∈ D(T ) ⊂ F −→ T (F ) ∈ Rp,

onde D(T ) representa o domı́nio de T e F o espaço das distribuições
sobre R, ou, duma forma mais geral, sobre Rm.
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Exemplo 2.2. Considere-se uma variável aleatória X com função de
distribuição F .

• Um exemplo imediato de um funcional é o valor esperado de
X , µ(F ) = EF (X). D(µ) é o conjunto de todas as distribuições
com valor esperado finito. O funcional pode escrever-se explici-
tamente como

µ(F ) =

∫ +∞

−∞

xdF (x), (2.7)

o que abarca, se o integral for entendido como um integral
de Riemann-Stieltjes, todo o tipo de variáveis aleatórias, con-
t́ınuas, discretas ou mistas.4

• Outro exemplo é dado pela variância de X , pois tem-se

σ2(F ) = var(X) =

∫ +∞

−∞

(x− µ(F ))
2
dF (x) =

=

∫ +∞

−∞

x2dF (x) − µ2(F ). (2.8)

O desvio padrão pode simplesmente definir-se como

σ(F ) =
√
σ2(F ).

D(σ2) = D(σ) é o conjunto de todas as distribuições com vari-
ância finita.

• Para a mediana pode considerar-se o funcional definido por

m(F ) = F−1

(
1

2

)
. (2.9)

Com F−1(a) = inf {x : F (x) ≥ a}, 0 < a < 1, obtém-se a me-
diana inferior, enquanto que com F−1(a) = inf {x : F (x) > a},

4O integral de Riemann-Stieltjes da função real de variável real f com res-
peito à função (também real de variável real) g no intervalo [a, b] representa-se

por
∫

b

a
f(x) dg(x).

Enquanto o integral de Riemann é definido como o limite, quando a distância
entre os pontos sucessivos da partição P = {a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b}
tende para zero, das somas

∑
P
f(ci)(xi+1 − xi), com xi ≤ ci ≤ xi+1, o in-

tegral de Riemann-Stieltjes é definido como um limite do mesmo tipo para as
somas

∑
P
f(ci) (g(xi+1) − g(xi)). Se g for cont́ınua, crescente e tiver derivada

em quase toda a parte, tem-se
∫

b

a
f(x) dg(x) =

∫
b

a
f(x)g′(x) dx, o que permite

recuperar a definição usual de valor esperado de uma v.a. cont́ınua. Por outro
lado, se g corresponder à função de distribuição de uma v.a. discreta obtém-se∫ +∞

−∞
f(x) dg(x) =

∑
x
f(x)P (X = x).
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0 < a < 1, se obtém a mediana superior. Em muitos casos, por
exemplo quando F é invert́ıvel, mas não só, ambas coincidem.
Para recuperar a definição usual basta considerar

F−1(a) =
inf {x : F (x) ≥ a} + inf {x : F (x) > a}

2
.

Muitos outros exemplos poderiam ser aqui apresentados. Em par-
ticular, não é dif́ıcil imaginar as generalizações em que F representa
a distribuição de um vector aleatório de dimensão m e o resultado,
T (F ), pertence a Rp. Mas não convém fazer mais desvios em relação
ao objectivo que se pretende alcançar e que é, recorde-se, a repre-
sentação de um estimador à custa de um funcional e a definição da
função de influência.

Considere-se novamente a amostra de dimensão n, (X1, . . . , Xn), e
um estimador de θ, Tn = Tn(X1, . . . , Xn). Para muitos estimadores
verifica-se que Tn depende de (x1, . . . , xn) apenas através da função
de distribuição emṕırica da amostra,

Gn =
1

n

n∑

i=1

∆x
i

,

onde ∆x representa a distribuição discreta degenerada em x (∆x(u) =
1, se u ≥ x e ∆x(u) = 0, se u < x).5 Ou seja, a estimativa tem o
mesmo valor para todas as amostras que tenham a mesma função de
distribuição emṕırica. Isto acontece, por exemplo, se a estimativa não
depender da ordem porque são recolhidas as observações e também
se não for alterada por duplicações/multiplicações da amostra.

Definição 2.2. Dada a amostra de dimensão n, (X1, . . . , Xn), e um
estimador de θ, Tn = Tn(X1, . . . , Xn), se

Tn(x1, . . . , xn) = T (Gn) ∀n,G
n

, (2.10)

para algum funcional T definido pelo menos no espaço das dis-
tribuições emṕıricas, diz-se que o estimador Tn é equivalente ao
funcional T .

5Também se pode dizer que Gn é a distribuição da variável aleatória discreta
que toma os valores x1, . . . , xn, todos com probabilidade 1/n.
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Com esta abordagem pretende substituir-se uma dada sequência de
estimadores, {Tn, n ≥ 1}, por um funcional independente de n.
Para algumas sequências de estimadores este funcional existe (ver
Exemplo 2.3 a seguir), para outras essa substituição envolve apenas
uma correcção de ordem 1/n, isto é, existe um funcional, T (·), tal
que Tn(x1, . . . , xn) 6= T (Gn) mas Tn(x1, . . . , xn) − T (Gn) = O(1/n)
(Exemplo 2.4). Neste caso diz-se que o estimador é assintoticamente
equivalente ao funcional. Felizmente a maior parte dos estimadores
habituais, incluindo os desenvolvidos no âmbito da teoria da robustez,
pertence a um destes dois grupos, ou seja, ou é equivalente a um fun-
cional ou é assintoticamente equivalente a um funcional.

Em principio existe uma extensão natural de T a um subconjunto
convexo de F que constitui o domı́nio de T . Se G representar a dis-
tribuição exacta de X então T (G) define o vector dos parâmetros de
facto estimados enquanto que T (Gn) define o vector das estimativas.
É evidente que para que esta afirmação faça sentido deve verificar-se

lim
n→∞

Tn = T (G) (em probabilidade),

o que significa que o estimador Tn é um estimador consistente da
“quantidade”T (G). Assume-se, como se disse no ińıcio desta secção,
que a distribuição G pertence a uma“vizinhança”do modelo paramé-
trico adoptado mas pode não coincidir com nenhum elemento do mo-
delo. Deve porém exigir-se que sob o modelo o estimador Tn estime
correctamente o parâmetro, pelo menos assintoticamente. Isto pode
traduzir-se em termos formais dizendo que o funcional em questão,
T , deve ser consistente segundo Fisher.

Definição 2.3. Um funcional T , equivalente ou assintoticamente
equivalente a um estimador Tn do parâmetro θ de um modelo pa-
ramétrico Fθ, é consistente segundo Fisher, nesse modelo, sse

T (Fθ) = θ, ∀θ∈Θ. (2.11)

Sob condições de regularidade fracas a consistência segundo Fisher
é equivalente à consistência usual. Trata-se essencialmente de uma
diferença de notação que é conveniente no contexto da estat́ıstica
robusta, quando se faz a distinção entre modelo paramétrico central
e modelo paramétrico aproximado.
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Exemplo 2.3. Considere-se para Ω ⊂ R o estimador

Tn = X =

∑n
i=1Xi

n
.

Para o funcional definido por µ(F ) =
∫
xdF (x) verifica-se (2.10),

pois

µ(Gn) =

∫
xdGn(x) =

∑n
i=1 xi

n
.

Considere-se novamente a situação representada esquematicamente
na Figura 2.3, isto é, suponha-se que o modelo paramétrico central
é {Fµ, µ ∈ R}, em que Fµ corresponde à distribuição N (µ, σ2) (ad-
mitindo por simplicidade que σ é conhecido). O funcional µ(·) é
consistente segundo Fisher pois

µ(Fµ) = µ, ∀µ∈R.

Portanto se as observações forem i.i.d. de acordo com uma distribui-
ção do modelo paramétrico o parâmetro estimado é µ. Por outro
lado se as observações forem i.i.d. de acordo com uma distribuição G
pertencente ao domı́nio de µ(·) o “parâmetro” que de facto está a ser
estimado é µ(G), pois limn→∞ Tn = µ(G) (em probabilidade). O es-
timador Tn seria robusto (em certo sentido, a definir mais claramente
numa das secções seguintes) se o facto de G estar próximo de algum
F ∗ implicasse que µ(G) estaria próximo de µ(F ∗) = µ∗. No entanto
para este estimador isso não acontece, isto é, pode ter-se G arbitra-
riamente próximo de F ∗ mas µ(G) arbitrariamente afastado de µ∗.
Para confirmar esta afirmação pode fazer-se um exerćıcio semelhante
ao que foi apresentado no Exemplo 1.1 (página 4) relativamente à
variância mas considerando em vez da contaminação simétrica (1.1),
uma contaminação assimétrica, por exemplo,

F (x) = (1 − ε)Φ

(
x− µ

σ

)
+ εΦ

(
x− kµ

σ

)
.

Pode também concluir-se o mesmo a partir da análise da Figura 2.4.
De facto, na vizinhança-ε da distribuição N (0, 1) representada no
gráfico podem encontrar-se distribuições com valor esperado tão ele-
vado quanto se queira, inclusive ∞, basta, por exemplo, considerar
funções de distribuição com a cauda direita encostada à parte inferior
da zona sombreada.6

6Se se fizer o mesmo exerćıcio com a mediana, outro estimador do parâmetro
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Exemplo 2.4. Para o estimador usual da variância

S2
n =

∑n
i=1(Xi − Tn)2

n− 1

não é posśıvel definir um funcional tal que se verifique (2.10). No
entanto tem-se, para Xi ∼ G,

lim
n→∞

S2
n = σ2(G) (em probabilidade),

com σ2(·) definido em (2.8), desde que G ∈ D(σ2). Ou seja, o es-
timador S2

n é assintoticamente equivalente ao funcional σ2(·). Para
amostras de dimensão finita a diferença entre a estimativa e o valor
do funcional é apenas da ordem de 1/n pois

S2
n(x1, . . . , xn) =

n

n− 1
σ2(Gn).

Ao longo do caṕıtulo surgirão outros exemplos que ilustrarão melhor
estes conceitos.

2.3.2 Definição e propriedades

Encontram-se agora reunidas as condições para compreender a defi-
nição de função de influência. Por uma questão de simplicidade de
notação considera-se inicialmente o caso univariado e uniparamétrico
(m = 1 e p = 1).

Definição 2.4. Seja F uma distribuição pertencente ao domı́nio de
T . Chama-se função de influência (IF ) do funcional T em F à
função

IF (x;T, F ) = lim
ε→0+

T ((1 − ε)F + ε∆x) − T (F )

ε
(2.12)

definida pontualmente nos pontos x ∈ Ω ⊂ R para os quais o limite
existe.7

µ, tem-se uma conclusão diferente, qualquer distribuição considerada na mesma
faixa tem mediana que não pode variar arbitrariamente entre −∞ e +∞, antes
fica sempre compreendida num intervalo ] − δ,+δ[, com δ dependente de ε.

7Recorde-se que ∆x representa a distribuição discreta degenerada em x
(∆x(u) = 1, se u ≥ x e ∆x(u) = 0, se u < x).
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Esta definição suscita imediatamente um conjunto importante de ob-
servações:

• Note-se que (1 − ε)F + ε∆x representa a distribuição de uma
variável aleatória que é a mistura, nas proporções de 1− ε para
ε, das variáveis aleatórias com distribuição F e ∆x, respecti-
vamente. Dito de outra maneira, o que se está a considerar é
um modelo de contaminação em x, em que com probabilidade
1−ε se tem uma observação proveniente do verdadeiro modelo,
F , e com probabilidade ε se observa x. Repare-se que se F
corresponder a uma variável aleatória cont́ınua, (1− ε)F + ε∆x

corresponde a uma variável aleatória mista.

• Embora rigorosamente ε deva ser maior que zero para que
(1 − ε)F + ε∆x seja uma distribuição leǵıtima para qualquer
F , em certos casos ainda se obtém uma distribuição leǵıtima
com ε < 0 (embora não interpretável como uma mistura), pelo
que na definição da função de influência se poderia considerar
limε→0 em vez de limε→0+ . As definições seriam coincidentes
excepto quando limε→0+ 6= limε→0− . Sem falta de rigor pode-
-se usar sempre limε→0, caso este não exista verifica-se então se
existe o limite lateral direito.

• Uma definição equivalente da função de influência, por vezes
mais conveniente em termos de cálculo, é

IF (x;T, F ) =
∂

∂ε
T (Fε,x)

∣∣∣∣
ε=0

, (2.13)

com Fε,x = (1 − ε)F + ε∆x. Note-se que com x, F e T fixos
T (Fε,x) é uma função real da variável real ε.

• Substituindo em (2.12) F por Fn−1, (se n grande F ' Fn−1)
ε por 1/n e omitindo o limite pode verificar-se que de facto
IF (x;T, F ) é aproximadamente igual a n vezes a alteração
provocada na estimativa Tn(x1, . . . , xn−1) pelo aparecimento de
uma nova observação no ponto x, isto é,

IF (x;T, F ) ' T
((

1 − 1
n

)
Fn−1 + 1

n∆x

)
− T (Fn−1)

1
n

=

= n [Tn(x1, . . . , xn−1, x) − Tn−1(x1, . . . , xn−1)] .
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Ou seja, se existir a função de influência e se o estimador for
pelo menos assintoticamente equivalente a um funcional regular,
verifica-se que SCn(x;Tn) ' IF (x;T, F ) e que (em probabili-
dade) limn→∞ SCn(x;Tn) = IF (x;T, F ). A curva de sensibi-
lidade permite ter uma ideia do comportamento da função de
influência em casos em que esta é muito dif́ıcil de calcular, basta
para isso que se calcule SCn(x;Tn) para uma amostra grande
gerada a partir da distribuição F . É, no entanto, necessário
ter algum cuidado com a regularidade do funcional, na Secção
2.3.4 apresentam-se dois exemplos em que apesar de existir
IF (x;T, F ) não existe limn→∞ SCn(x;Tn), devido ao facto de
o funcional não ser regular.

• Outra versão da função de influência para dimensão finita pode
obter-se a partir do conjunto das pseudo-observações jackknife
(Quenouille, 1949, 1956). Recorde-se que a i-ésima pseudo-
-observação jackknife, para um estimador Tn e uma amostra
(x1, . . . , xn), é dada por

T ∗
ni = nTn(x1, . . . , xn)−(n−1)Tn−1(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Então, se existir a função de influência e se o estimador for
pelo menos assintoticamente equivalente a um funcional regular,
tem-se que

IF (xi;T, F ) '
T
((

1 − −1
n−1

)
Fn +

(
−1

n−1

)
∆x

i

)
− T (Fn)

−1
n−1

=

= T ∗
ni − Tn(x1, . . . , xn). (2.14)

Esta é uma situação em que faz sentido considerar ε < 0, em-
bora ε não seja interpretável como uma probabilidade de con-
taminação, pois

(
1 − −1

n− 1

)
Fn +

( −1

n− 1

)
∆x

i

ainda é uma distribuição de probabilidade.

• Tem interesse para melhor compreensão do conceito de função
de influência e das suas propriedades, a consideração da seguinte
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questão: e se em vez de uma mistura (contaminação) com
uma massa pontual se considerasse a mistura com uma ou-
tra distribuição? Se essa distribuição for discreta com suporte
finito, {x1, . . . , xn}, e probabilidades associadas {α1, . . . , αn},
com

∑n
i=1 αi = 1 e 0 ≤ αi ≤ 1, ∀i, pode representar-se por

Gn =
∑n

i=1 αi∆x
i

. Pode então mostrar-se que8

lim
ε→0

T ((1 − ε)F + εGn) − T (F )

ε
=

n∑

i=1

αiIF (xi;T, F ) =

=

∫
IF (x;T, F ) dGn(x).

Para uma distribuição contaminante geral, G, verifica-se9

lim
ε→0

T ((1 − ε)F + εG) − T (F )

ε
=

∫
IF (x;T, F ) dG(x).

(2.15)
A expressão anterior exprime a diferencialidade do funcional T ,
em F , na direcção de G. Neste contexto faz sentido interpretar
IF (x;T, F ) como a derivada (parcial) do funcional T , em F , na
direcção de ∆x.

As propriedades mais importantes da função de influência são as
seguintes:

(P1) O valor esperado em F de IF é nulo, isto é,

EF [IF (X ;T, F )] =

∫
IF (x;T, F ) dF (x) = 0.

Esta propriedade decorre imediatamente de (2.15) com G = F .

(P2) Para G próxima de F tem-se, com base no desenvolvimento em
fórmula de Taylor com os termos de primeira ordem,

T (G) ' T (F ) +

∫
IF (x;T, F ) dG(x). (2.16)

8Sob condições de regularidade muito fracas e que geralmente se verificam na
prática. O leitor curioso pode consultar Pires (1995), em relação a este aspecto
espećıfico, ou Fernholz (1983) sobre o tema mais geral da diferenciabilidade de
funcionais estat́ısticos.

9Idem.
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Esta expressão obtém-se facilmente considerando a função au-
xiliar

ϕ(ε) = T ((1 − ε)F + εG) ,

que é uma função real da variável real ε. Se esta função for
diferenciável até à segunda ordem tem-se10

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) + Resto,

mas ϕ(1) = T (G), ϕ(0) = T (F ) e ϕ′(0) =
∫
IF (x;T, F ) dG(x),

por (2.15). Se em (2.16) se considerar em vez deG a distribuição
emṕırica, Fn, a qual está tanto mais próxima de F quanto maior
for n, obtém-se

Tn = T (Fn) ' T (F ) +

∫
IF (x;T, F ) dFn(x) =

= T (F ) +
n∑

i=1

IF (xi;T, F )

n
. (2.17)

(P3) Se Xi
iid∼ F então

√
n(Tn − T (F )) tem, pelo Teorema do Li-

mite Central,11 distribuição assintoticamente normal com valor
médio nulo e variância dada por

V (T, F ) = var

(
1√
n

n∑

i=1

IF (Xi;T, F )

)
=

= E
[
IF (X ;T, F )2

]
=

=

∫
IF (x;T, F )2dF (x). (2.18)

Ou seja, √
n(Tn − T (F ))

a∼ N (0, V (T, F )) .

A V (T, F ) = limn→∞ n var(Tn) chama-se variância assin-
tótica do estimador Tn em F .

10∃0<c<1 : Resto = ϕ′′(c)/2.
11Se os termos de ordem superior da expansão de Taylor forem assintoticamente

desprezáveis.
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(P4) Seja β(θ) uma transformação diferenciável do parâmetro θ, β :
Θ ⊂ R −→ β(Θ) ⊂ R, com derivada β′(θ) e β(Tn) um estimador
de β(θ), equivalente ao funcional β(T (F )), então

IF (x;β(T ), F ) = β′(T (F ))IF (x;T, F ) (2.19)

e
V (β(T ), F ) = [β′(T (F ))]

2
V (T, F ). (2.20)

A fórmula (2.19) decorre imediatamente de (2.13) por aplicação
da regra de derivação da função composta.

(P5) A partir da propriedade (P2) é ainda posśıvel demonstrar (ver,
por exemplo, Hampel et al., 1986, p. 86, ou Huber, 1981, p. 69)
o seguinte importante resultado: Seja J(θ) a informação de
Fisher em relação a determinado modelo paramétrico Fθ, dada
por

J(θ) =

∫ (
∂ log f(x, θ)

∂θ

)2

dFθ(x) = −
∫
∂2 log f(x, θ)

∂θ2
dFθ(x).

Se 0 < J(θ) <∞ e T for consistente à Fisher, tem-se

∫
IF (x;T, Fθ)

2dFθ(x) ≥
1

J(θ)
,

verificando-se a igualdade se e só se

IF (x;T, Fθ) = J(θ)−1 ∂ log f(x, θ)

∂θ
. (2.21)

Em relação à propriedade (P2), pode pensar-se à primeira vista que
o facto de se considerarem apenas os termos de primeira ordem, torna
as expressões (2.16) e (2.17) aproximações de muito fraca qualidade,
mas a verdade é que isso não acontece. Na realidade essas expressões
podem até ser exactas (para funcionais lineares num certo sentido),
como se verá nos Exemplos 2.5 e 2.6.

A propriedade (P3) é bastante importante, pois mostra que a
função de influência permite, para além da avaliação da influência
relativa das observações individuais nas estimativas, a dedução ex-
pĺıcita e expedita da distribuição assintótica do estimador. O resul-
tado obtido depende, porém, do comportamento dos termos de ordem
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superior, ou se se preferir, do resto em (2.17). A análise desses termos
é normalmente bastante complicada. Assim o que se costuma fazer
é obter a expressão da variância assintótica, dada por (2.18), e se
for necessário demonstrar a sua validade duma forma rigorosa então
fazê-lo por outros processos. Esta observação não retira importância
ao resultado pois, e citando Hampel et al. (1986), “o importante é que
aquela fórmula fornece a resposta correcta em todos os casos práticos
que se conhecem”.

A este propósito recorde-se que a fórmula proposta por Tukey
(1958), no contexto do método jackknife, para estimar a variância
de Tn é Vn/n, com

Vn =
1

n− 1

n∑

i=1

(T ∗
ni − T ∗

n)2 (2.22)

e

T ∗
n =

1

n

n∑

i=1

T ∗
ni.

A fórmula (2.22) pode ser deduzida a partir da expressão (2.18) uti-
lizando (2.14) para estimar os valores da função de influência:

V (T, F ) = var[IF (X ;T, F )] ' var{IF (xi;T, F ); i = 1, . . . , n}'Vn.

A propriedade (P5) é também de grande importância, pois afirma
que a variância assintótica de um estimador de θ, num determinado
modelo paramétrico, atinge o seu mı́nimo, o limite inferior de Cramér-
-Rao, quando a função de influência do estimador coincide com de-
terminado múltiplo da derivada do logaritmo da função de verosi-
milhança (mais adiante se verá que esta é precisamente a função de
influência do estimador de máxima verosimilhança). Usando (2.18)
é simples calcular a eficiência assintótica absoluta de um estimador
Tn (equivalente a um funcional consistente à Fisher, T , em relação a
determinado modelo paramétrico Fθ):

e(T, Fθ) = [V (T, Fθ)J(θ)]
−1
. (2.23)

Pode também utilizar-se a função de influência para calcular a efi-
ciência assintótica relativa do estimador Sn em relação ao estimador
Tn para estimação de um mesmo parâmetro (equivalentes, respecti-
vamente, aos funcionais S e T ambos consistentes à Fisher),

ARES,T (F ) =
V (T, F )

V (S, F )
.
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2.3.3 Medidas de robustez baseadas na função de influência

A popularidade da função de influência não pode ser atribúıda ape-
nas às propriedades acabadas de discutir, por mais úteis que elas
sejam. Os motivos principais dessa popularidade devem-se ao facto
de a função de influência permitir o estudo local das propriedades de
robustez, contribuindo para o aprofundamento do conhecimento so-
bre os estimadores, e possibilitar a construção de novos estimadores
com caracteŕısticas pré-definidas, quer em termos de robustez, quer
em termos de eficiência. Nesse sentido são relevantes alguns valores
numéricos, para além de V (T, F ) e e(T, Fθ), que resumem outras ca-
racteŕısticas importantes da função de influência e cujas definições se
apresentam em seguida.

Definição 2.5. Chama-se “sensibilidade a grandes erros” (gross-
error sensitivity) de T em F a

γ∗ = γ∗(T, F ) = sup
x

|IF (x;T, F )|. (2.24)

Este valor mede aproximadamente a pior influência que uma deter-
minada contaminação, ε, próxima de zero, pode ter no valor de uma
estimativa, o que pode ser visto como uma medida aproximada do
enviesamento máximo (estandardizado) do estimador Tn. De facto,
se Pε(F ) representar a “vizinhança de contaminação” proposta por
Huber,12

Pε(F ) = {G : G = (1 − ε)F + εH, H ∈ F} , (2.25)

então

bT,F (ε) = sup
G∈P

ε

(F )

|T (G) − T (F )|, (2.26)

representa o enviesamento assintótico máximo de T na vizinhança
Pε(F ), isto é, o erro máximo que se pode cometer quando se pretende
estimar T (F ) mas as observações não seguem exactamente o modelo

12Também conhecida por “gross error model”. Note-se que não é uma vizi-
nhança no sentido topológico do termo. Em (2.25), (1 − ε)F + εH representa
como habitualmente uma mistura das distribuições F e H nas proporções de
(1 − ε) para ε e F representa o espaço de todas as distribuições sobre Ω.
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F , podendo estar“contaminadas”com probabilidade ε por uma outra
qualquer distribuição H . Por (2.15) e para ε ≈ 0 pode concluir-se13

que

sup
G∈P

ε

(F )

|T (G) − T (F )| ' ε sup
H∈F

∣∣∣∣
∫
IF (x;T, F ) dH(x)

∣∣∣∣ =

= ε sup
x

|IF (x;T, F )| = εγ∗(T, F ),

ou seja
bT,F (ε) ' εγ∗(T, F ). (2.27)

Esta expressão mostra que

• Se γ∗(T, F ) = +∞, o enviesamento assintótico de T na vizi-
nhança de contaminação Pε(F ) pode ser ilimitado, por mais
pequeno que seja o valor de ε.

• Se γ∗(T, F ) < +∞, então esse mesmo enviesamento é limitado
e no pior dos casos é dado por εγ∗(T, F ).

Logo pode dizer-se que um estimador com função de influência limi-
tada é robusto, mais concretamente B-robusto.14

Definição 2.6. T é B-robusto em F se γ∗(T, F ) <∞.

Se para um dado modelo paramétrico central o estimador de máxima
verosimilhança for equivalente a um funcional B-robusto então tem-se
o melhor dos dois mundos, melhor eficiência e robustez. No Exemplo
2.7 é apresentado um modelo paramétrico para o qual se verifica esta
situação. Se, pelo contrário, se admite um modelo paramétrico cen-
tral para o qual o estimador de máxima verosimilhança é equivalente
a um funcional com função de influência ilimitada, tem-se uma situa-
ção perigosa na medida em que a mais pequena percentagem de con-
taminação do modelo pode provocar um grande enviesamento. Por

13A passagem da primeira para a segunda linha é justificada pelo facto de se
estar a trabalhar com supH∈F , ou seja, deve pensar-se na distribuição H para a
qual

∣∣∫ IF (x;T, F )dH(x)
∣∣ = |EH [IF (X;T, F )]| toma o maior valor posśıvel.

14B vem de “bias”.
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outro lado, nestas condições ao usar um estimador alternativo com
função de influência limitada ela estará necessariamente afastada da
função de influência do estimador de máxima verosimilhança, o que
provoca um acréscimo na variância assintótica e um decréscimo na
eficiência assintótica. É assim necessário, para resolver este dilema
eficiência-robustez, procurar um estimador que represente um com-
promisso entre os dois extremos: por um lado um estimador com
γ∗(T, F ) pequena mas que pode ter grande variância assintótica e
por outro lado um estimador com pequena variância assintótica mas
γ∗(T, F ) muito grande. Num dos extremos está o estimador de má-
xima verosimilhança com V (T, F ) mı́nima mas γ∗(T, F ) infinita e no
outro o estimador chamado “mais B-robusto” com γ∗(T, F ) mı́nima
mas maior variância assintótica. Os estimadores compreendidos entre
estes dois extremos e que não podem ser melhorados simultaneamente
em relação a V (T, F ) e a γ∗(T, F ) designam-se por “B-robustos ópti-
mos”.

Outras medidas calculadas a partir da função de influência são a
sensibilidade local e o ponto de rejeição.

Definição 2.7. A sensibilidade local de T em F é

λ∗(T, F ) = sup
x 6=y

|IF (y;T, F ) − IF (x;T, F )|
|y − x| . (2.28)

A sensibilidade local está relacionada com pequenas flutuações das
observações, pois λ∗ mede aproximadamente o pior efeito posśıvel
(estandardizado) provocado na estimativa por variações locais nas
observações. Estas variações ocorrem, por exemplo, quando se efec-
tuam arredondamentos ou agrupamentos dos dados. É fácil verificar
que se F corresponder a uma distribuição cont́ınua e IF (x;T, F )
tiver algum ponto de descontinuidade então λ∗(T, F ) = ∞. Note-se,
no entanto, que um estimador ter λ∗(T, F ) = ∞ não é considerado
tão grave como ter γ∗(T, F ) = ∞.
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Definição 2.8. Seja F uma distribuiçao simétrica em relação a um
ponto c. O ponto de rejeição de T em F é

ρ∗(T, F ) = inf {r > 0 : IF (x;T, F ) = 0 para x tal que |x− c| > r} .
(2.29)

O valor de ρ∗ representa a menor distância ao centro de simetria a
partir da qual a função de influência é identicamente nula, ou seja, a
partir da qual as observações são totalmente “rejeitadas”, não tendo
nenhum efeito sobre a estimativa. Note-se ainda que a definição pode
ser modificada de modo a incluir distribuições não simétricas. Pode
obter-se um estimador com ρ∗(T, F ) finito se, por exemplo, se aplicar
previamente uma regra de rejeição de outliers. Outros exemplos serão
apresentados na Secção 3.2. Também neste caso, tal como em relação
a λ∗(T, F ), se considera que ρ∗ = ∞ é menos grave que γ∗ = ∞.

Resumindo, pode dizer-se que, sob o ponto de vista da robustez, é
desejável que a função de influência de um estimador Tn (equivalente
ao funcional T ) do parâmetro θ de determinado modelo paramétrico
{Fθ, θ ∈ Θ} seja tal que

(i) γ∗(T, Fθ) <∞, ou seja, tenha função de influência limitada.

(ii) V (T, Fθ) ' J−1(θ), para que a eficiência assintótica absoluta
dada por (2.23) seja próxima de 100%.

e que, se posśıvel, se tenha

(iii) λ∗(T, Fθ) <∞.

(iv) ρ∗(T, Fθ) <∞.

Convém salientar que, como se verá na Secção 3.2, é posśıvel e até
bastante simples construir um estimador cuja função de influência
tenha uma forma pré-definida (a menos de um factor multiplicativo).

2.3.4 Exemplos

Apresentam-se de seguida uma série de exemplos ilustrativos dos con-
ceitos acabados de apresentar. Nos primeiros exemplos consideram-se
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todos os estimadores utilizados no Exemplo 2.1 a propósito da curva
de sensibilidade.

Exemplo 2.5. Na sequência do Exemplo 2.3 (página 34) apresenta-se
o cálculo da função de influência do estimador

Tn = X =

∑n
i=1Xi

n
,

equivalente ao funcional µ(F ) =
∫
xdF (x), cujo domı́nio é o conjunto

de todas as distribuições com média finita. O valor do funcional na
distribuição contaminada (1 − ε)F + ε∆x é dado por

µ ((1 − ε)F + ε∆x) = (1 − ε)

∫
u dF (u) + ε

∫
u d∆x(u) =

= (1 − ε)µ(F ) + εx =

= µ(F ) + ε(x− µ(F )),

donde

IF (x;µ, F ) = lim
ε→0

µ(F ) + ε(x− µ(F )) − µ(F )

ε
= x− µ(F ).

Esta função mostra que, desde que o suporte de F , Ω, seja ilimitado,
a influência de uma única observação no valor da estimativa pode ser
tão grande quanto se queira. Nestas circunstâncias tem-se

γ∗(µ, F ) = ∞, λ∗(µ, F ) = 1 e ρ∗(µ, F ) = ∞.

Além disso, como não podia deixar de ser,

V (µ, F ) = EF

[
IF (X ;µ, F )2

]
= var(X) = σ2(F ) (se existir).

Também é óbvio que (em probabilidade)

lim
n→∞

SCn(x,X) = lim
n→∞

(
x−X

)
= x− µ(F ) = IF (x;µ, F ).

Note-se que a função de influência obtida é neste caso independente do
modelo paramétrico considerado, pelo que as conclusões são válidas
para todos os modelos (paramétricos ou não paramétricos, discretos,
cont́ınuos, ou mistos) com suporte ilimitado para os quais se utilize
o estimador em causa. É simples também verificar que

µ ((1 − ε)F + εG) = (1 − ε)µ(F ) + ε µ(G),



Função de influência 47

ou seja, o funcional é linear no espaço das distribuições, e a expressão
(2.15) é verificada para qualquer F e G ∈ D(µ) e qualquer 0 ≤ ε ≤ 1
e não apenas no limite, o que tem como consequência que os desen-
volvimentos (2.16) e (2.17) sejam exactos e não meras aproximações
de primeira ordem.

Exemplo 2.6. Veja-se agora o caso dos estimadores variância e desvio
padrão amostrais. Como se viu no Exemplo 2.4 (página 35) a va-
riância amostral representada pelo estimador S2

n é assintoticamente
equivalente ao funcional σ2(F ) definido em (2.8). Então conclui-se,
com Fε,x = (1 − ε)F + ε∆x, que

σ2 (Fε,x) =

∫
u2dFε,x(u) − µ2(Fε,x) =

= (1 − ε)(σ2(F ) + µ2(F )) + εx2 − (µ(F ) + ε(x− µ(F )))
2
=

= (1 − ε)σ2(F ) + ε(x− µ(F ))2 − ε2(x − µ(F ))2.

Logo

IF (x;σ2, F ) =
∂

∂ε
σ2(Fε,x)

∣∣∣∣
ε=0

= (x− µ(F ))2 − σ2(F ). (2.30)

É imediato verificar que, para modelos com suporte ilimitado,

γ∗(σ2, F ) = ∞, λ∗(σ2, F ) = ∞ e ρ∗(σ2, F ) = ∞.

Além disso, é bastante fácil calcular a variância assintótica,

V (σ2, F ) = EF

[[
(X − µ(F ))2 − σ2(F )

]2]
=

= EF

[
(X − µ(F ))4

]
− σ4(F ),

expressão que é válida se existir o quarto momento central da distri-
buição F , µ4(F ) = EF

[
(X − µ(F ))4

]
.

É também simples verificar que limn→∞ SCn(x;S2
n) = IF (x;σ2, F )

(em probabilidade), com SCn(x;S2
n) dada por (2.4).

Por sua vez o desvio padrão amostral Sn será assintoticamente equi-
valente ao funcional σ(F ). Neste caso o mais simples é utilizar a
propriedade (P4), uma vez que se tem σ = β(σ2) e Sn = β(S2

n),
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com β(θ) =
√
θ, função que é diferenciável em Θ = R+. Como

β′(θ) = 1/(2
√
θ), tem-se

IF (x;σ, F ) =
1

2σ(F )

[
(x− µ(F ))2 − σ2(F )

]

e

V (σ, F ) =
V (σ2, F )

4 σ2(F )
=
µ4(F ) − σ4(F )

4 σ2(F )
. (2.31)

É importante realçar que, diferindo apenas por uma constante, ambas
as funções de influência possuem as mesmas caracteŕısticas, nomeada-
mente, nos modelos com suporte ilimitado,

γ∗(σ, F ) = ∞, λ∗(σ, F ) = ∞ e ρ∗(σ, F ) = ∞.

Também mais uma vez é simples confirmar que (em probabilidade)
limn→∞ SCn(x;Sn) = IF (x;σ, F ), com SCn(x;Sn) dada por (2.5).

Com este exemplo ilustra-se o seguinte importante aspecto: as pro-
priedades essenciais de um estimador, em termos de robustez, não
podem ser alteradas por meio de uma transformação diferenciável,
por mais limitativa que esta seja. A este propósito tem também in-
teresse considerar o momento amostral de ordem r na origem

M∗
r =

∑n
i=1X

r
i

n
,

o qual é equivalente ao funcional µ∗
r(F ) =

∫
xrdF (x) e pode ser uti-

lizado para estimar o correspondente momento populacional µ∗
r(F ) ≡

µ∗
r . O domı́nio de µ∗

r(F ), D(µ∗
r), é o conjunto das distribuições para

as quais µ∗
r existe. É fácil verificar que D(µ∗

r) contém todas as dis-
tribuições emṕıricas e que é convexo. É também imediato que

IF (x;µ∗
r , F ) = xr − µ∗

r(F ),

com variância assintótica

V (µ∗
r , F ) = µ∗

2r(F ) − [µ∗
r(F )]

2
,

desde que exista µ∗
2r(F ). Conclui-se então que µ∗

r(·) não é B-robusto
para as distribuições com suporte ilimitado e que o mesmo acontece
com qualquer função diferenciável destes momentos, ou seja, com
qualquer estimador regular obtido pelo método dos momentos.

Tal como µ(F ) ≡ µ∗
1(F ), µ∗

r(F ) é um funcional linear para o qual
são exactas as expansões de primeira ordem (2.16) e (2.17), mas o
mesmo não acontece com funções não lineares destes funcionais.
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Exemplo 2.7. Neste exemplo procede-se com algum detalhe à determi-
nação da função de influência da mediana no caso em que o modelo
F corresponde a uma distribuição cont́ınua, invert́ıvel no intervalo
]0, 1[, com densidade f = F ′. O funcional equivalente ao estimador
mediana amostral foi já apresentado no Exemplo 2.2 (ver página 31),
não havendo no caso em apreço qualquer ambiguidade quanto à de-
finição de F−1. Comece-se por calcular explicitamente Fε,x,

Fε,x(u) =






(1 − ε)F (u), u < x

(1 − ε)F (u) + ε, u ≥ x

Esta função encontra-se representada (genericamente) na Figura 2.5.
Para determinação do valor da mediana na distribuição contaminada,
m(Fε,x), é necessário considerar separadamente os casos x > m(F ) e
x < m(F ):

Se x > m(F ) (ver Figura 2.5):

(1 − ε)F (m(Fε,x)) =
1

2
⇔ m(Fε,x) = F−1

(
1/2

1 − ε

)
.

Se x < m(F ):

(1 − ε)F (m(Fε,x)) + ε =
1

2
⇔ m(Fε,x) = F−1

(
1/2 − ε

1 − ε

)
.

Fε,x(u)

u
x

ε

1
2

m(Fε,x)

Figura 2.5 Representação genérica de Fε,x (a traço cheio) sobre F
(a traço fino) e determinação de m(Fε,x) quando x > m(F ).
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Derivando em ordem a ε obtém-se

∂

∂ε
m(Fε,x) =






−1/2− 2ε

(1 − ε)2

[
f

(
F−1

(
1/2 − ε

1 − ε

))]−1

, x < m(F )

1/2

(1 − ε)2

[
f

(
F−1

(
1/2

1 − ε

))]−1

, x > m(F )

.

Finalmente, fazendo ε = 0, obtém-se15

IF (x;m,F ) =
∂

∂ε
m(Fε,x)

∣∣∣∣
ε=0

=






− 1

2f(m(F ))
, x < m(F )

0, x = m(F )
1

2f(m(F ))
, x > m(F )

.

Quanto às sensibilidades tem-se

γ∗(m,F ) =
1

2f(m(F ))
, λ∗(m,F ) = ∞ e ρ∗(m,F ) = ∞,

nos dois primeiros casos para qualquer modelo nas condições enun-
ciadas e no caso de ρ∗ se além disso F tiver suporte ilimitado. A
variância assintótica calcula-se muito facilmente,

V (m,F ) = EF

[
IF (X ;m,F )2

]
=

1

4f2(m(F ))
.

Considerem-se agora dois casos particulares para ilustrar o cálculo da
eficiência relativa da mediana amostral em relação à média amostral:

• FN ∼ N (µ, σ2), com m(FN ) = µ, fN (m(FN )) = (2πσ2)−1/2,
µ(FN ) = µ e σ2(FN ) = σ2,

AREm,µ(FN ) =
V (µ, FN )

V (m,FN )
=

σ2

(2πσ2)/4
=

2

π
' 0.637.

• FL ∼ Laplace(µ, b), com

fL(x;µ, b) =
1

2b
exp

(
−|x− µ|

b

)
,

15Para x = m(F ) é fácil verificar que m(Fε,x) ≡ m(F ), ∀ε.
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m(FL) = µ, fL(m(FL)) = (2b)−1, µ(FL) = µ e σ2(FL) = 2b2,

AREm,µ(FL) =
V (µ, FL)

V (m,FL)
=

2b2

1/(4(2b)−2)
= 2.

Enquanto o primeiro facto parece ser muito conhecido, “a eficiência
da mediana é cerca de 64% da eficiência da média amostral”, o facto
de essa afirmação só ser válida para observações com distribuição
exactamente normal parece ser ignorado. O segundo facto, “a efi-
ciência da mediana é duas vezes a eficiência da média amostral para
observações com distribuição de Laplace”, já é aparentemente muito
menos vezes referido, embora se analisado com mais cuidado, não seja
nada estranho. O que acontece é que para a distribuição de Laplace
a mediana é o estimador de máxima verosimilhança do parâmetro
µ, portanto não é só mais eficiente que a média, é o estimador mais
eficiente, sendo simples confirmar que se verifica (2.21).

Note-se ainda que estas comparações só fazem sentido porque os
dois estimadores estão a estimar o mesmo parâmetro, uma vez que
tratando-se de distribuições simétricas a média e a mediana teóricas
coincidem. O mesmo tipo de comparação não seria válido tratando-
-se, por exemplo, de distribuições assimétricas.

Para terminar o exemplo, e com o objectivo de ilustrar algumas
dificuldades da metodologia, não se pode deixar de estudar um caso
discreto. Para isso considere-se para F o modelo discreto mais sim-
ples, Bernoulli(p).

Se p > 1/2, m(F ) = 1 e se p < 1/2, m(F ) = 0. Para p = 1/2 a
mediana não está bem definida pois a mediana inferior é zero, a me-
diana superior é um e a mediana dada pela definição do Exemplo 2.2
é 1/2 (ver página 31).

A função de influência deve ser calculada apenas para os valores de
x pertencentes a Ω, ou seja, x = 0 e x = 1.

Se x = 0 vem Fε,x ∼ Bernoulli ((1 − ε)p)) enquanto que se x = 1
vem Fε,x ∼ Bernoulli ((1 − ε)p+ ε)). É fácil verificar que para ε
suficientemente pequeno e desde que p 6= 1/2 nenhuma das contami-
nações produz alteração da mediana, ou seja, se p > 1/2, m(Fε,x) = 1
e p < 1/2, m(Fε,x) = 0, em ambos os casos quer para x = 0 quer
para x = 1. Conclui-se então que

se p 6= 1/2, IF (x;m,F ) = 0, ∀x=0,1.
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Para p = 1/2 a situação é ainda mais estranha, pois para x = 0 vem
m(Fε,x) = 0 e para x = 1, m(Fε,x) = 1, isto para qualquer ε > 0, o
que significa, aplicando a definição, e considerando m(F ) = 1/2, que

IF (x;m,F ) =






−∞, x = 0

+∞, x = 1

(se se pudesse considerar ε < 0, concluir-se-ia o oposto). Esta situa-
ção muito simples pode sem dificuldade ser generalizada a todas as
distribuições discretas, permitindo afirmar que:

• Se a mediana está bem definida, isto é, se a mediana inferior é
igual à mediana superior, então a função de influência da me-
diana é identicamente nula;

• Caso contrário, a função de influência vale −∞ para valores de
x inferiores ou iguais à mediana inferior e +∞ nos restantes
casos.

Como interpretar estes factos?

O facto de uma função de influência ser identicamente nula, implica
que a aproximação de primeira ordem (2.16) não é válida e que para
estudar o estimador por este tipo de métodos será necessário consi-
derar termos de ordem superior naquele desenvolvimento. Significa
também que var(Tn) não é da ordem de 1/n, mas converge para zero
mais rapidamente. Obviamente que nesse caso V (T, F ) tal como foi
definida será nula.

O segundo aspecto é mais grave e está relacionado com a falta de
regularidade (não diferenciabilidade) do estimador.

Em qualquer um dos casos os problemas agora detectados não são
mais do que a outra face de um problema conhecido em relação ao
estimador mediana amostral e que consiste na impossibilidade de es-
timar a sua variância por jackknife através da expressão (2.22) (ver,
por exemplo, Efron, 1982).

É fácil também perceber que as dificuldades encontradas com dis-
tribuições discretas se devem traduzir em dificuldades ao ńıvel da
curva de sensibilidade, uma vez que todas as amostras são discre-
tas. De facto, este é um caso em que se verifica que não existe
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Figura 2.6 Curvas de sensibilidade da mediana para 10 amostras
de dimensão n = 100000 geradas a partir da distribuição N (0, 1) e
IF (x;m,Φ) (a tracejado).

limn→∞ SCn(x;m), mesmo nos casos em que existe IF (x;m,F ) e
se tem X ∼ F . Uma pequena experiência de simulação permite
observar este facto. Geraram-se aleatoriamente16 10 amostras com
10000 observações a partir da distribuição N (0, 1) e calculou-se, para
cada amostra, a curva de sensibilidade da mediana para x ∈ [−10, 10].
Em seguida repetiu-se o procedimento com 10 amostras de dimensão
100000. No gráfico da Figura 2.6 representam-se as curvas obtidas
neste último caso (n = 100000) juntamente com a função de influên-
cia sob F = Φ. O gráfico para n = 10000 (não apresentado) tem
exactamente o mesmo aspecto. Embora este resultado experimen-
tal não faça demonstração da não convergência permite, no entanto,
perceber que não se pode confiar na curva de sensibilidade para “esti-
mar”a função de influência da mediana, mesmo usando uma amostra
de dimensão extremamente elevada.

Exemplo 2.8. Como se viu na Secção 2.2 um estimador de localização
de certa forma “intermédio” entre a média e a mediana (e que pode

16Ou, mais rigorosamente, pseudo-aleatoriamente, recorrendo à função rnorm

do R.
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até inclúı-las como casos extremos) é a média aparada a 100 × α%,
0 < α < 1/2, dada por

Tα,n =
1

n− 2[αn]

n−[αn]∑

i=[αn]+1

X(i), (2.32)

onde X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) representam as estat́ısticas de ordem
da amostra (X1, . . . , Xn). Este estimador é equivalente ao funcional

Tα(F ) =
1

1 − 2α

∫ F−1(1−α)

F−1(α)

xdF (x) =
1

1 − 2α

∫ 1−α

α

F−1(x) dx,

a menos de uma correcção que desaparece quando n aumenta e que
se deve ao facto de em (2.32) o número de observações que compõem
a soma variar discretamente.17 Através de cálculos algo semelhantes
aos efectuados nos exemplos anteriores mas mais longos,18 mostra-se
que a função de influência de Tα é dada por

IF (x;Tα, F )=






1
1−2α

(
F−1(α) −W (F )

)
, x < F−1(α)

1
1−2α (x−W (F )) , F−1(α) ≤ x ≤ F−1(1 − α)

1
1−2α

(
F−1(1 − α) −W (F )

)
, x > F−1(1 − α)

com W (F ) = (1 − 2α)Tα(F ) + αF−1(α) + αF−1(1 − α).

Na Figura 2.7 apresentam-se os gráficos das funções de influên-
cia dos estimadores média (T0(F )), T0.05(F ), T0.10(F ) e mediana
(T0.50(F )) para a distribuição normal padrão (F = Φ).

Os valores da sensibilidade e da variância assintótica para a distri-
buição normal padrão, obtidos pelas fórmulas (2.24) e (2.18), respec-
tivamente, são apresentados na Tabela 2.2. Analisando estes valores
verifica-se, como esperado, a existência de uma relação inversa entre a
sensibilidade e a variância assintótica: quanto menor é a sensibilidade
maior é a variância assintótica, uma vez que maior é o afastamento
em relação à função de influência do estimador de máxima de verosi-
milhança sob o modelo que está a ser considerado. Com α = 0 tem-se

17É posśıvel generalizar a definição de Tα,n de modo a permitir que aquele
número varie continuamente, basta que as observações x([αn]+1) e x(n−[αn]) en-
trem em (2.32) com peso 1 − p onde p = αn − [αn], nesse caso já o estimador é
exactamente equivalente ao funcional.

18Ver, por exemplo, Huber (1981, p. 57).
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IF (x;T,Φ)

x•

◦

◦

T0

T0.05

T0.1

T0.5

1.282 1.645
−1.282−1.645

1.25

1.60

1.83

−1.25

−1.60

−1.83

Figura 2.7 Funções de influência da média (T0), de T0.05, T0.10 e
da mediana (T0.50) para a distribuição normal padrão.

Tabela 2.2 Valores da sensibilidade e da variância assintótica de
Tα,n bem como da eficiência relativa de Tα,n em relação a X na
distribuição Φ, para α = 0, 0.05, 0.1, 0.5.

T γ∗(T,Φ) V (T,Φ) ARET,T0
(Φ) × 100%

T0 ∞ 1.000 100
T0.05 1.83 1.026 97.5
T0.10 1.60 1.060 94.3
T0.50 1.25 1.571 63.7
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Figura 2.8 γ∗(Tα,Φ) em função de α para 0.01 ≤ α ≤ 0.5.

um estimador não robusto com sensibilidade infinita, enquanto que
com α = 0.05 e α = 0.1 se obtêm estimadores com baixa sensibili-
dade à custa de um decréscimo de eficiência que pode ser considerado
baixo (2.5% no primeiro caso e 5.7% no segundo). Em relação à me-
diana que apresenta a menor sensibilidade (pode mesmo mostrar-se
que é o estimador mais B-robusto do parâmetro de localização no
modelo normal, ou seja aquele que apresenta sensibilidade mı́nima)
já se constata uma perda de eficiência que pode ser considerada como
um preço exagerado a pagar pela segurança extra oferecida.

Para completar a informação da Tabela 2.2 apresentam-se nas Fi-
guras 2.8 e 2.9 gráficos representando, respectivamente, γ∗(Tα,Φ) e
V (Tα,Φ), para 0.01 ≤ α ≤ 0.5.

Como se referiu anteriormente a propósito da definição de esti-
mador B-robusto, este tipo de relação inversa entre sensibilidade e
variância assintótica depende do modelo central considerado. Sendo
geralmente verdadeira quando este é o modelo normal, pode não o
ser noutros casos. Veja-se o exemplo anterior: a mediana para a
distribuição de Laplace tem menor sensibilidade e menor variância
assintótica que a média. Para este modelo pode pensar-se que não
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Figura 2.9 V (Tα,Φ) em função de α para 0.01 ≤ α ≤ 0.5.

fará provavelmente sentido procurar estimadores alternativos ao es-
timador de máxima verosimilhança, no entanto a questão não é tão
simples pois o que se pretende é precisamente não estar excessiva-
mente dependente de um modelo mas usar um estimador que seja
seguro numa vizinhança dele. Neste contexto faz sentido a utilização
de estimadores sub-óptimos para o modelo mas que se comportem
bem numa sua vizinhança, e as médias aparadas podem ser uma
opção.

Exemplo 2.9. Considera-se agora o estimador desvio médio, já intro-
duzido como medida de dispersão no Exemplo 2.1,

Dn = c

∑n
i=1 |Xi −X |

n
.

Este estimador é equivalente ao funcional

D(F ) = c

∫ +∞

−∞

|x− µ(F )| dF (x).



58 Conceitos básicos

O papel da constante c é tornar o funcional consistente à Fisher para
um dado modelo com um parâmetro de dispersão que se pretende
estimar usando Dn. No caso do modelo normal para estimar σ tem-
-se c =

√
π/2, enquanto que no caso do modelo de Laplace se tem

c = 1 para estimar b (como curiosidade refira-se que o estimador
de máxima verosimilhança do parâmetro b do modelo de Laplace é
muito semelhante ao desvio médio, a diferença é que os desvios são
calculados em relação à mediana e não em relação à média).

Para calcular a função de influência comece-se por calcular o valor
do funcional na distribuição contaminada Fε,x (para simplificar a no-
tação usa-se µ ≡ µ(F )):

D(Fε,x) = c

∫ +∞

−∞

|u− µ(Fε,x)| dFε,x(u) =

= c

∫ +∞

−∞

|u− (µ+ ε(x− µ))| dFε,x(u) =

= c

(∫ +∞

−∞

(1 − ε) |u− (µ+ ε(x− µ))| dF (u) + ε(1 − ε)|x− µ|
)
.

Derivando esta expressão em ordem a ε obtém-se

∂

∂ε

D(Fε,x)

c
=

∫
− |u− µ− ε(x− µ)| dF (u) +

+(1 − ε)

∫
∂

∂ε
|u− µ− ε(x− µ)| dF (u) +

+(1 − 2ε)|x− µ|,

e, fazendo ε = 0, tem-se

∂

∂ε

D(Fε,x)

c

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
− |u− µ| dF (u)+(µ−x)

∫ |u− µ|
u− µ

dF (u)+|x−µ|,

pelo que

IF (x;D,F ) = c |x− µ| −D(F ) + c (x− µ)(2F (µ) − 1).

Note-se que o último termo desaparece se F for uma distribuição
simétrica, pois nesse caso µ(F ) coincide com a mediana e F (µ) = 1/2.
Facilmente se verifica que, para um modelo com suporte ilimitado,

γ∗(D,F ) = ∞, λ∗(D,F ) = c (1 + |2F (µ) − 1|) e ρ∗(D,F ) = ∞,
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pelo que nesse caso o estimador Dn não é B-robusto (o que vem jus-
tificar a afirmação feita no Caṕıtulo 1 no final do Exemplo 1.2, ver
página 8). Por outro lado, em comparação com o desvio padrão,
constata-se que, apesar de ambos terem função de influência ilimi-
tada, o crescimento de IF (x;σ, F ) é muito mais rápido que o de
IF (x;D,F ). É este aspecto que justifica o melhor comportamento
de Dn em comparação com Sn nas distribuições contaminadas nas
caudas consideradas naquele exemplo.

A variância assintótica calcula-se agora com alguma facilidade. Para
F simétrica vem

V (D,F ) = EF

[
IF (X ;D,F )2

]
=

∫
(c |x− µ(F )| −D(F ))

2
dF (x) =

=

∫ (
c2 |x− µ(F )|2 − 2cD(F ) |x− µ(F )| +D2(F )

)
dF (x) =

= c2σ2(F ) −D2(F ),

expressão que é válida se existir σ2(F ). Para F assimétrica a única
diferença é que aparecem termos adicionais envolvendo (2F (µ) − 1).

Esta expressão juntamente com a expressão de V (σ, F ), (2.31),
obtida no Exemplo 2.6, permitem calcular os valores de ARE(ε),
dados por (1.3), e apresentados no Exemplo 1.2. De facto, com

F (x) = (1 − ε)Φ

(
x− µ

σ

)
+ εΦ

(
x− µ

3 σ

)
= (1 − ε)F1 + εF2,

e c =
√
π/2, cálculos relativamente simples19 permitem concluir que,

quando n→ ∞,

E(Sn) → σ(F ) =
√

(1 − ε)σ2(F1) + εσ2(F2) =
√

1 + 8ε σ,

E(Dn) → D(F ) = (1 − ε)D(F1) + εD(F2) = (1 + 2ε)σ,

n var(Sn) → V (σ, F ) =
3 + 240ε− (1 + 8ε)2

4(1 + 8ε)
σ2,

n var(Dn) → V (D,F ) = [c2(1 + 8ε) − (1 + 2ε)2]σ2,

19Notar que F1 e F2 têm o mesmo valor esperado, pelo que a variância da
mistura é a mistura das variâncias e o mesmo acontece para qualquer momento
central, incluindo D(F ) e µ4(F ). Usou-se ainda o facto de que para a distribuição
N (µ, σ2), µ4(F ) = 3σ4.



60 Conceitos básicos

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ARE(ε)

ε

Figura 2.10 ARE(ε) em função de ε para 0 ≤ ε ≤ 1.

pelo que

ARE(ε) =
[3 + 240ε− (1 + 8ε)2](1 + 2ε)2

4[π
2 (1 + 8ε) − (1 + 2ε)2](1 + 8ε)2

,

de onde se obtêm os valores apresentados na Tabela 1.1. Note-se que
o facto de no presente exemplo se utilizar a definição do desvio médio
que inclui a multiplicação pela constante c, enquanto que no Exemplo
1.2 se omitiu essa constante, é irrelevante pois no cálculo de ARE c
cancela, isto é, var(Dn)/E2(Dn) = var(cDn)/E2(cDn).

Na Figura 2.10 apresenta-se como complemento da Tabela 1.1 o
gráfico de ARE(ε) em função de ε.

Exemplo 2.10. Em relação ao desvio absoluto mediano, definido em
(2.6), tem-se que o funcional equivalente é

MAD(F ) = cm(G) = cG−1

(
1

2

)
,

com c = 1/Φ−1(3/4) e onde F representa a distribuição de X e G
a distribuição de |X − m(F )|. O funcional pode ainda ser definido
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como a solução da equação

F

(
m(F ) +

MAD(F )

c

)
− F

(
m(F ) − MAD(F )

c

)
=

1

2
,

uma vez que G(u) = F (m(F ) + u) − F (m(F ) − u).

Antecipam-se para este funcional e estimador o mesmo tipo de di-
ficuldades encontradas em relação à mediana no Exemplo 2.7. De
qualquer modo ilustra-se o cálculo da função de influência do MAD
para um modelo F correspondente a uma distribuição cont́ınua com
suporte em R, invert́ıvel no intervalo ]0, 1[ e com densidade f = F ′.

Após alguns cálculos conclui-se que se X tiver a distribuição con-
taminada Fε,x, a distribuição de |X −m(Fε,x)| é dada por

Gε,x(u) =






(1 − ε) [F (m+ u) − F (m− u)] , u < |x−m|

(1 − ε) [F (m+ u) − F (m− u)] + ε, u ≥ |x−m|
,

onde, para simplificar a notação, m ≡ m(F ). Derivando G−1
ε,x(1/2),

em ordem a ε e fazendo ε = 0, tal como no Exemplo 2.7, obtém-se
então

IF (x; MAD, F )=






−c/2
f
(
m+ MAD

c

)
+ f

(
m− MAD

c

) , |x−m|< MAD
c

c/2

f
(
m+ MAD

c

)
+ f

(
m− MAD

c

) , |x−m|> MAD
c

.

Concretizando para a distribuição N(0, 1), com F = Φ e f = ϕ,

IF (x; MAD,Φ) =






− c

4ϕ
(
Φ−1(1

4 )
) , |x| < Φ−1(3

4 )

c

4φ
(
Φ−1(1

4 )
) , |x| > Φ−1(3

4 )

.

Tem-se então,

γ∗(MAD,Φ) ' 1.166, λ∗(MAD,Φ) = ∞ e ρ∗(MAD,Φ) = ∞,

pelo que o estimador é B-robusto, aliás é o estimador mais B-robusto
para o parâmetro σ do modelo normal (ver, por exemplo, Hampel et
al., 1986, p. 142).
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−1.166
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0.674

Figura 2.11 Funções de influência do desvio absoluto mediano
(MAD), do desvio padrão (σ) e do desvio médio (D) para a dis-
tribuição normal padrão.

Na Figura 2.11 apresentam-se para F = Φ as funções de influência
dos vários estimadores do parâmetro σ considerados até ao momento.

Para cálculo da eficiência tem-se V (MAD,Φ) = [γ∗(MAD,Φ)]2 '
1.36. Como termo de comparação, e utilizando os cálculos efectuados
no exemplo anterior, tem-se V (σ,Φ) = 1/2 e V (D,Φ) = π/2 − 1 '
0.571. Logo o MAD é para a distribuição normal muito pouco efi-
ciente (37% em relação ao desvio padrão e 42% em relação ao desvio
médio, mas claro que estes estimadores têm a desvantagem de não
serem B-robustos). A seu favor o MAD tem apenas a muito baixa
sensibilidade. Há ainda a considerar como desvantagem adicional, a
instabilidade associada à não diferenciabilidade que é resultante do
uso do funcional mediana, e cujos sintomas são, como se viu, a não
existência de função de influência para distribuições discretas e a não
convergência da curva de sensibilidade. Uma experiência de simula-
ção semelhante à descrita no final do Exemplo 2.7 (ver página 53)
conduziu aos resultados que se podem observar na Figura 2.12. A
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situação parece ser ainda pior que em relação à mediana, pois deixa
de se observar a simetria e surge mais uma descontinuidade. Global-
mente o facto de o MAD ter pior comportamento que a mediana seria
provavelmente de antecipar, uma vez que resulta da aplicação dupla,
sucessiva, do funcional mediana.

−10 −5 0 5 10

−
5

0
5

x

S
C

n
(
x
;
M

A
D

)

Figura 2.12 Curvas de sensibilidade do desvio absoluto mediano para
10 amostras de dimensão n = 100000 geradas a partir da distribuição
N (0, 1) e IF (x; MAD,Φ) (a tracejado).

Até este momento não foi considerado nenhum estimador razoável
de dispersão. Enquanto o desvio padrão e o desvio médio não são
robustos, o desvio absoluto mediano é robusto mas é pouco eficiente,
muito instável e totalmente desaconselhado para dados discretos. Um
outro estimador de escala por vezes referido na literatura é a distância
ou amplitude inter-quartis (IQR, de inter-quartile range), definida
como a diferença entre o terceiro e o primeiro quartis amostrais. No
entanto, este estimador não constitui alternativa ao MAD, uma vez
que sendo baseado em dois quantis amostrais sofre essencialmente dos
mesmos problemas.20 Nos exemplos seguintes consideram-se outros

20Aliás, pode provar-se que para distribuições simétricas são assintoticamente
equivalentes, desde que o IQR seja multiplicado por uma constante equivalente
à que aparece no MAD. Por exemplo para estimar o desvio padrão de dados
normais o IQR deve ser multiplicado por 1/(Φ−1(3/4) − Φ−1(1/4)) ' 0.741.
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estimadores de escala com melhores propriedades que os até agora
considerados.

Exemplo 2.11. Em relação à estimação de localização obteve-se um
estimador B-robusto, “aparando” a média. Um procedimento do
mesmo tipo pode ser aplicado à variância. Assim, define-se a va-
riância aparada a 100 × α%, 0 < α < 1/2, como

S2
α,n =

γn(α)

n− 2[αn]

n−[αn]∑

i=[αn]+1

(
X(i) − Tn

)2
, (2.33)

onde Tn ≡ Tn(X1, . . . Xn) representa um estimador de localização
conveniente que, naturalmente, deverá ser robusto. Faz todo o sentido
considerar a média aparada com o mesmo parâmetro α, mas poderia
também utilizar-se a mediana. O estimador S2

α,n é assintoticamente
equivalente ao funcional

S2
α(F ) =

γ(α)

1 − 2α

∫ F−1(1−α)

F−1(α)

[x− T (F )]
2
dF (x). (2.34)

Nas definições anteriores γn(α) e γ(α) são constantes tais que quando
Xi ∼ F , E[S2

α,n] = σ2(F ) e S2
α(F ) = σ2(F ), ou seja, estas constantes

fazem, respectivamente, com que o estimador seja centrado para esti-
mar a variância de X e com que o funcional seja consistente segundo
Fisher para o parâmetro σ2 = σ2(F ). Para a distribuição normal
obtém-se

γ(α) =
1 − 2α

1 − 2α− 2ξϕ(ξ)
, (2.35)

com ξ = Φ−1(1−α) e ϕ = Φ′. Se se pretender utilizar este estimador
da variância em amostras de dimensão pequena convém calcular o
valor das constantes γn(α), sendo para isso necessário usar os valores
esperados dos quadrados das estat́ısticas de ordem. Para a distribui-
ção normal padrão estes valores podem consultar-se em Teichroew
(1956). Em Pires e Branco (1991) apresentam-se mais detalhes so-
bre o cálculo das constantes e alguns valores concretos precisamente
para o modelo central normal (reproduzidos na Tabela 2.3). Para
n grande pode utilizar-se γ(α) uma vez que limn→∞ γn(α) = γ(α)
(para n ≥ 25 e α ≤ 0.15 pode considerar-se que o erro cometido é
pequeno).
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Tabela 2.3 Valores das constantes γn(α) e γ(α) para correcção de
S2

α,n e S2
α sob o modelo central normal.

α
n 0.05 0.10 0.15 0.20
10 1.41 2.14 2.69 4.11
12 1.44 2.07 2.82 3.88
14 1.47 2.06 2.93 4.03
16 1.50 2.08 2.90 4.12
18 1.53 2.12 2.93 4.12
20 1.56 2.18 3.03 4.29
∞ 1.61 2.28 3.23 4.66

É importante salientar que, ao contrário do que sucedia com a
média aparada, no caso da variância aparada não basta dividir a
soma aparada por n− 2[αn] (ou o integral por 1 − 2α) para estimar
essencialmente o mesmo valor, sendo a constante γ(α) absolutamente
necessária para esse efeito. A diferença entre os dois casos é que ao
aparar a média, se“cortam”as [αn] parcelas inferiores e as [αn] parce-
las superiores, quando se apara a variância, “cortam-se” aproximada-
mente as 2[αn] maiores parcelas (em termos de (xi − Tn)2) pelo que
não multiplicando pela constante se incorre sempre em subestimação
da variabilidade dos dados.

Uma outra diferença em relação à média aparada é que no caso
da variância aparada não faz sentido fazer α → 1/2, pois no limite
fica apenas a observação central, cuja variância (nula) não fornece
nenhuma informação sobre dispersão. Esta observação tem a ver
com a anterior, pois ao fazer α→ 1/2 observa-se γ(α) → +∞.

A função de influência de S2
α(F ) (veja-se, por exemplo, Huber,

1981, p. 112) é dada por

IF (x;S2
α, F ) =






γ(α)
1−2α

(
F−1(α)2 − C(F )

)
, xT < F−1(α)

γ(α)
1−2α

(
x2

T − C(F )
)
, F−1(α) ≤ xT ≤ F−1(1 − α)

γ(α)
1−2α

(
F−1(1 − α)2 − C(F )

)
, xT > F−1(1 − α)
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com xT = x− T (F ) e

C(F ) = (1 − 2α)S2
α(F )/γ(α) + α

[
F−1(α)

]2
+ α

[
F−1(1 − α)

]2
.

Para comparação com os estimadores anteriores tem mais interesse

considerar o estimador Sα,n =
√
S2

α,n e o funcional Sα(F ) =
√
S2

α(F ),

os quais vêm expressos nas unidades da variável e não no seu quadrado.
Tal como se viu no Exemplo 2.6 em relação à variância e ao desvio
padrão (ver páginas 47/48), utilizando a propriedade (P4), tem-se

IF (x;Sα, F ) =
1

2Sα(F )
IF (x;S2

α, F ).

Na Figura 2.13 podem observar-se para F = Φ os gráficos das funções
de influência do desvio padrão (S0(F )) e de S0.05(F ), S0.10(F ) e
S0.15(F ). Verifica-se que para α > 0 a sensibilidade é limitada, no
entanto percebe-se que à medida que α cresce diminui o patamar su-
perior mas simultaneamente diminui o ponto de mı́nimo (em x = 0),
ou seja, a influência das observações centrais vai-se tornando cada
vez maior. No limite α = 0.5 ter-se-ia uma função de influência
identicamente nula com um pico a valer −∞ em x = 0, ou seja, um
estimador não robusto e ainda por cima com variância infinita. Note-
-se que o valor α = 0.15 corresponde aproximadamente a um ponto
de equiĺıbrio em que max IF (x, Sα,Φ) = |min IF (x, Sα,Φ)|, pelo que
se pode indicar α = 0.15 como o valor a partir do qual a aplicação
do estimador começa a não ser muito segura devido ao facto de as
observações centrais começarem a ter demasiada influência.

Na Tabela 2.4 apresentam-se alguns valores da sensibilidade e da
variância assintótica bem como da eficiência assintótica relativa de
Sα,n em relação a Sn na distribuição Φ. Pode verificar-se que a sensi-
bilidade começa por diminuir mas a partir de α = 0.15 volta a crescer.
A variância assintótica por seu lado cresce sempre e bastante mais
rapidamente que no caso das médias aparadas. Para α = 0.15 tem-se
já uma eficiência de apenas 50% (relativamente ao desvio padrão), o
que apesar de ser muito baixo é ainda assim bastante melhor que a
do MAD.

Para completar a informação da Tabela 2.4 apresentam-se nas Fi-
guras 2.14 e 2.15 gráficos representando, respectivamente, γ∗(Sα,Φ)
e V (Sα,Φ), para 0.01 ≤ α ≤ 0.4. Não se fez a representação para
0.4 < α < 0.5 devido ao forte crescimento de ambas as funções, como
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IF (x;S,Φ)

x

S0

S0.05

S0.1

S0.15

1.282 1.645−1.282−1.645

1.67

1.38

1.24

−0.5

−0.74

−0.97

−1.24

Figura 2.13 Funções de influência do desvio padrão (S0) e dos
desvios padrões aparados S0.05, S0.10 e S0.15 para a distribuição nor-
mal padrão.

Tabela 2.4 Valores da sensibilidade e da variância assintótica de Sα

bem como da eficiência assintótica relativa de Sα,n em relação a Sn

na distribuição Φ, para α = 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25.

S γ∗(S,Φ) V (S,Φ) ARES,S0
(Φ) × 100%

S0 ∞ 0.50 100
S0.05 1.67 0.64 78.0
S0.10 1.38 0.80 62.8
S0.15 1.24 0.99 50.3
S0.20 1.60 1.26 39.8
S0.25 2.09 1.63 30.7
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Figura 2.14 γ∗(Sα,Φ) em função de α para 0.01 ≤ α ≤ 0.4.
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Figura 2.15 V (Sα,Φ) em função de α para 0.01 ≤ α ≤ 0.4.
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se referiu acima ambas tendem para +∞ quando α→ 1/2. O gráfico
de γ∗(Sα,Φ) tem além do mais uma asśıntota vertical em α = 0, pois
γ∗(S0,Φ) = +∞.

Exemplo 2.12. Rousseeuw e Croux (1993) propuseram um estimador
de escala B-robusto e com muito melhores propriedades que o MAD
e que o desvio padrão aparado. Esse estimador denotado por Qn é
definido explicitamente como o primeiro quartil da amostra formada
pelos valores absolutos das diferenças entre todos os pares de obser-
vações, ou seja da amostra

(D1, . . . , D(n

2)
) = {|Xi −Xj |, 1 ≤ i < j ≤ n} .

Representando por D(1) ≤ · · · ≤ D((n

2))
as correspondentes estat́ısti-

cas de ordem, tem-se

Qn(X1, . . . , Xn) = cD(([n/2]+1

2 )). (2.36)

A função Qn do package robustbase do R permite calcular as estima-
tivas correspondentes usando um algoritmo de ordenação eficiente. O
funcional (assintoticamente) equivalente é dado por

Q(F ) = cG−1

(
1

4

)
= cH−1

(
5

8

)
,

onde G representa a distribuição de |X − Y | e H a distribuição de
X−Y , comX e Y variáveis aleatórias independentes com distribuição
F (a igualdade resulta do facto de X − Y ter distribuição simétrica
para qualquer F ). Mais uma vez o papel da constante multiplicativa
c é fazer com que o funcional seja consistente à Fisher para um dado
modelo. Se se considerar o modelo normal vem

c =
1√

2Φ−1(5/8)
' 2.2191,

o que conduz a Q(Φ) = 1. Tem interesse notar que Qn não depende
de nenhum estimador de localização, pelo que se diz que é location-
-free (dos outros estimadores de escala mencionados até agora apenas
o IQR possui esta propriedade).

Rousseeuw e Croux (1993) mostraram que a função de influência
de Q é dada, para uma distribuição cont́ınua F , com densidade f ,
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por

IF (x;Q,F ) = c

1

4
− F

(
x+

1

c

)
+ F

(
x− 1

c

)

∫ +∞

−∞

f

(
y +

1

c

)
f(y)dy

,

e que para a distribuição normal se tem γ∗(Q,Φ) ' 2.07 e V (Q,Φ) =
0.608, pelo que a eficiência assintótica relativamente ao estimador de
máxima verosimilhança de σ é de 82.3% (pois V (σ,Φ)=0.5). Conclui-
-se assim que, de todos os estimadores robustos de σ apresentados
até agora (excluindo por razões óbvias o desvio padrão aparado com
α ≈ 0), este é o que tem melhor eficiência. Na Figura 2.16 apresenta-
-se o gráfico de IF (x;Q,Φ), o qual em comparação com os gráfi-
cos apresentados nas Figuras 2.11 e 2.13 revela aparentemente boas
propriedades deste estimador em termos de regularidade e permite
perceber porque é que tem boa eficiência assintótica (porque a função
de influência de Q é a que de mais perto acompanha a de σ na zona
central do gráfico).

1

2

−1

2−2−4

IF (x;Q,Φ)

x

Figura 2.16 Função de influência do estimador Qn para a distribui-
ção normal padrão (a curva menos carregada corresponde à função
de influência do desvio padrão para o mesmo modelo).
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Apesar de tudo suspeita-se que os problemas de regularidade não
ficaram completamente resolvidos, uma vez que continua a ser usado
na definição do estimador um quantil amostral (se bem que da amos-
tra das diferenças que tem uma dimensão muito maior que a amostra
original) e não existe a função de influência para variáveis discretas.
Para compreender melhor esta questão procedeu-se a um exerćıcio de
simulação sobre a curva de sensibilidade semelhante ao apresentado
para o MAD no Exemplo 2.10. Assim, geraram-se aleatoriamente
10 amostras com 100 observações a partir da distribuição N (0, 1) e
calculou-se, para cada amostra, a curva de sensibilidade de Qn para
x ∈ [−4, 4]. Em seguida repetiu-se o procedimento com 10 amostras
de dimensão 1000 e 10 amostras de dimensão 10000. Nos gráficos
da Figura 2.17 representam-se as curvas obtidas, juntamente com a
função de influência sob F = Φ. Verifica-se que embora cada curva
seja irregular, essa irregularidade vai-se “desvanecendo” com o au-
mento de n e parece observar-se, embora lentamente, a convergência
em probabilidade de SCn(x;Qn) para IF (x;Q,Φ). Este compor-
tamento é portanto diverso do observado no caso do MAD, e um
indicador de que o estimador Qn é mais “regular” que o MAD.

Exemplo 2.13. Para terminar esta série de exemplos analisam-se de
novo os dados do Exemplo 2.1, apresentando mais algumas estima-
tivas de localização e escala para os dados áı considerados e fazendo
uma análise mais global à luz dos conceitos entretanto introduzidos.

Como se referiu no ińıcio da Secção 2.3 na estat́ıstica robusta tam-
bém se admite a existência de um modelo paramétrico central gerador
dos dados, embora se espere que esse modelo seja verificado apenas
aproximadamente. Ou seja, toleram-se pequenos desvios do modelo,
como por exemplo uma pequena percentagem de observações prove-
nientes de outro modelo e que se podem manifestar nas observações
como outliers. Isto significa que mesmo numa situação tão simples
como a que está a ser analisada (24 observações univariadas) se deve
especificar esse modelo e ter a ideia clara do que se pretende estimar.
Se se ignorar o último valor da amostra e tendo em conta que é apenas
uma aproximação, não é despropositado tomar como modelo central
o modelo normal, X ∼ N (µ, σ2). O que se pretende então é esti-
mar de forma robusta os parâmetros µ e σ deste modelo, pelo que
devem apenas ser usados estimadores consistentes destes parâmetros.

O facto de se considerar um modelo simétrico facilita a questão
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em termos do parâmetro µ. Se tivesse havido necessidade de optar
por um modelo assimétrico já seria preciso ter mais cuidado pois,
por exemplo, a média e a mediana são consistentes para a média e a
mediana populacionais, que seriam nesse caso diferentes. Obviamente
que só se deve admitir a situação simétrica se ela fizer de facto sentido,
o que aqui parece acontecer.21

Na Tabela 2.5 repetem-se as estimativas do parâmetro µ já apre-
sentadas como medidas de localização ou tendência central na Tabela
2.1 e apresentam-se ainda as estimativas dadas pelas médias aparadas
a 15%, 20% e 25%. Na Tabela 2.6 apresentam-se as estimativas do
parâmetro σ obtidas anteriormente (s, d, MAD) e ainda o IQR, os
desvios aparados com α = 0.05, 0.1 e 0.15, bem como a estimativa q
correspondente ao estimador Qn. Como se usam as correcções para a
distribuição normal todos os valores correspondem a estimativas do
parâmetro σ do modelo central e são portanto comparáveis.

Tabela 2.5 Diversas estimativas do parâmetro de localização para os
dados do Exemplo 2.1.

Amostra x x0.05 x0.1 x0.15 x0.2 x0.25 x0.5

(x1, . . . , x24) 4.28 3.25 3.21 3.22 3.24 3.27 3.39
(x1, . . . , x23) 3.21 3.16 3.18 3.19 3.21 3.23 3.37

Tabela 2.6 Diversas estimativas do parâmetro de dispersão para os
dados do Exemplo 2.1.

Amostra s d MAD IQR q s0.05 s0.1 s0.15

(x1, . . . , x24) 5.30 2.68 0.53 0.69 0.63 0.78 0.66 0.70
(x1, . . . , x23) 0.69 0.66 0.50 0.67 0.63 0.61 0.66 0.70

Os resultados apresentados nas Tabelas 2.5 e 2.6 parecem coeren-
tes com o que foi visto nos exemplos anteriores sobre regularidade,

21Se uma distribuição simétrica não parecer de todo razoável é sempre de con-
siderar a possibilidade de transformar os dados de forma a que uma distribuição
simétrica seja adequada para os dados transformados. Uma transformação que
costuma ser usada com sucesso para este objectivo é a transformação logaŕıt-
mica, ou mais raramente uma outra transformação da famı́lia de transformações
de Box-Cox.
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eficiência e robustez dos diversos estimadores. Em termos do parâ-
metro de localização todos as estimativas se situam à volta de 3.2 a
3.3, com excepção da média da amostra completa (sintoma de não
robustez) e da mediana (pode ser sintoma quer da falta de eficiência
quer da irregularidade). Quanto às estimativas do parâmetro de dis-
persão observa-se algo semelhante, todos os valores se situam à volta
de 0.7, com excepção dos não robustos desvio padrão e desvio médio
para a amostra completa e do MAD (também neste caso o mais inefi-
ciente e irregular). Para terminar apresenta-se na Figura 2.18 o grá-
fico quantil-quantil (para a distribuição normal) da amostra completa
juntamente com duas rectas correspondentes a dois modelos posśıveis:
a tracejado a recta correspondente à distribuição normal com parâ-
metros iguais às estimativas de máxima verosimilhança (µ̂ = 4.28 e
σ̂ = 5.3) e a cheio a recta correspondente às estimativas robustas
consensuais (µ̂ = 3.2 e σ̂ = 0.7). Verifica-se que a segunda não só se
ajusta muito melhor à maioria das observações como revela o outlier
de forma muito mais clara.
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Figura 2.18 Gráfico quantil-quantil (para a distribuição normal) da
amostra completa do Exemplo 2.1. A tracejado: recta correspondente
à distribuição normal com µ̂ = 4.28 e σ̂ = 5.3. A cheio: recta corres-
pondente à distribuição normal com µ̂ = 3.2 e σ̂ = 0.7.
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2.3.5 Problemas multivariados e multiparamétricos

Nesta secção apresenta-se a generalização da função de influência e
dos conceitos dela derivados para estimadores de parâmetros vecto-
riais com base em observações que podem ser ou não multivariadas.

Seja Ω ⊂ Rm o espaço amostra, Θ ⊂ Rp o espaço paramétrico e
Tn(X1, . . . ,Xn) um estimador (vectorial) do parâmetro θ, equiva-
lente a um funcional T.22

Definição 2.9. A função de influência, IF : Ω ⊂ Rm −→ Rp, do
funcional T em F é a função

IF (x;T, F ) = lim
ε→0+

T((1 − ε)F + ε∆x) − T(F )

ε
, (2.37)

definida pontualmente nos pontos x ∈ Ω ⊂ Rm para os quais o
limite existe e onde ∆x representa a distribuição (multivariada)
de uma variável aleatória degenerada no ponto x.

As observações feitas na Secção 2.3 imediatamente a seguir à defi-
nição da função de influência para o caso univariado (Definição 2.4,
página 35) mantêm-se válidas após as necessárias adaptações de no-
tação. Quanto às propriedades (P1) a (P5) tem-se (sob condições
de regularidade que incluem a diferenciabilidade do funcional):

(P1) O valor esperado em F de IF é nulo, isto é,

EF [IF (X;T, F )] =

∫
IF (x;T, F )dF (x) = 0,

onde 0 representa um vector com p zeros.

(P2) Para G próxima de F tem-se (fórmula de Taylor com um
termo),

T(G) ' T(F ) +

∫
IF (x;T, F )dG(x),

22Adaptando a Definição 2.2 com T : F ∈ D(T) ⊂ F −→ T(F ) ∈ Rp, onde
D(T) representa o domı́nio de T e F o espaço das distribuições sobre Rm.
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em particular

Tn = T(Fn) ' T(F ) +

∫
IF (x;T, F )dFn(x) =

= T(F ) +

n∑

i=1

IF (xi;T, F )

n
,

onde Fn representa a distribuição emṕırica multivariada asso-
ciada à amostra (x1, . . . ,xn).

(P3) Se Xi
iid∼ F então

√
n(Tn − T(F )) tem distribuição assintoti-

camente normal (multivariada) com vector valor médio nulo e
matriz de covariâncias (p× p) dada por

V (T, F ) = lim
n→∞

n var(Tn) =

= EF

[
IF (X;T, F )IF (X;T, F )T

]
=

=

∫
IF (x;T, F )IF (x;T, F )T dF (x) (2.38)

(que se designará daqui por diante indiferenciadamente por va-
riância assintótica ou por matriz de covariâncias assintótica).
Ou seja,

√
n(Tn − T(F ))

a∼ Np (0p, V (T, F )) .

(P4) Seja β(θ) uma transformação regular do parâmetro, β : Θ ⊂
Rp −→ β(Θ) ⊂ Rk, com matriz Jacobiana (k × p),

B(θ) =
∂β(θ)

∂θ
,

e β(Tn) um estimador de β(θ), então

IF (x;β(T), F ) = B(T(F ))IF (x;T, F ) (2.39)

e
V (β(T), F ) = B(T(F ))V (T, F )B(T(F ))T . (2.40)

(P5) Desigualdade assintótica de Cramér-Rao para estimadores con-
sistentes segundo Fisher (em relação ao parâmetro θ de um
dado modelo paramétrico Fθ com “densdade” f(x,θ)). Seja

s(x,θ) =
∂

∂θ
log fθ(x)
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a função “score” de Fisher (gradiante da log-verosimilhança) e

J(θ) =

∫
s(x,θ)s(x,θ)T dFθ(x)

a matriz de informação de Fisher. Sob condições de regulari-
dade verifica-se

V (T, Fθ) ≥ J(θ)−1,

onde “≥” representa a relação de ordem usual (chamada forte)
entre matrizes de covariâncias, isto é, dadas duas matrizes, U
e V, U ≥ V sse U − V é semidefinida positiva.

Como se viu no caso univariado e uniparamétrico a sensibilidade,
dada pelo supremo do valor absoluto da função de influência, é uma
medida importante da robustez de um estimador. Para o caso multi-
variado e multiparamétrico tem-se a definição seguinte.

Definição 2.10. A sensibilidade (não estandardizada) a grandes er-
ros do estimador T em F é

γ∗u(T, F ) = sup
x

‖IF (x;T, F )‖,

com ‖ · ‖ representando a norma euclidiana.

Em muitos modelos a parametrização é de certa forma arbitrária
e é desejável que uma medida de robustez como a sensibilidade seja
invariante em relação a pelo menos algumas transformações dos parâ-
metros. A sensibilidade definida anteriormente não satisfaz essa pro-
priedade de invariância, dáı que tenham surgido duas novas definições
de sensibilidade.

Definição 2.11. Se V (T, F ) existir e for não singular chama-se
sensibilidade auto-estandardizada (self-standardized sensitivity) a

γ∗s (T, F ) = sup
x

(
IF (x;T, F )T V (T, F )−1IF (x;T, F )

)1/2
.
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Definição 2.12. Se J(θ) existir (para todo o θ) chama-se sensibi-
lidade estandardizada pela informação (information standardized
sensitivity) a

γ∗i (T, F ) = sup
x

(
IF (x;T, F )T J(T(F ))IF (x;T, F )

)1/2
.

Não é dif́ıcil verificar, usando (2.39) e (2.40), que γ∗s e γ∗i são in-
variantes para transformações bijectivas e não singulares de θ. Para
efeitos da definição de B-robustez é indiferente qual das definições se
usa.

Definição 2.13. T é B-robusto em F se γ∗u(T, F ) <∞.

Apresentam-se de seguida alguns exemplos relativos a estimadores
multivariados.23

Exemplo 2.14. Em primeiro lugar considera-se o estimador clássico do
valor esperado de um vector aleatório. Seja F a distribuição conjunta
de um vector aleatório de dimensão m, x = (x1, . . . , xm)T , com valor
esperado

µ = E(x) = (E(x1), . . . , E(xm))T = (µ1, . . . , µm)T .

Dada uma amostra (x1, . . . ,xn), com xi = (xi1, . . . , xim)T , o estima-
dor clássico de µ é

Tn = x =

∑n
i=1 xi

n
=




∑n
i=1 xi1

n
...∑n

i=1 xim

n




=



x1

...
xn


 .

23A partir daqui torna-se dif́ıcil manter a convenção habitual de usar letras
maiúsculas para variáveis aleatórias e estimadores e minúsculas para concretiza-
ções e estimativas, especialmente quando se trata de matrizes e vectores (que são,
como é usual em análise multivariada, representados a negrito, as primeiras por
maiúsculas e os segundos por minúsculas). Espera-se que a distinção fique clara
a partir do contexto.
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É imediato que este estimador é equivalente ao funcional (com domı́nio
constitúıdo pelas distribuições m-variadas com valor esperado finito)

µ(F ) =

∫
x dF (x) =




∫
x1dF (x)

...∫
xmdF (x)


=




∫
x1dF1(x1)

...∫
xmdFm(xm)


=



µ(F1)

...
µ(Fm)


 ,

onde Fi representa a distribuição marginal de xi. É simples verificar
que

µ((1 − ε)F + ε∆x) = (1 − ε)µ(F ) + εx,

pelo que

IF (x; µ, F ) = x − µ(F ) =




IF1(x; µ, F )
...

IFm(x; µ, F )


 =




x1 − µ1

...
xm − µm


 ,

onde IFi representa a i-ésima componente da função vectorial IF .
Conclui-se imediatamente que, para um modelo com suporte ilimi-
tado em pelo menos uma componente, a sensibilidade não estandar-
dizada é infinita e que o estimador x não é B-robusto. Quanto à
variância assintótica tem-se, por (2.38),

V (µ, F ) = E
[
(x − µ(F ))(x − µ(F ))T

]
,

pelo que, se existir a matriz de covariâncias,

var(x) = Σ = E
[
(x − µ)(x − µ)T

]
=




σ11 · · · σ1m

...
. . .

...
σm1 · · · σmm


 ,

com σii = var(xi) e σij = σji = cov(xi, xj), então V (µ, F ) = Σ.
Relativamente à normalidade assintótica ela está garantida, como no
caso univariado, pela linearidade do estimador, a qual implica que a
fórmula de Taylor com um termo é exacta. Este exemplo serviu basi-
camente para ilustrar os cálculos multivariados, não trazendo grandes
novidades, uma vez que cada uma das componentes do estimador co-
incide com o estimador média amostral univariada já analisado exaus-
tivamente.

Exemplo 2.15. Neste exemplo obtém-se a função de influência para
o estimador clássico da matriz de covariâncias. Seja F a distribui-
ção de um vector aleatório de dimensão m, x = (x1, . . . , xm)T , com
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valor esperado µ e matriz de covariâncias Σ. Dada uma amostra
(x1, . . . ,xn), com xi = (xi1, . . . , xim)T , o estimador clássico de Σ é

Sn =

∑n
i=1(xi − x)(xi − x)T

n− 1
=




S11 · · · S1m

...
. . .

...
Sm1 · · · Smm


 ,

com Sjj = (
∑n

i=1 x
2
ij − nx2

j )/(n− 1) = S2
n(x1j , . . . , xnj) e

Sjl =

∑n
i=1 xijxil − nxjxl

n− 1
.

Este estimador é assintoticamente24 equivalente ao funcional (com
domı́nio constitúıdo pelas distribuições m-variadas com variância fi-
nita)

Σ(F ) =

∫
(x − µ)(x − µ)T dF (x) =




σ11(F ) · · · σ1m(F )
...

. . .
...

σm1(F ) · · · σmm(F )


 ,

com

σij(F ) =

∫
xixjdF (x) − µ(Fi)µ(Fj), (2.41)

tendo-se como é evidente σii(F ) = σ2(Fi).

Sendo Σ(F ) um funcional matricial em vez de vectorial não se
pode aplicar directamente a expressão (2.37) para o cálculo da sua
função de influência. O que se pode fazer nestes casos é calcular a
função de influência componente a componente e proceder depois à
sua reorganização e à do funcional num vector conveniente (usando
por exemplo o operador vec que transforma uma matriz num vector
por justaposição das colunas da matriz). Com algum abuso de no-
tação também se pode organizar numa matriz a função de influência
de funcionais matriciais, só sendo necessário ter cuidados especiais
na aplicação da fórmula (2.38) para cálculo da variância assintótica.
Procedendo então ao cálculo da função de influência da componente
ij de Σ(F ), tem-se, com Fε,x = (1−ε)F+ε∆x, e após alguns cálculos,

σij (Fε,x) = (1 − ε)σij(F ) + ε(1 − ε)(xi − µi(F ))(xj − µj(F )),

24Seria exactamente equivalente se se tivesse usado na definição o denominador
n em vez de n− 1.
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pelo que

IF (x, σij , F ) =
∂

∂ε
σij (Fε,x)

∣∣∣∣
ε=0

= (xi−µi(F ))(xj−µj(F ))−σij(F ).

Note-se que com i = j se recupera a função de influência de σ2(F ).
Se, abusando da notação, se organizar a função de influência de forma
matricial, vem

IF (x,Σ, F ) = (x − µ(F ))(x − µ(F ))T − Σ(F ).

Novamente se conclui que para modelos com suporte ilimitado em
alguma das componentes os estimadores em causa não são B-robustos.

Exemplo 2.16. Considere-se agora a determinação da função de in-
fluência do estimadores clássicos do coeficiente de correlação (coefi-
ciente de correlação amostral) e da matriz de correlações (matriz de
correlações amostral). Seja novamente F a distribuição de um vector
aleatório de dimensão m, x = (x1, . . . , xm)T , com valor esperado µ,
matriz de covariâncias Σ e matriz de correlações

R = D−1ΣD−1 =




1 ρ12 · · · ρ1m

ρ21 1 · · · ρ2m

...
...

. . .
...

ρm1 ρm2 · · · 1


 ,

com D = diag(
√
σ11, . . . ,

√
σmm) e

ρij = ρji = cor(xi, xj) =
σij√
σiiσjj

.

Dada uma amostra (x1, . . . ,xn), com xi = (xi1, . . . , xim)T , o estima-
dor clássico de ρij é

Rij =
Sij√
SiiSjj

=

∑n
l=1 xlixlj − nxixj√(∑n

l=1 x
2
li − nx2

i

) (∑n
l=1 x

2
lj − nx2

j

)

e o de R é

Rn = D−1
n SnD−1

n =




1 R12 · · · R1m

R21 1 · · · R2m

...
...

. . .
...

Rm1 Rm2 · · · 1


 ,
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com Dn = diag(
√
S11, . . . ,

√
Smm). O estimador Rij é equivalente

ao funcional (com domı́nio constitúıdo pelas distribuições m-variadas
com variância finita)

ρij(F ) =
σij(F )√

σii(F )σjj(F )
,

onde σij(F ) é o funcional definido em (2.41). Como a função de
influência deste funcional já foi determinada no exemplo anterior este
é um caso em que é bastante útil a propriedade (P4), em particular
a expressão (2.39). Obtém-se então da aplicação dessa expressão,25

IF (x; ρij , F ) =

=
∂ρij

∂σii
IF (x;σii, F ) +

∂ρij

∂σjj
IF (x;σjj , F ) +

∂ρij

∂σij
IF (x;σij , F ) =

=
[
(xi − µi)

2 − σii

](
−1

2

σij

σii
√
σiiσjj

)
+

+
[
(xj − µj)

2 − σjj

](
−1

2

σij

σjj
√
σiiσjj

)
+

+ [(xi − µi)(xj − µj) − σij ]
1

√
σiiσjj

=

=
(xi − µi)√

σii

(xj − µj)√
σjj

− ρij

2

(
(xi − µi)

2

σii
+

(xj − µj)
2

σjj

)
.

Esta expressão pode ser escrita de uma forma mais compacta como

IF (x; ρij , F ) = zizj −
ρij

2
(z2

i + z2
j ),

onde zh, h = i, j, representa o valor de xh estandardizado da forma
usual, isto é,

zh =
xh − µh√

σhh
=
xh − µ(Fh)

σ(Fh)
.

Note-se que quando i = j, Rij ≡ 1 e a função de influência é identi-
camente nula como não podia deixar de ser.

Mais uma vez se verifica que, para modelos com suporte ilimitado,
a sensibilidade a grandes erros é infinita. Este exemplo vem mostrar

25Por uma questão de espaço omitiu-se o argumento F em todos os funcionais.
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que, ao contrário do que se poderia ingenuamente pensar, mesmo um
estimador que só toma valores num intervalo limitado, como é o caso
da correlação, pode ter sensibilidade infinita. Isto acontece porque a
influência é uma derivada ou taxa de variação face a contaminações
pontuais e não um valor absoluto dessa variação.

Para ilustrar o comportamento da função de influência acabada de
calcular apresentam-se na Figura 2.19 o gráfico de curvas de ńıvel e
o gráfico tridimensional de IF (x; ρij , F ), para uma distribuição biva-
riada F com µ1 = µ2 = 0, ρ = 0.5, σ11 = 0.9 e σ22 = 1.2, podendo
observar-se que mesmo na gama limitada de valores de x1 e x2 consi-
derada (o intervalo [−3, 3]) há pontos com influência muito elevada,
no caso negativa. Os parâmetros escolhidos para a distribuição F são
de certa forma arbitrários. Uma alteração em µ1 e µ2 provoca apenas
uma translação sem alteração na forma. A alteração nos outros parâ-
metros provoca a rotação das rectas em que IF (x; ρij , F ) = 0 (pode
mostrar-se que estas coincidem com as rectas de regressão E(x1|x2)
e E(x2|x1)) e o crescimento da função ao longo das bissectrizes dos
quadrantes mas não as suas caracteŕısticas essenciais.

Mostrou-se nos exemplos acabados de apresentar que os estimado-
res tradicionais da localização multivariada, da matriz de covariâncias
e do coeficiente de correlação não são B-robustos, pelo que convém
agora dar alguma indicação relativa a estimadores B-robustos destes
parâmetros, tão importantes na análise de dados multivariados.

Em relação à estimação do coeficiente de correlação, alguns estima-
dores não-paramétricos tradicionais, como por exemplo o coeficiente
de correlação de Spearman ou o coeficiente de correlação de Kendall,
representam um bom compromisso entre eficiência e robustez sobre
o modelo central normal bivariado (Croux e Dehon, 2005).

Em relação à localização e dispersão multivariadas a situação é
muito mais complexa. Poderia ingenuamente pensar-se que bastaria
considerar estimadores univariados robustos para cada elemento do
vector de localização (por exemplo a mediana) ou para cada ele-
mento da matriz de covariâncias (por exemplo substituindo as variân-
cias amostrais pelo quadrado de algum dos estimadores de dispersão
já apresentados e estimando as covariâncias com base na expressão
σij(F ) = ρij(F )

√
σii(F )σjj(F )). No entanto verifica-se que os es-

timadores multivariados obtidos desta forma não têm propriedades
desejáveis, nomeadamente não apresentam um bom comportamento
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relativamente a transformações lineares das variáveis, pelo que não
devem ser considerados. Infelizmente e por razões de espaço não é
posśıvel abordar em mais detalhe a questão da robustez em análise
multivariada. Para o leitor interessado recomenda-se a leitura de
Hubert et al. (2007) ou a consulta do Caṕıtulo 6 de Maronna et al.
(2006).

2.3.6 Generalizações

As definições da função de influência apresentadas nas secções ante-
riores podem ser aplicadas apenas a estimadores equivalentes a fun-
cionais, ou seja a estimadores que dependem de uma única amostra
apenas através da função de distribuição emṕırica. Isto exclui várias
classes de estimadores:

• os que dependem de várias amostras, de que são exemplo as va-
riâncias combinadas usadas na comparação de duas amostras,
ou mais geralmente em análise de variância;

• os que dependem da ordem porque são recolhidas as observações
e são usados em situações de dados dependentes, como por
exemplo os estimadores da auto-covariância e auto-correlação
em séries temporais.

São também exclúıdas da análise as estat́ısticas de teste, como por
exemplo a conhecida estat́ıstica T =

√
nX/Sn usada para testar

H0: µ = 0 contra H1: µ 6= 0 quando X ∼ N (µ, σ2). Esta estat́ıstica
não é equivalente a um funcional uma vez que duas amostras com a
mesma função de distribuição emṕırica mas diferente dimensão con-
duzem a valores diferentes da estat́ıstica.

Generalizações da definição de função de influência destinadas a
abarcar estas situações têm sido consideradas na literatura especia-
lizada. Por serem demasiado técnicas e para não alongar demasiado
esta secção não se apresentam aqui os detalhes indicando-se apenas
as referências bibliográficas mais relevantes.

Funções de influência para testes foram consideradas por Lambert
(1981), Rousseeuw e Ronchetti (1981) e Michael e Schucany (1985).
Um tratamento detalhado dessas funções pode também encontrar-se
em Hampel et al. (1986, Cap. 3).
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Künsch (1984) e Martin e Yohai (1986) propuseram generalizações
para a situação de não independência, nomeadamente no contexto
das séries temporais.

Pires e Branco (2002) estudaram o caso de funcionais dependentes
de mais de uma distribuição, situação aplicável aos estimadores que
dependem de mais do que uma amostra. Um exemplo deste tipo de
estimadores foi já referido acima. Outros exemplos importantes são
dados por diversos estimadores usados em análise multivariada, tais
como, a distância de Mahalanobis entre os centróides de dois grupos,
ou o vector dos coeficientes discriminantes em análise discriminante
linear.

A função de influência que se acabou de estudar não constitui o
único instrumento para avaliar a robustez. A robustez qualitativa e
em especial o ponto de rotura são outros instrumentos usados para
essa avaliação.

2.4 Robustez qualitativa

A noção de robustez qualitativa foi também introduzida por Ham-
pel (1968, 1971). Esta noção tem a ver com continuidade e com-
plementa de certa maneira a noção de diferenciabilidade contida na
função de influência. A ideia é simples e pode de uma forma sim-
plista traduzir-se como: um estimador será robusto se dadas duas
distribuições próximas, F e G, as estimativas baseadas em amostras
obtidas dessas populações também estiverem “próximas”. Esta ideia
é formalizada nas definições seguintes.

Definição 2.14. Uma sequência de estimadores {Tn;n ≥ 1} é qua-
litativamente robusta em F se

∀ε>0∃δ>0,n0
: ∀G∈F∀n>n0

d(F,G) < δ ⇒ d (LF (Tn),LG(Tn)) < ε,
(2.42)

onde d(F,G) representa uma distância adequada no espaço das
distribuições26e LF (Tn) significa “a distribuição de Tn quando as
observações têm distribuição F”.

26Uma distância adequada é a distância de Prohorov cuja definição se optou
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A robustez qualitativa corresponde em termos matemáticos à equicon-
tinuidade da distribuição de Tn. Uma noção estreitamente rela-
cionada com a de robustez qualitativa é a de continuidade do estima-
dor que equivale em termos práticos a dizer que se duas distribuições
emṕıricas estão“próximas”então, para que o estimador seja cont́ınuo,
as estimativas baseadas nas amostras correspondentes também devem
estar próximas.

Definição 2.15. Uma sequência de estimadores {Tn;n ≥ 1} é con-
t́ınua em F se

∀ε>0∃δ>0,n0
: ∀n,m>n0

∀F
n

,F
m

(d(F, Fn) < δ ∧ d(F, Fm) < δ) ⇒ |Tn(Fn) − Tm(Fm)| < ε.
(2.43)

A robustez qualitativa e a continuidade do estimador são conceitos
quase equivalentes. De facto são equivalentes se o estimador for con-
sistente numa vizinhança do modelo. Este resultado constitui o teo-
rema de Hampel e permite justificar a afirmação feita no Caṕıtulo 1
de que resistência de uma estimativa e robustez de um funcional são
noções praticamente equivalentes.

Por outro lado B-robustez e robustez qualitativa já não são equiva-
lentes, a não ser em certas classes particulares de estimadores. Como
se disse B-robustez tem a ver com diferenciabilidade enquanto ro-
bustez qualitativa tem a ver com continuidade. É posśıvel dar exem-
plos de estimadores que são qualitativamente robustos mas não são
B-robustos e de outros que são B-robustos mas não são qualitativa-
mente robustos.

Note-se ainda que nenhum dos conceitos apresentados está rela-
cionado com a continuidade (usual) de Tn(x1, . . . , xn) como função
das observações. Por exemplo a média aritmética é uma função con-
t́ınua das observações mas como estimador não é cont́ınuo nem qua-
litativamente robusto para nenhuma distribuição F com suporte ili-
mitado.

por não apresentar por ser demasiado técnica. Para detalhes ver, por exemplo,
Huber (1981).
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Apesar de teoricamente úteis, e por isso não se quis deixar de os
apresentar aqui, estes conceitos são de tratamento delicado sob o
ponto de vista matemático pelo que a sua aplicação se tem restringido
muito aos estimadores mais simples.

2.5 Ponto de rotura

Os conceitos de robustez derivados da função de influência são es-
tritamente locais, ou seja descrevem o comportamento do estimador
na presença de uma pequena percentagem de contaminação. Esta
informação deve ser complementada com uma medida global que in-
dique até que distância do modelo o estimador fornece alguma infor-
mação relevante. Por outras palavras essa medida deve indicar qual
é a maior percentagem de contaminação que não produz valores arbi-
trários da estimativa. É este valor que se designa por ponto de rotura
(breakdown point). Além disso o ponto de rotura dá uma indicação
da distância até à qual é posśıvel utilizar a aproximação linear dada
pela função de influência através da equação (2.16). Rigorosamente
há várias definições posśıveis que normalmente dão informações coin-
cidentes. Apresentam-se aqui apenas duas delas, uma para amostras
finitas e outra em termos assintóticos. A definição assintótica foi in-
troduzida também por Hampel na sua tese de doutoramento (Ham-
pel, 1968) e posteriormente apresentada em Hampel (1971, 1974).
Segundo o próprio Hampel, esta definição é baseada numa de Hodges
(1967), “tolerance for location estimators”. A definição para amostras
finitas a seguir apresentada é também da autoria de Hampel (ver
Hampel et al., 1986, p. 97) e resulta da adaptação duma proposta de
Donoho e Huber (1983).

Definição 2.16. Numa dada amostra (x1, . . . , xn) substituam-se
m observações (quaisquer) xi1 , . . . , xi

m

por valores arbitrários
y1, . . . , ym e designe-se a nova amostra por (z1, . . . , zn). O ponto
de rotura em dimensão finita de Tn é dado por

ε∗n(Tn) = ε∗n(Tn;x1, . . . , xn) =

=
1

n
max

{
m : max

i1,...,i
m

sup
y1,...y

m

|Tn(z1, . . . , zn)| <∞
}
. (2.44)
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Observações:

• A definição original de Donoho e Huber (1983) considera em
vez da “maior percentagem de contaminação que não produz
valores arbitrários da estimativa”, a “menor percentagem que
produz valores arbitrários da estimativa”. Na prática as duas
definições são equivalentes, sendo a diferença entre ambas de
1/n.

• Note-se que habitualmente ε∗n(Tn) não depende de (x1, . . . , xn).

• A Definição 2.16 pode sem dificuldades ser adaptada para amos-
tras e/ou estimadores multidimensionais.

• Esta definição foi no entanto proposta a pensar em estimado-
res de parâmetros com espaço paramétrico ilimitado, em par-
ticular Θ = R, como é o caso dos parâmetros de localização
em modelos com suporte ilimitado. A definição pode também
ser adaptada para estimadores de parâmetros de outro tipo.
Pense-se por exemplo num estimador de um parâmetro de dis-
persão (Θ = R+) ou num estimador do coeficiente de correlação
(Θ =] − 1, 1[). Para traduzir a ideia que se pretende deve para
estes casos escrever-se em (2.44), Tn(z1, . . . , zn) ∈ Θ em vez de
|Tn(z1, . . . , zn)| <∞.

• Embora não explicitamente mencionado deve também conside-
rar-se que os valores arbitrários y1, . . . , ym são arbitrários no
espaço amostra em causa (Ω). Isto significa que se, por exem-
plo, se estiver a trabalhar com proporções todos os valores men-
cionados devem pertencer ao intervalo [0, 1].

Para a definição do ponto de rotura (assintótico) considere-se a vizi-
nhança de contaminação (2.25) e o enviesamento assintótico máximo
já definido em (2.26), dado por

bT,F (ε) = sup
G∈P

ε

(F )

|T (G) − T (F )|. (2.45)
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Como P1(F ) = F conclui-se que bT,F (1) é o pior valor posśıvel de
bT,F (ε). Este valor é igual a +∞ no caso dos estimadores de localiza-
ção em que Ω = R. Note-se que em (2.25) F representa o espaço de
todas as distribuições sobre Ω, portanto se o modelo central F tiver
suporte Ω, também H e por conseguinte G têm como suporte Ω.

Definição 2.17. O ponto de rotura assintótico do estimador Tn,
equivalente ao funcional T , é dado por

ε∗(T, F ) = sup {ε : bT,F (ε) < bT,F (1)} .

Em muitos casos ε∗(T, F ) é independente de F , desde que F esteja
numa certa classe. Por exemplo no caso dos estimadores de localiza-
ção isso acontece para F com suporte ilimitado, ou seja para Ω = R.
Também, na maior parte dos casos, se verifica que

lim
n→∞

ε∗n(Tn) = ε∗(T, F ).

Exemplo 2.17. Em relação aos estimadores de localização considera-
dos na Secção 2.3.4 é muito fácil verificar que, se Ω for ilimitado,

• para a média aritmética, ε∗n = ε∗ = 0,

• para a média aparada a 100 × α%, ε∗n = [αn]/n e ε∗ = α,

• para a mediana ε∗n = ([(n+ 1)/2]− 1)/n e ε∗ = 1/2.

Se o modelo central for o modelo normal observa-se aqui mais uma
vez o conflito entre eficiência e robustez, verificando-se que o ponto
de rotura varia inversamente com a eficiência. Se se pretender usar,
por exemplo, uma média aparada com um valor baixo de α, para
maior eficiência, é conveniente ter em conta que a estimativa pode
ser completamente arruinada por uma percentagem de contaminação
superior a α.

Se Ω for limitado a situação muda completamente de figura. Supo-
nha-se a t́ıtulo ilustrativo que F corresponde à distribuição uniforme
em [0, 1] e que se pretendia estimar µ(F ) = 1/2 usando a média
aritmética. Para cálculo do ponto de rotura assintótico é necessário
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determinar bT,F (ε). É fácil verificar que as contaminações, H , mais
desfavoráveis para cálculo de bT,F (ε) são as distribuições degeneradas
em 0 ou em 1 que conduzem ambas a bT,F (ε) = 0.5ε. Por outro lado,
bT,F (1) = 0.5 donde se conclui que ε∗(T, F ) = 1. De igual modo se
concluiria que ε∗n(Tn) = 1. Idêntico racioćınio permitiria concluir que
o mesmo acontece para os restantes estimadores, médias aparadas e
mediana.

Exemplo 2.18. Em relação aos estimadores de escala que foram tam-
bém considerados na Secção 2.3.4 tem-se que, novamente se Ω for
ilimitado,

• para a variância, desvio padrão e desvio médio, ε∗n = ε∗ = 0,

• para a variância e desvio padrão aparados a 100 × α%, ε∗n =
[αn]/n e ε∗ = α,

• para o desvio absoluto mediano, ε∗n = ([(n + 1)/2] − 1)/n e
ε∗ = 1/2,

• para o IQR, ε∗n = ([(n+ 3)/4] − 1)/n e ε∗ = 1/4,

• para o estimador Qn, Rousseeuw e Croux (1993) mostraram
que ε∗n = ([(n+ 1)/2]− 1)/n e ε∗ = 1/2.

São válidos os comentários feitos no exemplo anterior a propósito dos
estimadores de localização.

Neste caso é ainda importante referir que, em relação ao ponto
de rotura, em dimensão finita, dos três últimos estimadores, MAD,
IQR e Qn, os valores apresentados só são válidos se se considerarem
amostras genéricas provenientes de dados cont́ınuos, isto é, para as
quais a probabilidade de haver observações repetidas é nula. Croux e
Rousseeuw (1992) apresentam um exemplo de uma amostra concreta
em que, com n = 11, o ponto de rotura do MAD é zero devido ao
facto de existirem observações repetidas.

Para outro tipo de estimadores a determinação do ponto de rotura
(quer assintótico, quer em dimensão finita) pode não ser tão simples.
Nesses casos é posśıvel e usual avaliar o ponto de rotura em dimensão
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finita pelo método de Monte Carlo, em estudos de simulação ade-
quadamente delineados.

Como é fácil de concluir a partir das definições, e também dos
exemplos apresentados, em geral ε∗ ∈ [0, 1]. No entanto, em termos
práticos, ε∗ = 1/2 é o maior valor que tem significado uma vez que
para contaminações superiores a 50% não há nenhum estimador que
consiga distinguir entre a parte “boa” e a parte “má” da amostra.

0

b(ε)

ε
ε∗

b(ε) = γ∗ε

Figura 2.20 Representação gráfica (qualitativa) de b(ε), definido em
(2.45), em função de ε para um estimador e um modelo hipotéticos
tais que γ∗ <∞ e ε∗ > 0.

A relação entre todos os conceitos relacionados com robustez até
agora apresentados pode ser explicada geometricamente através do
gráfico do enviesamento assintótico máximo,27 bT,F (ε) definido em
(2.45), em função de ε. Na Figura 2.20 mostra-se um gráfico tipo para
um estimador e um modelo hipotéticos tais que γ∗ <∞ e ε∗ > 0.

O valor de ε onde b(ε) regista uma asśıntota vertical corresponde
ao ponto de rotura ε∗ (para que o gráfico faça sentido é necessário
supor que ε∗ > 0). Por sua vez, o facto de b(ε) ser uma função con-
t́ınua em ε = 0 significa que o estimador é qualitativamente robusto.
Finalmente, e relacionando-se com a B-robustez, o declive da recta
tangente à curva no ponto ε = 0 é γ∗ (por 2.27).

27Costuma ser designado na literatura por “maxbias curve”.
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Exemplo 2.19. Nos casos em que a contaminação com uma massa pon-
tual é a contaminação mais desfavorável e isso acontece frequente-
mente – em particular acontece sempre para os estimadores de lo-
calização – bT,F (ε) coincide com o supremo em x do módulo do nu-
merador da expressão que define a função de influência, antes da
passagem ao limite. Tomando como exemplo a mediana tem-se en-
tão (usando os cálculos apresentados no Exemplo 2.7 e para uma
distribuição F nas condições áı consideradas) que

bm,F (ε) = max
{
b+m,F ,

∣∣∣b−m,F

∣∣∣
}

=

= max
{
F−1

(
1/2
1−ε

)
− F−1

(
1
2

)
,
∣∣∣F−1

(
1/2−ε
1−ε

)
− F−1

(
1
2

)∣∣∣
}
.

Se F for simétrica vem b+m,F =
∣∣∣b−m,F

∣∣∣, em particular para F = Φ,

como m(Φ) = Φ−1(1/2) = 0, obtém-se

bm,Φ(ε) = Φ−1

(
1/2

1 − ε

)
,

função esta que se representa na Figura 2.21, juntamente com a recta
1.25 ε (recorde-se que γ∗(m,Φ) ' 1.25).

0
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ε

1.25 ε

Figura 2.21 Gráfico de bm,Φ(ε).
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As Figuras 2.20 e 2.21 mostram, por um lado, como as diversas
noções de robustez estão relacionadas com propriedades elementares
de funções de uma variável – continuidade, diferenciabilidade, distân-
cia à singularidade – e por outro lado a interpretação do ponto de
rotura como o valor a partir do qual deixa de fazer qualquer sentido
aproximar linearmente o estimador utilizando a função de influência.

Enquanto o ponto de rotura é o ponto a partir do qual o estimador
fornece informação totalmente desadequada, a função bT,F (ε) fornece
uma melhor perspectiva, permitindo também dar uma ideia do ponto
a partir do qual um estimador deixa de dar informação cred́ıvel ape-
sar de não totalmente arbitrária. Segundo Hampel et al. (1986) para
contaminações superiores a cerca de 1/4 do ponto de rotura as esti-
mativas podem não ser arbitrárias mas deixam de ser cred́ıveis. A
Figura 2.21 justifica de certa forma esta afirmação.

São este tipo de considerações que justificam a procura de estima-
dores com alto ponto de rotura,28 em moda nalgumas escolas, mas
por vezes mal compreendida. De facto, o usar um estimador com um
ponto de rotura de 50% não significa que se esteja à espera de dados
com contaminação próxima de 50%, significa sim que se espera uma
protecção razoável para precentagens de contaminação até, digamos,
cerca de 12.5%.

Embora a existência de ponto de rotura positivo esteja bastante
relacionada com robustez qualitativa verifica-se que não há uma equi-
valência exacta entre os dois conceitos. Também não existe equiva-
lência entre B-robustez (γ∗ < ∞ ou função de influência limitada) e
ponto de rotura positivo. De facto existem estimadores com função
de influência ilimitada mas ponto de rotura positivo. Alguns exem-
plos concretos são mencionados no Caṕıtulo 4. O que se passa nestes
casos é que b(ε) é cont́ınua em ε = 0 mas tem derivada infinita nesse
ponto. Na Figura 2.22 apresenta-se um gráfico tipo para um esti-
mador e um modelo hipotéticos tais que γ∗ = ∞ e ε∗ > 0, ou seja,
correspondente a um estimador que não é B-robusto (tem função de
influência ilimitada) mas é robusto segundo o critério do ponto de
rotura. É evidente que um estimador desde tipo pode ser prefeŕıvel a
um estimador não robusto mas será em prinćıpio prefeŕıvel usar, caso
exista, um estimador com o mesmo ponto de rotura e γ∗ <∞.

Para terminar esta secção é importante referir que o conceito de

28Por alto ponto de rotura entende-se geralmente um valor próximo de 50%.
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b(ε)

ε
ε∗

Figura 2.22 Representação gráfica (qualitativa) de b(ε), definido em
(2.45), em função de ε para um estimador e um modelo hipotéticos
tais que γ∗ = ∞ e ε∗ > 0.

ponto de rotura, apesar de conceptualmente simples, é delicado, quer
sob o ponto de vista puramente matemático, quer sob os pontos de
vista probabiĺıstico e estat́ıstico. Para a maior parte dos métodos não
é de todo simples a sua determinação. Noutros casos há a necessidade
de adaptar a definição à situação concreta. Estes aspectos fazem com
que este tópico registe bastante actividade em termos de investigação
(veja-se, por exemplo, Zuo, 2004, ou Davies e Gather, 2007).

2.6 Śıntese das propriedades mais relevantes

Para concluir este caṕıtulo apresenta-se a lista das principais pro-
priedades que um bom método de estimação deve possuir pela ordem
em que, segundo as tendências actuais, devem ser consideradas:

Ponto de rotura de um estimador é a percentagem de contamina-
ção (dos dados ou do modelo) a partir da qual se obtêm esti-
mativas completamente arbitrárias. Deve ser o mais elevado
posśıvel tendo em consideração que a partir de cerca de 1/4
do seu valor as estimativas, apesar de não serem arbitrárias,
deixam de ser fiáveis.
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Eficiência (assintótica absoluta) em relação ao modelo central que
se considera é o quociente entre a variância assintótica mı́nima
sob esse modelo, geralmente igual ao inverso da informação
de Fisher, e a variância assintótica do estimador em causa.
Deve ser o mais elevada posśıvel, sujeita à condição ante-
rior (ponto de rotura elevado).

Sensibilidade a grandes erros mede aproximadamente o pior efei-
to que uma pequena contaminação pode ter nas estimativas,
medido em termos de taxa de variação do enviesamento. É
dada pelo supremo do valor absoluto da função de influência e
dáı a designação de estimadores de influência limitada para os
estimadores que têm esta propriedade. Deve ser o mais baixa
posśıvel, sujeita às condições anteriores.

Enviesamento assintótico máximo indica a máxima alteração
produzida nas estimativas em função da percentagem de conta-
minação. Deve ser compatibilizado com as propriedades ante-
riores tendo em conta que é desejável que seja o mais reduzido
posśıvel.

Sensibilidade local mede aproximadamente o pior efeito estandar-
dizado provocado por alterações locais dos dados e está rela-
cionada com a instabilidade das estimativas. Deve ser o mais
reduzida posśıvel, sujeita às condições anteriores.

Ponto de rejeição indica a distância (ao centro dos dados) a partir
da qual as observações são completamente rejeitadas, não con-
tribuindo de todo para as estimativas. Deve ser finito, sujeito
às condições anteriores.

A harmonização e conciliação de todas estas propriedades não é, como
claramente se adivinha, tarefa fácil e tem constitúıdo o cerne do tra-
balho de investigação em estat́ıstica robusta. Esse trabalho tem con-
duzido à criação de novas classes de estimadores onde se procura então
o estimador de compromisso que satisfaz tantos e tão contraditórios
requisitos. Dessa busca se dá conta nos dois caṕıtulos seguintes, o
Caṕıtulo 3 dedicado essencialmente à estimação univariada e o Caṕı-
tulo 4 relativo ao modelo de regressão.
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Estimação

3.1 Introdução

Este caṕıtulo é dedicado principalmente à estimação pontual robusta
num contexto univariado e em grande parte à introdução e estudo
detalhado de uma classe de estimadores desenvolvida no âmbito da
estat́ıstica robusta, os estimadores-M.

Os estimadores-M foram propostos por Huber (1964) como uma
generalização dos estimadores de máxima verosimilhança. O artigo de
Huber (1964) constituiu um marco fundamental no desenvolvimento
da estat́ıstica robusta e os estimadores-M são e serão sempre um
assunto incontornável em qualquer curso de robustez. Apesar de
inicialmente propostos para os problemas univariados de localização
e dispersão ou escala, eles acabam por servir de base a procedimentos
muito mais complexos.

Como exemplificação importante das propriedades destes estima-
dores é considerada precisamente a sua aplicação nos modelos univa-
riados de localização e escala, sendo importante referir que de entre
os estimadores apresentados até aqui para a estimação de localização
e de dispersão, não se encontrou nenhum que reunisse em si todas as
propriedades relevantes enunciadas no final do Caṕıtulo 2. A classe
dos estimadores-M, pela sua riqueza, vem aumentar as possibilidades
de escolha.

No final do caṕıtulo apresenta-se uma descrição sucinta de outras
classes de estimadores e são feitas considerações relativas a intervalos
de confiança e a testes de hipóteses.
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3.2 Os estimadores-M

3.2.1 Definição geral

Como se disse os estimadores-M não são mais do que uma generali-
zação dos estimadores de máxima verosimilhança, e dáı a sua desig-
nação.

Recorde-se então, e para fixar notação, a definição de estimador
de máxima verosimilhança (EMV). Para tanto onsidere-se um deter-
minado modelo paramétrico, com densidade f(x, θ). Por enquanto
supõe-se que tanto Ω como Θ são unidimensionais. O estimador de
máxima verosimilhança de θ é o estimador Tn = Tn(X1, . . . , Xn) que
torna máximo

∏n
i=1 f(Xi, Tn) ou, duma forma equivalente, Tn é tal

que

Tn maximiza

n∑

i=1

log f(Xi, Tn) ⇔ Tn minimiza

n∑

i=1

(− log f(Xi, Tn)) .

(3.1)
A determinação de Tn é feita normalmente, nos casos regulares de
estimação, recorrendo à condição de primeira ordem

n∑

i=1

ψ(Xi, Tn) = 0, (3.2)

com

ψ(x, θ) = −∂ log f(x, θ)

∂θ
, (3.3)

e verificando se a solução obtida é um máximo (mı́nimo) global de
(3.1).

Definição 3.1. Um estimador-M é um estimador Tn tal que

Tn minimiza
n∑

i=1

ρ(Xi, Tn), (3.4)

onde ρ é uma função arbitrária (chamada função objectivo)
definida em Ω × Θ. Se existir ψ(x, θ) = (∂/∂θ)ρ(x, θ), então Tn

satisfaz a equação impĺıcita (3.2).
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Assim todo o EMV é um estimador-M, mas a inversa não é ver-
dadeira, existem estimadores-M que não são estimadores de máxima
verosimilhança para nenhum modelo, como se verá mais adiante.

Embora as condições (3.2) e (3.4) só sejam equivalentes nos casos
regulares de estimação, é a condição (3.2) que é geralmente utilizada
para definir estimador-M. Note-se também que o estimador não é
alterado se a função ψ for multiplicada por uma constante r 6= 0.
A menos dessa constante pode identificar-se o estimador-M com a
função ψ que o define.

O funcional T equivalente ao estimador-M, Tn, é definido também
implicitamente por

∫
ψ(x, T (F ))dF (x) = 0, (3.5)

uma vez que Tn(x1, . . . , xn) = T (Gn), ∀n,G
n

. O domı́nio de T é o
conjunto de todas as distribuições para as quais aquele integral existe.
Recorde-se que o estimador é consistente segundo Fisher se T (Fθ) = θ
para todo o θ, ou seja, se se verificar

∫
ψ(x, θ)dFθ(x) = 0, ∀θ.

Para obter a função de influência procede-se como habitualmente,
substituindo em (3.5) F por Fε,x = (1 − ε)F + ε∆x e derivando em
ordem a ε. Ou seja,

∂

∂ε

[∫
ψ (u, T (Fε,x)) dFε,x(u)

]
= 0

que é equivalente a

∂

∂ε

[
(1 − ε)

∫
ψ (u, T (Fε,x)) dF (u) + εψ (x, T (Fε,x))

]
= 0

por sua vez, admitindo que é posśıvel trocar as ordens de derivação
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e integração, equivalente a

−
∫
ψ (u, T (Fε,x)) dF (u)+

+ (1 − ε)

∫
∂T (Fε,x)

∂ε

∂ψ (u, θ))

∂θ

∣∣∣∣
θ=T (F

ε,x

)

dF (u)+

+ ψ (x, T (Fε,x)) + ε
∂T (Fε,x)

∂ε

∂ψ (u, θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=T (F

ε,x

)

= 0.

Fazendo então ε = 0 e notando que nesse caso o integral da primeira
linha da expressão anterior é nulo (por definição) e que

∂T (Fε,x)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= IF (x;T, F ),

também por definição, obtém-se

IF (x;T, F )

∫
∂ψ (u, θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=T (F )

dF (u) + ψ (x, T (F )) = 0,

e, finalmente, admitindo que o denominador é diferente de zero,

IF (x;T, F ) =
ψ(x, T (F ))

−
∫

[(∂/∂θ)ψ(u, θ)]θ=T (F ) dF (u)
. (3.6)

Se ψ for a função correspondente ao EMV obtém-se a função de
influência dada pela expressão (2.21) da Secção 2.3.2.

Está agora também justificada a afirmação feita anteriormente de
que é simples criar um estimador cuja função de influência tenha uma
forma pré-definida, uma vez que, por (3.6), IF é proporcional a ψ.

Por outro lado, dado um estimador suficientemente regular, T ,
existe um estimador-M que lhe é assintoticamente equivalente sob
o modelo considerado. Basta que se tome ψ(x, ·) = IF (x; ·, F ). Os
dois estimadores terão as mesmas propriedades locais (função de in-
fluência, sensibilidade, variância assintótica) mas poderão diferir em
relação a propriedades globais (tais como robustez qualitativa e ponto
de rotura).

As ideias fundamentais relacionadas com estimadores-M podem ser
mais facilmente compreendidas no contexto de dois modelos simples
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que são o modelo de localização e o modelo de escala (ou dispersão).
O interesse destes modelos e dos estimadores correspondentes não se
resume ao caso unidimensional pois eles próprios, ou generalizações
suas, desempenham um papel importante nos problemas de estimação
em análise de regressão tratados no Caṕıtulo 4.

3.2.2 Modelo de localização

Antes de apresentar a definição matemática de modelo de localização
convém discutir um pouco melhor o conceito, o qual está de certa
forma ligado ao conceito de medida de localização usado de forma
informal e intuitiva até agora. Pensando sobre o conceito de medida
de localização percebe-se que a propriedade básica que está em jogo
se relaciona com translações dos dados, do seguinte modo: somando
uma certa quantidade a todas as observações de um conjunto de dados
univariados, a medida de localização deve sofrer o mesmo efeito. Ou
seja, sendo t uma medida de localização genérica ela deve verificar

t(x1 + a, . . . , xn + a) = t(x1, . . . , xn) + a,

para qualquer a ∈ R e quaisquer que sejam as observações (x1, . . . , xn).
A esta propriedade chama-se equivariância em relação a translações
ou ainda equivariância em relação à localização.1 A mesma ideia
pode transportar-se para o campo teórico das distribuições de pro-
babilidade, dizendo que: dado um certo modelo com um parâmetro
θ, Fθ, o parâmetro θ (pode haver outros parâmetros no modelo) é
um parâmetro de localização e o modelo é um modelo de localização,
se dada uma variável X com distribuição desse modelo e parâme-
tro θ = b, a variável que se obtém fazendo uma translação igual a
a, X + a, ainda tem, para qualquer a, uma distribuição da mesma
famı́lia mas com parâmetro θ = b+ a .

Por exemplo, conclui-se facilmente que o modelo normal com o
parâmetro µ é um modelo de localização, pois seX ∼ N (µ, σ2), então
X+a ∼ N (µ+a, σ2). Podia-se pensar, erradamente, que um modelo
de localização é um modelo em que há um parâmetro que coincide
com o valor esperado. Considere-se então, por exemplo o modelo de
Poisson, para o qual o valor esperado coincide com o parâmetro λ.

1É simples verificar que todas as medidas de localização consideradas anterior-
mente (média aritmética, mediana e médias aparadas) verificam esta propriedade.
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Este modelo seria um modelo de localização se dada X ∼ Poisson(λ)
se verificasse que X + a ∼ Poisson(λ + a), para qualquer a, o que
obviamente não acontece. Ainda outro contra-exemplo é dado pela
distribuição exponencial, X ∼ Exp(β), com densidade

f(x) =






1

β
exp

(
−x
β

)
, x > 0

0, x ≤ 0

. (3.7)

O valor esperado de X é β mas X + a não tem distribuição Exp(β+
a), logo β não é um parâmetro de localização. Poder-se-ia então
concluir que os modelos de localização dispońıveis são em número
muito reduzido. Nada é mais falso, pois dada uma variável aleatória
com uma qualquer distribuição pode criar-se a partir dela um modelo
de localização, usando como parâmetro o próprio valor da translação,
a. Pense-se por exemplo na variável aleatória X ∼ Exp(β) e na
transformação Xa = X + a. Da igualdade

FX
a

(x) = P (X + a ≤ x) = P (X ≤ x− a) = FX(x− a)

obtém-se o modelo pretendido, o qual tem densidade

fa(x) = f(x− a) =






1

β
exp

(
−x− a

β

)
, x > a

0, x ≤ a

. (3.8)

e costuma ser referido como distribuição exponencial deslocada. A
definição seguinte formaliza o que se acabou de exemplificar.

Definição 3.2. Um modelo de localização, com parâmetro de loca-
lização θ, consiste numa famı́lia de distribuições {Fθ, θ ∈ R} tal
que

Fθ(x) = F (x− θ),

onde F = F0 representa uma função de distribuição univariada
genérica que define o tipo ou famı́lia do modelo.

É fácil verificar que, tal como no exemplo antes da definição, se X ∼
F , ou seja com θ = 0, então X + θ ∼ Fθ, ou ainda se Y ∼ Fθ então
Y − θ ∼ F e, para qualquer a ∈ R, Y + a ∼ Fθ+a.
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Admite-se que F possui uma densidade f = F ′, que pode ser uma
densidade num sentido generalizado (por exemplo uma função de
probabilidade). f(x) representa então a densidade quando θ = 0,
enquanto que fθ(x) = f(x− θ) representa a densidade para um valor
genérico do parâmetro θ. Muitas vezes também se admite que f é
simétrica em relação a zero, nesses casos fθ será simétrica em relação
a θ.

Dada uma amostra aleatória (X1, . . . , Xn) o estimador de máxima
verosimilhança, Tn = Tn(X1, . . . , Xn), do parâmetro θ do modelo de
localização minimiza

n∑

i=1

ρ(Xi − Tn), (3.9)

com ρ(u) = − log f(u), ou, de forma equivalente, nos casos regulares
de estimação, é solução de

n∑

i=1

ψ(Xi − Tn) = 0, (3.10)

com ψ(u) = −f ′(u)/f(u).

Para definir estimador-M no contexto do modelo de localização usa-
-se a expressão (3.10) em que ψ é uma função genérica de apenas
uma variável.2 Para que o funcional equivalente, T , definido implici-
tamente por ∫

ψ(x− T (F )) dF (x) = 0,

seja consistente segundo Fisher deve verificar-se
∫
ψ(x− θ)dF (x − θ) =

∫
ψ(u)dF (u) = 0.

Nos casos em que F corresponde a uma distribuição simétrica (em
relação à origem), esta condição verifica-se automaticamente se ψ for
uma função ı́mpar. Note-se que esta condição é também verificada
pela função correspondente ao estimador de máxima verosimilhança
nesses casos, pois se f é par f ′ e f ′/f são ı́mpares.

Uma propriedade desejável para os estimadores do parâmetro de
localização de um modelo de localização é a equivariância em relação

2Ou seja, passa-se da definição geral para a definição particular adequada a
este modelo fazendo, por analogia com o estimador da máxima verosimilhança,
ψ(x, θ) = ψ(x− θ).
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à localização apresentada na definição seguinte.

Definição 3.3. Um estimador Tn do parâmetro de localização de
um modelo de localização é equivariante em relação à localização
(location equivariant) se dada a amostra aleatória (X1, . . . , Xn),

Tn(X1 + k, . . . , Xn + k) = Tn(X1, . . . , Xn) + k ∀k∈R.

É imediato verificar que os estimadores-M definidos por (3.10) pos-
suem esta propriedade (e esta pode ser outra justificação para utilizar
ψ(x, θ) = ψ(x− θ)).

Não é muito dif́ıcil concluir que para estimadores (funcionais) equi-
variantes se verifica, sob as distribuições do modelo,

IF (x;T, Fθ) = IF (x− θ;T, F ) = IF (u;T, F ),

com u = x − θ. Isto significa que todas as propriedades do esti-
mador que recorrem à função de influência podem ser avaliadas na
distribuição central F .

Partindo da expressão da função de influência do estimador-M
geral, (3.6), têm-se então os seguintes resultados para um estimador-
M, equivalente a um funcional T , do parâmetro de localização num
modelo de localização (na distribuição central F ):

•
IF (x;T, F ) =

ψ(x)∫
ψ′(u)dF (u)

=
ψ(x)

M
(3.11)

e todas as medidas (quer as relacionadas com a eficiência quer
as relacionadas com a robustez) obtidas a partir da função de
influência são determinadas pela forma da função ψ.

• A variância assintótica é dada por

V (T, F ) =

∫
ψ2(u)dF (u)

M2
. (3.12)

• O estimador é B-robusto sse ψ for limitada sendo a sensibilidade
a grandes erros dada por

γ∗(T, F ) =
supx |ψ(x)|

M
.
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• A sensibilidade local é finita sse ψ for cont́ınua e ψ′ limitada e
nesse caso pode ser calculada por

λ∗(T, F ) =
supx |ψ′(x)|

M
.

• O ponto de rejeição é finito sse ψ for identicamente nula a partir
de determinado ponto, tendo-se então

ρ∗ = inf{r > 0 : ψ(x) = 0, ∀|x|>r}.

No caso de ψ ser uma função não decrescente é ainda posśıvel garantir
que (Hampel et al., 1986, p. 104):

• se ψ é limitada então o estimador é qualitativamente robusto e
tem ponto de rotura ε∗(T, F ) = 1/2;

• se ψ é ilimitada então o estimador não é qualitativamente ro-
busto e o seu ponto de rotura é ε∗(T, F ) = 0.

Nos dois exemplos seguintes ilustram-se estes conceitos com os dois
estimadores de localização mais comuns, a média aritmética e a me-
diana que, como já se viu, são estimadores de máxima verosimilhança
de modelos de localização particulares e por conseguinte estimadores-
M.

Exemplo 3.1. No modelo de localização normal assume-se que Xi tem
distribuição N (θ, σ2), com σ2 conhecido. Sem perda de generalidade
pode estudar-se o caso particular σ2 = 1, ou seja, Xi ∼ N (θ, 1).
Tem-se então Fθ(x) = F (x− θ) com F (u) = Φ(u) e

f(u) = Φ′(u) = ϕ(u) =
1√
2π

exp

(
−u

2

2

)
.

Para este modelo o estimador de máxima verosimilhança minimiza
(3.9) com

ρ(u) = − log f(u) =
u2

2
+
√

2π,

ou, de forma equivalente, com

ρ(u) =
u2

2
,
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o que é ainda equivalente a resolver (3.10) com ψ(u) = u. Logo
n∑

i=1

ψ(Xi − θ̂MV ) = 0 ⇔
n∑

i=1

(Xi − θ̂MV ) = 0 ⇔ θ̂MV = X.

O racioćınio anterior, baseado em equivalências, permite responder
à questão em sentido contrário: qual é o modelo de localização (re-
gular) para o qual o estimador de máxima verosimilhança é a média
aritmética? E a resposta é: unicamente o modelo normal.

É também interessante notar que a minimização de (3.9) com ρ(u) ∝
u2 corresponde à utilização do critério dos mı́nimos quadrados para
a estimação do parâmetro θ do modelo de localização e conduz sem-
pre ao estimador θ̂MQ = X. Ora o que se acabou de demonstrar é
que o único modelo de localização para o qual este estimador tem
propriedades de eficiência assintótica máxima é precisamente o mo-
delo normal pois é o único onde coincide com o estimador de máxima
verosimilhança.

Vem a propósito recordar a afirmação feita a seguir à Definição 3.1
a respeito da existência de estimadores-M que não são estimadores
de máxima verosimilhança para nenhum modelo. Para o modelo de
localização tem-se que dada uma função ψ, essa função corresponde
a um modelo com densidade f tal que

−(log f(u))′ = ψ(u) ⇔ log f(u) = −P (ψ(u)) ,

ou seja,

f(u) ∝ exp [−P (ψ(u))] ou f(u) ∝ exp[−ρ(u)]. (3.13)

Se, por exemplo, ψ tiver ponto de rejeição finito, isto é se existir um
ponto r tal que ψ(u) é identicamente nula para |u| > r, conclui-se
que ρ(u) toma um valor constante para |u| > r e que f não pode ser
uma densidade própria. Isto significa que uma condição necessária,
embora não suficiente para que o estimador-M seja equivalente a um
estimador de máxima verosimilhança é que ρ(u) seja uma função
estritamente crescente para u > 0 e estritamente decrescente para
u < 0.

Exemplo 3.2. Considere-se agora o modelo de localização de Laplace,
Xi ∼ Laplace(θ, 1), com

f(u) =
1

2
exp (−|u|) .
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A menos de uma constante tem-se ρ(u) = |u| e

ψ(u) = sinal(u) =






1, u > 0
0, u = 0

−1, u < 0
,

onde o valor ψ(0) = 0 é imposto apenas para que ψ seja uma função
ı́mpar, uma vez que ρ′(0) não existe. Então o EMV de θ obtém-se de

∑

i=1

ψ(Xi − θ̂MV ) = 0 ⇔
n∑

i=1

sinal(Xi − θ̂MV ) = 0.

Como a segunda expressão só se anula se houver tantas observações
superiores a θ̂MV como inferiores, obtém-se então, se n for ı́mpar,
θ̂MV = med(Xi). Se n for par todos os pontos do intervalo cujos
extremos são as duas estat́ısticas de ordem centrais são solução, po-
dendo escolher-se como solução o ponto médio desse intervalo, ou seja
novamente θ̂MV = med(Xi).

À semelhança do exemplo anterior, é interessante notar que a mini-
mização de (3.9) com ρ(u) ∝ |u| corresponde à utilização do critério
dos mı́nimos desvios absolutos (também conhecido por L1 ou LAD,
de Least Absolute Deviations) para a estimação do parâmetro θ do
modelo de localização e conduz sempre ao estimador θ̂L1

= med(Xi).
Ora o que se acabou de constatar é que este critério conduz a um
estimador robusto, ao contrário do critério dos mı́nimos quadrados,
no entanto este estimador sofre como já se viu de outros defeitos,
nomeadamente falta de eficiência sob outros modelos e instabilidade
local. O que se acabou de explicar permite além disso concluir que
o modelo de Laplace é precisamente o único modelo de localização
para o qual este estimador tem propriedades de eficiência assintótica
máxima.

Uma vez admitido um determinado modelo de localização para as
observações, o qual como já várias vezes se referiu, se supõe verificado
apenas aproximadamente, é fácil ter uma ideia clara da forma da
função ψ que conduz a um estimador-M com boas propriedades. Para
isso deve atentar-se nas propriedades acabadas de descrever e ter em
conta o que foi dito no final do caṕıtulo anterior sobre propriedades
desejáveis para um estimador.

Admitindo então o modelo de localização normal como modelo cen-
tral ou modelo aproximado, conclui-se que a função ψ deve ser:
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• limitada, garantindo assim ponto de rotura máximo (igual a
1/2);

• linear próximo da origem de modo a ser próxima da função ψ
do EMV e conseguir assim uma boa eficiência assintótica (ou
seja uma variância assintótica próxima da da média aritmética)
exactamente sob o modelo;

• tal que supx |ψ(x)| não seja muito elevado para garantir uma
baixa sensibilidade a grandes erros e simultaneamente uma cur-
va de enviesamento assintótico máximo bem comportada;

• cont́ınua e eventualmente nula para valores afastados da origem,
o que garante, respectivamente, baixa sensibilidade local e ponto
de rejeição finito.

Apresentam-se e discutem-se em seguida diversas funções ψ que têm
sido propostas na literatura e que têm por base o modelo de localiza-
ção normal, ou seja, possuem as caracteŕısticas acabadas de referir.
Os nomes dados às funções são também geralmente associados aos
estimadores-M de localização a que elas dão origem.

(i) Função ψ de Huber (estimador-M de Huber)

ψb(x) = [x]b−b =






−b, x < −b
x, |x| ≤ b

b, x > b

.

(ii) Função ψ biponderada3 de Tukey (estimador biponderado de
Tukey ou estimador-M de Tukey)

ψ(x) =

{
x(r2 − x2)2, |x| ≤ r

0, |x| > r
.

3Tradução de biweight.
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(iii) Função ψ de Hampel (estimador-M de Hampel)

ψ(x) =






−ψ(−x), x < 0
x, 0 ≤ x < a
a, a ≤ x < b

c− x

c− b
a, b ≤ x < c

0, x ≥ c

.

(iv) Função ψ de Andrews (estimador-M de Andrews)

ψ(x) =

{
sen(x/a), |x| ≤ aπ

0, |x| > aπ
.

Os gráficos respectivos apresentam-se na Figura 3.1. Note-se que em
todos os casos fazendo variar convenientemente as constantes se pode
obter como limite (pontual) a função ψ correspondente à média arit-
mética. Além disso, o estimador de Huber aproxima-se da mediana
quando b → 0, acontecendo o mesmo com o estimador de Hampel
quando a→ 0 e c→ +∞. As funções ρ correspondentes a cada uma
daquelas funções ψ são as indicadas a seguir e os respectivos gráficos
encontram-se na Figura 3.2.

(i) Função ρ de Huber

ρb(x) =






x2

2
, |x| < b

b|x| − b2

2
, |x| > b

. (3.14)

(ii) Função ρ biponderada de Tukey

ρ(x) =






x6

6
− r2x4

2
+
r4x2

2
, |x| ≤ r

r6

6
, |x| > r

.
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Huber: ψb(x)

x

−b

b

−b
b

Tukey: ψ(x)

x
−r

r

Hampel: ψ(x)

x

−a

a

−a
a

−b
b

−c
c

Andrews: ψ(x)

x
−aπ

aπ

Figura 3.1 Gráficos de várias funções ψ associadas a estimadores-M
do parâmetro de localização (modelo de localização normal).
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Huber: ρ(x)

x

b2/2

−b b

Tukey: ρ(x)

x−r r

Hampel: ρ(x)

x−a a−b b−c c

Andrews: ρ(x)

x−aπ aπ

2a

Figura 3.2 Gráficos de várias funções ρ associadas a estimadores-M
do parâmetro de localização (modelo de localização normal).
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(iii) Função ρ de Hampel

ρ(x) =






ρ(−x), x < 0

x2

2
, 0 ≤ x < a

ax− a2

2
, a ≤ x < b

ab− a2

2
+
ac(x− b)

c− b
− x2 − b2

2(c− b)
, b ≤ x < c

ab+ ac− a2

2
− c

2
− b

2
, x ≥ c

.

(iv) Função ρ de Andrews

ρ(x) =

{
a− a cos(x/a), |x| ≤ aπ

2a, |x| > aπ
.

De seguida analisam-se em mais detalhe estas funções. É de notar
que, à excepção da função ψ de Huber, todas têm ponto de rejeição
finito. Isto significa, de acordo com a observação feita a seguir à ex-
pressão (3.13), que o estimador de Huber é o único que corresponde
ao estimador de máxima verosimilhança para um certo modelo. Uti-
lizando aquela expressão é fácil concluir, com ρ(x) = ρb(x) dada por
(3.14), que a densidade desse modelo corresponde a

f(x) = K exp(−ρ(x)) =






K exp
(
−x2

2

)
, |x| ≤ b

K exp
(
−b|x| + b2

2

)
, |x| > b

. (3.15)

A constante K é tal que
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1 e pode ser escrita como

K =
1 − ε√

2π
,

com ε dependente de b através de

ε

1 − ε
=

2ϕ(b)

b
− 2Φ(−b). (3.16)
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A escrita da constante nesta forma possibilita interpretar a densidade
f como a mistura, nas proporções de (1−ε) para ε, de uma distribui-
ção normal com uma distribuição contaminante de tipo exponencial
nas caudas (isto é, para |x| > b).

Historicamente a função de Huber foi a primeira a aparecer, tendo
sido proposta logo em Huber (1964) juntamente com a definição de
estimador-M. As considerações que conduziram a essa proposta não
foram baseadas na função de influência mas na chamada abordagem
minimax de Huber. Nessa abordagem Huber considerou a vizinhança
de contaminação da distribuição normal, Pε(Φ), com ε fixo, e propôs-
-se determinar o estimador, T , tal que

sup
F∈P

ε

(Φ)

V (T, F ) é mı́nima.

Ou seja, procura-se a distribuição mais desfavorável em Pε(Φ) e a
solução será dada pelo estimador de máxima verosimilhança para essa
distribuição. O que Huber mostrou foi que essa distribuição mais des-
favorável (também chamada “menos informativa” porque minimiza a
informação de Fisher em Pε(Φ)) corresponde precisamente à distri-
buição que tem a densidade f dada por (3.15).

As restantes funções ψ podem ser vistas como modificações de ψb

de modo a conduzirem a estimadores com ponto de rejeição finito. Na
função ψ de Hampel isso é feito através de uma transição linear (entre
os pontos b e c). As outras duas propostas surgiram com o intuito
de “suavizar” as funções ψ, no sentido de as tornar diferenciáveis,
esperando-se dessa forma melhorar as propriedades de regularidade
dos estimadores.

É importante salientar que o estimador de Huber é assintoticamente
equivalente, em termos locais, a uma média aparada a 100 × α%,
dado que as suas funções de influência coincidem. Comparando a
função ψb com a expressão da função de influência da média aparada
a 100 × α% apresentada no Exemplo 2.8 pode concluir-se que isso
acontece precisamente quando α e b verificam b = Φ−1(1 − α). No
entanto, é preciso realçar que, apesar desta equivalência assintótica
local (isto é, numa vizinhança muito próxima do modelo central) os
dois tipos de estimadores diferem em termos de ponto de rotura, que
é uma propriedade global: enquanto o ponto de rotura do estimador
de Huber é 50% o da média aparada é 100 × α%. Esta é uma razão
extremamente importante para se preferir o estimador de Huber sobre
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a média aparada que lhe é assintoticamente equivalente.

Na prática, para utilizar estes estimadores, é ainda necessário, para
além da escolha do tipo de função ψ, fixar o(s) valor(es) da(s) cons-
tante(s) que entra(m) na definição (essas constantes são chamadas
vulgarmente constantes de afinação). A grande diversidade, quer de
funções, quer de constantes, é uma das razões que pode ser apontada
como responsável pela fraca utilização destes métodos.

A escolha da(s) constante(s) a utilizar em cada função ψ depende
por um lado da eficiência que se pretende obter sob o modelo e por
outro lado da protecção a garantir. Uma vez que não é posśıvel al-
cançar, simultaneamente, protecção e eficiência máxima é necessário
procurar uma solução de compromisso.

Para o caso do estimador de Huber, dada a relação existente entre
as constantes b e ε, (3.16), e se houver um conhecimento a priori
acerca da percentagem de contaminação deve utilizar-se o valor de b
correspondente. Para ε = 0.01 e ε = 0.1 obtêm-se, respectivamente,
b = 1.945 e b = 1.140. Um valor vulgarmente utilizado é b = 1.645,
correspondente a ε = 0.025 e ao percentil 95% de Φ (deste modo, tal
como na média aparada a 10%, só 10% das observações duma amostra
“normal” é que têm influência inferior à que teriam na estimativa de
máxima verosimilhança).

Para o estimador de Hampel a constante a pode ser escolhida pelo
mesmo critério. Para b é usual adoptar um percentil de Φ próximo
de 100% e c deve ser tal que c− b ≥ 2a.

No caso do estimador de Andrews têm sido propostos, com base em
resultados experimentais, valores de a ∈ [1.0; 1.6] e para o estimador
de Tukey valores de r ∈ [3.5; 6].

Um método menos amb́ıguo consiste em determinar a ou as cons-
tantes de afinação que garantem uma eficiência elevada (maior ou
igual a 90%) sob o modelo central. Este processo pode ser designado
por calibração das constantes de afinação ou do estimador. Como a
variância da média sob o modelo central é 1, a eficiência assintótica
do estimador-M em causa vai ser simplesmente dada pelo inverso de
V (T,Φ) que por sua vez pode ser calculada por (3.12).4 Em alterna-
tiva, no caso do estimador de Huber cuja variância assintótica coin-

4A função chb do S-Plus faz estes cálculos para os estimadores de Huber e
Tukey.
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Tabela 3.1 Valores das constantes de afinação que garantem para
os diversos estimadores eficiências assintóticas de 90%, 95% e 97.5%
sob o modelo central normal e respectivas sensibilidades (γ∗).

Huber Tukey
Eficiência b α γ∗ r γ∗

90% 0.982 0.163 1.457 3.883 1.664
95% 1.345 0.089 1.637 4.685 1.770
97.5% 1.655 0.049 1.835 5.596 1.944

Hampel Andrews
Eficiência a b c γ∗ a γ∗

90% 1.10 2a 4a 1.539 1.11 1.664
95% 1.38 2a 4a 1.664 1.34 1.770
97.5% 1.67 2a 4a 1.846 1.60 1.945

cide com a da média aparada equivalente devido à coincidência das
funções de influência, pode usar-se o gráfico da Figura 2.9 (pág. 57):
fixada V , lê-se α e faz-se b = Φ−1(1−α). Na Tabela 3.1 apresentam-
-se valores das constantes que garantem valores elevados de eficiên-
cia assintótica para os diversos estimadores, bem como os valores da
sensibilidade a grandes erros (γ∗) correspondentes. Recorde-se que
todos estes estimadores têm ponto de rotura igual a 1/2.

Uma outra questão de natureza operacional, que pode na prática
dificultar a utilização destes estimadores, tem a ver com a mudança
de escala das observações. Apesar de para o estudo teórico se poder
assumir que a escala é conhecida, como foi feito nos Exemplos 3.1 e
3.2, em termos práticos é desejável que os estimadores de localização
sejam equivariantes em relação à escala, de acordo com a definição
seguinte.

Definição 3.4. Um estimador Tn do parâmetro de localização de
um modelo de localização é equivariante em relação à escala (scale
equivariant) se dada a amostra aleatória (X1, . . . , Xn),

Tn(kX1, . . . , k Xn) = k Tn(X1, . . . , Xn) ∀k 6=0.
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É imediato verificar que os estimadores-M dos Exemplos 3.1 e 3.2, res-
pectivamente média aritmética e mediana, cuja solução é expĺıcita,
possuem esta propriedade. No entanto, para os estimadores-M com
uma função ψ genérica ela não se verifica automaticamente. Por
exemplo, no caso do estimador de Huber, fazendo k suficientemente
grande obtém-se como solução a mediana e não k vezes a estimativa
original. No caso dos outros estimadores, também para k suficiente-
mente grande a estimativa passa a ser indeterminada.

Para tornar estes estimadores equivariantes em relação à escala
considera-se simultaneamente um estimador auxiliar de escala, Sn,
que deve ele próprio ser equivariante em relação a mudanças de escala,
isto é tal que

Sn(kX1, . . . , k Xn) = |k|Sn(X1, . . . , Xn) ∀k 6=0,

e define-se Tn como solução de

n∑

i=1

ψ

(
Xi − Tn

Sn

)
= 0. (3.17)

É simples verificar que se Tn é solução da equação anterior então
k Tn, com k > 0, é solução da equação que se obtém substituindo
Xi por kXi (se se permitir k < 0 é além disso necessário que ψ seja
ı́mpar). O estimador auxiliar de escala, Sn, deve ser o mais robusto
posśıvel, não sendo muito importante a sua eficiência, uma vez que o
parâmetro de interesse é o de localização. O estimador normalmente
recomendado para este efeito é o MAD.

Uma vez que os estimadores-M são definidos por equações impĺıci-
tas é necessário, na maior parte dos casos, utilizar métodos iterativos
para cálculo das estimativas. Dispondo de uma solução inicial, T

(0)
n

(a mediana é o estimador mais indicado para este efeito por ser o que
tem menor sensibilidade), o método de Newton conduz a

T (k+1)
n = T (k)

n + Sn

∑n
i=1 ψ(u

(k)
i )

∑n
i=1 ψ

′(u
(k)
i )

, com u
(k)
i =

xi − T
(k)
n

Sn
, (3.18)

obtendo-se uma sucessão de estimativas que em prinćıpio converge
para a estimativa desejada. Pode verificar-se que se ψ for não de-
crescente ρ é convexa e a equação (3.17) tem um único zero que
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corresponde ao único mı́nimo da função objectivo,

n∑

i=1

ρ

(
Xi − Tn

Sn

)
. (3.19)

Nestas condições o único efeito de uma solução inicial desadequada
é aumentar o número de iterações necessárias para obter uma esti-
mativa razoável. Se, por outro lado, ψ não for monótona em sentido
lato5 então ρ não é convexa, pelo que (3.19) pode ter vários mı́nimos
e máximos locais correspondentes a vários zeros de (3.17). Neste con-
texto, para que o algoritmo (3.18) tenha boas propriedades, isto é,
convirja para a solução que é o mı́nimo global da função objectivo, é
fundamental que ψ′ seja regular e que a solução inicial seja adequada.

Outro processo para obter as estimativas-M pretendidas consiste
em calcular em cada iteração uma média ponderada das observações,
com pesos variando de iteração para iteração, através da fórmula

T (k+1)
n =

∑n
i=1 xiw(u

(k)
i )

∑n
i=1 w(u

(k)
i )

, (3.20)

com u
(k)
i como em (3.18). Se

w(u) =

{
ψ(u)/u, u 6= 0

1, u = 0
,

e a sucessão das estimativas for convergente, então o limite é solução
de (3.17). De facto, fazendo ψ(u) = uw(u), (3.17) pode escrever-se
como

n∑

i=1

w

(
Xi − Tn

Sn

)
×
(
Xi − Tn

Sn

)
= 0 ⇔ Tn =

∑n
i=1Xiw

(
X

i

−T
n

S
n

)

∑n
i=1 w

(
X

i

−T
n

S
n

)

e conclui-se que a equação (3.20) corresponde ao método do ponto
fixo para obtenção da solução de (3.17).6

Desta forma vê-se que se pode fazer uma caracterização alternativa
dos estimadores-M indicando directamente a função w(u). Na Figura
3.3 apresentam-se as funções w correspondentes aos estimadores-M
até agora considerados.

5Em inglês costuma dizer-se se ψ for redescending.
6O que se disse acima acerca da importância da solução inicial para ψ não

monótona aplica-se também obviamente a este método.
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Huber: w(x)

x

1

−b b

Tukey: w(x)

x

1

−r r

Hampel: w(x)

x

1

−a a−b b−c c

Andrews: w(x)

x

1

−aπ aπ

Figura 3.3 Gráficos de várias funções w associadas a estimadores-M
do parâmetro de localização (modelo de localização normal).
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Os estimadores obtidos por intermédio do algoritmo baseado em
(3.20) podem também ser vistos como uma generalização dos estima-
dores dos mı́nimos quadrados, muito utilizados em regressão, e conhe-
cidos como Iteratively Reweighted Least Squares (IRWLS). Recorde-se
que a estimativa obtida por aplicação do método dos mı́nimos quadra-
dos é a média aritmética, sendo a média ponderada com pesos fixos
resultante de um critério de mı́nimos quadrados pesados (com pesos
fixos), e a média com pesos a variar iterativamente, a resultante de
um critério de “mı́nimos quadrados iterativamente pesados”.

Alguns autores (por exemplo, Rousseeuw e Croux, 1994) têm su-
gerido que se obtêm boas estimativas apenas com um número fixo
de passos daqueles algoritmos. Esse número de passos pode ser tão
reduzido como um ou dois. Os estimadores resultantes costumam ser
designados por “estimadores-M a um passo”/“estimadores-M a dois
passos” (one-step M-estimators/two step M-estimators).

É importante também salientar que o ponto de rotura do estimador
obtido pelo processo iterativo pode não coincidir com o ponto de
rotura teórico de Tn verificando-se que

ε∗(T (k)
n ) = min

{
ε∗(Sn); ε∗(T (0)

n ); ε∗(Tn)
}
,

dáı que se tenha recomendado utilizar como estimador inicial T
(0)
n =

med(Xi) e como estimador auxiliar de escala Sn = MAD, estimadores
estes que possuem ponto de rotura igual a 1/2.

Para cálculo das estimativas não há necessidade de efectuar trabalho
de programação pois pode-se recorrer a software onde esses cálculos
estão implementados (por exemplo, o comando location.m do S-
PLUS ou as funções huberM do package robustbase e a função huber

do package MASS, em R).

Exemplo 3.3. Na Tabela 3.2 apresentam-se várias estimativas-M de
localização para os dados do Exemplo 2.1 (utilizando o software men-
cionado acima). Verifica-se que todos os valores obtidos são da or-
dem de grandeza da estimativa “consensual” (µ̂ = 3.2) encontrada
no Exemplo 2.13 e praticamente não se nota efeito da constante de
afinação. A pequena diferença observada entre os resuultados obti-
dos pelo estimador de Huber e pelo estimador de Tukey podem ser
justificados pelo facto deste último ter ponto de rejeição finito, o que
faz com que não se faça sentir o efeito da última observação.
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Tabela 3.2 Estimativas-M de localização para os dados do Exemplo
2.1.

b 1.30 1.45 2.00
Huber(b) 3.22 3.21 3.21

r 4 5 6
Tukey(r) 3.15 3.15 3.16
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Figura 3.4 Função objectivo e respectiva derivada correspondentes
ao estimador de Huber (b = 1.3) para os dados do Exemplo 3.3.
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Figura 3.5 Função objectivo e respectiva derivada correspondentes
ao estimador de Tukey (r = 2) para os dados do Exemplo 3.3.

Para ilustrar a importância das soluções iniciais e a convexidade (ou
não) das funções objectivo calcularam-se para estes dados as funções

n∑

i=1

ρ

(
xi − µ

MAD

)
e

n∑

i=1

ψ

(
xi − µ

MAD

)
,

com µ ∈ [0; 10] e para os estimadores de Huber (com b = 1.3) e
Tukey (com r = 2). Os gráficos respectivos apresentam-se nas Figuras
3.4 e 3.5. Pode verificar-se que no caso do estimador de Huber a
função objectivo é convexa, pelo que tem um único ponto de mı́nimo,
correspondente à única solução (µ̂ ' 3.22) da equação

n∑

i=1

ψ

(
xi − µ

MAD

)
= 0.

Já no caso do estimador de Tukey a função objectivo não é convexa,
possuindo um mı́nimo absoluto que corresponde a uma “boa” solução
e um mı́nimo local que corresponde a uma “má” solução. A derivada



122 Estimação

da função objectivo tem em consequência vários zeros. Se se usar uma
estimativa inicial desadequada o método iterativo pode convergir para
o mı́nimo local e não para o mı́nimo absoluto (é o que acontece se com
a função location.m do S-PLUS se indicar como estimativa inicial o
valor 5, a estimativa final vem igual a 5.28).

É importante notar que que se ψ for monótona em sentido lato,
o que acontece com o estimador de Huber, pode garantir-se que ρ é
convexa. Por outro lado, se ψ não for monótona, como é o caso do
estimador de Tukey, ρ não é convexa mas pode ter, dependendo da
constante de afinação, um único mı́nimo. De qualquer modo mantém-
-se a importância da estimativa inicial pois a derivada terá sempre
uma região onde é constante e igual a zero e é importante evitar essa
região.

Exemplo 3.4. Uma outra forma de obter um estimador-M robusto
consiste em considerar o estimador de máxima verosimilhança para
um modelo de localização com caudas pesadas. O modelo de loca-
lização baseado na distribuição t-Student com ν graus de liberdade
tem essa caracteŕıstica, sendo as caudas tanto mais pesadas quanto
menor for ν. Para esse modelo tem-se

fθ(x) =
Γ((ν + 1)/2)√
νπΓ(ν/2)

(
1 +

(x− θ)2

ν

)− ν+1

2

,

com ν > 0 não necessariamente inteiro. Tem-se então, como ante-
riormente,

f(x) = K(ν)

(
1 +

x2

ν

)− ν+1

2

,

pelo que se pode considerar

ρ(x) = − log f(x) + logK(ν) =
ν + 1

2
log

(
1 +

x2

ν

)

e

ψ(x) = ρ′(x) =
(ν + 1)x

ν + x2
. (3.21)

Nas Figuras 3.6 e 3.7 apresentam-se os gráficos das funções ρ e ψ,
respectivamente, para vários valores de ν. No limite (ν = ∞) tem-se
como se sabe o modelo normal.

Este exemplo é interessante por mostrar que sob um modelo pro-
penso à ocorrência de outliers, o estimador de máxima verosimilhança



Os estimadores-M 123

1

2

3

4

5

6

7

2 4 6 8−2−4−6−8−10

ρ(x)

ν = 1

ν = 5ν = 10
ν = 30

ν = ∞

x

Figura 3.6 Funções ρ para os estimadores de máxima verosimilhança
do parâmetro de localização sob o modelo t-Student com ν graus de
liberdade.
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Figura 3.7 Funções ψ para os estimadores de máxima verosimi-
lhança do parâmetro de localização sob o modelo t-Student com ν
graus de liberdade.
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1
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x

Figura 3.8 Funções w para os estimadores de máxima verosimi-
lhança do parâmetro de localização sob o modelo t-Student com ν
graus de liberdade.

encarrega-se automaticamente da atribuição de um “peso” pequeno
(próximo de zero) às observações mais afastadas. Este efeito pode
ver-se nos gráficos apresentados na Figura 3.8.

Desta forma obtém-se uma outra de classe de funções ψ que não se
destina a ser usada apenas sob este modelo exacto mas, do mesmo
modo que as funções apresentadas anteriormente, pode ser aplicada
para protecção contra outliers também sob o modelo central normal,
funcionando o parâmetro ν como uma constante de afinação. Para
ajudar na escolha desta constante apresentam-se na Tabela 3.3 os
valores de ν que garantem para o estimador-M em causa eficiências
de 90%, 95% e 97.5% sob o modelo central normal, bem como os
valores da sensibilidade a grandes erros (γ∗) correspondentes.

Depois de apresentado este conjunto de estimadores-M surge natu-
ralmente a questão: qual é o que deve ser escolhido numa situação
concreta? Na maior parte dos casos a forma da função ψ (ou ρ, ou
w) acaba por não ser muito relevante, como se viu no Exemplo 3.3.
Além disso, também como se viu, todos os estimadores podem ser
calibrados para uma dada eficiência sob o modelo central e todos
têm ponto de rotura de 50%. As diferenças em termos de robustez
acabam por se notar apenas na sensibilidade a grandes erros (γ∗) e
na curva de enviesamento assintótico máximo. Para atingir maior
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Tabela 3.3 Valores do parâmetro ν (constante de afinação) que
garantem para o estimador com função ψ dada por (3.21) eficiên-
cias de 90%, 95% e 97.5% sob o modelo central normal e respectivas
sensibilidades (γ∗).

Eficiência ν γ∗

90% 2.98 1.519
95% 5.69 1.710
97.5% 9.82 1.985

eficiência paga-se um preço em relação a essas duas caracteŕısticas,
sendo por vezes mais adequado escolher um estimador com menor
eficiência mas com menos sensibilidade.

A função de Huber parece ter sido popular durante muito tempo
(talvez por razões históricas), mas actualmente regista-se uma maior
preferência por funções ψ com ponto de rejeição finito ou pelo menos
decrescentes a partir de certo ponto para oferecerem uma protecção
extra contra outliers extremos. A diferenciabilidade é também uma
vantagem acrescida. Uma função que verifica estas duas condições e
tem ganho popularidade nos últimos anos é a função ψ de Tukey. A
única desvantagem desta escolha consiste numa maior probabilidade
de ocorrência de mı́nimos locais na função objectivo, o que implica
que é necessário ter um cuidado acrescido com a escolha das soluções
iniciais.

3.2.3 Modelo de escala

Do mesmo modo que o conceito de modelo de localização está ligado
à ideia intuitiva de medida de localização, o conceito de modelo de
escala (também chamado de dispersão) está ligado à ideia intuitiva
de medida de dispersão (ou escala). E do mesmo modo que o conceito
de medida de localização se relaciona com translações dos dados, o de
medida de dispersão relaciona-se com mudanças de escala dos dados,
uma vez que é natural exigir a uma medida de dispersão que reflicta
as mudanças de escala dos dados. Mais concretamente, ao mudar a
escala de um conjunto de dados, multiplicando todas as observações
por uma constante positiva, espera-se que a medida de dispersão sofra
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o mesmo efeito. Ou seja, sendo s uma medida de dispersão genérica
ela deve verificar

s(b x1, . . . , b xn) = b s(x1, . . . , xn),

para qualquer b ∈ R+ e quaisquer observações (x1, . . . , xn). A esta
propriedade chama-se equivariância em relação a mudanças de es-
cala ou simplesmente equivariância em relação à escala.7 Passando
ao campo teórico esta ideia pode ser traduzida por: dado um certo
modelo com um parâmetro θ, Fθ, o parâmetro θ (pode haver outros
parâmetros no modelo) é um parâmetro de escala e o modelo é um
modelo de escala, se dada uma variável X com distribuição desse mo-
delo e parâmetro θ = a, a variável que se obtém multiplicando-a por
b, bX , ainda tem, para qualquer b > 0, uma distribuição da mesma
famı́lia mas com parâmetro θ = a b .

Conclui-se facilmente que o modelo normal considerando o parâ-
metro desvio padrão, σ, é um modelo de escala, pois se X tem dis-
tribuição normal com desvio padrão σ, então bX , com b > 0, tem
distribuição normal com desvio padrão b σ. Um outro exemplo é dado
pela distribuição exponencial, X ∼ Exp(β), com densidade dada em
(3.7), pois Xb = bX , com b > 0, tem distribuição X ∼ Exp(b β), o
que se pode ver facilmente fazendo

FX
b

(x) = P (bX ≤ x) = P
(
X ≤ x

b

)
= FX

(x
b

)
.

Então, tal como para o modelo de localização, dada uma variável
aleatória com uma qualquer distribuição pode criar-se a partir dela
um modelo de escala, usando como parâmetro o próprio valor da
mudança de escala, b. Basta pensar na transformação Xb = bX e da
igualdade

FX
b

(x) = FX

(x
b

)

obtém-se o modelo pretendido, o qual, se corresponder a uma variável
aleatória cont́ınua, tem densidade

fX
b

(x) =
1

b
fX

(x
b

)
.

A definição seguinte formaliza o que se acabou de dizer.

7Também neste caso é simples verificar que todas as medidas de dispersão con-
sideradas anteriormente (desvio padrão, desvio médio, desvio absoluto mediano,
desvios padrões aparados e amplitude inter-quartis) verificam esta propriedade.
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Definição 3.5. Um modelo de escala, com parâmetro de escala θ,
consiste numa famı́lia de distribuições {Fθ, θ ∈ R+} tal que

Fθ(x) = F
(x
θ

)
,

onde F = F1 representa uma função de distribuição univariada
genérica que define o tipo ou famı́lia do modelo.

É fácil verificar que se X ∼ F , ou seja com θ = 1, então θX ∼ Fθ,
ou ainda que se Y ∼ Fθ então Y/θ ∼ F , e em geral, com b > 0,
b Y ∼ Fbθ .

Admite-se que F possui uma densidade f = F ′, pelo que f(x)
representa a densidade quando θ = 1, enquanto que

fθ(x) =
1

θ
f
(x
θ

)

representa a densidade para um valor genérico do parâmetro θ.

Dada uma amostra aleatória (X1, . . . , Xn) o estimador de máxima
verosimilhança, Sn = Sn(X1, . . . , Xn), do parâmetro θ do modelo de
escala maximiza

n∑

i=1

[
log f

(
Xi

Sn

)
− logSn

]

o que é equivalente a minimizar

n logSn +

n∑

i=1

ρ

(
Xi

Sn

)
, (3.22)

com ρ(u) = − log f(u). Ou ainda de forma equivalente, nos casos
regulares de estimação, Sn é solução de

n∑

i=1

ψ

(
Xi

Sn

)
= 0, (3.23)

com

ψ(u) = −uf
′(u)

f(u)
− 1. (3.24)

Pois
∂

∂θ
log fθ(x) =

1

θ

(
−x
θ

f ′
(

x
θ

)

f
(

x
θ

) − 1

)
,
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multiplicando por θ, o que obviamente não altera a solução, e fazendo
u = x

θ
obtém-se a função dada em (3.24). A equação (3.23) pode

também ser escrita como
n∑

i=1

χ

(
Xi

Sn

)
= n, (3.25)

com

χ(u) = −uf
′(u)

f(u)
ou seja, ψ(u) = χ(u) − 1. (3.26)

Para definir um estimador-M no contexto do modelo de escala consi-
dera-se a expressão (3.23) em que ψ é uma função genérica de apenas
uma variável. Ou seja, passa-se da definição geral para a defini-
ção particular adequada a este modelo começando por considerar,
por analogia com o estimador da máxima verosimilhança, a forma
ψ(x, θ) = ψ(x/θ). Há no entanto que ter, em comparação com o mo-
delo de localização tratado na secção anterior, um cuidado adicional.
Para que o funcional equivalente, S, definido implicitamente por

∫
ψ

(
x

S(F )

)
dF (x) = 0,

seja consistente segundo Fisher deve verificar-se

∫
ψ
(x
θ

)
dF
(x
θ

)
= 0 ⇔

⇔
∫
ψ(u)dF (u) = 0 ⇔

⇔
∫

(χ(u) − 1)dF (u) = 0,

e se se mudar apenas a forma funcional de χ, passando por exemplo
de uma função ilimitada para uma função limitada, não se obtém em
geral consistência, pois não se pode garantir que

∫
χ(u)dF (u) = 1,

nem mesmo nos casos em que F corresponde a uma distribuição simé-
trica em relação à origem. Suponha-se então que se define primeiro
a forma da função χ e se conclui que (sob o modelo central)

∫
χ(u)dF (u) = β. (3.27)

Para garantir a consistência basta então considerar na definição do
estimador ψ(u) = χ(u) − β. Tem-se então que, dada uma amostra
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aleatória (X1, . . . , Xn) um estimador-M, Sn = Sn(X1, . . . , Xn), do
parâmetro θ do modelo de escala é solução de

n∑

i=1

χ

(
Xi

Sn

)
= nβ, (3.28)

onde χ é uma função genérica de uma variável e β é a constante dada
por (3.27) e que garante a consistência à Fisher do funcional equiva-
lente sob o modelo central F . A equação (3.28) é ainda equivalente a
(3.23) desde que se tenha o cuidado de considerar ψ(u) = χ(u) − β.
Pode ainda mostrar-se que esta definição é equivalente, nos casos
regulares de estimação, à definição de Sn como o estimador que mi-
nimiza

nβ logSn +

n∑

i=1

ρ

(
Xi

Sn

)
, (3.29)

com ρ(u) = P
(

χ(u)
u

)
.

Uma propriedade desejável para os estimadores do parâmetro de
escala de um modelo de escala é a equivariância em relação à escala
já referida na secção anterior mas apresentada formalmente na defi-
nição seguinte.

Definição 3.6. Um estimador Sn do parâmetro de escala de um
modelo de escala é equivariante em relação à escala (scale equiva-
riant) se dada a amostra aleatória (X1, . . . , Xn),

Sn(kX1, . . . , k Xn) = k Sn(X1, . . . , Xn) ∀k∈R+ .

É simples verificar que se Sn é solução de (3.28) então k Sn, com
k > 0, é solução da equação que se obtém substituindo Xi por kXi.

Não é muito dif́ıcil concluir que para estimadores (funcionais) equi-
variantes se verifica, sob as distribuições do modelo,

IF (x;S, Fθ) = θ IF
(x
θ
;S, F

)
= θ IF (u;S, F ),

com u = x/θ. Isto significa que todas as propriedades do estimador
que recorrem à função de influência podem ser avaliadas na distribui-
ção central F .
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Partindo da expressão da função de influência do estimador-M
geral, (3.6), têm-se então os seguintes resultados para um estimador-
M, equivalente a um funcional S, do parâmetro de escala num modelo
de escala (na distribuição central F ):

•
IF (x;S, F ) =

ψ(x)∫
uψ′(u)dF (u)

=
ψ(x)

M

e todas as medidas (quer as relacionadas com a eficiência quer
as relacionadas com a robustez) obtidas a partir da função de
influência são determinadas pela forma da função ψ.

• A variância assintótica é dada por

V (S, F ) =

∫
ψ2(u)dF (u)

M2
. (3.30)

• O estimador é B-robusto sse ψ for limitada sendo a sensibilidade
a grandes erros dada por

γ∗(S, F ) =
supx |ψ(x)|

M
. (3.31)

Também aqui, no caso de ψ(x) ser uma função não decrescente para
x > 0, é posśıvel garantir que (Hampel et al., 1986, p. 107):

• se ψ é limitada então o estimador é qualitativamente robusto e
tem ponto de rotura dado por

ε∗(S, F ) = min

{ −ψ(0)

ψ(∞) − ψ(0)
;
1

2

}
= min

{
β

χ(∞)
;
1

2

}
.

(3.32)

• se ψ é ilimitada então o estimador não é qualitativamente ro-
busto e o seu ponto de rotura é ε∗(S, F ) = 0.

Nos exemplos seguintes aplicam-se os conceitos acabados de apre-
sentar a modelos de escala particulares. Começa-se pelo modelo de
escala normal, de longe o mais importante.

Exemplo 3.5. No modelo de escala normal considera-se que Xi tem
distribuição N (µ, θ2), com µ conhecido. Sem perda de generalidade
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pode estudar-se o caso particular µ = 0, ou seja, Xi ∼ N (0, θ2) (se
µ 6= 0 mas conhecido trabalha-se com Xi − µ). A importância deste
modelo deriva do facto de ser geralmente o modelo assumido para os
erros nos modelos de regressão (ver Caṕıtulo 4). Tem-se então que
Fθ(x) = F (x/θ) com F (u) = Φ(u) e

fθ(x) =
1

θ
f
(x
θ

)
com f(u) =

1√
2π

exp

(
−u

2

2

)
.

Para este modelo o estimador de máxima verosimilhança minimiza
(3.22) com

ρ(u) = − log f(u) =
u2

2
+
√

2π,

ou, de forma equivalente, com

ρ(u) =
u2

2
,

o que é ainda equivalente, por (3.24), a resolver (3.23) com

ψ(u) = u2 − 1,

ou ainda (3.25) com χ(u) = u2. Logo

n∑

i=1

ψ

(
Xi

θ̂MV

)
= 0 ⇔

n∑

i=1

(
Xi

θ̂MV

)2

= n ⇔ θ̂MV =

√∑n
i=1X

2
i

n
,

ou seja, como não podia deixar de ser, conclui-se que o estimador de
máxima verosimilhança de θ no modelo de escala normal é o desvio
padrão amostral (em relação à média suposta conhecida e igual a
zero). Tal como no Exemplo 3.1, o racioćınio anterior, baseado em
equivalências, permite responder à questão em sentido contrário: qual
é o modelo de escala (regular) para o qual o estimador de máxima
verosimilhança é o desvio padrão? E a resposta é: unicamente o
modelo normal.

Exemplo 3.6. Considere-se agora o modelo de escala de Laplace, com
Xi ∼ Laplace(0, θ) e

f(u) =
1

2
exp (−|u|) .

É fácil confirmar que ρ(u) = |u| (a menos de uma constante) e que

ψ(u) = |u| − 1 (ou χ(u) = |u|),
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pelo que
n∑

i=1

ψ

(
Xi

θ̂MV

)
= 0 ⇔

n∑

i=1

∣∣∣∣
Xi

θ̂MV

∣∣∣∣ = n ⇔ θ̂MV =

∑n
i=1 |Xi|
n

,

e conclui-se, tal como esperado, que o estimador de máxima verosimi-
lhança de θ no modelo de escala de Laplace é o desvio médio amostral
(em relação à localização suposta conhecida e igual a zero).

Também se conclui, como aliás já se sabia, que tanto este estimador-
-M de escala como o do exemplo anterior, têm função de influência
ilimitada pelo que não são nem B-robustos, nem qualitativamente
robustos e têm ponto de rotura nulo.

Para ilustrar a questão da consistência verifique-se que:

• Para f do modelo Laplace,
∫
ψ(u)dF (u) =

∫ +∞

−∞

(|u| − 1)f(u)du = E(|Z|) − 1 = 0

(onde Z ∼ Laplace(0, 1)), o que significa que o estimador desvio
médio é consistente para o parâmetro θ neste modelo, como não
podia deixar de ser.

• Para f do modelo normal, tem-se igualmente
∫
ψ(u)dF (u) =

∫ +∞

−∞

(u2 − 1)f(u)du = E(Z2) − 1 = 0

(onde Z ∼ N (0, 1)).

• Mas se se utilizar o estimador-M definido por ψ(u) = |u|− 1 no
modelo normal, tem-se com f do modelo normal
∫
ψ(u)dF (u) =

∫ +∞

−∞

(|u| − 1)f(u)du = E(|Z|) − 1 =

√
2

π
− 1

(onde novamente Z ∼ N (0, 1)), o que mostra que o desvio mé-
dio não é consistente para o parâmetro de escala do modelo
normal. No entanto, se se substituir a função ψ acima por
ψ(u) = |u|−

√
2/π, o integral

∫
ψ(u)dF (u) já se anula, obtendo-

-se então o estimador, consistente sob o modelo normal,

θ̂ =

√
π

2

n∑

i=1

|Xi|
n
.
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Novamente terá interesse a obtenção de estimadores robustos para o
parâmetro de escala quando o modelo paramétrico central é o normal
(o qual, como se disse, se supõe verificado apenas aproximadamente).

Tendo em atenção as propriedades desejáveis um estimador-M do
parâmetro de escala sob o modelo central normal deve ter função
χ(u):

• limitada para garantir ponto de rotura finito;

• positiva, simétrica, com χ(0) = 0 e próxima de u2 na vizinhança
da origem, isto de forma a ser nessa região semelhante à função
χ do EMV e conduzir assim a um estimador com boa eficiência
assintótica exactamente sob o modelo (ou seja com variância
assintótica próxima da do desvio padrão);

• tal que supx |χ(x)−β| não seja muito elevado para garantir uma
baixa sensibilidade a grandes erros e simultaneamente uma cur-
va de enviesamento assintótico máximo bem comportada;

• cont́ınua, e eventualmente nula para valores afastados da origem,
garantindo, respectivamente, baixa sensibilidade local e ponto
de rejeição finito.

Note-se que como habitualmente a multiplicação de ψ (ou de χ e β)
por uma constante não altera o estimador. As funções apresentadas
na secção anterior para o modelo de localização fornecem algumas
ideias para esta nova situação. Em particular pode-se pensar em
χ = ψ2

L ou em χ = ρL se esta for do tipo limitado.8

O primeiro estimador-M com boas propriedades de robustez, no
contexto do modelo de escala normal, foi igualmente proposto em
Huber (1964). Trata-se do estimador definido por

χ(x) = [ψb(x)]
2

=






u2, |u| ≤ b

b2, |u| > b
(3.33)

ou por ψ(x) = χ(x) − β . A constante β deve ser determinada pre-
cisamente de modo a que o estimador seja consistente sob aquele

8O ı́ndice L refere-se a localização.
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modelo, isto é, faz-se β =
∫
χ(u)dΦ(u) de modo a que se tenha∫

ψ(u)dΦ(u) = 0. Esta condição conduz à expressão

β(b) = F (b2;χ2
3) + 2 b2Φ(−b), (3.34)

onde F (·;χ2
ν) representa a função de distribuição de uma variável

aleatória com distribuição do qui-quadrado com ν graus de liberdade.

Como ψ é limitada e não decrescente (para x > 0) o estimador cor-
respondente é B-robusto, qualitativamente robusto e tem, por (3.32),
ponto de rotura dado por

ε∗ = min

{
β(b)

b2
,
1

2

}
.

Este estimador é um caso particular do estimador determinado por
Huber ao formular o problema sob a perspectiva minimax. Do mesmo
modo que foi descrito na secção anterior para o modelo de localização,
é posśıvel determinar, dada uma vizinhança-ε do modelo normal, a
distribuição mais desfavorável (ou seja, a que minimiza a informação
de Fisher) para o parâmetro de escala e o correspondente estimador
de máxima verosimilhança, o qual é definido por

χ(x) =






0, |x| < b0

x2 − b20, b0 ≤ x ≤ b

b2 − b20, |x| > b

. (3.35)

A expressão (3.33) obtém-se desta última fazendo b0 = 0 (o que
acontece na formulação minimax para ε ≤ 0.205).

Um outro estimador popular é baseado na função ρ correspondente
ao estimador biponderado de Tukey para a localização. Para o pa-
râmetro de escala essa função costuma ser escrita, sem alteração das
caracteŕısticas do estimador, na forma normalizada tal que 0 ≤ χ ≤ 1,

χ(x) =






(x
r

)6

− 3
(x
r

)4

+ 3
(x
r

)2

, |x| ≤ r

1, |x| > r

. (3.36)

Finalmente considerando o modelo t-Student obtém-se a seguinte
função

χ(x) =
(ν + 1)x2

x2 + ν
.
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Na Figura 3.9 apresentam-se os gráficos das quatro funções χ acaba-
das de descrever. Note-se que em todos os casos fazendo variar con-
venientemente as constantes de afinação obtém-se como limite uma
função que coincide com a função χ(u) = u2 que define o desvio
padrão (no caso da função de Tukey é preciso considerar a versão não
normalizada mas, como já se referiu, ambas são equivalentes). Além
disso o estimador de Huber generalizado aproxima-se do MAD, que
também pode ser visto como um estimador-M de escala, quando se
multiplica a função pela constante b2−b20 e se faz b0 → b = Φ−1(3/4).
De facto nesse caso obtém-se a função χ dada por

χ(x) =






0, |x| < b

1, |x| ≥ b
,

β = 1/2 e, a menos de uma constante, a função ψ(x) = sinal(|x|− b).
O estimador-M de escala correspondente é portanto solução de

n∑

i=1

sinal

(∣∣∣∣
Xi

θ̂

∣∣∣∣− b

)
= 0 ⇔

n∑

i=1

sinal
(
|Xi| − b θ̂

)
= 0,

onde a equivalência é justificada por se ter necessariamente θ̂ > 0. A
solução da segunda equação é dada, usando o argumento usado no
Exerćıcio 3.2 para concluir que a mediana é o EMV no modelo de
localização de Laplace, por

θ̂ = med(|Xi|)/b = 1.4826 med(|Xi|),

ou ainda, pelo facto de se ter assumido a localização conhecida e igual
a zero, θ̂ = MAD(Xi).

Nenhuma das funções apresentadas tem ponto de rejeição finito pelo
que todas correspondem ao estimador de máxima verosimilhança para
algum modelo. Embora tenham surgido propostas de estimadores-M
de escala com ponto de rejeição finito (ver Hampel et al., 1986, p.
168) elas nunca tiveram grande popularidade, provavelmente porque
na situação de escala os problemas de convergência dos algoritmos se
agravam.

É interessante constatar que tal como o estimador de Huber de lo-
calização é assintoticamente localmente equivalente à média aparada
a 100 × α%, quando se escolhe b = Φ−1(1 − α), também o estima-
dor de Huber de escala é equivalente a um desvio padrão aparado a
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Huber: χ(x)

x

b2

−b b

Huber geral: χ(x)

x

b2 − b20

−b b−b0 b0

Tukey: χ(x)

x

1

−r r

EMV t-Student:

1

2

3

4

5

6

7

2 4−2−4

χ(x)

ν = 1

ν = 5

ν = 10

ν = 30
ν = ∞

x

Figura 3.9 Gráficos de várias funções χ associadas a estimadores-M
do parâmetro de escala (modelo de escala normal).
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100 × α%, com a mesma relação entre α e b (basta verificar que as
funções de influência respectivas coincidem). No entanto, mais uma
vez se verifica que em termos de ponto de rotura o estimador-M tem
muito melhor comportamento, sendo a diferença muito mais marcada
que no caso dos estimadores de localização.

Apresentam-se na Tabela 3.4 alguns resultados numéricos que aju-
dam a escolher as constantes de afinação envolvidas nas diversas
funções χ. Para além dos valores das constantes que garantem ou o
máximo ponto de rotura ou valores elevados de eficiência assintótica
para os diversos estimadores sob o modelo central normal, indica-se
ainda em cada caso o valor da constante β, do ponto de rotura (ε∗) e
da sensibilidade a grandes erros (γ∗). A constante de consistência é
dada no caso do estimador de Huber pela expressão (3.34). Para os
estimadores de Tukey e MV t-Student há também fórmulas expĺıcitas
dadas, respectivamente, por

β(r) = 2Φ(−r) +
15

r6
F (r2;χ2

7) −
9

2r4
F (r2;χ2

5) +
3

r2
F (r2;χ2

3)

e

β(ν) = (ν + 1)
(
1 − eν/2

√
2νπΦ(−√

ν)
)
.

O ponto de rotura foi determinado em todos os casos recorrendo à
expressão (3.32), enquanto que a eficiência assintótica foi calculada a
partir da variância assintótica dada por (3.30) e a sensibilidade por
(3.31).

Aqui se revela mais uma vez que na estimação do parâmetro de es-
cala é mais dif́ıcil conciliar eficiência e robustez do que na estimação
do parâmetro de localização. Atente-se por exemplo nos resultados
relativos ao desvio padrão aparado que coincidem com os do estima-
dor de Huber relativamente à eficiência e sensibilidade mas que são
muito piores no que diz respeito ao ponto de rotura (que é igual a α
e quase nulo para as eficiências mais elevadas).9 Estes estimadores
são por esta razão totalmente desaconselhados em face da existência
de um estimador assintoticamente equivalente (sob o modelo central)
e com muito melhor ponto de rotura que é o estimador de Huber.
Mas mesmo para este estimador e ainda mais para os estimadores
de Tukey e MV t-student é dif́ıcil conciliar alta eficiência com alto
ponto de rotura. De entre os estimadores-M de escala considerados

9Ver também a Tabela 2.4 na página 67.
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Tabela 3.4 Valores das constantes de afinação que garantem para
os diversos estimadores ou ponto de rotura de 50%, ou eficiências
assintóticas de 85%, 90%, 95% e 97.5% sob o modelo central normal.

Huber
Eficiência b α β ε∗ γ∗

50.5% 1.04 0.1492 0.541167 0.500 1.238
85% 1.86 0.0314 0.891519 0.258 1.905
90% 2.07 0.0197 0.930859 0.219 2.184
95% 2.38 0.0087 0.968936 0.171 2.696
97.5% 2.65 0.0040 0.985341 0.140 3.250

Tukey EMV t-Student
Eficiência r β = ε∗ γ∗ ν β ε∗ γ∗

53.9% 1.548 0.49991 1.284 – – – –
52.2% – – – 0.375 0.68724 0.500 1.599
85% 2.50 0.30916 1.803 2.86 0.75549 0.196 3.289
90% 3.21 0.22004 2.402 4.46 0.79668 0.146 4.201
95% 3.92 0.16125 3.192 8.41 0.85630 0.091 6.326
97.5% 4.70 0.11876 4.274 14.35 0.89990 0.059 9.404

até aqui o que reúne, apesar de tudo melhores propriedades é o de
Huber. No final desta secção este assunto será de novo discutido,
sendo apresentadas outras alternativas

Em muitas situações práticas, mesmo que o parâmetro de interesse
seja apenas o de escala, o parâmetro de localização não é conhecido.
Nesses casos é necessário determinar uma estimativa auxiliar de lo-
calização Tn(x1, . . . , xn) e em seguida determina-se a estimativa de
escala para as observações centradas x∗i = xi − Tn. Por esta via
obtém-se (se o estimador de localização Tn for equivariante em re-
lação à localização e à escala, ver Definições 3.3 e 3.4) um estimador
do parâmetro de escala que é invariante em relação à localização, de
acordo com a definição seguinte, e equivariante em relação à escala
de acordo com a Definição 3.6.
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Definição 3.7. Um estimador Sn do parâmetro de escala de um
modelo de escala é invariante em relação à localização (location
invariant) se dada a amostra aleatória (X1, . . . , Xn),

Sn(X1 + k, . . . , Xn + k) = Sn(X1, . . . , Xn) ∀k∈R.

O estimador auxiliar Tn deve ser o mais robusto posśıvel de modo a
não afectar as propriedades de robustez do estimador de escala, pelo
que usualmente se recomenda Tn = med(Xi).

Finalmente, para cálculo das estimativas nos casos em que a solução
não é expĺıcita, pode recorrer-se ao método do ponto fixo, tal como
foi feito na secção anterior em relação aos estimadores de localização.
Recorde-se que se pretende resolver em ordem a Sn a equação

n∑

i=1

χ

(
xi − Tn

Sn

)
= nβ. (3.37)

Escrevendo χ(u) = u2w2(u) (note-se que χ(u) ≥ 0), ou de forma
equivalente, definindo

w(u) =






√
χ(u)

|u| , u 6= 0

1, u = 0

,

tem-se que (3.37) se pode escrever como

n∑

i=1

w2

(
xi − Tn

Sn

)
×
(
xi − Tn

Sn

)2

= nβ ⇔

⇔ S2
n =

1

nβ

n∑

i=1

w2

(
xi − Tn

Sn

)
(xi − Tn)2 . (3.38)

O que permite, com base no método do ponto fixo, propor o seguinte
procedimento iterativo, para obtenção da estimativa que é solução de
(3.37) a partir de uma estimativa inicial S

(0)
n :

[
S(k+1)

n

]2
=

1

nβ

n∑

i=1

w2(u
(k)
i )(xi − Tn)2 (3.39)
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com

u
(k)
i =

xi − Tn

S
(k)
n

.

Este método é equivalente ao cálculo de uma variância ponderada
com pesos a variar de iteração para iteração, um processo semelhante
ao proposto para obter a solução no caso do modelo de localização,
fórmula (3.20).10 Conclui-se também que o estimador-M de escala
pode em alternativa ser definido pela função w(x). É interessante
notar que as funções w dos estimadores estudados (Huber, Tukey e
MV t-Student) coincidem com as dos estimadores-M de localização
com o mesmo nome (Figuras 3.3 e 3.8).

Alguns autores usam uma expressão equivalente à expressão (3.39)
que é mais rápida em termos de cálculo mas que não tem a interpre-
tação intuitiva daquela:

[
S(k+1)

n

]2
=

1

nβ

n∑

i=1

χ(u
(k)
i )

[
S(k)

n

]2
.

Tal como para os estimadores de localização, tem-se que

ε∗(S(k)
n ) ≤ min

{
ε∗(Tn); ε∗(S(0)

n )
}
,

pelo que Tn = med(Xi) e S
(0)
n = MAD(Xi) constituem novamente

as escolhas mais indicadas. No entanto, contrariamente àquele caso
verifica-se (Rousseeuw e Croux, 1994) que se pode ter para k finito,

ε∗(S(k)
n ) > ε∗(Sn).

Exemplo 3.7. Para os habituais dados do Exemplo 2.1 usou-se a fun-
ção hubers do package MASS do R para determinar estimativas-M de
Huber do parâmetro de escala com alguns dos valores de b da Tabela
3.4 e o valor b = 1.5 que é o valor que a função usa por defeito
(tal como acabou de ser recomendado escolheu-se a mediana como
estimativa auxiliar de localização e o MAD como estimativa inicial
de escala). Os resultados obtidos foram os seguintes:

10Há uma pequena diferença, enquanto que no caso de localização é posśıvel
manter a consistência colocando no denominador a soma dos pesos, se se fizesse
isso na expressão anterior incorrer-se-ia em subestimação. Aplica-se aqui a expli-
cação dada no Exemplo 2.11 (página 65) a propósito do uso da constante γ(α)
nas variâncias aparadas.
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b 1.50 1.86 2.07 2.38 2.65
Huber(b) 0.697 0.721 0.735 0.794 0.817

Pode observar-se que para os valores mais baixos da constante de afi-
nação (b = 1.5, b = 1.86, b = 2.07) se obtêm valores das estimativas
próximos de 0.7, o que está de acordo com as estimativas anterior-
mente obtidas (ver Exemplo 2.13). No entanto para os valores mais
elevados da constante de afinação observa-se um aumento das esti-
mativas para 0.8. Levanta-se naturalmente a questão, será que afinal
a estimativa mais correcta da escala para estes dados é 0.8, ou pode
haver outra justificação para a aparente divergência? Para perce-
ber melhor o que está a acontecer considerou-se o valor mais elevado
b = 2.65 e calcularam-se as estimativas do mesmo tipo mas para os
dados com 0, 1, 2, . . . , 12 observações iguais ao valor extremo (28.95).
No primeiro caso tem-se a amostra constitúıda pelas 23 primeiras ob-
servações, no segundo a amostra original (valor já calculado) e nos
restantes a amostra com as últimas duas, três, . . . , doze observações
iguais a 28.95. Os resultados obtidos apresentam-se na Tabela 3.5.
Nessa tabela apresentam-se ainda as estimativas-M correspondentes a
apenas 1 e 2 passos do processo iterativo, s

(1)
n e s

(2)
n , respectivamente.

O valor de ε indicado corresponde à percentagem de contaminação,
ou seja (Número de outliers)/24 (em %).

Uma representação gráfica simples permite uma leitura clara dos
resultados apresentados na tabela: subtrai-se a todas as estimativas o
valor de sn com ε = 0 para ter uma espécie de enviesamento devido à
contaminação, e em seguida representa-se esse valor em função de ε.
Obtêm-se assim os gráficos da Figura 3.10. A ideia é ter uma curva
de enviesamento emṕırica correspondente à curva de enviesamento
assintótico máximo (ver Figura 2.20). O que se pode concluir, quer
da análise da tabela, quer da figura é que:

• As linhas quase verticais indicam a ocorrência de rotura do esti-
mador, situando-se imediatamente a seguir ao ponto de rotura
em dimensão finita. Nota-se aqui o efeito já várias vezes referido
em relação ao ponto de rotura, ainda relativamente longe desse
ponto as estimativas começam a apresentar um enviesamento
elevado, apesar de permanecerem limitadas.

• Os resultados para as estimativas completamente iteradas estão
de acordo com o comportamento teórico assintótico do estima-
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Tabela 3.5 Estimativas de dispersão para várias contaminações da
amostra original (Exemplo 3.7), usando o estimador de Huber com
b = 2.65.

No. de outliers ε sn s
(1)
n s

(2)
n

0 0 0.685 0.635 0.670
1 4.2 0.817 0.695 0.777
2 8.3 0.885 0.695 0.777
3 12.5 1.690 0.747 0.899
4 16.7 10.529 0.876 1.104
5 20.8 11.768 1.112 1.463
6 25.0 12.889 1.370 1.909
. . . . . . . . . . . . . . .
11 45.8 15.105 3.221 5.847
12 50.0 13.219 13.219 13.219

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0
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b̂(
ε
)

k = ∞
k = 1
k = 2

Figura 3.10 Curvas de enviesamento emṕırico em função da conta-
minação (ε), usando o estimador de Huber com b = 2.65 e número
de passos k (k = ∞ significa até convergência).
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dor descrito na Tabela 3.4, onde se lê que para o estimador de
Huber com b = 2.65 o ponto de rotura é ε∗ = 14% e a sensi-
bildade a grandes erros é γ∗ = 3.25. Da curva de enviesamento
emṕırica estima-se um valor da sensibilidade (“derivada”de b̂(ε)
em ε = 0) de 24×(0.817−0.685) = 3.17, muito próximo daquele.

• Globalmente as estimativas a um passo têm o melhor compor-
tamento. O ponto de rotura aproxima-se de 50% e as sensibi-
lidades estimadas como no ponto anterior são dadas por 1.44 e
2.57, respectivamente para 1 e 2 passos.

• A grande eficiência pode ser enganadora porque além de menor
ponto de rotura acarreta elevada sensibilidade e faz com que o
enviesamento devido a uma pequena percentagem de contami-
nação possa não ser desprezável.

• É prefeŕıvel usar um estimador-M de escala a um ou dois passos
do que a versão completamente iterada. Pode haver uma ligeira
perda de eficiência (segundo Rousseeuw e Croux, 1994, essa
perda de eficiência é de facto ligeira) mas os ganhos em termos
de redução da sensibilidade e do aumento do ponto de rotura
são consideráveis.

De tudo o que se viu até aqui, em especial dos valores apresen-
tados na Tabela 3.4 e dos resultados do último exemplo, conclui-se
em primeiro lugar que os estimadores-M do parâmetro de escala são
mais problemáticos que os estimadores-M de localização, em particu-
lar parece imposśıvel conciliar elevada eficiência com elevado ponto
de rotura e baixa sensibilidade. Será mesmo imposśıvel? Teorica-
mente, a resposta é negativa. Croux (1994) construiu, a partir do
estimador de Huber geral com função χ dada por (3.35), uma função
χ não trivial, que conduz a um estimador-M de escala com ponto
de rotura de 50%, independentemente das constantes de afinação, as
quais podem ser calibradas para uma eficiência arbitrariamente alta
(→ 1) sob o modelo normal. Só que o próprio autor não recomenda
esses estimadores pois acabam por não ter melhores propriedades em
termos da sensibilidade a grandes erros e da sensibilidade local.

O que se recomenda em termos práticos é a utilização dos estimado-
res a um passo que, como se viu no exemplo, têm um comportamento
muito melhor em termos de robustez que as versões completamente
iteradas. Há ainda outra possibilidade que consiste em escolher sem-
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pre a constante que conduz ao maior ponto de rotura, de acordo com
a Tabela 3.4. Esta estratégia é especialmente adequada quando a esti-
mação da escala não é o interesse principal da análise e é, por exemplo,
a seguida para estimar o erro padrão dos reśıduos em alguns méto-
dos de regressão robusta (tais como a regressão-S e a regressão-MM,
descritos no Caṕıtulo 4). Em termos de escolha da função concreta
para estes efeitos parece actualmente ser bastante popular a função
χ de Tukey (o que, recorde-se, já acontecia em relação ao modelo de
localização).

3.2.4 Situações multivariadas e multiparamétricas

Os estimadores-M do parâmetro vectorial θ contendo p parâmetros
(isto é, pretende-se estimar simultaneamente mais do que um parâ-
metro, podendo as observações ser relativas a um modelo uni ou mul-
tivariado) são definidos do mesmo modo que no caso uniparamétrico
tratado até agora.

Definição 3.8. Um estimador-M é um estimador, Tn, que mini-
miza

n∑

i=1

ρ(Xi,Tn), (3.40)

onde ρ é uma função arbitrária, ρ : Ω × Θ −→ R. Chama-se
também estimador-M a um estimador, Tn, que seja solução da
equação vectorial

n∑

i=1

ψ(Xi,Tn) = 0 (3.41)

com ψ : Ω× Θ −→ Rp.

O estimador de máxima verosimilhança corresponde ao caso particu-
lar ρ(x,θ) = − log f(x,θ) e

ψ(x,θ) = −s(x,θ) = − ∂

∂θ
log fθ(x).

Note-se que se um estimador-M for definido por (3.40) através duma
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função ρ diferenciável, então a definição por (3.41), com

ψ(x,θ) =
∂ρ(x,θ)

∂θ
,

resulta equivalente nos casos regulares de estimação. No entanto a
definição por (3.41) é mais geral pois as componentes de ψ não são
necessariamente as derivadas parciais duma função ρ. Tal como no
caso unidimensional usar-se-á daqui em diante a definição através da
função ψ. Esta função pode ser multiplicada à esquerda por uma
matriz não singular que não dependa de x sem que o estimador seja
alterado.

A função de influência do funcional equivalente ao estimador-M,
definido por ∫

ψ(x,T(F )) dF (x) = 0,

pode ser deduzida da mesma forma que (3.6), obtendo-se

IF (x;T, F ) = M(ψ, F )−1ψ(x,T(F )), (3.42)

com a matriz M (p× p) definida por

M(ψ, F ) = −
∫ [

∂

∂θ
ψ(y,θ)

]

θ=T(F )

dF (y). (3.43)

Como aplicação da situação multiparamétrica trata-se a seguir re-
sumidamente o modelo de localização e escala, generalização natural
dos modelos de localização e de escala tratados nas secções anteriores.

3.2.5 Modelo de localização e escala

Parece natural juntar numa mesma definição os modelos de localiza-
ção e de escala. Assim, recordando a forma como foram introduzidos
esses modelos, pode-se pensar numa variável aleatória arbitrária X ,
e considerar uma transformação linear envolvendo simultaneamente
uma translação e uma mudança de escala, Xµ,σ = σX+µ. Constrói-
-se assim um modelo em que a função de distribuição é dada por

FX
µ,σ

(x) = P (σX + µ ≤ x) = P

(
X ≤ x− µ

σ

)
= FX

(
x− µ

σ

)
.
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Se a variável aleatória X for cont́ınua o modelo tem densidade dada
por

fX
µ,σ

(x) =
1

σ
fX

(
x− µ

σ

)
.

O exemplo que surge imediatamente é o modelo normal, que já é
um modelo desta forma com os parâmetros habituais. Outro exem-
plo é dado pelo modelo de Laplace(µ, b) (definido no Exemplo 2.7,
página 50), em que µ é o parâmetro de localização e b é o parâmetro
de escala. A distribuição exponencial deslocada, com densidade dada
por (3.8) corresponde também a um modelo de localização e escala,
em que a é o parâmetro de localização e β é o parâmetro de escala.
A definição seguinte formaliza o que se acabou de exemplificar.

Definição 3.9. Um modelo de localização e escala, com parâmetro
de localização µ e parâmetro de escala σ, consiste numa famı́lia
de distribuições {Fθ,θ ∈ Θ}, com θ = (µ, σ)T e Θ = R×R+, tal
que

Fθ(x) = F

(
x− µ

σ

)
,

onde F = F0,1 representa uma função de distribuição univariada
genérica que define o tipo ou famı́lia do modelo.

Note-se que, apesar da notação, µ e σ não coincidem necessariamente
com o valor esperado e desvio padrão, que até podem não existir.
Basta, por exemplo, pensar no modelo de localização e escala baseado
na distribuição de Cauchy, que é um modelo com densidade dada por

fµ,σ(x) =
1

π σ

[
1 +

(
x− µ

σ

)2
]−1

.

Por comparação com o estimador de máxima verosimilhança, um
estimador-M de θ com as propriedades de invariância e equivariância
usualmente requeridas11 deverá ser definido por uma função vectorial
ψ, com duas componentes, da forma

ψ(x, µ, σ) = ψ(z) = (ψ1(z);ψ2(z))
T , com z =

x− µ

σ
.

11Equivar̀ıância do estimador de µ em relação à localização e à escala, de acordo
com as Definições 3.3 e 3.4; equivariância do estimador de σ em relação à escala
e invariância em relação à localização, de acordo com as Definições 3.6 e 3.7.
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Se F for uma distribuição simétrica é natural escolher ψ1 ı́mpar e ψ2

par. Como casos particulares considerem-se os seguintes:

(i) Os estimadores “clássicos” de µ e σ sob o modelo normal, respec-
tivamente, média e desvio padrão amostrais, são estimadores-M
(simultâneos) definidos por:

ψ(z) =

(
z

z2 − 1

)
.

(ii) Outro par de estimadores é formado pela mediana e desvio abso-
luto mediano (amostrais) definidos por

ψ(z) =

(
sinal(z)

sinal(|z| − Φ−1(3
4 )).

)

Estes estimadores são também consistentes para os parâmetros
do modelo normal e são os estimadores mais B-robustos dos
parâmetros daquele modelo, como se viu atrás.

(iii) Como (3.41) conduz, nos casos anteriores, a soluções expĺıci-
tas, cada um dos estimadores anteriores pode ser obtido con-
siderando separadamente os modelos de localização e de escala.
O mesmo já não acontece com o chamado estimador de Huber
de localização e escala definido por

ψ(z) =

(
ψb(z)

ψc(z)
2 − β(c)

)
.

Este estimador corresponde a uma combinação dos resultados
minimax obtidos independentemente para os modelos de loca-
lização e de escala. Ao contrário dos estimadores (i) e (ii) as
estimativas têm de ser obtidas por processos iterativos. Usual-
mente é considerada uma versão simplificada do estimador em
que c = b, conhecida como Huber-proposta 2. Para esse esti-
mador o ponto de rotura global (tanto para a componente de
localização como para a de escala) é dado por (Huber, 1981, p.
143),

ε∗ =
β(b)

β(b) + b2
, (3.44)

onde β(b) é calculado por (3.34). Este valor é inferior ao ponto
de rotura quer do estimador-M de localização quer do estimador-
M de escala quando considerados isoladamente (respectivamen-
te, 50% e β(b)/b2).
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O procedimento iterativo para cálculo das estimativas pode
obter-se por combinação dos métodos utilizados para os estima-
dores separados, expressões (3.20) e (3.39), mas em que agora
tanto Tn como Sn são actualizados em cada iteração. Dadas
estimativas iniciais, T

(0)
n e S

(0)
n (pelas razões já anteriormente

apontadas os pontos de rotura de T
(0)
n e S

(0)
n devem ser máxi-

mos), para as sucessivas iterações faz-se

T (k+1)
n =

∑n
i=1 xiw(u

(k)
i )

∑n
i=1 w(u

(k)
i )

e [
S(k+1)

n

]2
=

∑n
i=1 w

2(u
(k)
i )(xi − T

(k)
n )2

nβ
,

com

u
(k)
i =

xi − T
(k)
n

S
(k)
n

e

w(u) =






1, |u| ≤ b

b

|u| , |u| > b
.

Como este procedimento é pior em termos de ponto de rotura
que a estimação separada de localização e escala (sendo equi-
valente nos restantes aspectos, eficiência e sensibilidade), não é
actualmente recomendado.

3.3 Breve referência a outras classes de es-

timadores

Apesar de os estimadores-M serem os mais conhecidos e importantes
entre os métodos de estimação robusta, existem muitas outras classes
de estimadores com propriedades de robustez. Nesta secção faz-se
uma descrição breve das principais.

Estimadores-L

Chamam-se estimadores-L aos estimadores que são combinações line-
ares de estat́ısticas de ordem. Exemplos de estimadores deste tipo são
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a média aritmética, as médias aparadas e a mediana (estimadores de
localização) ou a amplitude inter-quartis (estimador de escala). Alar-
gando um pouco a definição para uma função, não necessariamente
linear, das estat́ısticas de ordem abarca-se também os desvios padrões
aparados.

Como se viu ao longo das secções anteriores, os estimadores men-
cionados no parágrafo anterior ou são equivalentes a um estimador-M
(média e mediana) ou existe um estimador-M que lhe é assintotica-
mente equivalente mas mais robusto no sentido de ter um ponto de
rotura muito mais elevado (o estimador de Huber de localização para
as médias aparadas, o estimador de Huber de escala para os desvios
padrões aparados, o desvio absoluto mediano para a amplitude inter-
-quartis).

É uma conclusão geral que nesta classe de estimadores não exis-
tem alternativas cred́ıveis aos estimadores-M. Acresce ainda que a
generalização a problemas com mais do que uma variável (regressão
ou análise multivariada) não é directa, como se percebe pelas dificul-
dades em estabelecer relações de ordem com mais do que uma variável
(há no entanto algumas tentativas nesse sentido como, por exemplo,
Fraiman et al., 1999).

Estimadores-R

Os estimadores-R surgiram no contexto não paramétrico de estimação
da localização e devem o seu nome ao facto de estarem relacionados
com testes baseados em postos (rank tests). O primeiro estimador
deste tipo foi proposto por Hodges e Lehmann (1963) e é actualmente
conhecido por estimador de Hodges-Lehmann. Esse estimador foi
obtido considerando o teste de Wilcoxon e é definido como a mediana
das médias de todos os pares de observações. Este estimador tem
função de influência limitada, ponto de rotura de cerca de 29% e
pode ser visto como uma espécie de regularização da mediana.

Não existe uma ligação directa entre os testes rank e a estimação
de escala, no entanto o estimador Qn de escala (ver Exemplo 2.12)
foi inspirado no estimador de Hodges-Lehmann.

Para este tipo de estimadores registam-se o mesmo tipo de dificul-
dades de generalização que em relação aos estimadores-L.
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Estimadores-A

Os estimadores-A (Lax, 1985) são estimadores de escala baseados
na constatação de que a variância assintótica de um estimador de
localização é igual ao quadrado de um parâmetro de escala. Por
exemplo, para a média amostral a variância assintótica é o quadrado
do desvio padrão. Então, estimando a variância assintótica de um
estimador de localização e tomando a raiz quadrada obtém-se uma
estimativa de escala. É evidente que com a média amostral isto não
conduz a nenhum resultado novo. Mas o que Lax (1985) propôs foi um
estimador baseado na expressão (3.12) que dá a variância assintótica
de um estimador-M de localização. A ideia é então aplicar aquela
expressão a uma amostra finita e tomar a raiz quadrada. Para esse
efeito as observações são em primeiro lugar estandardizadas,

ui =
xi − med(xj)

MAD(xj)
,

e em seguida faz-se

Sn = MAD(xj)

[
1

n

n∑

i=1

ψ2(ui)

]1/2/ ∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

ψ′(ui)

∣∣∣∣∣ . (3.45)

Estes estimadores fornecem uma forma natural de estimar a escala
quando se estima a localização através de um estimador-M. Em con-
sequência, deve escolher-se a mesma função ψ (incluindo a constante
ou constantes de afinação). Como se referiu no final da Secção 3.2.2
uma escolha popular e com boas propriedades é a função biponderada
de Tukey com uma das constantes da Tabela 3.1.

Estimadores-D

A ideia dos estimadores-D (D de “distância mı́nima”) remonta a Wol-
fowitz (1957). A definição destes estimadores recorre a uma distân-
cia entre a função de distribuição emṕırica e a distribuição teórica,
π(Gn, Fθ), e diz que a estimativa de θ é o valor que minimiza aquela
distância. π pode ser por exemplo a distância de Kolmogorov ou
uma outra qualquer distância obtida a partir de um teste de ajus-
tamento. O prinćıpio da distância mı́nima enquadra-se nos métodos
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não-paramétricos e generaliza-se bem a muitos modelos. Estes es-
timadores têm continuado a ser estudados mais no âmbito não pa-
ramétrico do que no contexto da teoria da robustez, talvez devido à
observação (Hampel et al., 1986) de que muitos dos estimadores resul-
tantes da aplicação deste critério acabam por poder ser considerados
casos especiais de estimadores-M.

Estimadores-P

Os estimadores-P são generalizações dos estimadores de Pitman (Pit-
man, 1937). Estes estimadores ao contrário dos estimadores-M têm
uma forma expĺıcita, não necessitando de procedimentos iterativos,
contudo essa forma expĺıcita envolve integração numérica o que tam-
bém não os torna muito populares. Tal como o anterior este método é
bastante geral e tem continuado a ser objecto de investigação fora do
âmbito da teoria da robustez (cita-se a t́ıtulo de exemplo Chaturvedi
e Shalabh, 2004).

Estimadores-S

Genericamente chama-se estimador-S a um estimador que minimiza
uma estimativa de escala conveniente. No caso de se querer estimar
um parâmetro de localização, θ, a partir de uma amostra univariada
x1, . . . , xn, a definição é

θ̂ minimiza S(x1 − θ, . . . , xn − θ).

Note-se que se S representar o desvio padrão usual se obtém θ̂ = x,
enquanto que se S representar o desvio médio se obtém a mediana.
É muito comum escolher para S o estimador-M de escala que usa a
função biponderada de Tukey e tem ponto de rotura 1/2 (ver Tabela
3.4).

Os estimadores-S foram originalmente propostos por Rousseeuw e
Yohai (1984) no contexto do modelo de regressão e como tal serão
descritos mais detalhadamente no Caṕıtulo 4. Estes estimadores são
também facilmente generalizáveis ao caso multivariado (Rousseeuw e
Leroy, 1987; Davies, 1987).
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Estimadores-W

Os estimadores-W consistem em versões ponderadas dos estimado-
res usuais, por exemplo da média ou da variância. A expressão é
atribúıda a Tukey (1977). Viu-se já, por exemplo em (3.20), que
se os pesos forem sendo actualizados sucessivamente se obtém um
estimador-M. Se se realizar a ponderação apenas uma vez então ob-
tém-se um estimador-M a um passo, também designado por estima-
dor-w.

Estimadores-τ

Os estimadores-τ foram propostos por Yohai e Zamar (1988) no con-
texto do modelo de escala para resolver o conflito existente entre
ponto de rotura e eficiência para os estimadores-M de escala (e que
foi detalhadamente analisado no final da Secção 3.2.3). A ideia acaba
por ser simples e consiste em tomar primeiro um estimador-M com
o máximo ponto de rotura e em seguida, usando esse como ponto
de partida, calcular um estimador-M com elevada eficiência mas ape-
nas a um passo. O estimador esultante herda o ponto de rotura do
primeiro e a eficiência do segundo. Esta ideia foi também generalizada
aos estimadores multivariados (Lopuhaä, 1991).

3.4 Para além da estimação pontual

Até este ponto, e o texto já vai longo, só se falou de estimação pon-
tual. Este facto reflecte de certo modo a história da estat́ıstica ro-
busta. Começou por se dar toda a atenção à estimação pontual e
só mais recentemente foram abordadas seriamente as questões rela-
tivas à estimação da variabilidade dos estimadores (erros padrão), à
construção de intervalos de confiança e de testes de hipóteses. Todas
estas questões se resolvem facilmente uma vez conhecida a distribui-
ção dos estimadores. Percebe-se a dificuldade do problema, se muitos
estimadores não têm forma expĺıcita o que dizer da sua distribuição?
Descrevem-se em seguida três estratégias que têm sido seguidas para
resolver este problema, e que consistem em: (i) uso de distribuições
assintóticas, (ii) uso de outras aproximações e (iii) uso de métodos de
reamostragem (jackknife e bootstrap).
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Uma vez resolvidas estas dificuldades, ou seja, estimado o erro
padrão de uma estimativa robusta, constrúıdo o intervalo de con-
fiança respectivo ou efectuado um teste, é ainda preciso responder
às questões: será o resultado obtido ele próprio robusto? Em que
sentido deve ser entendida a robustez destes procedimentos?

3.4.1 Distribuições assintóticas

Como se viu no Caṕıtulo 2, se um estimador Tn de um parâmetro θ ≡
T (F ) tiver função de influência (e verificar condições de regularidade),
então pela propriedade (P3) pode escrever-se que

Tn − θ√
V (T, F )/n

a∼ N (0, 1), (3.46)

onde V (T, F ) representa a variância assintótica dada pela fórmula
(2.18). Para que este resultado seja de alguma utilidade prática, ou
seja para que possa ser usado como variável fulcral para a construção
de intervalos de confiança ou transformado em estat́ıstica de teste, é
necessário que se verifiquem duas condições: (i) seja posśıvel estimar
V (T, F ) de modo a que a distribuição fique completamente especifi-
cada a menos do parâmetro desconhecido θ,12 (ii) a aproximação seja
razoável a partir de valores relativamente baixos de n.

Quanto à estimação de V (T, F ) =
∫
IF (x;T, F )2dF (x), ela é posśıvel

e podem seguir-se várias vias:

• A primeira consiste em recorrer à aproximação da função de in-
fluência dada pela curva de sensibilidade, Definição 2.1, e fazer

̂V (T, F ) = Vn =
1

n

n∑

i=1

[SC(xi, T )]
2
, (3.47)

o que pode ser considerado uma espécie de estimativa não para-
métrica pois o modelo central F não precisa de ser especificado.
Não é conveniente usar esta estimativa quando o estimador é
irregular, o que está geralmente associado à existência de des-
continuidades na função de influência, pois sabe-se que nesses

12Pode então invocar-se o Teorema de Slutsky para usar o resultado (3.46) com

V (T, F ) substitúıda por ̂V (T, F ).
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casos a curva de sensibilidade não converge para a função de
influência. É o que acontece por exemplo com a mediana e o
MAD (ver Exemplos 2.7 e 2.10, respectivamente). Como ilus-
tração aplique-se este método com o estimador média amostral,
como SC(x;X) = x− x, obtém-se

Vn =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2,

o que conduz, como se sabe, a uma aproximação razoável da
distribuição assintótica.

Apesar de muito simples e de funcionar bem em certos casos,
não é muito recomendável o uso indiscriminado da expressão
(3.47) por razões que ficarão claras um pouco mais adiante
quando se falar do método jackknife.

• A segunda consiste em especificar o modelo central F e avaliar
numericamente o integral do quadrado da função de influência
através de

̂V (T, F ) =
1

n

n∑

i=1

[IF (xi;T, F )]
2
.

Neste caso pode acontecer que surjam parâmetros/funcionais
desconhecidos que é preciso estimar. Veja-se novamente o que
acontece com a média amostral (Exemplo 2.5),

̂V (T, F ) =
1

n

n∑

i=1

(xi − µ̂(F ))2,

o que coincide com o resultado obtido usando a curva de sensi-
bilidade.

• A terceira consiste em calcular analiticamente o integral do
quadrado da função de influência sob o modelo central F . Se
tal for posśıvel obtém-se então uma expressão, geralmente en-
volvendo parâmetros desconhecidos que devem em seguida ser
convenientemente estimados. Exemplificando novamente com a

média aritmética conclui-se que este método conduz a ̂V (T, F ) =

σ̂2(F ), que é o resultado geralmente utilizado.
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Em relação às duas últimas modalidades é importante salientar que,
para que o resultado seja robusto, os estimadores adicionais que é
preciso utilizar devem eles próprios ser robustos.

Como ilustração menos trivial que a média aritmética considere-se
um estimador-M de localização com função ψ genérica e recordem-se
as expressões obtidas na Secção 3.2.2 para a função de influência e
variância assintótica, respectivamente (3.11) e (3.12). A primeira via
é de aplicação directa mas só deve ser usada se a função ψ não tiver
descontinuidades. A segunda conduz a uma expressão do tipo da
expressão (3.45) do estimador-A de escala em que em vez do MAD
pode figurar outro qualquer estimador robusto de escala An (auxiliar)
e em vez da mediana deve figurar o estimador de localização em causa,
Tn. Finalmente pela terceira via obtém-se

̂V (T, F ) = An

[
1

n

n∑

i=1

ψ2(ui)

]1/2/
M,

com

ui =
xi − Tn

An
,

Exemplo 3.8. Para perceber se a utilização destes três métodos de es-
timação da variância assintótica dão resultados muito diferentes eles
foram usados para estimar o erro padrão (ep(Tn) =

√
V (T, F )/n) as-

sociado à estimativa de localização obtida para os dados do Exemplo
2.1 com o estimador de Huber com constante de afinação b = 1.35,
para o qual µ̂ = 3.22. Usando a fórmula baseada na curva de sen-
sibilidade obtém-se ep(µ̂) = 0.12. A segunda e a terceira fórmula
conduzem ambas a ep(µ̂) = 0.14. Há uma ligeira diferença entre os
valores que se julga não ser muito relevante, no entanto como se disse
o método baseado na curva de sensibilidade não é muito fiável.

Os intervalos de confiança aproximados a um ńıvel de confiança de
100 × (1 − α)% podem agora obter-se fazendo

IC100×(1−α)%(µ) '
(
µ̂− ep(µ̂) × z1−α/2; µ̂+ ep(µ̂) × z1−α/2

)
,

com z1−α/2 = Φ−1(1−α/2), o que dá para 95% de confiança, respec-
tivamente, (2.98, 3.46) e (2.94, 3.49). O intervalo de confiança a 95%,
baseado na média amostral e com quantis da distribuição normal, é
igual a (2.16, 6.40), com todas as observações, e a (2.93, 3.48), sem
a observação 24. Se em vez dos quantis da distribuição normal se
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usarem os da distribuição t23 obtêm-se os intervalos (2.04, 6.52), com
todas as observações, e (2.92, 3.50), sem a observação 24, com com-
primentos cerca de 5% maiores. O que se conclui é que os intervalos
obtidos usando o estimador robusto parecem muito mais razoáveis
em face da existência do outlier.

Quanto à condição (ii), é dif́ıcil dar uma resposta única. Mas se-
gundo Hampel (2000) a aproximação pode ser razoável a partir de n
tão reduzido como 10! Convém acrescentar que a qualidade da apro-
ximação depende essencialmente do tipo de estimador/parâmetro em
causa, sendo a situação mais proṕıcia para atingir uma boa aproxi-
mação a da estimação univariada de localização. Para que a aproxi-
mação seja razoável num problema de estimação univariada de escala
já é necessário ter amostras com dimensões bem superiores, da or-
dem de pelo menos 30 observações. Esse número pode ser ainda
maior noutros casos (por exemplo em relação ao coeficiente de corre-
lação sabe-se que é necessário um número de observações da ordem
de várias centenas).

3.4.2 Correcções e outras aproximações

Quando o número de observações é reduzido, não há resultados exac-
tos e não é aconselhável usar resultados assintóticos procura-se en-
contrar métodos também aproximados mas que entrem em conta com
a dimensão da amostra.

Uma correcção muito simples que pode melhorar os resultados sem
contudo os alterar substancialmente, consiste em usar para os testes
e intervalos de confiança, por analogia com o resultado clássico, a
aproximação baseada em

Tn − θ√
̂V (T, F )/n

a∼ tn−1. (3.48)

Outra possibilidade de correcção é ao ńıvel das estimativas do erro
padrão, podendo ser áı introduzidas correcções dependentes da di-
mensão da amostra e que melhoram a qualidade da aproximação para
dimensões baixas. Uma correcção elementar deste tipo consiste em
substituir em todas as fórmulas apresentadas na Secção 3.4.1 o de-
nominador n por n− 1.
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Outras correcções mais sofisticadas podem ser conseguidas usando
métodos importados de outras áreas como é o caso da econometria
(ver por exemplo Croux et al., 2004).

Por fim é ainda posśıvel recorrer a técnicas genéricas para obter
os chamados resultados assintóticos para pequenas amostras.13 Por
exemplo Field e Hampel (1982) obtêm, com base nos métodos de
ponto de sela, distribuições aproximadas dos estimadores-M de loca-
lização que são muito boas a partir de n = 3. É no entanto de referir
que este tipo de resultados é de dif́ıcil utilização e não tem tido muito
sucesso na prática.

3.4.3 Jackknife e bootstrap

Numa definição algo simplista pode dizer-se que as técnicas de rea-
mostragem consistem no cálculo repetido de estimativas, um número
elevado de vezes. Trata-se no fundo de métodos, em geral não pa-
ramétricos, de estimação da distribuição amostral do estimador cor-
respondente ou de algumas das suas caracteŕısticas. O jackknife já
referido no caṕıtulo anterior a propósito da função de influência e o
bootstrap (Efron, 1979) são talvez os procedimentos de reamostragem
mais famosos.14

Em face da descrição poder-se-ia concluir que os métodos de rea-
mostragem podem duma forma fácil e eficaz resolver o problema da
determinação da distribuição de um estimador robusto e, em conse-
quência, as questões levantadas no ińıcio desta secção (estimação do
erro padrão, intervalos de confiança e testes de hipóteses). Infeliz-
mente, e talvez espantosamente, tal não é verdade. De facto certos
métodos de reamostragem, em particular o jackknife e o bootstrap, não
funcionam bem e não devem ser usados quando há outliers nos dados.
Ora essa é precisamente a situação em que se devem usar estimado-
res robustos! Existe portanto um conflito entre as duas metodologias
que tem como consequência a perda de propriedades do jackknife e do
bootstrap ordinários quando aplicados a estimadores robustos e a da-
dos com outliers. Aparentemente Efron teve consciência disto quando

13Small sample asymptotics, baseados em métodos do tipo aproximações em-
ṕıricas de ponto de sela ou em expansões de Edgeworth.

14Outros procedimentos de reamostragem são as permutações, utilizadas no
exemplo de aplicação do Caṕıtulo 5, e a validação cruzada.
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propôs técnicas de diagnóstico para o bootstrap (Efron, 1992) mas es-
sas técnicas só funcionam se houver um único outlier. Posteriormente
surgiram avisos mais claros sobre os perigos da utilização dos métodos
de reamostragem para estimar a variabilidade de estimadores robus-
tos e para realizar outras inferências e foram propostas algumas medi-
das correctivas (Stronberg, 1997; Singh, 1998).15 É de facto posśıvel
fazer com que o bootstrap e o jackknife funcionem adequadamente
com estimadores robustos e na presença de outliers mas à custa de
se perder a simplicidade que constitúıa um dos atractivos principais
destes métodos (Salibian-Barrera, 2000, 2003; Amado, 2003; Amado
e Pires, 2004).

3.4.4 Robustez de intervalos de confiança e testes de hipóte-
ses

Após esta breve descrição de métodos que podem ser usados para
construir intervalos de confiança ou efectuar testes de hipóteses após
a estimação pontual com estimadores robustos, importa ainda re-
sponder às questões colocadas no ińıcio da Secção 3.4:

• Em que sentido deve ser entendida a robustez destes procedi-
mentos?
e

• Será o resultado obtido ele próprio robusto?

Dada a dualidade existente entre testes de hipóteses e intervalos de
confiança a explicação concentra-se nestes últimos.

A robustez dos intervalos de confiança deve ser averiguada, em
face da não verificação das hipóteses subjacentes a um dado modelo
paramétrico, sob dois pontos de vista:

Robustez de validade: manutenção do ńıvel de confiança (em ter-
mos de testes é equivalente à manutenção do ńıvel de significân-
cia);

Robustez de eficiência: manutenção do comprimento esperado do
intervalo em valores aceitáveis e se posśıvel próximo do mı́nimo

15Dado que a curva de sensibilidade é uma espécie de jackknife, este facto
justifica a afirmação feita na Secção 3.4.1 de que as estimativas do erro padrão
baseadas na curva de sensibilidade não são fiáveis.
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(em termos de testes é equivalente à manutenção da potência e
se posśıvel próximo da potência máxima). 16

Admitindo que os intervalos de confiança aleatórios são da forma
geral

IC100×(1−α)%(θ) =
(
θ̂ − ep(θ̂) × z1−α/2; θ̂ + ep(θ̂) × z1−α/2

)
,

vê-se que a manutenção do ńıvel de confiança é assegurada se θ̂ “es-
tiver próximo” de θ (ou seja se for centrado ou assintoticamente
centrado), se

√
nep(θ̂) for maior do que V (T, F ) e se os quantis

z1−α/2 utilizados forem superiores aos valores correctos. Por outro
lado o comprimento do intervalo mantém-se em ńıveis aceitáveis se√
nep(θ̂) = ̂V (T, F ) corresponder a um estimador robusto.

Percebe-se que, embora se possam a partir desta análise tirar linhas
de orientação gerais (por exemplo, devem ser usados estimadores ro-
bustos de θ e de V (T, F )), o estudo teórico da robustez de intervalos
de confiança é muito complexo. Assim não admira que em geral este
assunto seja analisado recorrendo a estudos de simulação. Um dos
primeiros estudos desse tipo foi realizado por Gross (1976) que avaliou
a robustez, quer em termos de validade quer em termos de eficiência,
dos intervalos relativos ao parâmetro de localização em populações
univariadas simétricas com caudas pesadas. Para o efeito, utilizou
vários estimadores robustos e concluiu que, para as situações estu-
dadas, os melhores desempenhos foram obtidos para um estimador-
M com função ψ de Tukey. Para além disso, também concluiu que
os estimadores baseados em jackknife não tiveram um desempenho
satisfatório (mesmo o relacionado com o estimador de Tukey).

Hampel (2000) chama a atenção para uma outra questão impor-
tante e muitas vezes ignorada que tem a ver com o efeito do enviesa-
mento do estimador (θ̂) em grandes amostras. Enquanto que o erro
padrão tende para zero quando a dimensão da amostra aumenta, o
mesmo pode não acontecer com o enviesamento (por exemplo de-
vido a contaminações assimétricas ou a erros sistemáticos), o que
implica que a probabilidade de cobertura tenda para zero, por mais
robusto que seja o método utilizado. Citando Hampel (2000) “this

16É esta dualidade de critérios que é responsável pela confusão existente na
literatura relativamente, por exemplo, à robustez dos testes-t, e já referida na
Secção 1.4.
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implies that it does not make sense to collect too many bad data for
the same information”. Branco e Pires (2007) vão mesmo um pouco
mais longe analisando os perigos relacionados com a elevada dimen-
são das amostras (não necessariamente más) no contexto geral dos
testes de hipóteses.

Após a visão geral sobre os fundamentos da estat́ıstica robusta,
dada neste caṕıtulo e no anterior, considera-se no caṕıtulo seguinte
a análise sob o ponto de vista da robustez de um dos modelos mais
importantes da estat́ıstica ao ńıvel das aplicações: o modelo de re-
gressão.



4

Regressão

4.1 Introdução

Quando se fala do modelo de regressão admite-se quase automatica-
mente que a estimação dos parâmetros do modelo é feita com base
no prinćıpio dos mı́nimos quadrados. Tal é no fundo consequência de
uma longa tradição do uso deste prinćıpio, nascido nos finais do século
XVIII (1795), segundo Gauss, ou nos prinćıpios do século XIX (1805),
segundo Legendre, e que viria a dominar o cenário da actividade es-
tat́ıstica. No longo percurso dos mı́nimos quadrados os seus méritos
foram sempre mais distinguidos do que os seus defeitos, mas por volta
dos anos 70, quando o interesse pela estat́ıstica robusta se manifes-
tou de forma ineqúıvoca, os mı́nimos quadrados não foram poupa-
dos à denúncia da sua acção, por vezes desastrosa, como método de
estimação em regressão, o que veio favorecer definitivamente o de-
senvolvimento da regressão robusta. De facto a regressão robusta
propõe-se enfrentar e remover os males de que a estimação pelos mı́-
nimos quadrados enferma, principalmente quando em presença de
outliers e erros não normais. Sendo a regressão um dos primeiros
modelos que a estat́ıstica pôs ao serviço dos seus utilizadores e cer-
tamente um dos mais requeridos na análise de problemas práticos, a
proposta robusta, com vista à afinação e melhoria da eficácia do mo-
delo, constitui um acontecimento de grande relevo na longa história
da regressão. A sua divulgação está feita nos principais livros de ro-
bustez já mencionados no Caṕıtulo 1 e mais recentemente a regressão
robusta passou a figurar em livros sobre regressão, como Draper e
Smith (1998) e Ryan (1997), e também em livros de ı́ndole mais
geral, como Neter et al. (1996). Um tratamento bastante completo
da regressão robusta encontra-se em Rousseeuw e Leroy (1987). Esta



162 Regressão

disponibilização, juntamente com a crescente oferta de software para
regressão robusta, sobretudo em R e S-Plus, está a contribuir para
que a regressão robusta esteja a ser usada por um número de uti-
lizadores cada vez maior.

Neste caṕıtulo discutem-se os perigos a que pode levar o uso cego
ou automático do método dos mı́nimos quadrados, dando relevo às
vantagens que a prática da regressão robusta tem sobre este método
tradicional. Em seguida apresentam-se alguns dos vários métodos ro-
bustos para regressão e um sumário das propriedades mais relevantes
desses métodos. Para ilustrar melhor os conceitos é dada ênfase à
regressão simples, mas a regressão múltipla é também contemplada.
O caṕıtulo termina com a análise de dois conjuntos de dados reais e
uma apreciação global do papel da regressão robusta.

4.2 Méritos e defeitos do método dos ḿıni-

mos quadrados

O modelo clássico de regressão linear múltipla assume a existência da
relação linear

yi = β0 + β1xi1 + · · · + βpxi,p−1 + εi, i = 1, . . . , n, (4.1)

entre um conjunto de observações de uma variável resposta (Y ) e de
p − 1 variáveis explicativas (X1, . . . , Xp−1), onde n é o número de
indiv́ıduos ou objectos observados, εi é o erro associado à resposta yi

e β0, β1, . . . , βp−1 são os parâmetros da relação.

Por ser conveniente para o estudo global do modelo, a equação (4.1)
pode escrever-se na forma matricial,

y = Xβ + ε, (4.2)

onde

y = (y1, . . . , yn)T

β = (β0, β1, . . . , βp−1)
T

ε = (ε1, . . . , εn)T
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e

X =




1 x11 · · · x1,p−1

1 x21 · · · x2,p−1

...
...

. . .
...

1 xn1 · · · xn,p−1




é a chamada matriz de especificação das variáveis explicativas.

O caso em que p−1 = 1, yi = β0+β1xi+εi, designa-se por regressão
linear simples e tem a vantagem de permitir antever e compreender
de forma fácil e muito clara o funcionamento e grande parte das
propriedades do modelo geral representado pela equação (4.1).

São conhecidos os objectivos do estudo de regressão, identificação
e descrição da relação, calibração, previsão e predição, mas quaisquer
que eles sejam o primeiro passo do estudo é estimar o vector β e a
própria equação de regressão, isto é,

ŷi = β̂0 + β̂1xi1 + · · · + β̂p−1xi,p−1,

com base nos dados dispońıveis. No seguimento são obtidos os reśı-
duos, ei = yi − ŷi, cujo conhecimento é indispensável para analisar
as propriedades que se queiram atribuir aos erros εi do modelo.

Como já se mencionou na secção anterior, o método dos mı́nimos
quadrados dominou desde sempre o processo de estimação em re-
gressão. Na verdade existem muitos outros métodos que podem ser
usados para estimar os parâmetros deste modelo e o primeiro de que
há not́ıcia, conhecido actualmente como método de regressão L1 ou
método dos mı́nimos desvios absolutos e que consiste em minimizar a
soma dos valores absolutos dos reśıduos (em vez da soma dos quadra-
dos dos reśıduos, como nos mı́nimos quadrados), é anterior, em várias
dezenas de anos, ao método dos mı́nimos quadrados. O sucesso dos
mı́nimos quadrados, confirmado pela popularidade da sua incessante
utilização, deve-se em parte à facilidade do tratamento matemático,
à simplicidade computacional das expressões a que a sua aplicação
conduz (era um dos poucos métodos de estimação que fornecia ex-
pressões expĺıcitas para os estimadores e por isso permitia calcular
facilmente as estimativas antes do aparecimento dos computadores) e
ainda a certas propriedades óptimas, embora estas se revelem apenas
em condições que frequentemente não se encontram na prática.

De facto, a aplicação dos mı́nimos quadrados exige que E(ε) = 0
e var(ε) = σ2I, isto é, que os erros sejam não correlacionados e te-
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nham variância constante (homocedásticos). Nestas condições o teo-
rema de Gauss-Markov afirma que: (i) as estimativas dos mı́nimos
quadrados, β̂, minimizam a soma dos quadrados dos reśıduos, qual-
quer que seja a distribuição dos erros, (ii) os estimadores dos mı́nimos
quadrados, β̂, são combinações lineares das respostas Y1, . . . , Yn, são
estimadores centrados para β e apresentam a variância mı́nima en-
tre todos os estimadores de β que sejam centrados e obtidos como
combinações lineares de Y1, . . . , Yn. Esta é uma propriedade muito
desejável mas que não se encontra na prática sempre que as hipóte-
ses exigidas pelo método dos mı́nimos quadrados não são satisfeitas.
Quando isso acontece não só a optimalidade não é atingida como os
resultados da aplicação indevida dos mı́nimos quadrados podem ser
perigosamente enganadores.

Outra hipótese que, embora não sendo exigida para a estimação
dos parâmetros da regressão pelo método dos mı́nimos quadrados, é
indispensável para uma análise mais completa do modelo consiste em
assumir que os erros são normais, isto é, εi ∼ N (0, σ2). Esta condição
torna posśıvel o trabalho de inferência sobre os parâmetros, o que é
essencial para o estudo compreensivo do modelo. Com a normalidade
os erros ficam independentes1 e uma vez que há uma distribuição
associada aos erros torna-se posśıvel estimar os parâmetros com base
no prinćıpio da máxima verosimilhança, sendo então fácil verificar
que o método dos mı́nimos quadrados conduz precisamente à mesma
solução que o método da máxima verosimilhança. Esta coincidência
é referida como mais uma boa razão para justificar o uso dos mı́nimos
quadrados, uma vez que assumir que os erros têm distribuição normal
é uma decisão razoável em muitas situações práticas.

É também importante referir que as propriedades óptimas dos es-
timadores dos mı́nimos quadrados dizem respeito apenas ao grupo
de estimadores que são lineares nas observações da variável resposta.
Por isso é pertinente perguntar: e o que se passa se os estimadores
não forem lineares? Ou, dizendo de outra maneira mais conveniente:
haverá estimadores não lineares que têm um desempenho melhor que
os estimadores lineares no contexto do modelo de regressão? Em
prinćıpio nada impede que existam esses estimadores e como se verá
ao introduzir a regressão robusta na Secção 4.3 eles existem mesmo,

1A distribuição normal é a única distribuição multivariada para a qual a não
correlação entre as componentes é equivalente à independência das mesmas.
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tudo depende do verdadeiro modelo.2

Apresentados que foram os méritos do método dos mı́nimos quadra-
dos, interessa agora saber como é que o método se comporta em
condições que não são as ideais, isto é, quando as hipóteses em que
o método assenta não são respeitadas, o que de facto acontece cor-
rentemente na prática.

Para constatar como a violação das hipóteses pode influenciar os re-
sultados de uma análise de regressão apresentam-se a seguir algumas
ilustrações.

4.2.1 Heterocedasticidade e não normalidade

Uma situação em que a hipótese da variância constante falha é aquela
em que a variável resposta tem uma distribuição cuja variância de-
pende da média, como se verifica em várias aplicações nas áreas da
biologia, medicina, engenharia e muitas outras. A tensão arterial
diastólica, por exemplo, apresenta uma variabilidade que é crescente
com a idade e o mesmo acontece quando relacionamos a altura (ou
o peso) de crianças com a idade. Outros casos há em que a va-
riabilidade é decrescente com a variável explicativa em estudo. Em
qualquer dessas situações verifica-se que num gráfico de reśıduos (reśı-
duos contra a variável explicativa) estes se apresentam dispersos em
forma de altifalante (ou funil), forma que é geralmente invocada para
identificar estas situações de heterocedasticidade.

O exemplo que se segue ilustra os efeitos que a falta de homo-
geneidade da variância e da normalidade dos erros podem ter nas
estimativas dos parâmetros da regressão.

Exemplo 4.1. Escolheu-se o modelo de regressão simples com parâme-
tros β0 = 0 e β1 = 1,

yi = xi + εi

e a partir dele foram geradas 10 observações para cada um dos pos-
śıveis valores de x = {1, 2, 3, 4, 5}, ou seja o vector das observações

2Mais um resultado singular da distribuição normal: é a única distribuição
dos erros para a qual os estimadores óptimos são lineares, e por conseguinte os
dos mı́nimos quadrados.
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da variável explicativa é

xT = (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, 3, . . . , 3, 4, . . . , 4, 5, . . . , 5)

e a matriz X é dada por

XT =

[
1 . . . 1 1 . . . 1 1 . . . 1 1 . . . 1 1 . . . 1
1 . . . 1 2 . . . 2 3 . . . 3 4 . . . 4 5 . . . 5

]
. (4.3)

Para definir completamente o modelo foram associados aos erros, εi,
quatro tipos de distribuições, contemplando as quatro possibilidades
que interessam ao estudo:

(i) duas normais, uma com variância constante, var(εi)=σ
2 =0.52,

e outra cuja variância é proporcional ao quadrado da abcissa,
ou seja, var(εi) = σ2

i = 0.52 x2
i ;

(ii) duas distribuições t5, isto é, não normais e com maior potencial
no que respeita à geração de outliers, mas com estrutura de
variância igual à das duas normais anteriores, respectivamente.

Na Tabela 4.1 estão descritas as várias situações (o factor multiplica-
tivo

√
3/5 nos casos da distribuição t tem por objectivo fazer com

que var(εi) seja igual nos casos normal e t, uma vez que a variância
de uma variável aleatória com distribuição tν é ν/(ν − 2)).

Tabela 4.1 Quatro estruturas para os erros de yi = xi + εi.

Erros Situação

NH εi ∼ N (0, 0.52) Normal homocedástica

NnH εi ∼ N (0, 0.52x2
i ) Normal heterocedástica

T5H εi ∼ t5 × 0.5 ×
√

3
5 Não normal homocedástica

T5nH εi ∼ t5 × 0.5 ×
√

3
5 xi Não normal heterocedástica

Com base em cada um dos modelos assim definidos foram realiza-
das 1000 simulações com 50 observações cada uma, geradas da forma
já descrita. A Figura 4.1 mostra os gráficos de dispersão de 50 ob-
servações correspondentes a uma única simulação, nos quatro casos
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considerados. Nota-se claramente a dispersão afunilada nas situações
de heterogeneidade e também o aparecimento de algumas observações
mais afastadas quando se passa das distribuições normais para as dis-
tribuições t.
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Figura 4.1 Gráficos de dispersão das 50 observações de uma simu-
lação para cada uma das distribuições dos erros descritas na Tabela
4.1.

A Tabela 4.2 apresenta os resultados das 1000 simulações. Relati-
vamente às estimativas pontuais dos parâmetros são indicadas as mé-
dias das 1000 estimativas obtidas (deve estar próximo do verdadeiro
valor se os estimadores forem centrados) e entre parêntesis o res-
pectivo desvio padrão (que corresponde a uma estimativa do erro
padrão associado à estimativa pontual). Para os intervalos de confi-



168 Regressão

Tabela 4.2 Resultados da simulação relativa ao modelo y1 = xi + εi

(método dos mı́nimos quadrados).

NH NnH T5H T5nH

β̂0 0.004 (0.165) 0.001 (0.393) −0.002 (0.165) −0.008 (0.396)

IC(β0) 0.659 (0.068) 2.206 (0.278) 0.660 (0.110) 2.179 (0.425)

α̂ 0.944 0.995 0.953 0.994

β̂1 0.998 (0.050) 0.993 (0.176) 1.000 (0.050) 1.007 (0.179)

IC(β1) 0.199 (0.021) 0.665 (0.084) 0.199 (0.033) 0.657 (0.128)

α̂ 0.946 0.937 0.956 0.938

ança indicam-se a média dos comprimentos dos intervalos, o desvio
padrão dos mesmos (entre parêntesis) e, na segunda linha, a estima-
tiva da probabilidade de cobertura (α̂), calculada como a proporção
de vezes, nas 1000 simulações, em que o intervalo obtido contém o
valor do parâmetro. α̂ corresponde a uma estimativa do verdadeiro
ńıvel de confiança dos intervalos (α), o qual pode ser diferente do
ńıvel especificado (95%) se o método não for adequado.

Note-se que no caso NnH a falta de homogeneidade pode ser con-
trolada usando o método dos mı́nimos quadrados ponderados, que é
o método correcto para esta situação (também aqui se pode mostrar
que coincide com o método da máxima verosimilhança se for assu-
mida a normalidade dos erros). A não homogeneidade pode ser in-
corporada no modelo (4.2), y = Xβ + ε, alterando a estrutura dos
erros de var(ε) = σ2I para var(ε) = σ2V. No caso em considera-
ção, erros com variâncias distintas, V é uma matriz diagonal onde
cada elemento da diagonal corresponde a var(εi)/σ

2 (V não diago-
nal corresponde a uma estrutura com erros correlacionados, nesse
caso o método associado costuma ser designado por mı́nimos quadra-
dos generalizados, podendo os mı́nimos quadrados ponderados ser
considerados como um caso particular dos mı́nimos quadrados gene-
ralizados). Na Tabela 4.3 apresentam-se em paralelo os resultados
que permitem fazer inferências sobre os parâmetros do modelo de re-
gressão nas duas situações, mı́nimos quadrados e mı́nimos quadrados
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Tabela 4.3 Expressões que permitem fazer inferências sobre os
parâmetros do modelo de regressão quando se usa o método dos
mı́nimos quadrados e o método dos mı́nimos quadrados pondera-
dos/generalizados.

Mı́nimos Mı́nimos quadrados
quadrados ponderados/generalizados

Modelo y = Xβ + ε y = Xβ + ε

Estrutura E(ε) = 0 E(ε) = 0
dos erros var(ε) = σ2I var(ε) = σ2V

Função a
minimizar

(y − Xβ)T (y − Xβ) (y − Xβ)T V−1(y − Xβ)

Estimativas β̂ = (XT X)−1XT y β̂ = (XT V−1X)−1XT V−1y

Prop. dos E(β̂) = β E(β̂) = β

estimadores var(β̂) = (XT X)−1σ2 var(β̂) = (XT V−1X)−1σ2

Outras v̂ar(β̂) = (XT X)−1σ̂2 v̂ar(β̂) = (XT V−1X)−1σ̂2

estimativas σ̂2 =
SSE

n− p
σ̂2 =

SSE

n− p

SSE = SSE =

= yT y − β̂
T
XT y = yT V−1y − β̂

T
XT V−1y

Se ε ∼ Nn β̂ ∼ Np+1 β̂ ∼ Np+1

β̂i − βi√
v̂ar(βi)

∼ tn−p
β̂i − βi√
v̂ar(βi)

∼ tn−p

(
com v̂ar(βi) ≡

[
v̂ar(β̂)

]

ii

)
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Tabela 4.4 Resultados da simulação relativa ao modelo y1 = xi + εi

(método dos mı́nimos quadrados ponderados).

NnH T5nH

β̂0 0.008 (0.240) −0.003 (0.253)

IC(β0) 0.969 (0.101) 0.970 (0.162)

α̂ 0.946 0.949

β̂1 0.995 (0.132) 1.000 (0.134)

IC(β1) 0.524 (0.054) 0.525 (0.087)

α̂ 0.943 0.952

ponderados/generalizados.3 Note-se que os resultados da segunda co-
luna (mı́nimos quadrados ponderados/generalizados) coincidem com
os resultados dos mı́nimos quadrados se aplicados a um modelo trans-
formado que resulta do modelo original (4.2) pela multiplicação à es-
querda por V−1/2. No presente estudo tem-se σ2 = 0.52 e V é uma
matriz diagonal de dimensão 50×50, com vii = x2

i , i = 1, . . . , 50. As-
sim V−1/2 também é uma matriz diagonal, em que os elementos da
diagonal são os pesos wi = 1/

√
vii = 1/xi. O método dos mı́nimos

quadrados ponderados foi também aplicado ao caso de não homo-
geneidade, T5nH, embora aqui os resultados relativos à precisão das
estimativas não sejam exactos, devido à não normalidade.

Os resultados da simulação usando o método dos mı́nimos quadra-
dos ponderados são apresentados na Tabela 4.4 em formato seme-
lhante ao descrito para a Tabela 4.2 (só para as situações NnH e
T5nH, como é evidente).

Da análise das Tabelas 4.2 e 4.4 podem obter-se várias conclusões:

(i) As médias das estimativas de β0 e β1 são muito próximas dos
verdadeiros valores em todos os casos experimentados. Este re-
sultado não é de estranhar, uma vez que a teoria garante que
os estimadores dos mı́nimos quadrados (e dos mı́nimos quadra-
dos ponderados) são centrados seja qual for a distribuição dos

3Quando V envolve parâmetros, as expressões indicadas só são válidas se estes
forem conhecidos.
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erros, a única condição necessária é que o valor esperado dos
erros seja nulo, o que acontece nos quatro cenários simulados.

(ii) Apesar das médias das estimativas dos parâmetros sugerirem
um bom desempenho em condições que não são as ideais, verifi-
ca-se que as médias das amplitudes dos intervalos de confiança
(as quais estão relacionadas com a variância, ou com a eficiência,
dos estimadores) nas duas situações não homogéneas mostram
aumentos substanciais em relação às correspondentes situações
homogéneas, mais concretamente, aumentos superiores a 300%.
O mesmo se passa, claro, com as estimativas do erro padrão,
cujo acréscimo chega a ultrapassar os 400%.

(iii) As estimativas da probabilidade de cobertura estão geralmente
próximas do valor nominal α = 95%. No entanto, em certos
casos, como por exemplo em NnH para β0, tem-se que α̂ é
bastante superior a 95%, o que é compat́ıvel com o facto dos
respectivos intervalos terem grande amplitude.

(iv) A acção dos mı́nimos quadrados ponderados sobre a hetero-
geneidade melhora a precisão das estimativas e reduz os com-
primentos dos intervalos de confiança, os quais ficam, no en-
tanto, sempre superiores aos correspondentes no caso homogé-
neo. Este resultado é de certa foram esperado, uma vez que
se estão a introduzir no modelo erros com maior variabilidade
para todas as observações com excepção das 10 primeiras.

(v) O caso com resultados mais gravosos é o caso T5nH onde a he-
terocedasticidade se junta à não normalidade, mas ainda assim
estes resultados não são muito diferentes dos que se obtêm no
caso NnH, o que leva a pensar que os desvios da situação ideal
NH são causados essencialmente, neste exemplo, pela inclusão
da heterogeneidade, sendo a falta de normalidade introduzida
pela distribuição t pouco significativa. Este resultado acaba por
não ser de todo estranho pois por construção os erros normais
e não normais têm a mesma variância, e quer a variabilidade
das estimativas, quer o comprimento médio dos intervalos de
confiança apenas reflectem aquele parâmetro. Assim, o que é
natural é que a não normalidade se faça sentir em efeitos de
ordem superior, tais como a variabilidade do comprimento dos
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intervalos de confiança. De facto comparando os valores dos
desvios padrões dos comprimentos dos intervalos de confiança
apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.4, entre os casos normais e
t correspondentes (isto é, NH com T5H e NnH com T5nH),
verifica-se que os associados aos erros com distribuição t são
cerca de 50% a 60% superiores aos associados aos erros com
distribuição normal.

(vi) É também de referir que os resultados experimentais observados
estão em grande concordância com os valores teóricos calculados
a partir das fórmulas da Tabela 4.3, o que atesta a validade do
estudo de simulação. No caso homogéneo (independentemente
de a distribuição de εi ser normal ou t) tem-se, com XT dada
em (4.3) e σ2 = 0.52,

var(β̂) = (XT X)−1σ2 =

[
0.0275 −0.0075

−0.0075 0.0025

]
,

o que significa que os verdadeiros erros padrão de β̂0 e β̂1 são,
respectivamente,

√
0.0275 ' 0.166 e 0.05, enquanto que, con-

sultando a Tabela 4.2 se verifica que os valores estimados com
base na simulação foram, respectivamente, 0.165 e 0.050. Já no
caso não homogéneo, e utilizando os estimadores dos mı́nimos
quadrados ponderados, conclui-se que

var(β̂) = (XT V−1X)−1σ2 =

[
0.0593981 −0.0271251

−0.0271251 0.01738714

]
,

pelo que os valores teóricos são 0.244 e 0.132, e os valores expe-
rimentais são (da Tabela 4.4) dados por 0.240 e 0.132, no caso
NnH, e por 0.253 e 0.134, no caso T5nH. Finalmente quando se
aplica o método dos mı́nimos quadrados aos dados não homogé-
neos, conclui-se que a variância de β̂ não é dada por nenhuma
daquelas expressões, mas sim, uma vez que se usa o estimador
β̂ = (XT X)−1XT y e se tem var(y) = var(ε) = σ2V, por

var(β̂) = var
(
(XT X)−1XT y

)
=

= (XT X)−1XT V
(
(XT X)−1XT

)T
σ2 =

= (XT X)−1XT VX(XT X)−1σ2. (4.4)

Fazendo os cálculos obtém-se

var(β̂) =

[
0.154 −0.063

−0.063 0.031

]
,
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pelo que os valores teóricos são 0.392 e 0.176, e os valores expe-
rimentais são (da Tabela 4.2) dados por 0.393 e 0.176, no caso
NnH, e por 0.396 e 0.179, no caso T5nH. Deve ainda notar-se
que a fórmula usada para estimar os erros padrão que são poste-
riormente usados em cada simulação para calcular os intervalos
de confiança quando se está nesta situação (aplicação dos mı́ni-
mos quadrados ordinários ao caso não homogéneo), é a fórmula
do lado esquerdo da Tabela 4.3 a qual é deduzida assumindo
que os erros são homogéneos e não está de facto a estimar a
verdadeira variância de β̂, dada por (4.4). Esta constitui mais
uma fonte de erro para os intervalos de confiança.

4.2.2 Presença de outliers

Outliers são observações extremas que se encontram de tal forma
afastadas da maioria dos dados que surgem dúvidas sobre se elas
poderão ou não ter sido geradas pelo modelo proposto para explicar
essa maioria dos dados. Os outliers tanto podem corresponder a erros
de medição, a erros de cálculo ou outros erros de origem diversa, como
a observações genúınas contendo informação relevante que surge em
consequência de interacções muitas vezes dif́ıceis de localizar.

Note-se que a presença de outliers genúınos pode querer dizer que
o modelo proposto não é adequado e que deve ser reformulado. Por
exemplo, no contexto do modelo normal a presença de outliers pode
significar que o verdadeiro modelo é um modelo de caudas mais pe-
sadas, o que equivale a dizer que a hipótese de normalidade não é
respeitada.

A presença de outliers num conjunto de dados é sempre um motivo
de reflexão para o cientista, preocupado em entender o verdadeiro
sinal que lhe é dado pelo aparecimento de um outlier. O cientista
desejará saber se:

(i) afinal o outlier não é outlier mas sim um ponto do próprio
modelo podendo portanto ser acomodado por ele;

(ii) o outlier é claramente um erro;

(iii) o outlier é o resultado de considerações ou hipóteses inade-
quadas sobre o modelo;

(iv) o modelo deverá ser reformulado e como fazê-lo.
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O interesse pelos outliers no contexto da estimação pelos mı́nimos
quadrados resulta do facto da regressão poder ser atráıda de forma
eventualmente exagerada para o ou os outliers, em face do critério de
minimização dos quadrados dos reśıduos, conduzindo a um modelo
enganador se o outlier for um verdadeiro erro e não houver evidência
clara para o reconhecer. É claro que o reconhecimento de um outlier
não informativo levaria eventualmente à sua eliminação do conjunto
inicial dos dados.

Para perceber melhor os problemas que a presença de observações
extremas pode causar à estimação dos mı́nimos quadrados é conve-
niente distinguir vários tipos de outliers e exemplificar as consequên-
cias da sua acção, o que será feito aqui usufruindo das vantagens de
simplicidade e clareza que a regressão linear simples proporciona:

(i) Outlier de regressão – trata-se de um ponto que se afasta bas-
tante da estrutura linear evidenciada pela massa principal dos
dados e que influencia de forma inconveniente a estimação, con-
duzindo a modelos ajustados impróprios. Este tipo de outlier
é identificado pela análise simultânea da variável resposta e da
variável explicativa, mas há outros tipos de outliers que são
identificados considerando as variáveis separadamente.

(ii) Outlier em x (ponto de leverage ou alavanca) é um ponto que é
um outlier em relação à coordenada x, isto é, cuja coordenada
x está muito afastada das suas congéneres. Este é um ponto
que pode ter uma grande influência na estimação (mau ponto
de leverage), ou não ter uma grande influência na estimação
(bom ponto de leverage), sendo por isso um potencial outlier
de regressão.

(iii) Outlier em y – um ponto que é outlier em relação à coordenada
y. Na prática pode ser ou não um outlier de regressão.

(iv) Outlier em (x, y) – um ponto que é outlier nas duas coorde-
nadas. Este pode também ser ou não um outlier de regressão.

Exemplo 4.2. Para ilustrar as várias situações acabadas de descrever
considerou-se um conjunto de 12 pontos (artificiais) ao qual foi ajus-
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tada a recta

ŷso = β̂0 + β̂1 x.

Ao conjunto de 10 pontos juntou-se um outlier Wi, i = 1, 2, 3, 4, e
ajustou-se a recta

ŷco = β̂∗
0 + β̂∗

1 x.

Os outliers considerados foram os seguintes:

Wi x y Descrição
W1 4 8 Outlier de regressão
W2 5.5 10 Outlier em y e de regressão
W3 10 11 Outlier em x e em y mas não de regressão
W4 10 4 Outlier em x e de regressão

Note-se que o ponto W3 corresponderá a um bom ponto de leverage
enquanto o ponto W4 corresponderá a um mau ponto de leverage.

A Figura 4.2 mostra o diagrama de dispersão dos 12 pontos ori-
ginais, a recta de regressão estimada só com esses pontos (ŷso) e a
posição relativa dos outliers, W1, . . . ,W4. Na Tabela 4.5 apresentam-
se as estimativas dos parâmetros do modelo (incluindo σ) e os valores
do coeficiente de determinação (R2) para cada situação. O efeito dos
outliers pode também ser apreciado nos gráficos da Figura 4.3 que
mostram a posição relativa das rectas ŷso e ŷco para cada um dos
cenários.

Tabela 4.5 Estimativas dos parâmetros do modelo de regressão e
valores do coeficiente de determinação para os 12 pontos originais
(sem outliers) e com cada um dos outliers, W1, . . . ,W4.

Caso β̂0 β̂1 σ̂ R2

sem outliers 0.821 1.041 0.374 0.936
com W1 2.005 0.859 0.911 0.622
com W2 0.936 1.067 1.062 0.634
com W3 0.946 1.015 0.359 0.966
com W4 4.824 0.240 1.498 0.083
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Figura 4.2 Diagrama de dispersão dos 12 pontos originais, recta
de regressão estimada com esses pontos (ŷso) e posição relativa dos
outliers, W1, . . . ,W4.

Da observação da Tabela 4.5 e dos gráficos da Figura 4.3 podem
avançar-se os seguintes comentários.

• Como esperado o pior efeito sobre as estimativas pontuais de
β0 e β1 é produzido pelo mau ponto de leverage W4. Pelo
contrário, o bom ponto de leverage W3 provoca apenas uma
pequena alteração naquelas estimativas (a alteração seria nula
se o ponto estivesse exactamente sobre a recta ŷso).

• Em relação à estimativa de σ e ao valor do coeficiente de deter-
minação verifica-se que o pior efeito é também o do ponto W4

(que em relação ao valor de R2 pode mesmo qualificar-se como
desastroso). Por seu lado o bom ponto de leverage acaba por
ter um efeito positivo nestes indicadores.

• Aparentemente os pontos W1 e W2 têm uma pequena influên-
cia nas rectas ajustadas (ver Figura 4.3), no entanto analisando
com mais cuidado verifica-se que há efeitos elevados quer em σ̂
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3

4

5

6

7

8

9

10

11

3 4 5 6 7 8 9 10

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
W1

y

x 3

4

5

6

7

8

9

10

11

3 4 5 6 7 8 9 10

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
W2

y

x

3

4

5

6

7

8

9

10

11

3 4 5 6 7 8 9 10

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
W3

y

x 3

4

5

6

7

8

9

10

11

3 4 5 6 7 8 9 10

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
W4

y

x

Figura 4.3 Posição relativa das rectas ŷso (a tracejado) e ŷco (a
cheio) para cada um dos outliers, W1, . . . ,W4.

quer em R2 que teriam consequências nefastas na análise global
do modelo (qualidade do ajustamento e testes de hipóteses ou
intervalos de confiança para β0 e β1).

• É também importante analisar a influência ao ńıvel dos reśı-
duos. Por exemplo os reśıduos de ŷco com os pontos W1 e W4

poderiam sugerir a correlação sucessiva dos erros.
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Em Neter et al. (1996) apresentam-se vários procedimentos, uns in-
formais4 e outros mais ou menos formais,5 para usar de foram sis-
temática, com vista a efectuar o diagnóstico das deficiências já referi-
das, e indicam-se os respectivos remédios.6 À aplicação destes remé-
dios deve seguir-se novo processo de diagnóstico para verificar se as
deficiências detectadas foram ou não eliminadas.

Como se refere na última nota de rodapé um dos remédios pre-
conizados para atacar as deficiências do método dos mı́nimos quadra-
dos quando as condições ideais não se verificam é o método da re-
gressão robusta cujo estudo vai ser feito a seguir.

4.3 Métodos robustos de regressão

A proposta de regressão robusta surge como alternativa a um pro-
cedimento que não é invulgar na prática e que consiste em retirar,
do conjunto de dados a que se vai ajustar um modelo de regressão,
os outliers que, aparentemente não satisfazendo o modelo, também
não são claramente verdadeiros erros. A razão deste procedimento re-
sulta da indesejável sensibilidade que o método dos mı́nimos quadra-
dos, tradicionalmente usado no modelo de regressão, apresenta em
relação a outliers. De facto, uma única observação excepcionalmente
distante da massa central dos dados pode distorcer por completo o
resultado do ajustamento, dando uma indicação errada da associação
entre as variáveis em estudo.

Traduzindo a referida ideia de distorção em termos mais formais e

4Análise gráfica dos reśıduos e de combinações variadas, em pares, de variáveis
explicativas.

5Diversas análises de reśıduos, estandardizados e semi-studentizados, para
identificação de outliers; matriz chapéu e medidas de identificação de casos in-
fluentes – DFITS, DBETAS e distância de Cook; testes relativos a variância
constante, teste de Levene modificado; testes relativos às correlações entre os er-
ros, teste de Durbin-Watson. A utilização destes procedimentos nem sempre tem
o sucesso esperado, especialmente em presença de vários outliers, devido ao efeito
de mascaramento (masking).

6Transformações com vista a tornar os erros com distribuição próxima da
normal, aproximadamente não correlacionados, com variâncias aproximadamente
iguais e a tornar a relação de regressão linear. Usar mı́nimos quadrados pesados
para tratar o problema da desigualdade das variâncias dos erros e a regressão
robusta para tratar do problema criado pela existência de outliers influentes no
conjunto de dados em estudo.
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quantitativos pode dizer-se que os estimadores dos mı́nimos quadra-
dos têm um ponto de rotura igual a zero e uma função de influência
ilimitada.

O objectivo da regressão robusta consiste em reduzir a influência
dos outliers permitindo que eles façam parte dos dados e permaneçam
no processo de estimação, em vez da alternativa radical de, pura e
simplesmente os eliminar.7

Em termos muito genéricos e algo simplistas pode dizer-se que a
regressão robusta actua de modo a atribuir “pesos” às observações,
consoante a influência que exercem no processo de estimação. A
observações a que correspondem reśıduos de grande magnitude será
atribúıdo um menor “peso”. O método dos mı́nimos quadrados não
tem essa preocupação e, por isso, ao atribuir o mesmo “peso” (igual a
1) a todas as observações, deixa os outliers livres de exercerem a sua
total influência. Ao limitar a influência dos outliers a regressão ro-
busta propõe-se realizar um ajustamento que reflicta principalmente
a contribuição da maioria dos dados.

Exemplo 4.3. Para espreitar ainda de maneira informal a acção da
regressão robusta consideram-se os dados da Tabela 4.6 retirados da
colecção de exerćıcios usada nas aulas práticas da disciplina de Pro-
babilidades e Estat́ıstica do Instituto Superior Técnico, sendo que y1
foi alterado de 4.3 para 6.0. Os dados representam o consumo médio
de energia (Y ), em KW, por agregado familiar durante 10 dias de um
mês de Inverno numa cidade, e a temperatura média diária (X), em
0C.

A Figura 4.4 mostra o gráfico dos dados e a recta de regressão dos
mı́nimos quadrados: (a) com todos os pontos e (b) sem a primeira
observação da tabela. O gráfico sugere que a observação (15, 6.0) é
um outlier de regressão, embora não seja outlier nem em x nem em
y. A recta foi claramente atráıda pelo outlier e as estimativas dos
coeficientes e respectivos intervalos de confiança foram alterados de
forma significativa, quando comparados com as estimativas obtidas
sem aquele ponto, como mostra a Tabela 4.7.

Em seguida acrescentaram-se ao gráfico da Figura 4.4 rectas de
regressão robustas (obtidas pelos métodos aqui representados pelas

7Até porque em problemas com muitas variáveis explicativas a sua detecção é
muito dif́ıcil e portanto a sua eliminação é imposśıvel.
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Tabela 4.6 Dados relativos a consumo médio de energia (yi) e tem-
peratura média diária (xi).

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xi 15 14 12 14 12 11 11 10 12 13
yi 6.0 4.4 5.3 4.6 5.5 5.9 5.7 6.2 5.2 5.0

Tabela 4.7 Resultados do ajustamento do modelo de regressão linear
simples (pelo método dos mı́nimos quadrados) aos dados da Tabela
4.6, com todas as observações e retirando a primeira.

Dados β̂0 β̂1 R2 IC95%(β0) IC95%(β1)
Todos 7.88 −0.20 0.53 (4.63, 11.13) (−0.46, 0.06)

Sem a 1a. obs. 10.45 −0.42 0.97 (9.58, 11.31) (−0.50,−0.35)
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Figura 4.4 Consumo de energia versus temperatura: gráfico de dis-
persão com regressões dos mińımos quadrados, (a) com todos os pon-
tos e (b) sem o primeiro ponto.
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Figura 4.5 Consumo de energia versus temperatura: gráfico de dis-
persão com regressões robustas.

siglas L1, LTS, M, MM e S e que serão descritos a seguir). Como se
observa na Figura 4.5 as rectas de regressão robustas estão próximas
da recta de regressão dos mı́nimos quadrados obtida com base nos 9
pontos. Isto significa que os métodos de regressão robusta utilizados
dão um “peso” muito pequeno ao outlier, o que é consistente com o
resultado dos mı́nimos quadrados com 9 pontos, que por sua vez é
equivalente a dar “peso” zero ao ponto que foi retirado.

O interesse pela regressão robusta tem levado ao desenvolvimento
de muitos métodos robustos de estimação dos parâmetros do modelo
de regressão.8 A seguir descrevem-se vários dos métodos mais conhe-
cidos.

8Sem perigo de confusão usam-se indistintamente os termos “métodos” e “es-
timadores”.
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4.3.1 Mı́nimos desvios absolutos

O método dos mı́nimos desvios absolutos (ou método LAD, de Least
Absolute Deviations), também conhecido por mı́nimos erros absolu-
tos, mı́nimo valor absoluto ou método de regressão L1, é semelhante
ao método dos mı́nimos quadrados no sentido em que procura en-
contrar a regressão que se ajusta o melhor posśıvel a um conjunto de
dados. Porém, em vez de operar sobre a soma dos quadrados dos reśı-
duos, este método opera antes sobre a soma dos reśıduos absolutos,
isto é, pretende obter β̂ que minimiza

n∑

i=1

∣∣∣yi − (β̂0 + β̂1xi1 + . . .+ β̂p−1xi,p−1)
∣∣∣ =

n∑

i=1

|ei|,

ou seja, o método dá a mesma importância a todos os reśıduos quer
sejam grandes quer sejam pequenos, ao passo que os mı́nimos quadra-
dos ampliam a importância dos reśıduos de grande valor absoluto e
reduzem a importância dos reśıduos de pequeno valor absoluto. Note-
se ainda que ao usar o critério dos mı́nimos quadrados se pode garan-
tir que a soma (ou a média) dos reśıduos é zero, enquanto que quando
se usa o critério dos mı́nimos desvios absolutos o que se pode garantir
é que a mediana dos reśıduos é nula.

Como já se referiu, o método é anterior ao método dos mı́nimos
quadrados e, contrariamente a este, largamente procurado e utilizado,
tem-se verificado que o seu uso ao longo dos tempos tem sido modesto,
possivelmente devido às complicações computacionais que no passado
eram geralmente dif́ıceis de ultrapassar. Contudo o método tem van-
tagens sobre o método dos mı́nimos quadrados por ser robusto na pre-
sença de certo tipo de outliers, concretamente os outliers em y. Este
comportamento pode ser explicado pelo facto do valor absoluto dos
reśıduos dar menos ênfase às observações extremas do que o critério
dos mı́nimos quadrados que considera o quadrado dos reśıduos. Con-
tudo o método é extremamente senśıvel a outliers em x, podendo a
presença destes, no caso da sua magnitude ser grande, deturpar com-
pletamente o ajustamento. Por esta razão o seu ponto de rotura é
zero.9 Outro aspecto que não abona em favor deste método é a sua

9No entanto quando, por imposição de delineamento experimental, não há
possibilidade de haver outliers em x, o ponto de rotura dos estimadores LAD da
regressão é positivo. Ellis e Morgenthaler (1992) mostram que nesse contexto o
ponto de rotura pode ser igual a 1/4 independentemente do número de variáveis
explicativas.
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Figura 4.6 Diagrama de dispersão e recta de regressão obtida
pelo método LAD para um conjunto de cinco pontos artificiais.
Acrescentou-se ao conjunto original o ponto W e obteve-se a recta
de regressão dos mı́nimos desvios absolutos também representada e
que passa por W .

instabilidade, contrariamente ao método dos mı́nimos quadrados que
é estável.10 A situação é semelhante ao que se passa com os mı́ni-
mos quadrados aplicados a dados colineares, mas com o método LAD
os dados podem estar mesmo longe da colinearidade. Acresce ainda
que, contrariamente ao que acontece com os mı́nimos quadrados, que
produzem uma solução que é única e pode ser obtida explicitamente
por via anaĺıtica, este método pode conduzir a múltiplas soluções e
quaisquer que elas sejam só podem ser aproximadas por via numérica,
iterativa e habitualmente assente em programação linear.

Há ainda uma particularidade curiosa do método LAD: a recta dos
mı́nimos desvios absolutos ajustada ao conjunto de dados

{(xi, yi), i = 1, . . . , n} ,

contém pelo menos dois dos seus pontos, a menos que haja soluções
múltiplas, caso em que essas soluções ficam limitadas por duas rec-
tas que contêm pelo menos dois pontos dos dados. Esta propriedade

10Um método de estimação diz-se instável se pequenas alterações nos dados
provocam variações súbitas (descont́ınuas) nas estimativas.
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Figura 4.7 Diagrama de dispersão e recta de regressão obtida pelo
método LAD para um conjunto de cinco pontos. Fez-se variar a or-
denada do ponto de abcissa x = 3 ao longo da linha a tracejado e
observaram-se as variações para os dois coeficientes da recta dos mı́-
nimos desvios absolutos (ver Figura 4.8).

única ajuda também a compreender a instabilidade e a robustez do
método relativamente a outliers em y. Se a recta passa sempre por
dois pontos, então logo que o conjunto de dados é alterado, a recta
poderá saltar bruscamente em vez de reagir movendo-se continua-
mente, mas certamente que evitará os pontos outliers pois a inclusão
destes não contribui para diminuir a soma dos reśıduos absolutos, a
não ser que eles estejam muito afastados em x (pontos de leverage),
caso em que constituem uma atracção que pode ser fatal. Nas Fi-
guras 4.6, 4.7 e 4.8 ilustram-se estas afirmações recorrendo a dados
artificiais com outliers em x e y, respectivamente. Com os dados
reais do Exemplo 4.5, apresentado mais adiante, observa-se também
a atracção da recta LAD pelos pontos de leverage (ver Figura 4.11),
o que mostra que este problema não é um problema só de dados
artificiais de muito pequena dimensão.

Finalmente é preciso destacar que os estimadores obtidos por esta
via perdem muita eficiência em presença de erros normais. É evidente
que se os erros não forem normais pode suceder o contrário. Bassett
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Figura 4.8 Variação observada nos coeficientes da recta dos mı́nimos
desvios absolutos quando se faz variar a ordenada do ponto de abcissa
x = 3. Estes resultados ilustram simultaneamente a instabilidade e
a robustez, pois registam-se variações súbitas (instabilidade) mas a
variação global é pequena e limitada (robustez).

e Koenker (1978) mostram que este estimador é mais eficiente que o
dos mı́nimos quadrados para todas as distribuições dos erros para as
quais a mediana é um estimador do parâmetro de localização mais
eficiente que a média. Isto remete directamente para a observação fi-
nal feita no Exemplo 3.2 (página 106), permitindo concluir que se os
erros seguirem uma distribuição de Laplace então o estimador dos mı́-
nimos desvios absolutos é o estimador mais eficiente dos parâmetros
da regressão devido a coincidir com o estimador de máxima verosi-
milhança. Por estas razões a recta dos mı́nimos desvios absolutos é
considerada uma generalização da mediana univariada. Não é assim
de estranhar que sofra dos mesmos problemas de instabilidade local.

Com tantas dificuldades associadas ao critério LAD, não admira a
postura de Gauss ao defender que os mı́nimos quadrados são prefeŕı-
veis quando os erros são normais.

O método LAD é geralmente invocado, muitas vezes talvez de forma
leviana, quando se pretende sugerir um método sem os perigos dos
mı́nimos quadrados, mas a história da sua actuação na prática é curta.
O método não é muito requerido na prática, mas tem servido para
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inspirar a procura de outros métodos que não se deixem perturbar
por outliers em x, isto é, que tenham um maior ponto de rotura, e
melhorem a sua eficiência perante dados normais.

4.3.2 Estimadores-M

Como já se deixou antever no Caṕıtulo 3, os estimadores-M cons-
tituem uma ferramenta de grande potencial para os mais variados
problemas da estat́ıstica robusta. Foi já vista a sua contribuição fun-
damental na estimação da localização e escala de modelos estat́ısticos.
Pretende-se agora apreciar o papel destes estimadores no contexto da
regressão.

Os estimadores-M em regressão, introduzidos em Huber (1973),
são obtidos com base num procedimento que pode ser visto como
uma extensão natural do critério dos mı́nimos quadrados. Em vez de
estimar β, no modelo (4.2), minimizando a soma dos quadrados dos
reśıduos, isto é,

n∑

i=1

e2i =

n∑

i=1

(
yi − xT

i β̂
)2

,

porque não pensar em minimizar antes outra função dos reśıduos, ou
seja,

β̂ minimiza

n∑

i=1

ρ(ei) ?

Note-se que, uma vez que ei depende de yi, xi e β̂, esta expressão é
um caso particular da expressão (3.40) que figura na definição geral
(Definição 3.8) de um estimador-M, com Xi ≡ (yi,xi).

Sendo assim, β̂, o estimador dos mı́nimos quadrados é um estimador-
M, onde ρ(u) = u2. E o mesmo acontece quando β̂ é o estimador
LAD, pois

β̂ minimiza

n∑

i=1

|ei| =

n∑

i=1

ρ(ei) ,

com ρ(u) = |u|.
Como já se explicou na Secção 3.2, minimizar

∑n
i=1 ρ(ei) é equivalente

a resolver o sistema de equações
n∑

i=1

∂

∂β̂
ρ(yi − xT

i β̂) = 0,
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ainda equivalente a
n∑

i=1

ψ(ei)xi =

n∑

i=1

ψ(yi − xT
i β̂)xi = 0, (4.5)

onde ψ = ρ′. Contrariamente ao que acontece com os estimadores dos
mı́nimos quadrados e com os estimadores LAD, os estimadores-M com
função ψ geral não são equivariantes em relação à escala, de forma
que para conseguir esta propriedade desejável é preciso proceder a
uma transformação substituindo ei por ei/σ̂, onde σ̂ é uma estimativa
robusta (normalmente é usado o MAD) do factor de escala, ou melhor
do parâmetro de escala (σ) da distribuição dos erros, εi (ver a Secção
3.2.3). Nestas condições (4.5) toma a forma

n∑

i=1

ψ
(ei

σ̂

)
xi =

n∑

i=1

ψ

(
yi − xT

i β̂

σ̂

)
xi = 0. (4.6)

Para conseguir estimadores-M com ńıveis de robustez e eficiência de-
sejáveis é preciso escolher judiciosamente a função ψ, de forma idên-
tica àquela que foi explicada para os estimadores-M de localização.
Por exemplo, escolhendo para ψ a função de Huber (ver página 108)
o estimador-M de β é mais eficiente do que o correspondente estima-
dor LAD para erros com distribuição normal e é robusto em relação
a outliers em y. Contudo o estimador não é robusto em x, a não
ser que o delineamento possa evitar o aparecimento de outliers em
x. No caso das variáveis explicativas serem aleatórias, outliers em x
afectam directamente as equações (4.5) (ou as equações (4.6)). As
estimativas tornam-se pouco cred́ıveis e um só desses outliers pode
conduzir a estimadores sem sentido, o que é equivalente a dizer que
o ponto de rotura relativamente às variáveis explicativas é zero.

E é pena que estimadores tão ricos e abrangentes sofram deste
defeito. Embora o seu interesse para a obtenção de estimadores de
regressão, no contexto que acaba de ser apresentado, seja actualmente
considerado apenas de valor histórico, a verdade é que a estrutura
conceptual dos estimadores-M proporciona a construção de novos e
melhores estimadores, como se verá a seguir.

4.3.3 Estimadores-M generalizados

Para contornar esta dificuldade dos estimadores-M foi pensada uma
estratégia que consiste em associar um peso wi a xi com o objectivo
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de limitar a influência de xi, sendo que wi deve ser tanto menor
quanto mais extremo, mais influente, for xi.

Assim surgiram os estimadores-M generalizados (estimadores-GM),
por vezes designados por estimadores de influência limitada. Duas
famı́lias deste tipo de estimadores bem conhecidas (ver Hampel et
al., 1986, Cap. 6) são:

• Estimadores de Mallows que são solução das equações

n∑

i=1

wi(xi)ψ
(ei

σ̂

)
xi = 0,

equação do tipo dos mı́nimos quadrados pesados.

• Estimadores de Schweppe, que são solução das equações

n∑

i=1

wi(xi)ψ

(
ei

wi(xi)σ̂

)
xi = 0,

perseguindo a ideia de dar pesos não só a xi como também aos
reśıduos de forma a que pesos menores são dados a reśıduos ei

correspondentes a xi com pesos pequenos.

Os estimadores-GM têm algumas propriedades com muito interesse
(Maronna et al., 2006), mas apresentam várias dificuldades, sendo
talvez a mais impressionante a que se refere ao ponto de rotura, que
se mostra ser decrescente para zero com o valor de p.

Esta desvantagem dos estimadores de influência limitada não ar-
refece a pesquisa para encontrar novos e melhores estimadores, em
particular, e naturalmente, estimadores que se desejam com elevado
ponto de rotura (independentemente do número de variáveis explica-
tivas). Os estimadores da mı́nima mediana dos quadrados (ou LMS
de Least Median of Squares), dos mı́nimos quadrados aparados (ou
LTS de Least Trimmed Squares) e estimadores-S são exemplos de
estimadores caracterizados por possúırem ponto de rotura elevado e
vão ser apresentados a seguir.

4.3.4 Mı́nima mediana dos quadrados (LMS)

Os vários estimadores apresentados anteriormente foram obtidos pen-
sando na função objectivo dos reśıduos dos mı́nimos quadrados que
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é preciso minimizar, e alterando a parte que envolve os reśıduos,
ρ(ei) = e2i , mas mantendo o somatório. O estimador LMS foi criado,
Rousseeuw (1984), ao ser perseguida uma ideia diferente: em vez
de alterar ρ(ei) = e2i porque não modificar também o somatório
substituindo-o por outro operador que seja robusto, como a mediana,
por exemplo? O resultado é a definição de estimador LMS, ou seja o
estimador que minimiza a mediana dos quadrados dos reśıduos:

β̂LMS minimiza medi (ei)
2 .

A mesma definição pode ser conseguida seguindo o racioćınio: se os
mı́nimos quadrados minimizam a soma dos quadrados dos reśıduos
então minimizam a média dos quadrados dos reśıduos e, como a média
é muito senśıvel à presença de outliers, o melhor é substitúı-la pela
mediana que resiste bem à sua presença.

Quando a regressão envolve apenas uma variável explicativa a recta
LMS é a recta que é paralela aos lados de uma faixa que contém a
maioria dos dados e passa pelo centro da faixa. Esta visão intuitiva
é útil e imediatamente extenśıvel ao caso de duas e mais variáveis.

O estimador LMS é robusto em relação a outliers em y e em x e tem
o ponto de rotura máximo (50%). Contudo prova-se (Rousseeuw e
Leroy, 1987) que a sua eficiência assintótica é zero, o que desaconselha
o uso inadvertido do método LMS para estimar a regressão.

4.3.5 Mı́nimos quadrados aparados (LTS)

Em face das limitações, em termos de eficiência, do estimador LMS
é natural continuar a procura para encontrar um estimador que não
tenha essas limitações. Rousseeuw (1984) apresenta também o esti-
mador LTS constrúıdo com base na minimização da soma aparada
dos quadrados dos reśıduos, isto é,

β̂LTS minimiza

h∑

i=1

e2(i),

onde e2(1) ≤ e2(2) ≤ · · · ≤ e2(n), são os quadrados dos reśıduos ordena-
dos e o somatório não inclui os n− h maiores reśıduos absolutos que
foram aparados.

A constante h que representa o número de observações (correspon-
dentes aos menores valores dos quadrados dos reśıduos) a incluir no
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somatório determina o ponto de rotura, pois as restantes observações
podem ser alteradas sem perturbar o estimador LTS.

Rousseeuw e Leroy (1987) mostram que o valor máximo do ponto
de rotura em dimensão finita é ([(n− p)]/2] + 1) /n, o qual é atingido
quando h = [n/2] + [(p − 1)/2], e ainda que para h genérico maior
do que este valor o ponto de rotura é aproximadamente (n − h)/n.
É claro que quando h = n o ponto de rotura é zero pois o estimador
LTS coincide com o estimador dos mı́nimos quadrados.

Para obter a solução exacta do estimador LTS basta aplicar o
método dos mı́nimos quadrados a todos os subconjuntos com h ob-
servações, em número de

(
n
h

)
, e escolher o subconjunto com a menor

soma de quadrados dos reśıduos, ao qual corresponde a solução fi-
nal. Porém, este procedimento não é geralmente seguido porque é
muito dispendioso em termos computacionais e em vez dele usam-se
procedimentos que conduzem a soluções aproximadas. Entre outros,
Hawkins (1994) fornece um algoritmo para obter soluções aproxima-
das. Mais recentemente Rousseeuw e Van Driessen (1999) apresen-
taram um algoritmo de computação rápida que está implementado
em R, ltsReg(robustbase).

O estimador LTS, embora mais eficiente do que o estimador LMS,
tem ainda eficiência relativamente baixa. No entanto é conhecido
o seu papel, como estimador inicial, no processo de construção de
um estimador-M, altamente eficiente, com elevado ponto de rotura e
função de influência limitada (Coakley e Hettmansperger, 1993).

4.3.6 Estimadores-S

O nome desta famı́lia de estimadores deriva do facto do processo
de construção destes estimadores integrar um estimador de escala
(scale).

Pensando que o modo de operar dos mı́nimos quadrados, minimizar
a soma dos quadrados dos reśıduos equivale a minimizar a sua vari-
ância, e portanto o desvio padrão (estimador de escala) dos reśıduos,
porque não aproveitar esta linha de racioćınio e minimizar outro qual-
quer estimador de escala? É precisamente esta a estratégia usada para
definir os estimadores-S, introduzidos por Rousseeuw e Yohai (1984).
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Assim o estimador-S é β̂S tal que

β̂S minimiza S
(
e1(β̂), . . . , en(β̂)

)
, (4.7)

onde S (e1(β), . . . , en(β)) é o estimador-M de escala, solução de

n∑

i=1

χ

(
ei

Ŝ

)
= nK,

e K é precisamente a constante de consistência associada à função χ
que figura na equação (3.28), sendo áı denotada por β. Neste processo
é preciso escolher a função χ. Na Secção 3.2.3 foram apresentados
vários exemplos de funções χ adequadas quando o modelo central de
escala em causa é o modelo normal (neste contexto é o modelo central
associado à distribuição dos erros). Em consequência há que escolher
para além da forma da função χ, as constantes de afinação envolvidas
para depois ser posśıvel determinar K. Para escolher as constantes
de afinação é preciso jogar, como habitualmente, com o equiĺıbrio
que se pretende entre o ponto de rotura e a eficiência. A Tabela
3.4 apresenta um conjunto de resultados que ajudam a fazer esta
escolha. No contexto dos estimadores-S, Rousseeuw e Leroy (1987)
recomendam que se use a função χ dada por (3.36), cuja derivada
é a função ψ biponderada de Tukey, fixando o ponto de rotura em
50%, o que pela Tabela 3.4, determina que a constante de afinação é
r = 1.548 e K = 1/2.

O tempo consumido e as complicações para o cálculo destes esti-
madores, situação que também se verifica para os estimadores LTS,
levam Rousseeuw e Leroy (1987) a eleger o estimador LMS, de entre
os três estimadores com elevado ponto de rotura aqui estudados, como
aquele que menos esforço computacional requer. Contudo Ruppert
(1992) é de opinião, baseada em várias análises com dados simula-
dos e dados reais, de que os estimadores-S têm um desempenho mais
satisfatório.

É interessante notar que não só os estimadores dos mı́nimos quadra-
dos como vários outros estimadores que foram descritos até agora po-
dem ser vistos como casos particulares de (4.7), considerando S um
estimador genérico de escala. De facto, o método LAD minimiza o
desvio médio dos reśıduos e os estimadores-M minimizam uma espécie
de desvio padrão ponderado dos reśıduos. Para o estimador LMS já
não é tão evidente mas sucede o mesmo, pois med(e2i ) é proporcional
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ao quadrado de MAD(ei), assumindo como é usual que os erros têm
localização conhecida e igual a zero. Também a soma aparada dos
reśıduos, que se minimiza para obter o estimador LTS pode ser vista
como uma modificação da variância aparada.

O interesse principal que a observação anterior tem é o de permitir
indicar, para cada um dos métodos referidos, uma estimativa directa
e adequada do parâmetro σ, que será precisamente o valor mı́nimo
da função objectivo em (4.7).

4.3.7 Estimadores-MM

Duas das propriedades que um bom estimador robusto deve possuir
são, como se viu no final do Caṕıtulo 3, ter um elevado ponto de ro-
tura e uma grande eficiência em relação ao modelo central ou modelo
de referência que no caso da regressão é invariavelmente o modelo nor-
mal. Dos estimadores até agora apresentados nenhum deles satisfaz
as duas propriedades:

(i) O estimador dos mı́nimos quadrados tem eficiência máxima mas
o ponto de rotura é igual a zero.

(ii) O estimador LAD é pouco eficiente e tem ponto de rotura igual
a zero (em x).

(iii) Os estimadores LMS, LTS e S têm baixa eficiência mas elevado
ponto de rotura.

(iv) Os estimadores-M podem ter grande eficiência, dependendo de
ψ (ou de ρ) mas o seu ponto de rotura é zero (em x).

(v) Os estimadores-GM têm baixa eficiência (depende da distribui-
ção de x) e o seu ponto de rotura é decrescente para zero com
o número de variáveis.

Na linha de preocupações em harmonizar um elevado ponto de rotura
com uma alta eficiência surge uma tentativa, Rousseeuw (1984) com a
proposta do método LTS, que não resultou, e depois Yohai (1987) que
propôs os estimadores-MM que satisfazem aquelas duas propriedades.

Em termos práticos os estimadores-MM não são mais do que es-
timadores-M calculados a partir de estimativas iniciais convenientes.
Como se descreveu em 4.3.2 um estimador-M de regressão é aquele
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β̂ tal que

β̂ minimiza

n∑

i=1

ρ

(
yi − xiβ

σ̂

)
,

onde σ̂ é um estimador de escala, sendo que nas propostas iniciais
se recomendava o uso do MAD para esse efeito. Exceptuando os ca-
sos de valores baixos de p a obtenção do mı́nimo absoluto é tarefa
muito dif́ıcil. No entanto, o que Yohai (1987) provou foi que se for
encontrado um “bom” mı́nimo local então é posśıvel conseguir simul-
taneamente um elevado ponto de rotura e uma alta eficiência por
escolha adequada da função ρ que deve ser limitada.

Um “bom” mı́nimo local pode ser encontrado aplicando o método
IRWLS (mı́nimos quadrados iterativamente pesados, ver o que foi dito
a respeito deste método no Caṕıtulo 3, página 119) a uma estima-
tiva inicial “competente” β̂0. Usualmente recorre-se aos estimadores-
-S para determinar a estimativa inicial adequada, o que equivale a
usar para σ̂ um estimador-M de escala e a garantir à partida que o
ponto de rotura é elevado. Em consequência pode dizer-se que um
estimador-MM corresponde ao mı́nimo local da função objectivo de
um estimador-M que está mais próximo do estimador-S inicial.

Programas para o cálculo de estimadores-MM estão implementa-
dos em R e S-Plus o que faz destes estimadores uma preferência dos
utilizadores. Ao longo deste texto foram usados, sempre que posśıvel,
estimadores-MM para resolver vários problemas de estimação.

Para terminar esta secção dedicada aos métodos robustos de re-
gressão, apresenta-se um último método que não segue a linha de
desenvolvimento dos anteriores. Trata-se de um método recente que
assenta na ideia de profundidade já conhecida desde os anos setenta
do século XX noutros contextos que não o de regressão.

4.3.8 Regressão mais profunda

Este método está ligado à noção de profundidade de um ponto re-
lativamente a um conjunto de dados, introduzida por John Tukey
(Tukey, 1975).

É conveniente começar por introduzir a profundidade de um ponto
usando um espaço bidimensional. A profundidade de um ponto P do
plano (também chamada profundidade de localização, profundidade
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Figura 4.9 Exemplo de um conjunto de dados bivariado com os va-
lores da profundidade de Tukey indicados entre parêntesis. Todos os
pontos situados sobre a fronteira do invólucro convexo que contém os
dados têm profundidade 1. Há um único ponto do conjunto de dados
que tem profundidade 5 (a tracejado representa-se uma das rectas que
determina a profundidade desse ponto). De notar que o sistema de
coordenadas dos pontos é totalmente irrelevante.

semi-espaço ou profundidade de Tukey) relativamente a um conjunto
de dados bivariados, Sn, representado em R2 por n pontos, é o número
mı́nimo de pontos de Sn, situado num dos dois lados de qualquer
recta passando por P , incluindo os próprios pontos que estão sobre a
recta. Um ponto que tenha profundidade máxima é chamado mediana
de Tukey, o que generaliza a noção de mediana conhecida no caso
univariado ao caso bivariado.11 A profundidade de um ponto é assim
uma medida quantitativa da centralidade do ponto relativamente ao
conjunto de dados ou à distribuição de probabilidade que lhe está
subjacente. Na Figura 4.9 apresenta-se um exemplo.

Desta forma, e como o conceito de profundidade é imediatamente
extenśıvel a espaços de dimensão maior do que dois, pode concluir-se

11Para um conjunto de dados univariado Sn = {x1, . . . , xn} a profundidade
de um qualquer ponto x é dada por min {#{xi ≤ x},#{xi ≥ x}} e a mediana
corresponde ao ponto, ou pontos, com profundidade máxima.
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que a profundidade induz uma ordem no conjunto de dados multiva-
riados, generalizando o conceito de ordem, natural em dados univa-
riados, a dados multivariados, um velho sonho de todo o analista que
trabalha com análise multivariada.

A generalização da mediana e da noção de ordem a conjuntos de
dados multivariados proporciona uma maior abrangência da acção da
análise multivariada, uma vez que torna posśıvel o tratamento não
paramétrico dos dados e a resolução de problemas como testes de
hipóteses e estimação, nomeadamente na área da regressão robusta.

Levando a ideia de profundidade para o campo univariado verifica-
-se, como já se referiu, que o ponto de profundidade máxima de
um conjunto de dados univariados é a mediana, que como se sabe é
uma medida de localização altamente robusta. São conhecidas outras
funções de profundidade, sendo muitas delas robustas, o que é muito
útil para o estudo de problemas reais envolvendo dados em espaços
multidimensionais onde proliferam outliers. É o caso da regressão
mais profunda cuja definição assenta na noção de profundidade de
regressão relativamente a um conjunto de dados (Rousseeuw e Hu-
bert, 1999). Esta representa o envolvimento que uma regressão tem
com os dados que a rodeiam.

Definição 4.1. Profundidade de regressão, de uma regressão iden-
tificada por um conjunto de coeficientes de regressão β, relativa-
mente a um conjunto de dados Sn, é o número mı́nimo de obser-
vações de Sn que é preciso remover para que a regressão definida
por β deixe de ser considerada um ajustamento, isto é, o ajusta-
mento deixe de ter sentido.

No caso bivariado (regressão linear simples), a definição é equivalente
a dizer que a profundidade de regressão de uma recta em relação ao
conjunto de pontos Sn é o menor número de pontos que é preciso
remover para que a recta possa rodar (em torno de algum ponto)
para a posição vertical sem passar por qualquer ponto de Sn (ver
um exemplo na Figura 4.10). Uma recta vertical é uma regressão
inútil uma vez que não estabelece qualquer relação de dependência
entre as variáveis nem pode servir para predizer valores da variável
dependente.
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Figura 4.10 Conjunto de pontos bivariado e recta com profundi-
dade de regressão igual a 4, com indicação dos pontos que têm de
ser removidos para tornar a recta vertical (com o fulcro da rotação
representado).

De todas as regressões que se possam produzir aquela que tiver a
profundidade máxima é a regressão mais profunda e o método usado
para a conseguir é o método da regressão mais profunda. A regressão
mais profunda representa afinal o grau de linearidade intŕınseco aos
dados e é uma generalização do conceito de mediana univariada.

A regressão mais profunda é robusta (Van Aelst e Rousseeuw, 2000)
em relação a outliers, em particular a pontos de leverage e o seu ponto
de rotura é no mı́nimo 1/3. Aqueles autores também apresentam as
funções de influência dos funcionais correspondentes, os quais são
consistentes para a mediana condicional, med(y|x), e mostram que
elas são limitadas e têm baixa sensibilidade.

Uma estratégia para encontrar a regressão mais profunda no caso
bivariado, ou seja na regressão linear simples, consiste em conside-
rar as rectas que se podem definir com todos os pares de pontos de
Sn, calcular as respectivas profundidades, e escolher a recta de pro-
fundidade máxima. No caso de k variáveis explicativas, com k > 1,
pode-se pensar nos hiperplanos que se podem definir com todos os
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subconjuntos de k + 1 pontos, mas este método tem uma grande
complexidade computacional. Van Aelst et al. (2002) apresentam um
algoritmo para computação eficiente da regressão mais profunda em
mais do que duas dimensões e derivam testes e regiões de confiança
simultâneas para os verdadeiros valores dos parâmetros do modelo.

4.4 Comparação de estimadores

Para além dos estimadores que aqui se descrevem (LAD, M, GM,
LMS, LTS, S e regressão mais profunda), considerados os mais popu-
lares na literatura, existem outros potenciais candidatos a estimado-
res robustos que não foram considerados.

A questão que agora se coloca é a de comparar os estimadores des-
critos para seleccionar os melhores. O processo não é fácil pois exis-
tem vários critérios de comparação e os próprios estimadores podem
ter comportamentos diferentes, quando a análise é feita considerando
a variável resposta ou as variáveis explicativas, ou ainda quando a
experimentação é ou não delineada.

A Tabela 4.8 contém caracteŕısticas relevantes dos vários estimado-
res que são indispensáveis para a sua comparação global. Na tabela
pode ver-se que os estimadores-MM são de facto os que mais interes-
sam na prática pois satisfazem os dois critérios com maior peso na
avaliação dos estimadores robustos, elevado ponto de rotura e alta
eficiência.

Apresentados os estimadores é indispensável saber como prosseguir
a análise do modelo com vista à realização das habituais inferências
sobre os parâmetros. Isso vai ser explicado na secção seguinte.

4.5 Análise dos resultados de uma regressão

robusta

4.5.1 Estimação de σ e coeficiente de determinação

Quando se ajusta um modelo de regressão a um conjunto de dados é
habitual calcular, para além das estimativas β̂0, . . . ,β̂p−1 da regressão



198 Regressão

T
a
b
e
la

4
.8

P
ro

p
ried

a
d
es

m
a
is

releva
n
tes

d
o
s

m
étod

o
s

d
e

regressã
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Ú
n
ica

M
á
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à

d
e

L
A

D
.



Análise dos resultados de uma regressão robusta 199

linear propriamente dita, a estimativa do parâmetro σ, σ̂, que se
costuma designar por erro padrão dos reśıduos, e o coeficiente de
determinação, R2. É importante que o utilizador de um método de
regressão robusta também tenha acesso a estas duas quantidades.

Quanto à estimação de σ, ela foi já brevemente abordada no final
da Secção 4.3.6 a propósito dos estimadores-S. Além do método áı in-
dicado é sempre posśıvel, após o ajustamento do modelo de regressão,
calcular os reśıduos e estimar o respectivo parâmetro de escala através
de um qualquer estimador robusto dos estudados no Caṕıtulo 2 ou
no Caṕıtulo 3.

Quanto ao coeficiente de determinação, considere-se a variante ajus-
tada (mais adequada para problemas de regressão múltipla e equiva-
lente na regressão simples) dada por

R2
aj = 1 − s2n(ei)

s2n(yi)
.

Para obter uma versão robusta deste coeficiente basta considerar em
vez da variância amostral um estimador robusto de escala elevado ao
quadrado. Em Croux e Dehon (2003) analisam-se detalhadamente
as propriedades de coeficientes de determinação robustos obtidos por
este processo. Esses autores recomendam que para substituir s2n(yi)
se use o método de regressão usado para estimar o modelo completo
mas aplicado a um modelo só com ordenada na origem, yi = α0 + εi,
uma vez que para este modelo o erro padrão dos reśıduos fornece uma
estimativa do parâmetro de escala de Y (já agora refere-se que α̂0 é
uma estimativa do parâmetro de localização de Y ).

4.5.2 Intervalos de confiança e testes de hipóteses

Como é sabido o método dos mı́nimos quadrados, na situação de nor-
malidade dos erros do modelo de regressão, é equivalente ao método
da máxima verosimilhança. Esta equivalência torna posśıvel a real-
ização de inferências sobre os parâmetros do modelo. De facto, a
Tabela 4.3 tem a chave do problema pois a expressão

β̂i − βi√
v̂ar(βi)

∼ tn−p

permite obter intervalos de confiança para βi e testar hipóteses sobre
βi, sendo a hipótese H0 : βi = 0 contra H1 : βi 6= 0 a mais comum e
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mais útil e cujo teste se baseia agora na estat́ıstica

β̂i√
v̂ar(βi)

∼ tn−p.

A questão que agora se levanta é a de saber como realizar essas infe-
rências no caso de estimação dos parâmetros do modelo de regressão
usando métodos robustos. Isto é, como obter intervalos de confiança
e realizar testes de hipóteses relativos aos verdadeiros valores dos pa-
râmetros? Em segundo lugar interessa saber se as estimativas do
erro padrão são robustas e se os intervalos de confiança obtidos e os
resultados dos testes realizados também são robustos.

Estas questões foram já abordadas num contexto geral na Secção
3.4. Particularizando o que áı foi dito para os estimadores dos parâ-
metros da regressão, pode afirmar-se que se os estimadores robustos,
β̂R (onde R se refere a um dado método robusto) do parâmetro β

tiverem distribuição assintótica normal (o que acontece com todos os
considerados com excepção do LMS), então pode usar-se a expressão

β̂R,i − βi√
v̂ar(βR,i)

a∼ N (0, 1)

ou a variante corrigida

β̂R,i − βi√
v̂ar(βR,i)

a∼ tn−p.

Resta saber como estimar o erro padrão. Isso pode ser feito usando
um dos procedimentos gerais baseados na função de influência e que
também foram apontados na Secção 3.4. Uma descrição mais de-
talhada tornar-se-ia fastidiosa, refere-se apenas que em relação aos
estimadores-MM, que são os utilizados daqui em diante, Yohai et al.
(1991) apresentam todos os resultados necessários (que além disso se
encontram implementados na função lmRobMM do S-Plus). Uma outra
abordagem foi seguida por Croux et al., (2004), que apresentam ex-
pressões para estimação dos erros padrão que produzem estimativas
consistentes mesmo quando os erros são heterocedásticos ou auto-
correlacionados. Estas são as estimativas implementadas na função
lmrob(robustbase) do R.

Quanto à validade das aproximações para amostras de baixa di-
mensão o que se pode afirmar é que neste caso, e à semelhança da
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estimação da localização, as aproximações são razoáveis a partir de
dimensões da amostra relativamente baixas. Prova-se em qualquer
dos casos que os intervalos de confiança e os testes resultantes são
robustos.

Uma outra abordagem consiste na utilização do método bootstrap,
mas como se explicou na Secção 3.4.3 isso não pode ser feito direc-
tamente. Salibian-Barrera e Zamar (2002) apresentam as necessárias
correcções.

Exemplo 4.4. Neste exemplo repete-se o estudo de simulação descrito
no Exemplo 4.1 (página 165) mas usando na estimação dos parâme-
tros e na construção dos intervalos de confiança o método MM em
vez do método dos mı́nimos quadrados.12 Os resultados encontram-se
nas Tabelas 4.9 e 4.10. O método designado por método de regressão
MM ponderado corresponde à aplicação do método de regressão MM
ao modelo transformado pela multiplicação à esquerda por V−1/2 tal
como se explicou no Exemplo 4.1, página 170.

Tabela 4.9 Resultados da simulação relativa ao modelo y1 = xi + εi

(método de regressão MM).

NH NnH T5H T5nH

β̂0 0.004 (0.168) 0.013 (0.371) −0.020 (0.151) −0.005 (0.317)

IC(β0) 0.672 (0.118) 1.532 (0.420) 0.598 (0.125) 1.293 (0.331)

α̂ 0.943 0.946 0.939 0.942

β̂1 0.998 (0.052) 0.996 (0.189) 1.000 (0.045) 1.006 (0.154)

IC(β1) 0.203 (0.033) 0.764 (0.264) 0.181 (0.035) 0.622 (0.204)

α̂ 0.944 0.937 0.946 0.928

As Tabelas 4.9 e 4.10 devem ser comparadas com as Tabelas 4.2 e
4.4, respectivamente, originando os seguintes comentários:

• Em termos da média das estimativas de β0 e β1 obtêm-se, tal
como com o método dos mı́nimos quadrados, valores muito
próximos dos verdadeiros, indicando que os estimadores-MM

12Foi utilizada a função lmrob do R com todas as opções por defeito.
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Tabela 4.10 Resultados da simulação relativa ao modelo y1 = xi +εi

(método de regressão MM ponderado).

NnH T5nH

β̂0 0.009 (0.249) −0.003 (0.225)

IC(β0) 0.978 (0.199) 0.877 (0.207)

α̂ 0.941 0.932

β̂1 0.995 (0.137) 0.999 (0.119)

IC(β1) 0.538 (0.073) 0.481 (0.078)

α̂ 0.946 0.950

destes parâmetros são centrados em qualquer das situações (quer
seja usando o método ponderado ou não).

• Em relação aos erros padrão de β0 e β1 e aos intervalos de
confiança respectivos observa-se como esperado uma perda de
eficiência sob as distribuições normais (caso NH na Tabela 4.9
e caso NnH na Tabela 4.10) mas que é muito baixa (2% a 4%) e
uma melhoria de eficiência sob as distribuições t (caso T5H na
Tabela 4.9 e caso T5nH na Tabela 4.10) mais substancial (8%
a 11%).

• Conclui-se também que o método de regressão MM ordinário
sofre dos mesmos problemas que o método dos mı́nimos quadra-
dos ordinários quando aplicado a dados não homogéneos, ou
seja, intervalos de confiança com comprimento muito superior
ao necessário (pouco eficientes) embora mantendo o ńıvel de
confiança nominal.

• Finalmente observa-se que o método de regressão MM ponde-
rado é um método robusto indicado quando os erros não são ho-
mogéneos, conduzindo a intervalos de confiança muito melhores
e perdendo pouca eficiência quando os dados são normais.
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4.5.3 Exemplos

Nesta secção exemplifica-se o uso da regressão robusta (MM) e faz-se
a comparação com os resultados dos mı́nimos quadrados recorrendo
a dois conjuntos de dados reais, o primeiro relativo a uma regressão
linear simples e o segundo a uma regressão linear múltipla.

Exemplo 4.5. A medição rigorosa da obliquidade da ecĺıptica13 é uma
tarefa que tem interessado os astrónomos desde sempre, não só para
compreenderem certos factos de interesse mais imediato, como as
estações do ano, mas também para poderem investigar a evolução de
fenómenos astronómicos complexos.

Os dados que se encontram na Tabela 4.11 foram compilados em
1740 pelo astrónomo Jacques Cassini e constituem uma sequência
de 15 observações da obliquidade da ecĺıptica efectuadas ao longo de
praticamente 2000 anos.

Tabela 4.11 Dados relativos à obliquidade da ecĺıptica ao longo de
cerca de 2000 anos.

Ano (x) Obliquidade (y) Ano (x) Obliquidade (y)
-140 23.853 1500 23.488
-140 23.856 1570 23.499
390 23.500 1570 23.525
880 23.583 1600 23.517

1070 23.567 1656 23.484
1300 23.533 1672 23.482
1460 23.500 1738 23.472
1500 23.473

Os dados reflectem o rigor da medição, as dificuldades da medição
(por três vezes, 140 A.C., 1500 e 1570 são indicados, para o mesmo
ano, valores diferentes, presumivelmente obtidos por astrónomos di-
ferentes) e mostram uma tendência decrescente da obliquidade du-
rante o peŕıodo de quase 2000 anos, começando em cerca de 23.8o e

13A ecĺıptica é definida como a circunferência imaginária correspondente à tra-
jectória aparente do Sol na esfera celeste. A obliquidade é o ângulo que o plano
da ecĺıptica forma com o plano do equador da Terra.
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Figura 4.11 Representação dos dados relativos à obliquidade da
ecĺıptica com recta dos mı́nimos quadrados (MQ), recta MM e recta
LAD.

chegando a 23.5o aproximadamente. Esta diferença tão magra, mas
tão importante e significativa do ponto de vista astronómico, reflecte
a delicadeza dos dados e indicia eventuais dificuldades na análise. Ve-
jamos como é que os métodos estat́ısticos podem ajudar a interpretar
estes dados.

O gráfico da Figura 4.11 confirma que as duas primeiras obser-
vações, e eventualmente a terceira observação, estão muito afastadas
do corpo central dos dados, sugerindo que poderão ser outliers. Vê-se
ainda que a recta dos mı́nimos quadrados é claramente atráıda pelas
duas primeiras observações e que a recta robusta obtida com base no
método MM refreia, e bem, essa atracção.14

14Como curiosidade inclui-se também a recta dos mı́nimos desvios absolutos, a
qual exibe um comportamento ainda pior que a dos mı́nimos quadrados, sendo
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Tabela 4.12 Obliquidade da ecĺıptica: parâmetros do modelo de re-
gressão e respectivos intervalos de confiança a 95%.

Mı́nimos quadrados Regressão MM

β̂0 23.76 23.69

IC95%(β0)
(23.681,23.832) (23.669,23.711)

(l = 0.151) (l = 0.042)

β̂1 −1.713 × 10−4 −1.264 × 10−4

IC95%(β1)
(−2.27,−1.15)× 10−4 (−1.44,−1.08)× 10−4

(l = 1.12 × 10−4) (l = 0.36 × 10−4)

σ̂ 6.30 × 10−2 2.48 × 10−2

Na Tabela 4.12 apresentam-se os valores das estimativas dos parâme-
tros do modelo de regressão

yi = β0 + β1xi + εi, i = 1, . . . , 15

obtidas pelo método dos mı́nimos quadrados e pelo método MM,
bem como os respectivos intervalos de confiança a 95%, calculados
assumindo que εi ∼ N (0, σ2).15

Apesar de β̂1 estar extremamente próximo de zero,16 a hipótese
H0 : β1 = 0 (contra a alternativa bilateral) é rejeitada com base num
valor-p praticamente nulo (ver outputs dos dois métodos apresentados
nas Figuras 4.12 e 4.13, respectivamente). Note-se que o facto de os
intervalos de confiança correspondentes terem o mesmo sinal nos dois

totalmente dominada pelas duas primeiras observações.
15Como foi já referido, em relação ao método dos mı́nimos quadrados os re-

sultados só são válidos se esta hipótese de trabalho for exactamente verificada,
enquanto que para a validade dos resultados obtidos pelo método MM apenas é
necessário que ela se verifique aproximadamente.

16Há aqui uma questão de escala em x que é importante não esquecer, por
exemplo a estimativa β̂1 = −1.264 × 10−4 tem a ver com o decréscimo anual da
obliquidade, o que corresponde a um decréscimo de 1.264×10−2 graus por século,
ou a um decréscimo de 0.1264 graus por milénio.
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lm(formula = obli ~ date)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.189943 -0.009234 0.010914 0.023641 0.075272

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.376e+01 3.484e-02 681.974 < 2e-16 ***

date -1.713e-04 2.622e-05 -6.533 1.90e-05 ***

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 0.06297 on 13 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.7665, Adjusted R-squared: 0.7486

F-statistic: 42.69 on 1 and 13 DF, p-value: 1.902e-05

Figura 4.12 Obliquidade da ecĺıptica: resultados do ajustamento pelo
método do mı́nimos quadrados obtidos no R (output parcial da função
lm).

lmrob(formula = obli ~ date)

Weighted Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.1454352 -0.0066462 -0.0005108 0.0159905 0.1435853

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.369e+01 9.637e-03 2458.78 < 2e-16 ***

date -1.264e-04 8.247e-06 -15.32 1.06e-09 ***

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Robust residual standard error: 0.02478

Figura 4.13 Obliquidade da ecĺıptica: resultados do ajustamento pelo
método MM obtidos no software R (output parcial da função lmrob

do package robustbase).
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extremos é concordante com esta conclusão. Este teste sustenta assim
a hipótese de uma relação linear entre as variáveis que deram origem
a estes dados.

Os dois métodos usados na estimação dão resultados de acordo com
os seus objectivos (o valor absoluto de β̂1 é mais pequeno no caso MM,
reflectindo a menor importância que este método dá aos posśıveis
outliers), notando-se que a maior discrepância ocorre ao ńıvel dos
intervalos de confiança (o comprimento dos intervalos com base nos
estimadores MM é inferior a 1/3 do comprimento dos correspondentes
intervalos dos mı́nimos quadrados), em consequência de uma maior
precisão associada à estimação MM dos parâmetros do modelo.

É evidente que a análise do modelo não está completa sem a cor-
respondente análise dos reśıduos, especialmente importante quando
se usa o método dos mı́nimos quadrados. Na Figura 4.14 mostra-se o
gráfico dos reśıduos studentizados externamente (os mais adequados
para detectar outliers, para mais detalhes ver Neter et al., 1996). A
conclusão é que a terceira observação é um outlier importante e deve
ser retirada pois está certamente a prejudicar os resultados. Se isso
for feito, obtêm-se para estimativas dos parâmetros,

β̂0 = 23.81, β̂1 = −2.026× 10−4 e σ̂ = 2.57 × 10−2

e um valor de R2 = 0.961. O gráfico de reśıduos studentizados ex-
ternamente para este novo modelo é apresentado na Figura 4.15 in-
dicando que não há nenhum reśıduo especialmente elevado. A única
indicação de que algo pode não estar bem tem a ver com a existência
de três grupos de reśıduos mas este facto pode passar despercebido
ao utilizador mais incauto, especialmente tendo em conta o reduzido
número de observações, proṕıcio à ocorrência de fenómenos deste tipo
sem grande significado. Conclui-se assim ser altamente plauśıvel que
um utilizador, mesmo cuidadoso, aceite este modelo, que acaba por
ser ainda pior, em termos de ajustamento global que o modelo com
todas as observações (graficamente esta nova recta situa-se muito
próximo da recta dos mı́nimos desvios absolutos, ver Figura 4.11).

Por último resta observar o que acontece com os reśıduos calcula-
dos após o ajustamento da recta de regressão MM, representados na
Figura 4.16. As observações 1, 2 e 3 surgem claramente como out-
liers, mas os restantes reśıduos são bem comportados. Obviamente
que se se tivesse em algum momento decidido usar o método dos mı́-
nimos quadrados sem as três primeiras observações se obteriam resul-
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Figura 4.14 Obliquidade da ecĺıptica: reśıduos studentizados versus
valores ajustados pelo método dos mı́nimos quadrados com todas as
observações.
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Figura 4.15 Obliquidade da ecĺıptica: reśıduos studentizados versus
valores ajustados pelo método dos mı́nimos quadrados após retirar a
terceira observação.
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Figura 4.16 Obliquidade da ecĺıptica: reśıduos estandardizados ver-
sus valores ajustados pelo método MM com todas as observações.

tados semelhantes aos obtidos com os estimadores MM (β̂0 = 23.69,
β̂1 = −1.258 × 10−4). A dificuldade reside em chegar de forma ob-
jectiva a esse resultado e em avaliar correctamente a variabilidade
adicional introduzida pelo processo de “limpeza”. Ao utilizar um
método robusto o analista liberta-se de decisões dif́ıceis relativas à
rejeição de observações e simultaneamente pode detectar os outliers
muito mais facilmente.

Exemplo 4.6. Os dados que vão ser analisados neste exemplo estão
descritos em Myers (1990, p. 224) e resultaram de um processo expe-
rimental conduzido com vista a compreender o efeito de três factores
quantitativos na capacidade de resposta de um sistema de limpeza
de carvão (a experiência consiste em usar um poĺımero para limpar
carvão). A variável resposta (y) e as variáveis experimentais (x1, x2,
x3), que influenciam a resposta são:

y: quantidade de matéria sólida em suspensão na solução resul-
tante depois da operação de limpeza (é uma medida da eficiên-
cia da operação), mg/l.

x1: percentagem de sólidos na solução inicial.

x2: pH do tanque onde se encontra a solução.

x3: taxa de fluxo do poĺımero.

Os dados encontram-se na Tabela 4.13.
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Tabela 4.13 Dados produzidos por 12 operações de limpeza de
carvão.

Experiência x1 x2 x3 y
1 1.5 6.0 1315 243
2 1.5 6.0 1315 261
3 1.5 9.0 1890 244
4 1.5 9.0 1890 285
5 2.0 7.5 1575 202
6 2.0 7.5 1575 180
7 2.0 7.5 1575 183
8 2.0 7.5 1575 207
9 2.5 9.0 1315 216
10 2.5 9.0 1315 160
11 2.5 6.0 1890 104
12 2.5 6.0 1890 110

Tabela 4.14 Matriz de correlações entre as variáveis na experiência
de limpeza de carvão.

x1 x2 x3 y
x1 1 0 0 −0.841
x2 0 1 0 0.355
x3 0 0 1 −0.255
y −0.841 0.355 −0.255 1

Uma vez que o número de variáveis e o número de observações não são
grandes, o exame directo dos próprios dados, do gráfico da Figura 4.17
e da matriz de correlações entre as variáveis, na Tabela 4.14, ajuda
a compreender a estrutura da experimentação: variáveis de controlo
não correlacionadas e correlação máxima negativa (−0.841) entre y
e x3. Esta correlação sugere uma relação linear entre estas variáveis,
talvez menos expressiva devida à maior magnitude da resposta rela-
tiva à experiência número 9, como se depreende da análise visual do
gráfico (y versus x1).

De facto, segundo o relato apresentado em Myers (1990), ainda
antes de ser feita a análise estat́ıstica dos dados os engenheiros respon-



Análise dos resultados de uma regressão robusta 211

x1

6.0 7.0 8.0 9.0 100 200

1.
6

2.
0

2.
4

6.
0

7.
0

8.
0

9.
0

x2

x3

13
00

15
00

17
00

19
00

1.6 2.0 2.4

10
0

15
0

20
0

25
0

1300 1600 1900

y

Figura 4.17 Gráficos de dispersão entre todos os pares de variáveis
na experiência de limpeza de carvão.
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Tabela 4.15 Análise do modelo de regressão pelo método dos mı́ni-
mos quadrados com todas as observações e sem a observação 9 (e.p.
significa erro padrão).

β β̂ e.p.(β̂) valor de t valor-p

Com todas as observações
β0 397.087 62.757 6.327 0.0002
β1 −110.750 14.763 −7.502 6.91×10−5

β2 15.583 4.921 3.167 0.0133
β3 −0.058 0.026 −2.274 0.0526

σ̂ = 20.88 R2
a = 0.862

Sem a observação 9
β0 418.927 46.110 9.085 4.01×10−5

β1 −125.386 11.851 −10.580 1.47×10−5

β2 10.705 3.951 2.710 0.0302
β3 −0.034 0.020 −1.649 0.1432

σ̂ = 15.13 R2
a = 0.933

sáveis pelo projecto experimental manifestaram preocupações quanto
à validade daqueles resultados pois as condições experimentais não
teriam sido mantidas constantes como era exigido. Em face desta
suspeita pensou-se que o estudo ganharia com a eliminação da obser-
vação 9, mas inicialmente foi ajustado o modelo de regressão

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + εi, com var(εi) = σ2, (4.8)

a todas as observações, usando o método dos mı́nimos quadrados.
A análise dos reśıduos resultantes deste ajustamento revela que o
valor do reśıduo correspondente à observação 9 é 32.2, precisamente o
reśıduo mais extremo e o seu valor studentizado externamente (Neter
et al., 1996) é 2.8695 > t7,0.975 = 2.365 o que mostra que há evidência
para considerar que a observação 9 não pertence ao corpo central dos
dados e é portanto um outlier. A Tabela 4.15 mostra os resultados
do ajustamento do modelo de regressão pelo método dos mı́nimos
quadrados, com e sem a observação 9.

As conclusões são semelhantes mas nota-se uma melhoria do ajus-
tamento quando a observação 9 é retirada: o R2 ajustado passa de
0.862 para 0.933, o erro padrão dos reśıduos passa de 20.88 para 15.13
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e em consequência o erro padrão é menor para cada um dos parâme-
tros analisados. Isto mostra que a variável x1 passa a dar, depois da
eliminação da observação 9, uma contribuição mais acentuada para a
explicação da variável resposta. Simultaneamente observa-se também
uma redução da contribuição das outras variáveis (embora o valor-p
associado a β2 se mantenha inferior a 5% há mais dúvidas sobre a
importância desta variável na explicação da variável resposta).

Os dados originais (12 observações) foram também analisados ajus-
tando o modelo de regressão linear (4.8) com base no método MM. Os
resultados globais não são muito diferentes dos resultados dos mı́ni-
mos quadrados quando estes actuam sobre as 12 observações, excepto
que a variável x2 é considerada não significativa, com valor-p = 0.053,
na estimação robusta. Olhando então para os pesos, wi, atribúıdos
às observações pela estimação MM (Tabela 4.16), verifica-se que à
observação 9 é dado um peso apenas ligeiramente menor que os pe-
sos dados às outras observações, o que significa que a observação 9
não teve um tratamento muito diferente das restantes e portanto é
lógico que o resultado da estimação esteja mais próximo do resultado
obtido com os mı́nimos quadrados com todas as observações do que
do resultado correspondente à eliminação da observação 9.

Tabela 4.16 Pesos atribúıdos às observações pelo método MM.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

wi .993 .963 .938 .866 .999 .909 .934 .989 .736 .901 1.000 0.992

O que se passa é que a função lmrob usa por defeito para a com-
ponente-M do método MM, a função ψ de Tukey com constante de
afinação, tuning.psi = 4.685, que garante uma eficiência assintótica
dos estimadores igual a 95% sob a distribuição normal dos erros (ver
Tabela 3.1). Modificando a constante de afinação (para o valor 3.0,
a que corresponde uma eficiência de cerca de 77%) observa-se uma
alteração nos pesos, em especial no peso atribúıdo à observação 9 (ver
Tabela 4.17).

O que acontece é que agora o peso atribúıdo à observação 9 é quase
zero, o que corresponde praticamente a ter desprezado aquela obser-
vação, como aconteceu no caso da segunda tentativa de estimação dos
mı́nimos quadrados. Os resultados da estimação robusta tornaram-
-se mais consistentes com os resultados dos mı́nimos quadrados sem
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Tabela 4.17 Pesos atribúıdos às observações pelo método MM com
constante de afinação 3.0.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

wi .966 .943 .822 .728 .975 .872 .916 .924 .003 .998 .997 .992

Tabela 4.18 Análise do modelo de regressão pelo método com cons-
tante de afinação 4.685 e 3.0 (e.p. significa erro padrão).

β β̂ e.p.(β̂) valor de t valor-p

Com constante de afinação 4.685
β0 401.038 46.561 8.613 2.56×10−5

β1 −111.886 19.217 −5.822 3.95×10−4

β2 14.838 6.528 2.273 0.0526
β3 −0.056 0.033 −1.720 0.1237

σ̂ = 19.85 R2
a = 0.900

Com constante de afinação 3.0
β0 420.502 53.405 7.874 4.90×10−4

β1 −124.345 15.209 −8.175 3.73×10−4

β2 10.561 5.269 2.004 0.080
β3 -0.035 0.027 −1.287 0.234

σ̂ = 19.85 R2
a = 0.900

a observação 9. A Tabela 4.18 apresenta os resultados da estimação
robusta com as duas constantes de afinação.

Nas Figuras 4.18, 4.19 e 4.20 apresentam-se os gráficos de reśıduos
para, respectivamente, ajustamento dos mı́nimos quadrados com to-
das as observações, ajustamento dos mı́nimos quadrados sem a ob-
servação 9 e ajustamento MM com a constante de afinação 3.0. Estes
gráficos confirmam que se obtém um ajustamento muito melhor que
o inicial, ou eliminando a observação 9 ou usando o método MM mas
reduzindo o valor por defeito da constante de afinação. De notar
a quase simetria dos reśıduos observada nos dois últimos gráficos,
que é esperada quando os erros têm distribuição simétrica e se usa
o delineamento experimental escolhido (altamente incompleto, das
27 combinações posśıveis dos ńıveis dos 3 factores apenas se fizeram
observações em 5).
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Figura 4.18 Lavagem de carvão: reśıduos studentizados versus va-
lores ajustados pelo método dos mı́nimos quadrados com todas as ob-
servações.
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Figura 4.19 Lavagem de carvão: reśıduos studentizados versus valo-
res ajustados pelo método dos mı́nimos quadrados sem a observação 9.

Nesta discussão ilustram-se atitudes que o analista deve ter presente
sempre que é confrontado na prática com o problema que o exemplo
revela:

(i) A suspeita de outlier sobre uma observação espećıfica é cor-
rectamente analisada (se houver um único outlier) usando o
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Figura 4.20 Lavagem de carvão: reśıduos estandardizados versus
valores ajustados pelo método MM com todas as observações (com
constante de afinação 3.0).

valor residual studentizado externamente associado a essa ob-
servação, o qual deve ser comparado com um quantil adequado
da distribuição t. A aplicação cega deste procedimento a todas
as observações é incorrecta e requer a correcção de Bonferroni
para ajustar o ńıvel de significância.

(ii) A prática da eliminação de uma observação suspeita que se con-
firmou ser outlier é em si um procedimento robusto que deve
ser usado quando o método de estimação não é robusto, como
nos mı́nimos quadrados.

(iii) O uso da regressão robusta requer um conhecimento razoável
do seu funcionamento e da natureza dos vários estimadores que
proporciona, se assim não for a eficácia do método pode não ser
de facto bem aproveitada.

4.6 Apreciação geral

Como ficou esclarecido na Secção 4.2 o uso automático do método dos
mı́nimos quadrados em regressão pode prejudicar a estimação tanto
dos parâmetros como das variâncias dos respectivos estimadores e
comprometer assim toda a inferência sobre o modelo baseada quer
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em intervalos de confiança, quer em testes de hipóteses.

A regressão robusta tem como objectivo obter estimadores:

(i) que tenham um comportamento muito próximo do comporta-
mento dos estimadores dos mı́nimos quadrados quando este é o
método adequado para ser utilizado (erros normais e i.i.d.);

(ii) que permitam realizar inferências sobre os verdadeiros parâme-
tros do modelo;

(iii) que tenham um comportamento melhor do que os dos mı́nimos
quadrados quando as hipóteses associadas à optimalidade deste
método não são satisfeitas;

(iv) cuja construção seja fácil de compreender e cujas estimativas
sejam, computacionalmente, fáceis de obter.

Aparentemente são muitas as metas a cumprir e por isso não admira
que a metodologia da regressão robusta seja complexa e como tal não
seja acesśıvel ao utilizador comum.

No passado recente a principal explicação para a fraca utilização de
regressão robusta pelos analistas era a falta de software apropriado.
Mas hoje isso já não é razão, uma vez que o software já existe em
packages de estat́ıstica populares, como SAS, STATA, S-Plus e R.

Apesar disso o uso rotineiro deste software está longe de ser o pro-
cedimento correcto e eficaz de usar a regressão robusta. Os próprios
mı́nimos quadrados não podem ser definitivamente descartados pois,
mesmo fora das condições ideais, podem ainda assim ser superiores
aos métodos robustos. É o caso, relatado por Cook et al. (1992), em
que o modelo incorpora componentes não lineares, embora o modelo
linear seja o modelo a ser ajustado, sendo o desempenho dos métodos
LMS e LTS inferior ao dos mı́nimos quadrados.

A regressão robusta é um processo complexo mas serve bem àquele
utilizador que tenha compreendido o conceito e a maneira de operar
do procedimento e seja capaz de:

(i) escolher entre os vários métodos dispońıveis,

(ii) decidir qual a função ρ(u) que lhe convém e qual o estimador
robusto a usar para o factor de escala a incorporar em ρ(ei/σ̂),
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(iii) determinar a constante de afinação mais adequada.

O desenvolvimento da regressão robusta tem-se centrado principal-
mente no problema do controlo dos outliers cuja presença pode ser
provocada pela falta de normalidade dos dados. Mas há outras dificul-
dades: heterogeneidade e dependência dos erros. Qual o comporta-
mento da regressão robusta em relação a cada uma estas dificuldades,
ou às duas em conjunto?

Uma resposta parcial a estas questões é dada com o estudo de si-
mulação apresentado no Exemplo 4.4 (em relação à heterogeneidade)
e com o exemplo estudado no caṕıtulo que se segue (em relação à
dependência). De facto, a regressão robusta tal como é apresentada,
só trata o problema dos outliers, para a obrigar a tratar dos outros
problemas é preciso usar as ideias que também servem para tratar
do problema da heterogeneidade e não independência em relação aos
mı́nimos quadrados (respectivamente mı́nimos quadrados ponderados
e mı́nimos quadrados generalizados). A resposta consiste em estimar
a matriz V,17 transformar o modelo multiplicando-o por V−1/2 e a
seguir aplicar o método robusto ao modelo transformado.

Para terminar este caṕıtulo importa referir que os métodos de re-
gressão robusta acabam por permitir dar resposta a vários procedi-
mentos estat́ısticos básicos. Como se deixou já antever na Secção
4.5.1 o modelo de localização e o modelo de localização e escala são
casos particulares do modelo de regressão o que permite utilizar os
métodos aqui apresentados para estimar e realizar inferências relati-
vamente a esses parâmetros. Nalguns casos cai-se nos métodos estu-
dados anteriormente mas noutros obtêm-se novos métodos (é posśıvel
por exemplo falar da estimativa LTS de localização univariada). A
vantagem principal desta abordagem relaciona-se com a obtenção de
intervalos de confiança e a realização de testes de hipóteses e princi-
palmente com a possibilidade de utilizar o software já desenvolvido
(por exemplo todas as funções para regressão robusta do R). O que se
acabou de dizer aplica-se igualmente ao teste-t de diferença de médias
ou aos modelos de análise de variância (neste caso é preciso ter alguns
cuidados adicionais pois há métodos de regressão robusta que não fun-
cionam quando todas as variáveis explicativas são do tipo qualitativo,
ver observações adicionais a este respeito na Secção 5.3.3.).

17Como se verá já a seguir este passo é que pode dificultar a resolução do
problema.
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Uma aplicação

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresenta-se a análise exaustiva de um conjunto de
dados reais com alguma complexidade em que os métodos robustos
foram aplicados com sucesso. O que se pensava inicialmente ser um
problema de regressão múltipla trivial acabou por constituir um de-
safio e conduziu ao desenvolvimento de vários métodos, quer clássicos,
quer robustos, para estimação e diagnóstico no modelo de regressão
múltipla em que alguns dos erros podem não ser independentes. O
que se vai mostrar é no fundo um posśıvel modo de actuação quando
acontecem simultaneamente duas violações importantes das hipóteses
de trabalho do modelo de regressão estudado no Caṕıtulo 4: presença
de outliers (ou distribuição dos erros com caudas mais pesadas que a
normal) e não independência.1

Os dados reais em análise foram obtidos num estudo observacional
realizado com o objectivo de identificar factores que afectam o resul-
tado de um método cirúrgico para correcção da escoliose (curvatura
lateral anormal da coluna vertebral). Os dados contêm 392 obser-
vações mas algumas dessas observações são referentes ao mesmo pa-
ciente. A prinćıpio pareceu adequado usar um modelo de regressão
linear múltipla para responder aos objectivos do estudo. No entanto,
como não era conveniente eliminar as observações duplas sobre o
mesmo paciente (por razões que se vão perceber mais adiante aquando
da descrição dos dados), a hipótese de trabalho dos erros não correla-
cionados, associada ao modelo de regressão usual (4.1) é claramente

1Os resultados aqui apresentados baseiam-se em grande parte no artigo Pires
e Rodrigues (2007).
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violada pois espera-se que haja alguma espécie de relação entre os
erros relativos a duas observações efectuadas sobre o mesmo doente.
Para confirmar estas suspeitas começou-se por ajustar o modelo usual
tendo o diagnóstico dos reśıduos correspondentes revelado de facto a
existência de problemas de associação entre os reśıduos.

Foi então necessário pensar num modelo mais adequado. E o que
se decidiu foi manter a estrutura linear mas permitir a existência de
correlações não nulas entre os erros associados ao mesmo doente. A
seguir foi preciso usar uma estratégia adequada para a estimação dos
parâmetros de um tal modelo. Foram analisadas dois procedimentos
para estimação desses parâmetros (ou seja, os parâmetros do modelo
linear em si e os parâmetros de correlação): (i) uso do método da
máxima verosimilhança assumindo normalidade dos erros e (ii) uma
variante robusta inspirada na máxima verosimilhança mas recorrendo
à regressão robusta. O segundo procedimento tem como objectivo
oferecer uma protecção extra contra outliers e acabou por conduzir,
como se verá, aos resultados mais satisfatórios.

A questão da estimação dos parâmetros do modelo de regressão
quando os erros não podem ser considerados independentes, não é
novidade na literatura mas a maior parte do trabalho tem sido di-
reccionado para erros auto-correlacionados, ou seja, erros em que se
verifica uma correlação fixa entre cada erro e o anterior. Esta estru-
tura de erros ocorre frequentemente quando as observações são feitas
ao longo do tempo e é muito comum em dados de tipo económico. O
problema do conjunto de dados que se pretendia analisar, é que para
a maior parte das observações pode-se assumir que os erros são inde-
pendentes mas, para um número ainda razoável de observações, aos
pares, e que não interessa aos objectivos do estudo deixar de parte,
essa independência não parece natural. A situação mais próxima
desta a que se conseguiu encontrar referência na literatura foi estu-
dada por Hsu e Mei (1998). Estes autores consideraram conjuntos de
dados com observações correlacionadas aos pares e compararam, num
estudo de simulação, a performance de três métodos de estimação
dos parâmetros da regressão: mı́nimos quadrados usuais, mı́nimos
quadrados usuais usando as médias das observações dos pares e mı́ni-
mos quadrados generalizados, com estimação prévia do parâmetro de
correlação. Nesse caso os autores dizem que também pode ser usado
um procedimento iterativo de estimação mas não indicam qual.

Para a análise aqui descrita foi também necessário considerar um
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procedimento de diagnóstico para detecção de afastamentos da situa-
ção ideal de não correlação entre os erros, baseado no teste clássico
de Durbin-Watson, e que é robusto em relação à presença de outliers,
sendo portanto adequado para usar em conjunto com os métodos de
estimação robusta.

O resto do caṕıtulo está organizado do modo seguinte: na Secção
5.2 faz-se o enquadramento do problema médico em questão e uma
breve descrição dos dados; na Secção 5.3 descrevem-se os métodos
estat́ısticos utilizados, começando por um resumo dos métodos clás-
sicos baseados nos mı́nimos quadrados, e dos diagnósticos geralmente
associados, apresentando-se em seguida os métodos robustos especial-
mente desenvolvidos para analisar os dados em questão; na Secção
5.4 são apresentados os resultados da aplicação desses métodos e fi-
nalmente na Secção 5.5 discutem-se os resultados e apresentam-se
algumas conclusões.

5.2 Enquadramento e descrição dos dados

A escoliose consiste, com já se referiu, numa curvatura lateral anormal
da coluna vertebral. A gravidade desta doença pode ser quantificada
através da medição, numa radiografia à coluna, do chamado ângulo
de Cobb (ver a Figura 5.1, retirada de Richardson, 2001).

Os casos mais graves (definidos como aqueles que têm ângulo de
Cobb ≥ 30 o), e que ocorrem muitas vezes na infância, são geral-
mente corrigidos cirurgicamente. Existem vários métodos cirúrgicos
para correcção da escoliose, um deles é conhecido como o “método
português” (Resina, 1963, Resina e Ferreira-Alves, 1977, 1985). Os
dados que se vão analisar foram obtidos no contexto de um estudo ob-
servacional relativo a 301 doentes de escoliose que foram operados por
esse método. As variáveis registadas no estudo foram as seguintes:

Apre: ângulo de Cobb pré-operatório ( o).

Apos: ângulo de Cobb pós-operatório ( o).
Af−u: ângulo de Cobb após 3 anos de follow-up ( o).

v1: idade (anos).

v2: tipo de curva (quanto à localização).

v3: sexo (0 - masculino; 1 - feminino).

v4: cirurgião (1, 2, 3).
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Figura 5.1 Ilustração da medição do ângulo de Cobb para quantifi-
cação da escoliose.

A variável “tipo de curva” (v2) tem a seguinte codificação: 1 - curva
simples torácica; 2 - curva simples lombar ou toraco-lombar; 3 - ramo
superior de curva dupla toraco-lombar; 4 - ramo inferior de curva
dupla toraco-lombar; 5 - ramo superior de curva dupla torácica; 6
- ramo inferior de curva dupla torácica. Note-se que os códigos 1
e 2 correspondem a colunas vertebrais com uma única malformação,
enquanto que os códigos 3, 4, 5 e 6 correspondem a colunas vertebrais
com duas malformações, as quais foram operadas simultaneamente.
Na Figura 5.2 (também retirada de Richardson, 2001) mostram-se
exemplos de alguns dos tipos de curva.

Um dos objectivos do estudo prende-se com a avaliação dos resulta-
dos após a cirurgia para cada tipo de curva. Isto quer dizer que para
alguns doentes existem duas linhas na tabela de dados, com valores
comuns para as variáveis v1, v3 e v4, mas valores diferentes para as va-
riáveis Apre, Apos, Af−u e v2. O número total de curvas no conjunto
de dados é de 392, enquanto o número de doentes é de 301, o que sig-
nifica que há 91 casos de doentes com curvas duplas. Para discussão
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(1) (2) (2) (3-4)

Figura 5.2 Exemplos de tipos de curvas quanto à localização.

posterior regista-se aqui a informação de que os dados se encontram
ordenados por cirurgião e para cada cirurgião por ordem crescente da
data de realização da operação. Na Tabela 5.1 apresenta-se um ex-
certo dos dados (na primeira coluna é indicado um número de código
atribúıdo ao doente por cada cirurgião) percebendo-se que os doentes
com os números 3, 9 e 33 (do cirurgião 3) têm curvas duplas e por-
tanto duas linhas na tabela. Pelo valor de v3 pode concluir-se que
essas curvas são do tipo toraco-lombar nos três casos.

O objectivo global do estudo é avaliar a influência de cada uma
das posśıveis variáveis explicativas (Apre, v1, . . . , v4) no resultado da
operação (Apos ou Af−u). Nestas condições parece razoável conside-
rar um modelo de regressão linear múltipla relacionando cada uma
das duas variáveis resposta com as variáveis explicativas. Não se
pode a partir deste momento ignorar que para as curvas relativas
ao mesmo doente os erros do modelo podem ser correlacionados. O
modelo de regressão pode vir a ser modificado mas em qualquer caso
deverá haver muito cuidado relativamente ao diagnóstico sobre a in-
dependência dos reśıduos.

Após uma análise exploratória inicial dos dados foi decidido, de-
vido à presença de alguma heterocedasticidade e assimetria, aplicar
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Tabela 5.1 Excerto do conjunto de dados.

Doente v4 v1 v2 v3 Apre Apos Af−u

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
47 2 27 2 0 90 48 50
48 2 17 2 1 40 25 24
49 2 16 1 1 55 27 30
50 2 15 2 1 50 28 30
51 2 14 2 0 95 54 60
52 2 13 1 1 68 35 38
53 2 16 1 1 55 35 36
54 2 23 1 1 90 45 45
55 2 21 2 0 80 40 40
3 3 11 4 1 50 20 20
3 3 11 5 1 50 30 25
4 3 14 1 1 40 30 28
6 3 14 1 1 80 35 33
9 3 20 4 0 90 70 65
9 3 20 5 0 95 65 60
10 3 18 1 1 50 20 28
13 3 18 1 1 45 18 25
26 3 11 1 0 49 14 18
31 3 14 1 0 74 40 44
33 3 15 4 1 52 28 28
33 3 15 5 1 43 10 17
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a transformação logaŕıtmica a todas as variáveis quantitativas:

yp = logApos, yf = logAf−u, x1 = logApre, x2 = log v1.

O modelo de regressão que se vai considerar pode ser escrito, usando
para as variáveis que são factores (variáveis qualitativas) a formulação
em termos de efeitos dos diversos ńıveis, como

yi = β0 +β1xi1 +β2xi2 +β3(vi2)+β4(vi3)+β5(vi4)+ εi , i = 1, . . . , n,
(5.1)

onde y pode representar quer yp quer yf e os parâmetros do modelo
são β0, β1, β2, β3(1), . . . , β3(6), β4(0), β4(1), β5(1), β5(2) e β5(3).
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Para que este modelo faça sentido e os parâmetros associados aos
factores possam ser interpretados como efeitos dos ńıveis2 é necessário
impor as restrições

6∑

j=1

β3(j) = 0,

1∑

j=0

β4(j) = 0,

3∑

j=1

β5(j) = 0 . (5.2)

Note-se que as variáveis que são factores não aparecem explicitamente
nesta formulação do modelo mas aparecem através do parâmetro as-
sociado ao ńıvel correspondente. Por exemplo, para a variável v2,
consoante o ńıvel observado assim surge um dos parâmetros β3(1),
. . . , β3(6), sendo que por (5.2) se tem de escrever algum desses pa-
râmetros como função dos restantes, por exemplo,

β3(6) = −β3(1) − . . .− β3(5).

Esta formulação é equivalente à criação de k − 1 variáveis indicado-
ras para cada factor, sendo k o número de ńıveis do factor. Assim,
para codificar a variável v2 (tipo de curva) são criadas cinco novas
variáveis:

x3 =






1, se v2 = 1
0, se v2 = 2, 3, 4, 5
−1, se v2 = 6

x4 =






1, se v2 = 2
0, se v2 = 1, 3, 4, 5
−1, se v2 = 6

x5 =






1, se v2 = 3
0, se v2 = 1, 2, 4, 5
−1, se v2 = 6

x6 =






1, se v2 = 4
0, se v2 = 1, 2, 3, 5
−1, se v2 = 6

x7 =






1, se v2 = 5
0, se v2 = 1, 2, 3, 4
−1, se v2 = 6

,

estando cada uma delas associada, respectivamente, aos parâmetros
β3(1), . . . , β3(5). Para a variável v3 (sexo) é apenas criada uma
variável indicadora

x8 =

{
1, se v3 = 0
−1, se v3 = 1

,

associada ao parâmetro β4(0), enquanto que para codificar a variável
v4 (cirurgião) são criadas as variáveis

x9 =






1, se v4 = 1
0, se v4 = 2
−1, se v4 = 3

e x10 =






0, se v4 = 1
1, se v4 = 2
−1, se v4 = 3

2Ou seja, como diferenças em relação à média global.
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associadas, respectivamente, aos parâmetros β5(1) e β5(2). Depois
desta recodificação o modelo (5.1) pode ser escrito na forma matricial
usual dos modelos de regressão, equação (4.2),

y = Xβ + ε , (5.3)

onde y = (y1, . . . , yn)T , X é uma matriz n×p que tem em conta (5.1) e
(5.2), ou seja, é constrúıda de acordo com a descrição acima. No caso
de se considerarem todas as variáveis e todas as observações as dimen-
sões de X são 392×11, sendo a linha i o vector xi=(1, xi1, . . . , xi,10).
Por exemplo, para a primeira linha da Tabela 5.1, a linha correspon-
dente da matriz X é

1 log(90) log(27) 0 1 0 0 0 1 0 1 .

Em (5.3) tem-se ainda que o vector dos parâmetros é

β = (β0, β1, β2, β3(1), . . . , β3(5), β4(0), β5(1), β5(2))T

e o vector dos erros é ε = (ε1, . . . , εn)T . Assume-se daqui por diante
que a matriz X tem caracteŕıstica completa (isto é, caracteŕıstica
igual ao número de parâmetros). A estrutura assumida para os erros
será apresentada na secção seguinte.

Para concluir esta secção apresentam-se nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4,
descrições sumárias de vários aspectos do conjunto de dados. Anali-
sando a Tabela 5.2 é posśıvel verificar que a transformação logaŕıt-
mica das variáveis quantitativas melhorou a simetria tanto para as
variáveis explicativas como para as variáveis resposta.

5.3 Métodos

Nesta secção descrevem-se os métodos estat́ısticos utilizados, come-
çando por um resumo dos métodos clássicos baseados nos mı́nimos
quadrados e dos diagnósticos que lhe estão geralmente associados.
Apresentam-se em seguida os métodos robustos especialmente desen-
volvidos para analisar os dados em apreço.

O modelo (5.3) foi objecto de estudo e discussão detalhada no Caṕı-
tulo 4, tendo-se áı apresentado os principais resultados relativos ao
método dos mı́nimos quadrados. No entanto, para facilitar a leitura
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Tabela 5.2 Estat́ısticas sumárias univariadas para as variáveis quan-
titativas.

Variável Mı́n. q1 Mediana Média q3 Máx.
Apos 9.00 25.00 32.50 35.20 42.25 92.00
Af−u 10.00 28.00 36.00 37.94 45.00 90.00
Apre 30.00 52.00 65.00 67.94 80.00 147.00
v1 6.00 13.00 15.00 15.38 17.00 33.00
yp 2.197 3.219 3.481 3.483 3.744 4.522
yf 2.303 3.332 3.584 3.569 3.807 4.500
x1 3.401 3.951 4.174 4.176 4.382 4.990
x2 1.792 2.565 2.708 2.711 2.833 3.497

Tabela 5.3 Correlações entre as variáveis quantitativas.

Originais Transformadas

Af−u Apre v1 yf x1 x2

Apos 0.93 0.83 0.30 yp 0.92 0.80 0.29
Af−u 0.81 0.29 yf 0.79 0.28
Apre 0.15 x1 0.14

Tabela 5.4 Tabela de contingência para as variáveis qualitativas.

v3 = 0 v3 = 1 Marginal
v2\v4 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 32 7 23 49 11 47 81 18 70 169
2 7 8 3 11 7 5 18 15 8 41
3 7 6 4 20 15 24 27 21 28 76
4 7 6 4 20 15 24 27 21 28 76
5 1 0 4 5 1 4 6 1 8 15
6 1 0 4 5 1 4 6 1 8 15

124 268 165 77 150 392
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e estabelecer notação para uso posterior apresenta-se aqui um breve
resumo dos principais resultados relativos a este método e que se en-
contram concentrados na Tabela 4.3. Como se sabe, se em relação ao
modelo (5.3) se assumir que

E(εi) = 0, var(εi) = σ2 e cov(εi, εj) = 0, para todo o i 6= j,

o que é equivalente a escreverE(ε) = 0 e var(ε) = σ2I, os estimadores
dos mı́nimos quadrados (MQ) de β são dados por

β̂MQ =
(
XT X

)−1
XT y (5.4)

e a matriz de covariâncias estimada de β̂MQ é dada por

v̂ar(β̂MQ) = σ̂2
MQ

(
XT X

)−1
, (5.5)

com

σ̂2
MQ =

SSEMQ

n− p
e SSEMQ = yT y − β̂

T

MQSXT y . (5.6)

Se, além disso, se assumir a normalidade multivariada de ε, o método
da máxima verosimilhança conduz aos mesmos resultados. Nesse caso
β̂MQ também tem distribuição normal o que permite prosseguir a
inferência sobre os parâmetros do modelo, usando essencialmente a
variável com distribuição tn−p indicada na Tabela 4.3. A aplicação
do método dos mı́nimos quadrados para estimação dos parâmetros
do modelo (5.1), com os dados da escoliose, conduziu aos resultados
apresentados na Secção 5.4 (Tabelas 5.6 e 5.7, para yp e yf , respec-
tivamente, colunas com t́ıtulo MQ). Porém, antes de analisar estes
resultados convém introduzir os métodos de diagnóstico relativos à
independência dos erros.

5.3.1 Diagnóstico

Quando existe alguma dúvida sobre a hipótese de trabalho de não
correlação entre os erros, é fundamental aplicar algum meio de diag-
nóstico especialmente concebido para detectar a falha dessa hipótese.
Esses diagnósticos são baseados nos reśıduos,

eMQ = (e1, . . . , en)T = y − ŷ = y − Xβ̂MQ , (5.7)



Métodos 229

de um modelo que foi ajustado assumindo tal hipótese. Um pro-
cedimento muito conhecido e utilizado é o teste de Durbin-Watson
(Durbin e Watson, 1950), cuja estat́ıstica de teste é

DW =

∑n
i=2(ei − ei−1)

2

∑n
i=1 e

2
i

. (5.8)

É muito simples verificar que para n grande se tem

DW ' 2(1 − r1), (5.9)

onde r1 representa o coeficiente de correlação emṕırica entre

(e1, . . . , en−1)
T e (e2, . . . , en)T .

Para que esta aproximação seja válida é necessário que as médias
dessas amostras sejam próximas de zero. Este teste foi especialmente
concebido para detectar auto-correlação em erros com distribuição
normal, ou seja, que verificam

εi = ρ εi−1 + ξi, com |ρ| < 1 e ξi
iid∼ N (0, σ2

ξ )

(as variâncias de εi e ξi estão relacionadas por σ2
ξ = σ2(1 − ρ2)).

Dada a forma da estat́ıstica do teste ele pode também ser aplicado
a outras estruturas de correlação que se possam manifestar, como no
contexto presente, através de correlação entre reśıduos sucessivos.

A hipótese nula é sempre H0 : ρ = 0, enquanto a hipótese alter-
nativa pode ser unilateral, H1 : ρ > 0 ou H1 : ρ < 0, ou bilateral,
H1 : ρ 6= 0. Na maior parte das situações (geralmente observações ao
longo do tempo) escolhe-se a alternativa unilateral do primeiro tipo.
No caso presente julga-se que é mais sensato considerar a alternativa
bilateral.

A expressão (5.9) mostra que DW tende a tomar valores próximo
de 2 se ρ = 0 e menores (maiores) do que 2 se ρ > 0 (ρ < 0). A
hipótese nula deverá então ser rejeitada, contra a alternativa bilateral
de DW se afastar demasiado de 2. Durbin e Watson (1951) e Durbin
e Watson (1971) apresentam tabelas com valores cŕıticos para o teste.
Em vez de usar essas tabelas é prefeŕıvel estimar o valor-p associado
a um valor observado da estat́ıstica, DW = dw, usando permutações
dos reśıduos (Schmoyer, 1994, e Canjels, 2002). O procedimento para
obter estes valores-p é o seguinte:
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- Para a j−ésima permutação, o vector original dos reśıduos,
eMQ (que origina o valor observado da estat́ıstica, dw) é per-
mutado, conduzindo a e∗j .

- Um novo vector de respostas é então constrúıdo fazendo

y∗
j = Xβ̂MQ + e∗j ;

o modelo é de novo ajustado, e em seguida calculam-se os reśı-
duos, e∗MQ,j , e o valor da estat́ıstica, dw∗

j , correspondentes.

- Os dois passos anteriores são repetidos um número elevado de
vezes, j = 1, . . . , B.

Para o teste bilateral o valor-p pode então ser estimado por intermédio
de

pDW,B =






#
{
j : dw∗

j < dw
}

B
× 2, se dw ≤ 2

#
{
j : dw∗

j > dw
}

B
× 2, se dw > 2

. (5.10)

Também é posśıvel efectuar apenas as permutações dos reśıduos sem
reajustar o modelo mas segundo Schmoyer (1994) o teste resultante
apenas é válido assintoticamente e a aproximação resultante pode não
ser boa na prática. O mesmo autor recomenda um procedimento de
simulação com base na distribuição emṕırica dos reśıduos que é muito
semelhante ao procedimento acabado de descrever. Uma vantagem
adicional, ou talvez até a mais importante, do uso do método de
permutações é que deixa de ser necessária a hipótese de normalidade
dos erros, pois a distribuição da estat́ıstica do teste sob a hipótese nula
passa a ser determinada sob a distribuição emṕırica dos reśıduos que
é em geral uma boa aproximação não paramétrica para a distribuição
dos erros, desde que o número de observações não seja muito reduzido.

Apesar disso, o valor da estat́ıstica (5.8) é extremamente senśıvel a
outliers, pois como já se viu o coeficiente de correlação amostral na
qual se baseia não é robusto. A não robustez da estat́ıstica de Durbin-
Watson relativamente a desvios das hipóteses usuais foi investigada
por vários autores (por exemplo, Evans, 1992, e Ali e Sharma, 1993).
Esses autores conclúıram que o teste pode ter um desempenho muito
mau quando os erros seguem distribuições assimétricas ou com caudas
pesadas.
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A partir de (5.9) é muito fácil construir uma versão robusta do
teste de Durbin-Watson, aplicável quando n é elevado. Basta subs-
tituir r1 (correlação entre (e1, . . . , en−1)

T e (e2, . . . , en)T ) por qual-
quer estimador robusto do coeficiente de correlação usando as mesmas
amostras. No que se vai seguir adoptou-se o estimador proposto por
Rousseeuw (1985) e designado pela sigla RMCD (de Reweighted Min-
imum Covariance Determinant) calibrado para um ponto de rotura
de 25%, o qual segundo Croux e Haesbroeck (1999) para além de ter
alto ponto de rotura é razoavelmente eficiente para dados multinor-
mais. Daqui em diante o teste de Durbin-Watson robusto refere-se
ao teste baseado na estat́ıstica

DWR = 2(1 − rMCD,1), (5.11)

onde rMCD,1 significa o estimador RMCD25 do coeficiente de cor-
relação calculado com as amostras (e1, . . . , en−1)

T e (e2, . . . , en)T .
Assume-se, como anteriormente, que as estimativas de localização
baseadas em cada uma dessas amostras são aproximadamente zero.

Os argumentos que justificam a versão baseada em permutações
para o teste de Durbin-Watson usual mantêm-se válidos para o teste
robusto, pelo que também se utilizou o procedimento já descrito, e
a expressão (5.10) para estimar o valor-p do teste de Durbin-Watson
robusto (representado por pDWR,B).

Kalina (2002), propôs uma outra variante robusta do teste de Dur-
bin-Watson, contudo a abordagem usada é diferente da que foi aqui
considerada, uma vez que o que aquele autor propõe é a utilização da
expressão (5.8) após um alisamento dos reśıduos com vista a reduzir
o efeito dos potenciais outliers. A versão aqui proposta tem o mesmo
objectivo recorrendo a métodos já estabelecidos para o coeficiente de
correlação.

Aplicou-se então o teste (nas duas versões, usual e robusta) aos reśı-
duos do modelo (5.3) para os dados da escoliose com todas as variáveis
explicativas e assumindo, como se disse, var(ε) = σ2I. Concluiu-se
que para ambas as variáveis resposta, yp e yf , a hipótese nula é re-
jeitada para todos os ńıveis de significância usuais, pelas duas versões
do teste. Os resultados podem ler-se novamente nas Tabelas 5.6 e
5.7, para yp e yf , respectivamente, nas colunas MQ, linhas pDW,B e
pDWR,B. Para estimar os valores-p apresentados usou-se um número
de permutações B = 10000.
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Suspeitou-se que este resultado fosse devido à existência das curvas
duplas no conjunto de dados. Uma estratégia posśıvel para ultrapas-
sar o problema, uma vez que os resultados da estimação não podem
ser aceites nestas circunstâncias, é considerar outra estrutura para
var(ε) que permita a existência de correlações não nulas entre erros
relativos ao mesmo doente. É disto que se trata na secção seguinte.

5.3.2 Estimação com erros correlacionados

O modelo de regressão que se considera agora tem a mesma equação
de regressão, (5.3), mas admite-se que var(ε) = σ2V onde V é uma
matriz quadrada de ordem n, simétrica e definida positiva, que por
enquanto se supõe conhecida. Este modelo também foi já mencionado
no Caṕıtulo 4 a propósito do método dos mı́nimos quadrados gene-
ralizados. Modelos deste tipo surgem frequentemente na literatura
para, tal como no Exemplo 4.1, acomodar a situação de heterocedas-
ticidade, caso em que a formulação adequada conduz a uma matriz
V de tipo diagonal. Outra situação bastante referida na literatura,
principalmente na área da econometria, é a situação de erros auto-
correlacionados, ou seja, em que os erros, εi, seguem o modelo AR(1),
εi = ρεi−1 + ξi com |ρ| < 1 e ξi não correlacionadas com variância
constante dada por σ2

ξ = σ2(1−ρ2). Nesse caso V é da forma seguinte

V =




1 ρ ρ2 . . . ρn−1

ρ 1 ρ . . . ρn−2

...
...

...
...

...
ρn−1 ρn−2 ρn−3 . . . 1


 . (5.12)

Como na maior parte dos casos os parâmetros que surgem em V não
são de facto conhecidos e têm de ser estimados, é aconselhável manter
V o mais simples posśıvel (o número total de parâmetros, incluindo
os da regressão deve manter-se bastante inferior ao número de obser-
vações). O que se deve fazer, usando o prinćıpio da parcimónia, é
tentar captar os aspectos mais relevantes da estrutura de correlação
com o menor número posśıvel de parâmetros. Fazendo uso deste
prinćıpio propôs-se, para resolver o problema detectado no modelo
de regressão para os dados da escoliose, assumir que os erros conti-
nuam a ter variância constante mas que os erros relativos ao mesmo
doente podem ter correlação não nula. Devido à existência de dois
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tipos de curvas duplas, que correspondem a cirurgias de grau de di-
ficuldade diferente (as curvas duplas torácicas são mais dif́ıceis de
corrigir simultaneamente), propõe-se a consideração de dois parâme-
tros de correlação: ρ1 associado à escoliose dupla toraco-lombar e
ρ2, associado à escoliose dupla torácica. Ou seja, assume-se que as
covar̀ıâncias entre pares de erros são as seguintes:

- cov(εi, εj) = σ2, se i = j;

- cov(εi, εj) = ρ1σ
2, se i 6= j, i e j referem-se ao mesmo doente e

vi3 = 3 ou vi3 = 4;

- cov(εi, εj) = ρ2σ
2, se i 6= j, i e j referem-se ao mesmo doente e

vi3 = 5 ou vi3 = 6;

- cov(εi, εj) = 0, para todos os restantes casos.

Esta estrutura é representada por uma matriz V com a seguinte forma
genérica (caracterizada pela existência de alguns blocos 2× 2 na dia-
gonal principal)

V =




1 0 0 0 0 0 ·
0 1 ρ1 0 0 0 ·
0 ρ1 1 0 0 0 ·
0 0 0 1 0 0 ·
0 0 0 0 1 ρ2 ·
0 0 0 0 ρ2 1 ·
· · · · · · ·




.

Para o modelo y = Xβ+ε com var(ε) = σ2V, V conhecida, os parâ-
metros podem, como se sabe, ser estimados pelo método dos mı́nimos
quadrados generalizados (MQG). Repete-se aqui, tal como foi feito
para os mı́nimos quadrados, a informação relevante da Tabela 4.3.
Os estimadores são obtidos resolvendo o problema de minimização

β̂MQG minimiza (y − Xβ)T V−1(y − Xβ),

o que conduz a

β̂MQG =
(
XT V−1X

)−1
XT V−1y (5.13)

e à matriz de covariâncias estimada de β̂MQG,

v̂ar(β̂MQG) = σ̂2
MQG

(
XT V−1X

)−1
, (5.14)
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com

σ̂2
MQG =

SSEMQG

n− p
e SSEMQG = yT V−1y − β̂

T

MQGXT V−1y .

(5.15)

Os reśıduos para este modelo são dados por eMQG = y − Xβ̂MQG.
Como foi também referido no Caṕıtulo 4 pode chegar-se aos mesmos
resultados aplicando o método dos mı́nimos quadrados ao modelo
transformado

V−1/2y = V−1/2Xβ + V−1/2ε , (5.16)

ou
y∗ = X∗β + ε∗

com
y∗ = V−1/2y, X∗ = V−1/2X e ε∗ = V−1/2ε,

onde V−1/2 é uma matriz tal que

(V−1/2)T V−1/2 = V−1

que pode ser obtida , por exemplo, pela decomposição de Cholesky
de V−1. Nestas condições

var(V−1/2ε) = var(ε∗) = σ2I

e a estimativa dos mı́nimos quadrados β̂MQ obtida com os dados

(y∗,X∗), representada por β̂
∗

MQ, coincide com a estimativa dos mı́-

nimos quadrados generalizados, β̂MQG, obtida a partir dos dados
originais (y,X). Os reśıduos do modelo original e os do modelo trans-
formado estão relacionados através de

eMQG = V1/2e∗MQ com e∗MQ = y∗ − X∗β̂
∗

MQ.

É de realçar que os diagnósticos para verificar a não existência de
auto-correlação ou para validar a independência dos erros devem ser
realizados sobre os reśıduos do modelo transformado, pois é em re-
lação aos erros desse modelo que se assumem tais hipóteses. Desta
maneira pode validar-se, ou não, a estrutura de covariâncias adop-
tada, consubstanciada na matriz V.

O uso da transformação (5.16) é também muito conveniente em
termos computacionais pois possibilita o uso do software usual para
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análise de regressão pelos mı́nimos quadrados. Só é preciso ter em
atenção que a matriz transformada X∗ não terá na maior parte das
vezes, e ao contrário de X, uma coluna constante pelo que quando
se ajusta o modelo transformado se deve indicar que se trata de uma
regressão a passar pela origem.

Em geral, mesmo que a estrutura de V seja conhecida, o valor
exacto dos parâmetros envolvidos nessa estrutura (no caso em es-
tudo ρ1 e ρ2) dificilmente será conhecido, pelo que haverá necessi-
dade de os estimar a partir dos dados. É importante recordar que
quando se assume ε ∼ Nn(0, σ2V) e V é conhecida, conclui-se que
β̂MQG ∼ Np(β, var(β̂MQG)), o que permite realizar inferências sobre
β. No caso em que os parâmetros de V, ρ1 e ρ2, são estimados es-
sas inferências deixam de ser exactas passando a ser válidas apenas
aproximadamente (a distribuição referida é assintótica).

É preciso pensar agora num processo para estimar ρ1 e ρ2. Em-
bora se pudesse imaginar algum procedimento ad-hoc para fazer essa
estimação3 a estratégia mais adequada consiste em estimar conjunta-
mente e pelo método da máxima verosimilhança todos os parâmetros
do modelo de regressão, incluindo os referentes a var(ε), σ2, ρ1 e ρ2.

Assumindo então que ε ∼ Nn(0, σ2V), as estimativas de máxima
verosimilhança (MV) de todos os parâmetros envolvidos maximiza a
função de verosimilhança dada por

L(β, σ2, ρ1, ρ2|X,y) = (2πσ2)−n/2 |V|−1/2 ×

× exp

[
− 1

2σ2
(y − Xβ)T V−1(y − Xβ)

]
, (5.17)

com
|V|−1/2

=
(
1 − ρ2

1

)−n1/2 (
1 − ρ2

2

)−n2/2
, (5.18)

onde ni é o número de casos com observações duplas e correlação
ρi (nos dados da escoliose, n1 = 76 e n2 = 15, representando, res-
pectivamente, o número de doentes com escoliose dupla do primeiro
tipo e o número de doentes com escoliose dupla do segundo tipo, ver
Tabela 5.4). A função de log-verosimilhança correspondente a (5.17)

3Por exemplo, em relação ao modelo com erros auto-correlacionados usa-se
por vezes o procedimento de Cochrane-Orcutt (Cochrane e Orcutt, 1949). No
entanto sabe-se que esse procedimento tende a subestimar o verdadeiro valor da
auto-correlação (Neter et al., 1996, p. 512) ou pode ficar “preso” num mı́nimo
local da função objectivo (Dufour et al., 1980).
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é dada por

logL(β, σ2, ρ1, ρ2|X,y) = C − n

2
log σ2−

− 1

2σ2
(y − Xβ)T V−1(y − Xβ)−

− n1

2
log(1 − ρ2

1) −
n2

2
log(1 − ρ2

2). (5.19)

Não parece ser posśıvel obter soluções expĺıcitas para os estimadores

(β̂, σ̂2, ρ̂1, ρ̂2) maximiza logL(β, σ2, ρ1, ρ2|X,y) .

É, no entanto, simples calcular uma função log-verosimilhança perfi-
lada (de profile log-likelihood) para uma grelha de pontos

(ρ1, ρ2) ∈ (−1, 1) × (−1, 1),

uma vez que, dado (ρ1, ρ2), se verifica que

β̂(ρ1, ρ2) =
(
XT V−1X

)−1
XT V−1y = β̂MQG, (5.20)

com V = V(ρ1, ρ2) e

σ̂2(ρ1, ρ2) = σ̂2
MQG

n− p

n
. (5.21)

A função log-verosimilhança perfilada pode portanto escrever-se como

log L̂(ρ1, ρ2) = logL(β̂(ρ1, ρ2), σ̂
2(ρ1, ρ2), ρ1, ρ2|X,y) =

= C − n

2
− n

2
log σ̂2(ρ1, ρ2) −

n1

2
log(1 − ρ2

1) −
n2

2
log(1 − ρ2

2) ,

(5.22)

e as estimativas são dadas por

(ρ̂1, ρ̂2) maximiza log L̂(ρ1, ρ2), (5.23)

e β̂MV = β̂(ρ̂1, ρ̂2) e σ̂2
MV = σ̂2(ρ̂1, ρ̂2) obtidas a partir das expressões

(5.20) e (5.21).

Para os dados da escoliose obtiveram-se as seguintes estimativas
pontuais de (ρ1, ρ2): (0.38, 0.68), para o modelo com variável resposta
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yp e com todas as variáveis explicativas; (0.46,−0.33), para o modelo
com variável resposta yf e com todas as variáveis explicativas.

O procedimento de busca foi o seguinte: efectuou-se uma busca
preliminar grosseira na grelha (ρ1, ρ2) ∈ {−0.9,−0.8, . . . , 0.8, 0.9}2

para identificar a localização aproximada de (ρ̂1, ρ̂2); conduziu-se en-
tão uma busca mais fina nessa região, com intervalos de 0.01 nas
duas direcções. A Figura 5.3 mostra os gráficos de curvas de ńıvel
das funções log-verosimilhança perfiladas obtidas e as localizações das
estimativas pontuais obtidas. Observando a figura nota-se que para
yp existe um máximo global e um máximo local da função objectivo,
enquanto que para yf apenas se observa um máximo global. As li-
nhas a tracejado delimitam regiões de confiança aproximadas (a 95%)
para os verdadeiros valores de (ρ1, ρ2) obtidas a partir de

log L̂(ρ̂1, ρ̂2) − log L̂(ρ1, ρ2) ≤
χ2

2,0.95

2
.

Estas regiões mostram que existe uma maior incerteza associada à
estimativa de ρ2 do que à estimativa de ρ1. Este resultado não é
surpreendente dado que n1 = 76 é muito maior do que n2 = 15 Pode
também concluir-se que, ao ńıvel de significância de 5% e em ambos
os casos, ρ1 é significativamente diferente de zero mas ρ2 não. Apesar
disso decidiu-se manter os dois parâmetros de correlação nos modelos.

Se após este trabalho se aplicar o teste de Durbin- Watson aos reśı-
duos do modelo transformado, para os dados da escoliose com todas
as variáveis explicativas, e assumindo que var(ε) = σ2V̂ com as es-
timativas de MV de ρ1 e ρ2, verifica-se que para ambas as variáveis
resposta, yp e yf , os resultados melhoraram em termos do valor obser-
vado da estat́ıstica mas ainda conduzem à rejeição da hipótese nula
de não correlação entre os erros. Estes resultados estão apresentados
nas Tabelas 5.6 e 5.7, para yp e yf , respectivamente, nas colunas MV,
linhas pDW,B, pDWR,B (B = 10000 permutações).

5.3.3 Estimação robusta com erros correlacionados

Os resultados descritos no final da última secção constituem de al-
guma forma uma desilusão pois parece que não se conseguiu com
o modelo generalizado resolver o problema, os reśıduos do modelo
transformado continuam a indicar a não independência nos erros.
Decidiu-se então completar a análise de diagnóstico do modelo, tendo
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em conta também os aspectos de normalidade dos erros e influência
das observações individuais nas estimativas.

A Figura 5.4 apresenta os gráficos quantil-quantil (para a distribui-
ção normal) dos reśıduos do melhor modelo obtido até ao momento,
ou seja com o último método de estimação descrito (recorda-se mais
uma vez que se têm de analisar os reśıduos do modelo transformado).
Os gráficos apontam para a existência de um certo desvio da nor-
malidade, tanto em termos de enviesamento como de caudas mais
pesadas, bem como para a posśıvel ocorrência de alguns outliers. Em
consequência decidiu-se usar métodos de estimação robusta para to-
dos os parâmetros do modelo, tratando separadamente as hipóteses
de erros correlacionados e não correlacionados.

Considera-se em primeiro lugar a hipótese de erros não correla-
cionados com o objectivo de comparar os resultados com os resultados
obtidos usando o método dos mı́nimos quadrados ordinários. De entre
os métodos de regressão robusta associados ao modelo (5.3) e descri-
tos no Caṕıtulo 4 há alguns que não podem ser aplicados quando
há variáveis explicativas do tipo qualitativo devido à possibilidade
de surgirem matrizes singulares durante a execução dos algoritmos.
Este é um problema bastante ignorado na literatura sobre regressão
robusta, no entanto há algumas referências a ele dedicadas, como
por exemplo Hubert e Rousseeuw (1997) ou Maronna e Yohai (2000)
que propuseram mesmo métodos robustos para modelos de regressão
em que há variáveis explicativas cont́ınuas e categorizadas. Segundo
os últimos autores os estimadores-S da regressão também podem ser
usados nessa situação, embora não sejam recomendados devido à sua
baixa eficiência. Como os estimadores-MM da regressão, recomenda-
dos no Caṕıtulo 4 pelo conjunto das suas propriedades, são obtidos
sobre os estimadores-M e os estimadores-S e ambos suportam variá-
veis explicativas de vários tipos conclui-se que são o método adequado
também neste caso. Para obter os resultados apresentados daqui em
diante e relacionados com este método de estimação usou-se a função
lmRobMM do S-Plus, com todas as opções por defeito (para mais de-
talhes ver S-Plus, 2000, Cap. 9). Deixa-se só aqui a nota de que, ao
contrário da implementação em R a do S-Plus calcula os erros padrão
com base nas distribuições assintóticas dos estimadores-M (Yohai et
al., 1991).

Os resultados relativos à estimação dos parâmetros do modelo (5.3)
para os dados da escoliose admitindo a não correlação dos erros
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encontram-se também nas Tabelas 5.6 e 5.7, para yp e yf , respec-
tivamente, nas colunas referenciadas MM. Em relação aos testes de
permutação usou-se B = 5000, devido a problemas de tempo de
computação. Analisando os resultados dos testes de Durbin-Watson
conclui-se que se rejeita a hipótese de correlação nula, quer com a
versão clássica, quer com a versão robusta, o que significa que os
resultados anteriores não se devem a nenhum efeito criado artificial-
mente devido à existência de outliers.

Para confirmar se a estrutura que está a ser detectada pelo teste de
Durbin-Watson tem de facto a ver com a existência de curvas duplas
procedeu-se ao seguinte exerćıcio: ajustou-se o modelo com erros não
correlacionados ao subconjunto dos dados constitúıdo só pelas curvas
simples (210 casos). Se o valor-p significativo do teste de Durbin-
Watson for devido unicamente à existência de curvas duplas, então
para este subconjunto de dados os valores devem deixar de ser signi-
ficativos. Os resultados são apresentados na Tabela 5.5 para as duas
variáveis resposta yp e yf com todas as variáveis explicativas, usando
os métodos de estimação MQ e MM (o número de permutações usado
foi B = 10000 para os MQ e B = 5000 para os MM).

Tabela 5.5 Resultados dos testes de diagnóstico para os reśıduos do
modelo linear com erros não correlacionados ajustado por mı́nimos
quadrados e regressão MM a um subconjunto dos dados da escoliose
que contém apenas as curvas simples (v2 = 1 ou v2 = 2).

yp (MQ) yf (MQ) yp (MM) yf (MM)
dw 1.55 1.58 1.46 1.56
pDW,B 0.000 0.002 0.000 0.005
dwR 1.41 1.55 1.60 1.80
pDWR,B 0.000 0.009 0.018 0.171

O que se pode concluir da análise dos resultados apresentados na
tabela é o seguinte:

(i) Quando os parâmetros do modelo linear são estimados por MQ
observa-se que tanto o teste de Durbin-Watson clássico como
o robusto produzem valores-p altamente significativos. Pode-se
imaginar que afinal existe alguma auto-correlação ou tendência
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temporal nos dados (recorde-se o modo como as observações
estão ordenadas, referido na Secção 5.2).

(ii) No entanto, quando os parâmetros são estimados pelo método
robusto MM, apenas o teste clássico rejeita claramente a não
correlação.

(iii) A única explicação posśıvel para estes resultados é: o método
dos mı́nimos quadrados foi perturbado por alguns outliers que
produziram artificialmente uma tendência moderada nos reśı-
duos, a qual é detectada tanto pelo teste clássico como pelo
teste robusto. Os reśıduos resultantes do ajustamento após a
estimação MM, pelo contrário, devem ter outliers mas não apre-
sentam auto-correlação nem tendência, o que explica que o teste
de Durbin-Watson clássico forneça resultados significativos e o
teste robusto não.

(iv) De salientar que foi necessário usar simultaneamente métodos
robustos de estimação e de diagnóstico para chegar a estas con-
clusões satisfatórias.

O que se discute em seguida é o processo de adaptação do procedi-
mento MM para obter estimadores robustos dos parâmetros do mo-
delo de regressão quando há erros correlacionados.

Quando os parâmetros de correlação em V são conhecidos o que é
adequado é usar o método MM sobre o modelo transformado (5.16).
As estimativas obtidas desta forma representam-se daqui em diante
por β̂MMG e σ̂2

MMG.

Para estimar conjuntamente os parâmetros de correlação e os do
modelo linear o que se propõe é uma adaptação do método da má-
xima verosimilhança descrito na secção anterior, e que pode ser visto
como uma espécie de método “plug-in” (“substituição”) frequente-
mente usado em estat́ıstica robusta. Este método consiste em subs-
tituir numa dada expressão ou função objectivo os estimadores não
robustos por versões robustas adequadas, e foi o procedimento usado
atrás para obter o teste de Durbin-Watson robusto. Na situação em
causa este método consiste em fazer o mesmo tipo de procura na
grelha (ρ1, ρ2) usando a função log-verosimilhança perfilada (5.24)
mas com β̂(ρ1, ρ2) de (5.20) e σ̂2(ρ1, ρ2) de (5.21) estimados por
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MMG em vez de MQG:

L̂(ρ1, ρ2) = L(β̂MMG(ρ1, ρ2), σ̂
2
MMG(ρ1, ρ2), ρ1, ρ2|X,y) =

= C − n

2
− n

2
log σ̂2

MMG(ρ1, ρ2)−

− n1

2
log(1 − ρ2

1) −
n2

2
log(1 − ρ2

2) , (5.24)

A solução pode ser vista como um ponto que minimiza

L(β, s, ρ1, ρ2|X,y) = C − n log s(β)−

− η

[
1

2s2(β)
(y − Xβ)T V−1(y − Xβ)

]
−

− n1

2
log(1 − ρ2

1) −
n2

2
log(1 − ρ2

2), (5.25)

onde s representa um estimador robusto da escala dos reśıduos e η é
uma função objectivo limitada relacionada com a regressão MM. Pela
sua construção este procedimento herda a eficiência e as propriedades
de robustez, nomeadamente o ponto de rotura, dos estimadores ro-
bustos da regressão usados nos vários passos. Este método será daqui
em diante identificado pela sigla MMV. Aplicando o procedimento de
busca acabado de descrever obtiveram-se as estimativas pontuais,

(ρ̂1, ρ̂2) = (0.68,−0.07) e (ρ̂1, ρ̂2) = (0.71,−0.78),

para yp e yf , respectivamente. A Figura 5.5 contém os gráficos de
curvas de ńıvel da função L̂(ρ1, ρ2). Nota-se a existência de vários
máximos locais nos dois gráficos e que, como é usual com este tipo
de modificações, a superf́ıcie não tem um aspecto tão regular como a
baseada na verosimilhança.

As restantes estimativas e os resultados dos testes são apresentados
nas Tabela 5.6 e 5.7 na coluna MMV (novamente com B = 5000
permutações). Em relação aos diagnósticos os resultados são muito
melhores que quaisquer dos anteriores e completamente satisfatórios
(ou quase, considerando que pDWR,B para yf é 0.044, ligeiramente
inferior a 0.05).
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5.4 Resultados

Nesta secção apresentam-se os resultados completos da aplicação dos
métodos descritos na secção anterior aos dados da escoliose.

As Tabelas 5.6 e 5.7 contêm o conjunto completo dos resultados
para as variáveis resposta yp e yf com todas as variáveis explicativas.
Alguns comentários em relação aos resultados dos testes de diagnós-
tico foram já sendo feitos durante a apresentação dos métodos. O
comentário geral mais importante é que é posśıvel observar uma das
principais consequências indesejáveis (e conhecidas) de desprezar a
estrutura de correlação: há variáveis que não têm efeito significativo
mas que parecem tê-lo. Isto acontece com a variável v4 (cirurgião)
para yf quando a estimação é feita por MQ e com as variáveis v3
(sexo) e v4 para yp quando se faz a estimação pelo método MM.

Por todas as razões já apresentadas conclui-se que os resultados
mais satisfatórios são os obtidos através do método MMV. No en-
tanto para concluir a análise é necessário considerar a eliminação
das variáveis que foram consideradas como não tendo efeito significa-
tivo na explicação da variável resposta (v3 e v4). Isso foi feito mas
não se apresentam os resultados por serem muito semelhantes aos
obtidos com todas as variáveis, incluindo as estimativas das corre-
lações (ρ1, ρ2). As estimativas finais dos parâmetros para interpre-
tação médica seriam essas mas para os objectivos deste caṕıtulo são
irrelevantes.

Para concluir refira-se uma interpretação curiosa dos resultados
que tem a ver com os parâmetros de correlação. As estimativas
finais (das tabelas não apresentadas) são (ρ̂1, ρ̂2) = (0.69, 0.10) e
(ρ̂1, ρ̂2) = (0.69,−0.77), para yp e yf , respectivamente. Estes valores
indicam que para o ângulo pós-operatório existe, tal como esperado,
uma correlação positiva moderada a elevada entre os resultados das
correcções cirúrgicas para o mesmo doente, se este sofrer de esco-
liose dupla toraco-lombar, mas uma correlação positiva insignificante
se sofrer de escoliose dupla torácica. Para o ângulo após follow-up
há uma diferença importante, enquanto para as escolioses duplas do
tipo toraco-lombar (bem separadas ao longo da coluna) se observa
o mesmo valor de correlação que em relação ao pós-operatório, para
as escolioses duplas torácicas, pelo contrário, obteve-se uma estima-
tiva negativa da correlação (mas que em termos absolutos é a mais
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ó
d
ig

o
d
e

si
gn

ifi
câ
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elevada). Estes resultados reflectem, muito provavelmente, a grande
dificuldade em manter, simultaneamente, ou seja, para as duas cur-
vas, a correcção conseguida após a cirurgia, se as curvas estiverem
muito próximas.

5.5 Discussão e conclusões

Neste caṕıtulo apresentou-se uma aplicação dos métodos robustos na
análise de um conjunto de dados com várias peculiaridades. Julga-se
que o exemplo é útil porque ilustra várias metodologias e toca em
vários aspectos que foram focados ao longo do texto.

É de referir que as ideias apresentadas neste caṕıtulo podem encon-
trar, após adaptações ligeiras, aplicação em várias outras situações de
regressão não standard, tais como erros correlacionados aos pares (é
um caso particular do apresentado), outros casos de medições repeti-
das, erros auto-correlacionados ou erros auto-regressivos mais gerais.
Basta para cada uma dessas situações seleccionar a matriz V apro-
priada. O único aspecto que é preciso salvaguardar tem a ver com o
número de parâmetros desconhecidos da matriz, se ele for excessivo
os métodos são computacionalmente mais dif́ıceis e podem também
tornar-se instáveis.

Particularmente interessante é o facto de os dados reais aqui ana-
lisados violarem simultaneamente duas das suposições do modelo de
regressão linear múltipla usual (que era o modelo indicado para os
analisar): a normalidade e a independência. O que se mostrou foi,
por um lado, a dificuldade sentida pelos métodos clássicos (mı́nimos
quadrados e teste de Durbin-Watson) devida essencialmente à pre-
sença de outliers e, por outro lado, que a aplicação de um método
robusto “de pacote” não permite resolver simultaneamente todas as
falhas das hipóteses. Neste caso foi preciso adaptar o método de
regressão MM (que funciona bem na presença de outliers) mas não
resolve só por si a questão quando falha a independência. Esta con-
clusão vem, como também foi referido na Secção 4.6, na linha das
conclusões do Exemplo 4.4 onde se mostrou que aquele método per
si também não responde satisfatoriamente na presença simultânea de
heterocedasticidade e erros com caudas pesadas.
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muitos dados não é vitória. Aceite para publicação em Actas
do XIV Congresso Anual da SPE.

Bustos, O. e James, K.L. (1980). Procedimentos Robustos. 4o Sim-
pósio Nacional de Probabilidade e Estat́ıstica. Rio de Janeiro.

Canjels, E. (2002). A permutation version of the Durbin-Watson
test for serial correlation. Working paper, New School Univer-
sity.

Chaturvedi, A. e Shalabh (2004). Risk and Pitman closeness pro-
perties of feasible generalized double k-class estimators in linear
regression models with non-spherical disturbances under balan-
ced loss function. Journal of Multivariate Analysis, 90, 229–
256.

Chau, T. e Parker, K. (2004). On the robustness of stride frequency
estimation. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 51,



Referências Bibliográficas 251
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