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Prefacio

A presente obra inspira-se em Inferéncia Estatistica sobre
Localizagdo e Escala, de Brilhante et al. (2001), actualizando
o texto e ampliando-o, incorporando nomeadamente novos re-
sultados sobre ANOSp (Analysis of Spacings) em populagoes
exponenciais, observagoes sobre verosimilhanca, suficiéncia e lo-
calizacao e escala.

No trabalho de revisao, prévio a muitas alteragoes a que pro-
cedemos, tropecamos amiide na leitura, concluindo assim que
muitas das dedugoes tinham sido apresentadas omitindo passos
que, nao sendo dificeis, nao sdo ébvios e sao trabalhosos. Acres-
centamos por isso detalhes que tornam a leitura mais amena e
proveitosa, para além de naturalmente termos procurado me-
lhorar o texto, expurgando-o tao exaustivamente quanto conse-
guimos de erros e gralhas. Mantivemos por outro lado alguma
redundéncia propositada, que visa simplificar a leitura de partes
do texto sem constantemente obrigar a consultar o indice remis-
sivo e folhear o livro, uma vez que actualmente a edi¢ao é muito
mais fécil (e, sobretudo, menos dispendiosa) do que a antiga com-
posicao tipografica, pelo que a concisao da escrita matemaética
classica deixou de ser um imperativo econémico.



Os resultados interessantes que se obtém no caso de po-
pulagbes parentes gaussianas, uniformes e exponenciais nao sao
facilmente generalizaveis a outros modelos. Pareceu-nos inte-
ressante incluir algumas razoes dessa limitacdo. Em particular,
mostramos que os referidos modelos sao os unicos que, sob as
condigoes de regularidade de Koopman em familias exponenciais,
admitem uma condensacao 6ptima da informagao de uma amos-
tra num par de estatisticas suficiente para o par de parametros
(localizagao, escala). Juntdmos também a caracterizacao da
exponencial baseada na independéncia dos spacings a caracte-
rizagdo da gaussiana pela independéncia de média e variancia
empiricas.

A incorporacao de resultados que ndo apareciam no ante-
rior curso permitiu-nos também optar por um fio condutor das
matérias abordadas que nos parece, actualmente, dar uma pers-
pectiva mais coesa e interessante, e porventura mais estimulante
para quem queira identificar problemas em aberto. Escolhemos
também um titulo mais adequado. Nao é portanto a reedicao de
um livro que envelheceu, em muitos aspectos é de facto um livro
novo. Justifica-se plenamente, no entanto, a manutencao de José
Rocha como co-autor.

Fatima Brilhante Dinis Pestana
Maria Luisa Rocha Silvio Velosa

Ponta Delgada, Julho/Setembro de 2011



Prefacio da 1? edicao

Agradecemos a Sociedade Portuguesa de Estatistica o con-
vite para realizarmos este curso. Nao nos tendo sido imposto
um modelo, decidimos optar por discutir alguns aspectos me-
nos conhecidos do que quotidianamente ocupa tantos cientistas:
comparar efeitos médios de tratamentos.

A soluc@o no caso de populagbes parentes gaussianas com a
mesma varidncia é bem conhecida. Noutras circunstancias, em
geral adoptam-se abordagens nao paramétricas. O que procura-
mos é alertar os nossos auditores para as solucoes que existem
no caso de populagoes parentes gaussianas mas com variancias
diferentes (e confessamos ja que transformar os dados nao é do
nosso agrado). Fisher, Jeffreys, Welch e Satterthwaite resolve-
ram a questao de forma satisfatoria, mas a polémica em que
Fisher se envolveu com Bartlett e Welch levou-o, com o mau fei-
tio que tinha, a preferir considerar o assunto uma curiosidade
matematica sem relevancia em analise de dados a ter que dar
crédito a Welch (que nunca cital). Obter um ¢ de Student com
um numero de graus de liberdade fraccionéario obrigou, natural-
mente, a publicar tabelas de quantis criticos, ou a proceder a
aproximacoes cuja qualidade nao foi devidamente avaliada.



Scheffé iluminou a questao, mostrando que no caso de hete-
rocedasticidade nao é possivel encontrar uma estatistica que seja
uma func¢ao invariante para permutacoes dos argumentos que te-
nha distribui¢do exacta t de Student. Por outro lado, construiu
um teste aleatorizado que tem todas as boas propriedades re-
queridas, nomeadamente ter distribui¢do exacta t de Student,
permitindo o recurso as tabelas usuais.

Sao questdes que, contrariamente ao ponto de vista expresso
por Fisher, nos parece terem cada vez mais relevancia em anélise
de dados. De facto, a necessidade de proceder a grandes estudos
de meta-andlise, coloca na ordem do dia analisar dados recolhidos
com metodologias diferentes, naturalmente com diferentes graus
de precisao.

Transformar linearmente os dados contém em si mesmo a
ideia que ou os dados originais nao sao gaussianos, ou os trans-
formamos em dados ndo gaussianos. A inferéncia sobre loca-
lizacdo em dados nao gaussianos é complicada — apresentamos
resultados para populagoes simétricas (é consolador verificar que
no caso de parente gaussiana chegamos a densidade da t de Stu-
dent!), e para populacoes uniformes e exponenciais, recorrendo a
transformadas integrais inversas. E um caminho que merece ser
explorado noutras populacoes, a dificuldade estd, naturamente,
em encontrar estimadores de localizagao e de escala que se pres-
tem a usar o teorema de Basu, e conseguir inverter a transfor-
mada integral! A “andlise da escala” que é possivel fazer de
forma elegante em populacGes exponenciais parece dificil de rea-
lizar noutros casos.

De facto, a comparacao de localizacbes, mesmo no caso de
duas amostras, é problema que nao estd resolvido. As dificul-
dades matemadticas que se poem justificam claramente, por en-



quanto, a opcao nao paramétrica.

A nossa investigacao tem sido apoiada pelas nossas Universi-
dades, pelo Centro de Estatistica e Aplicagdes da Universidade
de Lisboa, pela FCT e CITMA, institui¢cbes a quem queremos
expressar a nossa gratidao.

Fatima Brilhante Dinis Pestana
José Rocha Silvio Velosa
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Lista de Variaveis
Investigadas:

Studentizagao

1. Studentizagdo (uma amostra gaussiana de tamanho n):

X —p
5
n

t=

(Seccao 1.1.1, especialmente pp. 28-32)

ou o caso especial de amostra das diferengas x, — y, entre
coordenadas de observacoes gaussianas emparelhadas de

tamanho n: o
)
t=—5—~t,
N
(6= p, — py)
(p. 36.)

2. Duas amostras gaussianas independentes, assumindo ho-

1
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mocedasticidade:
T (X1_Y2)_(:u1_/142)/_\
S g /1 1 ny g =2
g Ty
onde ) )
& (n, = 1)S, + (n, — 1)8,
r n, +n, —2

(pp. 37-38.)
Mais geralmente, duas amostras gaussianas independentes,

. d 2 6 2
assumindo que g, =00,

T* :Y2_Y1_(:U’2_:u1)

0 1 1 - n1+n272
59 g * Ony
onde , )
& (n, =1)S] +0(n, —1)S,
0
n, +n, —2
(pp. 95-103)

3. Duas amostras gaussianas independentes, sem assumir ho-
mocedasticidade

_ (72 7y1) B (:uz 7/‘61) ]

Tsl*s2 - 2 2
S S
_1 _l’_ _2
ny Ty

(p. 76.)
(a) Behrens—Fisher
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2 2

onde t —~ tn1+n272, 0 = :—%, u = %’ N = %,
M = le — Tabelas de Fisher—Yates e tabelas de
Sukhatme.

(pp. 82-83.)

(b) Welch — tabelas de Aspin e de Welch ou
aproximagao de Smith—Welch—Satterthwaite,
~ T ~ t, com v estimado por

01,09 v ) v
2 2
B
1 2
V= . (pp. 114-117.)
S S
nf(nl—l) ng(nQ—l)

4. Estatistica de Scheffé, duas amostras gaussianas indepen-
dentes, sem assumir homocedasticidade, n, < n,

(X, - X, - 9)
TS: an n, 2/\tn171'
Z (Uk - U)
k=1
n, —1
n = 1 ™
onde U, = X,, — T;X% elU = Ty kz_:l U,. (pp. 132—

134.)

5. T* auto-normalizada de Logan, Mallows, Rice e Shepp:
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(p- 150.)
. Studentizagao externa, interna e mixta. (p. 155.)

. Studentizagdo do minimo pela amplitude (uma amostra
uniforme):

T — Xl:n - 91
n—1 Xn:n _ Xl:n
com densidade
Foo®=-""L 1 ()~ Pareto(n—1,0)
T 1 (1 + t) (0,00)

(pp. 172-174.)

. Studentizacao obtida como fungao da padronizaccao do
minimo (uma amostra uniforme):

n+2 X, -0
Tama = (D= X X
n:n 1:n

com densidade

n—1 n 1
t) = A/ ~ L (),
an—l() n+1 n+2 1 " ‘ (0,00)()
+\/ n+2 n+l

(pp. 176-177.)

. Studentizagao do estimador do valor médio (uma amostra
uniforme):

. =g
T ==

n—1 9
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10.

11.

12.

com densidade

-1
()=~ teR

Lo O = iy

(p. 178.)

Studentizacdo do minimo pelo estimador da escala (uma
amostra exponencial):

_ 1:in )\
W = ="—— ~ Pareto(n — 1,0)

(p. 179-180.)

Studentizacdo do minimo pela amplitude (puma amostra
exponencial):

_ Xl:n - )\
Tn_l B Xn:n - Xl:n ’
com densidade
n—1 nt
t) =nB(n,nt —, t > 0.

Tabela de quantis pp. 185-186. (pp. 180-184.)

Studentizacao usando a independéncia dos espacamentos
(uma amostra exponencial):

§ X, -

T - =
—1i,k —

" ’ Xk:n in

Densidade em termos de transformadas de Laplace inver-

sas; tabela de quantis p. 194 (pp. 188-193.)



Brilhante, Pestana, Rocha, Rocha e Velosa

13. Studentizacao da diferenga dos minimos (duas amostra in-
dependentes exponenciais, homoceddsticas):

Yiw =M = () = %)

YO _v® _(a — )

W — 1:n 1:n — — Es\
5 5 ’
1)
com densidade
N -2
fw (@) = I, (z)

(pp. 196-198.)

14. Studentizacdo (uma amostra de populagdo parente
simétrica, condicoes de regularidade):

anl(t)I\/i:ill {ﬁ)(l—ﬁf)lg}xf Unlﬁf((ﬂé_l)‘*‘%,n

(pp. 218-219.) No caso n = 2 tem-se

ful) =2 O/Muf(“(tji 1)) f(“(’;; 1)) du

(pp. 229230, e exemplos diversos no Apéndice A.)
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Analise da escala

1. ANOVA simples, ver Tabela 1.

Tabela 1: Tabela da ANOVA (simples).

Fontes de Variagao Graus de Quadrados razao F p
Liberdade Médios
k 2 o b5
_ B =
BSS =Y n, (z, - T) k—1 bss F= L P(kau\,fk > F
i=1 N—k
k" 2
wss=> Y (z, —,) N—k® wss
i=1j=1
koM _.2
TSS =3 (x”—f) N-1
i=1j=1
k
) > (n,—1)=N-k
i=1
(pp. 43-49.)

2. ANOVA simples nao-paramétrica de Kruskal-Wallis:

12
H:

(pp. 120-122.)

NN +1)

v

2

n,

R
» kB3N +1) X,
k=1

3. ANOSp simples em populagoes exponenciais, ver Tabela 2.

(pp. 199-204.)
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Tabela 2: Tabela da ANOSp (simples).

Soma de Graus de | Estimador Valor
Spacings liberdade de § de F
(1) ax
BSSp = nZ (X0 = Xow) | 206=1) | &, = 5
S*
F=E
6W
WSSp = Z Z ( (”) AN — k) | 6 = Wsse
=1 j=1




Introducao

Apesar de a Ciéncia estar a ganhar um estatuto mediatico,
o tempo que um resultado de facto inovador demora a migrar
das revistas da especialidade para os manuais universitarios é
longo. Esta constatacao parece incontroversa em compéndios de
Matematica escritos para matemaéticos, ou pelo caracter menos
mediatico desta ciéncia, ou pelo seu cariz dedutivo e profunda-
mente hierdrquico, que dificulta a exposicao satisfatéria de teo-
rias que assentam em resultados especializados e dificeis. Fisher
(1925, 1990), no ultimo preficio que escreveu, para a 13* edigao
do seu célebre Statistical Methods for Research Workers, refere
o desconforto causado por este livro — decerto um dos mais in-
fluentes na evolugdo da metodologia da investigacdo cientifica
—, por nao ser apenas um texto matematico demonstrativo, e
pOr mais énfase em resultados necessarios a conducao do planea-
mento e andlise de experiéncias.

Por outro lado, a avaliagao do que importa ensinar é capri-
chosa, guiada em geral por consideracoes pragmaéticas — mas
que nuns se traduzem por uma escolha do que pode ser exposto
de forma coerente e rigorosa sem esforgo excessivo, noutros por
uma selecgdo do que consideram importante para aplicagoes, e

9
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nem sempre pode ser plenamente justificado discursivamente.

Foi com alguma surpresa que constatdmos que o problema
de Behrens-Fisher, que gozou de alguma notoriedade por ter
proporcionado os primeiros grandes éxitos a escola bayesiana
(Jeffreys, 1940), brilha pela auséncia nos manuais de Estatistica
para matemaéticos e estatisticos. O problema de Behrens-Fisher
(Behrens, 1929, que nao consultdmos mas que Welch consi-
dera cheio de erros; Fisher, 1935a, 1939b, 1941) é o pro-
blema da comparacao das médias de duas populacdes gaussi-

anas com variancias diferentes!) — dados medidos com dife-
rentes precisoes, como Fisher tao “experimentalmente” escreve
— usando duas amostras independentes X1 = (Xi1,..., X1p,)

e Xo = (Xo1,...,Xopn,) de X1 —~ Gaussiana(pi,o1) e de
Xo —~ Gaussiana(pz, 02), respectivamente.

Barnett (1999), por exemplo, despacha-o em meia dizia de
linhas, e com a excepcao do texto um pouco mais ambicioso
de Casella and Berger (2002), o tipico é omitir o resultado ou,
como Dixon and Masey (1969, p. 119), receitar, sem qualquer

X1 _X2 - (/h _M2)

justificacdo ou referéncia, que o quociente

2
1) Em rigor, quando o quociente %1/,2 ndo é conhecido. Como o caso
2
2

mais usual, quando aquela razéo é conhecida, é 71/, = 1, é habitual fazer a
2

. . 2 2 2 2 . . . .
dicotomia o, = o, vs. o, # 0,, quando em rigor se deveria fazer a dicotomia
2

9,/,2 conhecido vs. desconhecido. Pearson (1905), a partir da palavra skew
(assimétrico — a assimetria tem relevancia na explicitagdo dos conceitos de
elasticidade e de escala), inventou os neologismos homocedasticidade e hete-
rocedasticidade, que actualmente se usam para expressar que as populacoes
em estudo tém varidncias iguais, ou que nem todas tém a mesma variancia,
respectivamente.
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tem distribuicao que pode ser aproximada por uma t de Stu-
dent cujo ntimero de graus de liberdade deve ser avaliado por
uma expressao que é funcao das variancias das duas populagoes,
com resultado em geral fraccionario. Desconsoladoramente, esse
namero de graus de liberdade, cuja expressao no caso de nada se
assumir sobre o quociente das variancias é

2
2 2
of o3
ny  n2
UV =
4 4 ’
01 92

+
ni(n —1)  nj(nz —1)

no caso em que 0, = 0, nao toma o valor n, +n, —2 que se obtém
na abordagem tradicional, excepto quando também n, = n2(2).

Em livros mais especializados de andlise de varidncia e/ou
planeamento de experiéncias a questao é em geral abordada, mas
de forma muito superficial; é de crer que a maior parte dos leito-
res nem se aperceba de que o problema tem solugoes sofisticadas,
e que os seus principais construtores mereceriam mais crédito do
que o que habitualmente recebem®). Behrens terd porventura

) Do mesmo modo, se comecarmos por admitir igualdade dos erros
2 2

~ . , [ (= 4(n, —1)(n,—1
padroes das duas amostras, isto é que -+ = -2 v = % toma
, 1 2 1 2}
o valor n, +n, —2 se e s6 se n, = n,, e consequentemente também o, = o,.

Welch (1938) observa que, mais geralmente,

2

2 2
2 oy 02
9, —_— —
n, n,—1 ni N2
— = = V= 1 I =n, +n, — 2.
Ty n, —1 o1 I 03
n 2 2
2 ni(ni—1) n3(nz—1)

() Porventura é mesmo o facto de o problema ter diversas solugoes, nao
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apenas o mérito de ter, em tracos largos, dado a primeira solugao
ao problema, mas Fisher (1935a, 1939b, 1941, e nas sucessivas re-
edigoes de Statistical Methods for Research Workers e de Statisti-
cal Methods and Scientific Inference) e Jeffreys (1940, 1983) pro-
duziram trabalho substancial sobre a questao, o primeiro usando

coincidentes, que tem dificultado a sua divulgagdo. Os trabalhos de Welch
(1938, 1939, 1947a, 1949) alinham pelas criticas que Bartlett (1936, 1937)
dirigiu a Fisher, indo mesmo mais longe do que aquele, parecendo sugerir
que a inferéncia fiducial deveria ser rejeitada em bloco, e dirige criticas se-
melhantes & abordagem bayesiana de Jeffreys. Mas comparado com as de
Neyman (1956), as criticas de Welch séo veludo...

Welch mostra além disso que a expansao assintética que obtém é diferente
da de Fisher (1941). Apesar de termos procurado repetidamente seguir a
argumentagao de Fisher sobre a inferéncia fiducial, nomeadamente em Fisher
(1956b), ndo é facil perceber a subtileza que distingue a escola fiducial da
escola bayesiana (Pestana, 1981). Lindley (1958), no entanto, mostra que
o argumento fiducial sé equivale ao bayesiano se o parametro sobre o qual
se estd a fazer inferéncia for um pardmetro de localizagdo, ou puder ser
transformado num parametro de localizagao.

O problema de Behrens-Fisher parece central para elucidar alguns pontos
das controversas questoes que separam frequencistas, bayesianos e fiducialis-
tas, cf. Welch (1939), e as abordagens divergentes de Fisher e de Neyman e
Pearson a teoria dos testes de significancia e dos testes de hipdteses.

Como Kendall and Stuart (1961) comentam, enquanto nao se pos o pro-
blema da comparacao das médias em situagao de heterocedasticidade, as
diversas escolas chegavam aos mesmos resultados, e apenas parecia que es-
tavam a cobrir o mesmo corpo de conhecimento com diversas roupagens.
O problema de Behrens-Fisher veio mostrar a fissura irremedidvel entre as
diversas abordagens a inferéncia.

Um comentério de Kendall and Stuart (1961) merece reflexdo: como as
solugoes coincidem no caso de uma amostra, ou de duas amostras proveni-
entes de populagbes gaussianas com iguais variancias, e divergem no caso de
duas amostras e variancias diferentes, o esforco tem sido posto na tentativa
de explicacdo desta diferenca — quando, na opinido deles, esta diferenca é
que representa a situacao geral, e o esforgo dos investigadores deveria pro-
curar explicar porque é que as solugbes coincidem nos dois casos referidos.
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a teoria da inferéncia fiducial que vinha desenvolvendo, o segundo
uma abordagem bayesiana. Bartlett (1936, 1937) criticou a abor-
dagem de Fisher no que ela tem de essencial, e Welch (1938, 1939,
1947a, 1951) solucionou o problema do ponto de vista frequen-
cista. Satterthwaite (1946), cuja abordagem é semelhante a do
trabalho de Welch, aparece em certo sentido como ganhador, pois
os poucos livros que referem a solucao em geral citam o seu nome.
Tal deve-se porventura a abordagem mais pragmatica que toma:
estima a variancia através de uma combinacao de varidveis qui-
quadrado, que aproxima por uma transformacao linear de uma
varidvel qui-quadrado, e o que lhe interessa é estimar o niimero
de graus de liberdade de tal forma que a aproximacao tenha valor
médio e varidncia iguais aos da combinagao linear que pretende
aproximar (ao usar valores médios e variancias procura evitar
solugoes negativas, possiveis usando apenas igualdade de valores
médios); de facto, é uma abordagem de Cochran (1951) que da
a esse problema um enquadramento adequado, veja-se também
McBean et al., 1988). Casella and Berger (2002) apresentam o
“estimador de Satterthwaite” como uma utilizacao sofisticada do
método dos momentos.

Nao tendo qualquer pretensao de exaustividade, procuramos
citar na bibliografia os livros que encontramos em que o pro-
blema é abordado, com a indicac¢ao das paginas (ou pdgina!) em
que ¢ tratado. Cobb (1998) e Oehlert (2000) s@o os que registam
mais informacao; Cobb nao arrola na bibliografia os trabalhos
que indica, mas ocupa-se da modificacao proposta por Cochran
(1951) a abordagem de Satterthwaitte (1946), e Oehlert curio-
samente da crédito a Welch na p. 132 (sem o referir depois na
bibliografia) e a Satterthwaitte nas pp. 262 e 274.

Enquanto se espera que qualquer estudante de Estatistica
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saiba testar a hipotese de igualdade de médias, com base na
informacao de duas amostras independentes extraidas de po-
pulagoOes gaussianas com a mesma variancia, poucos ficam a saber
resolver o problema quando as variancias siao diferentes.®

O problema é exposto, com discussao detalhada das solugoes,
em Kendall and Stuart (1961), mas dificilmente se pode conside-
rar esta obra um manual escolar. Pestana e Velosa (2010) tratam

. ~ 2 2 .
de forma elementar quer a situacao o, = o, com 6 conhecido,
2

. ~ . 0'1
quer a situacao de nada se saber sobre o quociente —5.

93

FEm contrapartida, alguns livros de Bioestatistica dao algum
relevo & questdo, porque é importante na pratica testar efeitos
médios de tratamentos em situagoes de heterocedasticidade. Zar
(1996) apenas receita a solucao (mas tem indicagdes preciosas so-
bre bibliografia adequada), e Samuels and Witmer (1999) usam
consistentemente os resultados que em nota de rodapé atribuem
a Welch e Satterthwaite, sem especificao de qualquer fonte bibli-
ografica.

E nosso objectivo apresentar uma panoramica da inferéncia
sobre localizacoes usando a escala como muleta, seja eliminando-
a ou seja estudando o que pode revelar sobre a localizagao.

@ Nota da 2° edigio: O teste de Welch-Satterthwaite tornou-se entre-
tanto o teste que o package estatistico R executa, por defeito. Para executar
o teste t “tradicional” para comparacao de médias de duas gaussianas usando
amostras independentes, assumindo homocedasticidade, é necessario expres-
samente invocar essa opcdo, declarando que 0% = o% tem o valor légico
TRUE. O package PASW/SPSS inclui os resultados de ambos os testes no
quadro da comparagao de amostras independentes e no quadro da analise de
variancia simples, e inclui também o teste de Brown-Forsythe, semelhante
ao teste aproximado de Welch. O notéavel teste de Scheffé (1943) nao teve
ainda a divulgagao que merece, e que se obtém privilegiadamente por imple-
mentacao adequada.
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Comecamos por populacoes gaussianas, tratando com algum de-
talhe o caso menos conhecido de heterocedasticidade. Seguida-
mente, apresentamos resultados sobre populacoes nao gaussia-
nas, nas situagoes que proporcionam resultados interessantes:

1. populacoes exponenciais e uniformes, porque as familias de
localizacao e escala gaussiana, exponencial e uniforme sao
as Unicas para as quais existe um par de estatisticas sufi-
ciente para a estimacao do par de parametros (localizacao,
escala), no contexto de familias exponenciais de Darmois—
Koopman—Pitman.

2. populagoes simétricas, porque um trabalho notavel de
Efron (1969) chama a atengao para as implicagoes da si-
metria da populagao parente na studentizagao;

E se por um lado olhamos para estes resultados com a simpa-
tia ternurenta de quem os viu nascer, nao podemos, por outro
lado, deixar de apreciar a opgao nao paramétrica. Como dizia
Saki, “a little inaccuracy saves tons of explanations’. A outra
abordagem possivel — transformar os dados para os “normali-
zar” — nao nos cativa tanto. Partilhamos do ponto de vista
que um estatistico nao pode olhar apenas para um modelo, tem
que reflectir sobre os residuos, e é decerto questionivel, nesta

perspectiva, usar transformagoes nao lineares.

A obra seminal de Student (1908) — eliminar um parametro
perturbador de escala quando se pretende inferir sobre a loca-
lizacao, técnica que genericamente designaremos “studentizacao”
— deixou os seus contemporaneos apaticos (é pelo menos a
opinido expressa por Fisher (1939a) no obituédrio que escreveu
sobre Gosset) e o papel de Fisher para o reconhecimento da sua
importancia foi marcante.
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Fisher (1925), ao aproveitar a variancia para fazer inferéncia
sobre a média — por a variancia ser o menor momento de se-
gunda ordem —, em lugar de lhe dar o estatuto de parametro per-
turbador e o eliminar, como Student fizera, inventou uma outra
area seminal da Estatistica, a andlise da variancia. O Capitulo 1
expoe brevemente os contributos iniciais de Student e de Fisher
no que se refere a inferéncia sobre valores médios em populagoes
gaussianas, na perspectiva pertinente para o seguimento da nossa
exposicao.

Por isso, tentamos sublinhar as ideias que os motivaram, e
expomos com detalhe pouco usual uma abordagem técnica de
testes de razbes de verosimilhangas (por razoes histéricas, a
controvérsia a volta do argumento fiducial e do problema de
Behrens-Fisher é, nas referéncias que consultdmos, perspecti-
vada sempre em termos de estimac@o). De facto, essa anélise
serd prosseguida no Capitulo 2 porque dela ressalta de forma
inequivoca que nao hé solucao que respeite os moldes classicos
quando o quociente entre as variancias é desconhecido, como
Scheffé (1944), por razdes diversas da apresentada nesse ponto
da exposigao, também apontou (discutindo o resultado de Scheffé
ulteriormente, no Capitulo 3).

No Capitulo 2 comegamos por expor os resultados de Fisher
(1935a, 1939b, 1941), e de Jeffreys (1940), recuperando um an-
terior trabalho de Behrens (1929), bastante imperfeito, ao que
parece. Os argumentos quer de um quer de outro envolvem admi-
tir distribuigoes para U?, distribuigoes fiduciais no caso de Fisher,
distribuicoes a priori no caso de Jeffreys. O argumento fiducial
de Fisher (que este retoma em Statistical Methods and Scienti-
fic Inference, 1956, aceitando té-lo exposto deficientemente em
1935) originou uma polémica com Neyman e Bartlett que ainda
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ecoa no livro de 1956, e em que Welch se perfila do lado de Bar-
tlett. Nas reedigOes posteriores a 1938 de Statistical Methods
for Research Workers, Fisher refere os seus trabalhos, e os de
Sukhatme (1938), mas dando sempre a entender que é um tra-
balho de indole matemética, cujo interesse efectivo é restrito.
Curiosamente, parece dar muito mais aprego ao problema, e
considera-o potencialmente importante em aplicagoes, em Sta-
tistical Methods and Scientific Inference.

Expomos seguidamente, na continuacao desse capitulo, a
solucao frequencista do “problema dos dois valores médios”, por
uns atribuida a Welch (1938, 1939, 1947a, 1951) e por outros
a Satterthwaite (1941, 1946), que por sua vez, tal como Coch-
ran (1951), atribui a ideia original a Smith (1936)(®). De facto,
Behrens-Fisher—Jeffreys e Smith-Welch—Satterthwaite ocupam-

X =Xo— (g —p)

se da mesma “studentizacao”, Ty, , = ——2—1-2 usando
1:°2 S2 52
21, %
L L)

no entanto aproximacoes e métodos bem diversos, que conduzem
a solucoes muito distintas.

A diferenga entre as abordagens de Welch e de Satterthwaite
nao é grande; poder-se-ia dizer que Welch, nos seus trabalhos ini-
ciais se situa mais no campo da studentiza(;éo(ﬁ), Satterthwaite
no da analise da variancia, mas ao trabalhar com duas amostras
tem-se F, = ti e portanto as diferencas sao minimas. Welch
preocupa-se mais em expor com rigor um problema matemaético,

) Num artigo raramente citado de Satterthwaite (1941), que se pode
encontrar em http://www.springerlink.com/content/6h77h7288554h864/
fulltext.pdf, este arrola na bibliografia Welch (1938). Anote-se que o
préprio Welch (1938, p. 352) indica Welch (1936) como primeira publicagao
da aproximacdo. Assim, aparentemente Smith (1936) e Welch (1936) parti-
lham a prioridade da ideia.

(©) Mais tarde, em 1951 e em 1956, aborda também a anélise da variancia.
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enquanto Satterthwaite, mais pragmatico, dirige todo o seu es-
forgo para estimar o nimero de graus de liberdade a usar num
teste aproximado.

No Capitulo 3 discutimos outros desenvolvimentos do pro-
blema de Behrens-Fisher, nomeadamente aquela que considera-
mos ser a melhor solucdo!”) do problema, proposta por Scheffé
(1943, 1944).

O Capitulo 4, breve mas importante, trata da caracterizagao
da gaussiana pela independéncia de X e S?, sugestiva de que em
populagoes nao gaussianas nao é decerto compensador procurar
copiar simplesmente o que se faz no caso gaussiano.

Na segunda Parte desta obra abordamos o problema da stu-
dentizagao em populagoes nao gaussianas, remetendo para Ho-
telling (1961) e Efron (1969) para uma discussao aprofundada
sobre a necessidade de obter resultados exactos neste campo, em
lugar de usar acriticamente resultados aproximados, invocando
o Teorema Limite Central.

Os resultados interessantes dizem respeito a uniformes e a
exponenciais, pois como mostramos no Capitulo 5 estes sao os
unicos modelos da familia exponencial de Darmois—Koopman—
Pitman em que existe um par de estatisticas suficiente para o
par de parametros (localizagdo, escala). Também no Capitulo
5 abordamos, com a generalidade inevitavel quando se foge ao
modelo gaussiano, localizagao e escala, studentizacao, nomeada-
mente na perspectiva geral que primeiro encontramos em Da-
vid (1981), discutindo as nogoes de studentizagdo interna e de

(") No sentido restrito de nfo invocar tabelas especiais, ou nao recorrer a
uma aproximacgao, truncando um niumero de graus de liberdade fraccionério.
Note-se, por outro lado, que o préprio Scheffé (1970) apodou a sua solugdo
“an impractical solution”.
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studentizacao externa. Apresentamos ainda a caracterizacao da
exponencial pela independéncia dos spacings, que mostra que a
metodologia seguida para tratar com éxito o problema da lo-
calizacdo em exponenciais nao pode ser generalizada de forma
Obvia para outras populagoes parentes.

Assim, nos Capitulos 6 e 7 apresentamos resultados para po-
pulagoes uniforme e exponencial, respectivamente, expondo os
trabalhos de Brilhante, Pestana e Rocha. A questao é abordada,
na perspectiva alargada de studentizacao interna e studentizagao
externa, na acepgao de David (1981), cf. a Definigao 5.1.1. O eixo
de desenvolvimento que parece mais promissor é: encontrar um
par de estimadores, do parametro de localizagao sobre o qual
pretendemos fazer inferéncia, e dos parametros perturbadores
de que aquele depende, e que se procura eliminar; usar trans-
formadas integrais e as suas inversas para conseguir explicitar a
funcao densidade de probabilidade de uma variavel studentizada,
isto é, em que os parametros perturbadores foram eliminados. A
ideia de usar transformadas integrais foi também explorada com
sucesso por Margolin (1977). No caso de parente exponencial,
apresentamos também um simile da ANOVA simples de Fisher,
usando espagamentos (que por isso siglamos ANOSp), usando o
facto de o estimador natural da localizagao, X, , ser indepen-
dente do estimador X, , — X, de dispersao. Esperamos que

n:mn

abra o caminho a mais investigacao neste campo.

O Capitulo 8 expoe uma aproximagao da studentizacao (no
sentido restrito cldssico) em populagoes simétricas, com resulta-
dos de Pestana e Rocha, que tém aspectos positivos e negativos.
Tém o aspecto fascinante de o calculo usar os mesmo pontos,
qualquer que seja a populagao de base (lembrando a integracao
de Gauss, que também usa sempre os zeros de polinémios or-
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togonais, qualquer que seja a fungdo que se pretenda integrar).
Em apéndice calculamos a expressao explicita de fungoes densi-
dade de probabilidade de varidveis 1, em diversas populacoes, e
a expressao de Perlo (1933) para T, no caso de parente uniforme,
uma curiosidade que pretende apenas mostar com algum detalhe
como 1) em cada um dos casos que abordamos é bem diversa de
T, —~ Cauchy(1) do caso gaussiano.

Relegamos também para apéndice uma questao importante,
mas pelas quais sentimos um apreco limitado: Uma forma de
resolver a questao da heterogeneidade das variancias é trans-
formar os dados, por exemplo usando transformacoes de Box-
Cox e estatisticas ponderadas, nomeadamente minimos quadra-
dos ponderados. Para além de uma discussao e remissao para
literatura da especialidade no que se refere a transformacgoes des-
tinadas a homogeneizar as varidncias, expomos um tratamento
com minimos quadrados ponderados, baseando-nos em Box and
Hill (1974), que consegue, de facto, em exemplos concretos de
modelagao em Quimica, “positivar”’ estimativas que com andlise
tradicional tém resultado negativo, o que é uma aberracao do
ponto de vista quimico. Isto, no entanto, nao altera a nossa des-
confianga relativamente ao hébito, excessivamente liberalizado,
de transformar dados, esquecendo que a transformacgao do sinal
é acompanhada de transformacao de ruido, e que nao temos um
verdadeiro controlo sobre este lado da questao, excepcao feita
das transformagoes lineares (que nao alteram a forma, e nao sao
por isso as usualmente escolhidas em anélise de dados).
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Inferencia sobre Valores
Médios de Populacoes
Gaussianas
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Capitulo 1

Studentizacao e ANOVA

Como usar o estimador da variancia para inferir sobre
o valor médio de uma populagao gaussiana. Como usar
estimadores da varidncia para comparar valores médios
de populagoes gaussianas, assumindo que o quociente
das suas variancias é conhecido

“Its originator, who published anonymously un-
der the pseudonym ‘Student’, possesses the remarka-
ble distinction that, without being a professed mathe-
matician, but a research chemist, he made early in
life this revolutionary refinement of the classical the-
ory of errors.”

R. A. Fisher, The Design of Experiments, p. 34.

O nosso objectivo neste capitulo é apresentar as ideias de base
da studentizagado e da anélise da variancia. O objectivo comum
destes dois notaveis desenvolvimentos da Estatistica, inventados

23
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no primeiro quartel do século XX, é levar a cabo inferéncia so-
bre valores médios de populacoes gaussianas. Mas enquanto na
studentizacao se divide uma variavel aleatdria, que depende do
parametro de localizacao e também do pardmetro de escala, por
uma funcao do estimador da variancia para obter uma variavel
fulcral adequada que nao dependa deste “parametro perturba-
dor”, na andlise da variancia usa-se a informacgao que os estima-
dores da variancia nos podem proporcionar sobre a localizagao.

A studentizacao foi inventada por Student (1908) para elimi-
nar um parametro perturbador de escala quando o que se pre-
tendia era estimar ou testar o valor do parametro de localizagao,
com base numa amostra. Muito afortunadamente, a solucao do
problema da comparacao de duas médias — no caso de igualdade
das variancias — é um corolario quase imediato do que sabemos
sobre somas de variaveis gamas independentes, com a mesma es-
cala, e desde a sua publicagao a estatistica de Student (1908) foi
usada para comparar efeitos médios de dois “tratamentos”.

Foi mesmo empregue para comparar, aos pares, k tratamen-
tos, até Fisher (1925) chamar a atencao para o facto de que esta
comparacao aos pares levava a que o nivel real e o nivel nominal
dos testes (ou coeficientes de confianca) eram tao coincidentes
quanto a taxa nominal e a taxa real de juro quando pedimos
um empréstimo ao banco ... A criacdo da anélise da variancia,
em que o parametro de escala, em vez de ser eliminado é usado
para fazer inferéncia sobre a localizacao, é um dos pontos altos
da Histéria da Estatistica, que muito justamente contribuiu para
tornar o livro de Fisher o de maior sucesso nesta drea).

() Fisher ainda escreveu o prefacio para a 13* edicdo, e preparou as
remodelacoes para a 14” edi¢do antes de morrer; dessas, algumas tiveram
diversas impressoes, e a Oxford University Press publicou em 1990 uma
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A exposicao inicial é feita com base em conhecimentos ele-
mentares de Probabilidade. Seguidamente, usamos a teoria de
Neyman-Pearson para dar um enquadramento a luz de testes
de razoes de verosimilhangas (o teorema sobre o teste de igual-
dade de variancias é registado porque a questao é discutida no
Apéndice B). Sao apenas exercicio de aquecimento, mas rara-
mente estes resultados sao registados com o detalhe usado em
Pestana e Velosa (2010) e que aqui usamos.

A razao deste detalhe é abordar seguindo a mesma linha, nos
Capitulos 4 e 5, o problema da inferéncia sobre dois ou sobre
k > 2 valores médios em populagoes gaussianas, na situacao de

variancias desconhecidas, sendo também desconhecido o quoci-
2

ente % . Veremos, assim, que as solugoes de Welch (1938, 1939,

2
1951) e de Satterthwaite (1946) ndo podem ser deduzidas no
ambito da teoria dos testes de razoes de verosimilhancas.

1.1 Student e o ‘erro de uma média’

A grande aquisi¢ao da Teoria da Probabilidade cléssica é o
Teorema Limite Central, que mostra que em condicoes muito
gerais 0 modelo gaussiano é admissivel. A familia de varidveis
aleatdrias gaussianas é uma familia de localizagao e escala, e em
muitas circunstancias o que o utilizador da Estatistica pretende
estabelecer é algum tipo de diferenca nos efeitos médios de diver-
sos tratamentos. Assim, um dos problemas centrais da estatistica

publicagado conjunta dos livros de Fisher, de que ja houve véarias edi¢gbes com
diversas impressoes.
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foi desenvolver metodologias de inferéncia sobre o parametro de
localizacao.

Na Estatistica pré-Student o problema era abordado com al-
guma ligeireza. Tudo indica que a questdo era tratada desta
forma:

Uma vez que o modelo usado é X —~ Gaussiana(p,o),

a média X de uma amostra aleatéria de dimensao n é

Gaussiana(p, ﬁ), uma consequéncia imediata da estabilidade

da gaussiana no contexto de somas, cf. Pestana e Velosa (2010,

p. 829). Sendo o objectivo fazer inferéncia sobre p, como o sinal
de 1 na amostra é T e a gaussiana centrada em 0 é simétrica,

pw—X

g

Jn

e poder-se-ia usar um intervalo de confianca para u da forma

~ Gaussiana(0,1),

_ o _ o
com coeficiente ou grau de confianga (1 — ) x 100%. (Amostra
aleatoria e intervalos de confianca nao seriam conceitos forma-
lizados como hoje, mas o fundamental das ideias que lhes estao
associadas, e a sua utilizagao pragmaética, estao claramente pre-
sentes nos trabalhos de Helmert e de K. Pearson, por exemplo.)

Ser p desconhecido e o conhecido? Como é isso possivel, se
. o~ 2 2
na definicao de 0~ = E[(X — u)"] se usa p?! Com certeza que
temos que usar o sinal de ¢ na amostra, e o natural é usar

1 n
2
s = n—lZ(xk_x)'

k=1
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Que influéncia tem isto na estandardizacdo da gaussiana?
Resposta ingénua:

-X - X
K — = K > g/\Gaussiana (O, g),
Vn NG

)

como é de admitir (pelo menos para grandes amostras) que
~ 1, nao custa muito continuar a aceitar que o intervalo de

»|Q

S
sy T+ 2 o pode ser considerado

s

S
conflanca (T — 2, ,—
1-3 \/ﬁ

uma boa aproximagao.

1.1.1 Meédia “studentizada” e inferéncia sobre o va-
lor médio de uma populagao gaussiana

O espectacular trabalho de Student (1908) chamou a atengao
para que o facto de se julgar que se estava a dividir por uma
“constante errada” era, em si mesmo, um erro. A estimativa s

de o deve ser encarada como o valor observado de uma variavel
S

vn

obtém uma gaussiana com escala nao unitaria, o que se obtém é
uma, variavel aleatdria com distribuicdo em forma de sino, como a
gaussiana, mas com caudas mais pesadas (no caso de a dimensao
da amostra ser n = 2 obtém-se a Cauchy, de caudas tao pesadas
que nem tem valor médio).

aleatoria, o estimador .S, e quando se divide u— X por nao se

A forma actual de expor a questao, que poupa alguma etapas,
é notar que

« 7, = i o Gaussiana(0,1);
N
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(n — 1)52 2
oY , = ——— —~ X,_,» (Pestana e Velosa, 2010, p.
o
974-975);

e X e S° sio varidveis aleatérias independentes, no caso de
populacoes gaussianas, (Pestana e Velosa, 2010, p. 979-

980).
Entao _
X —p
" . X — wo Z,
n—1 "~ S - -
% Ynfl
n—1

é o quociente entre duas varidveis aleatérias independentes, uma
gaussiana padrao e a raiz quadrada de um qui-quadrado dividido
pelo seu valor médio n — 1, respectivamente, a que chamamos
variavel aleatéria t de Student com n — 1 graus de liberdade.

Deduzir a funcao densidade de probabilidade deste quociente
é conceptualmente simples, e para quem domine razoavelmente
o uso da fungdo gama de Euler é quase imediato. A partir dai
a tabulagao de quantis (e, hoje, o calculo imediato de valores de
prova p associados a valores observados de ¢, ,) é uma questao
de meios de cédlculo e/ou paciéncia.

Teorema 1.1.1.

A funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatdria t de
Student com n graus de liberdade €
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Demonstragao:
Tem-se
+o0
ZO
FtTL(t) = P Y §t|Yn:y fyn(y)dy:
0 n
+0o0
Y
- [ 2z nwa-
0
+oo

onde ® é a fungao de distribuigao da Gaussiana(0,1). Derivando
em ordem a t vem

= [ o (1 ﬂ) VbW dy
0

n

2 .
e como Y, —~ x ,ousejaY, —~ Gama (5 ,2), tem-se
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donde

= [ € dy
2 n
VErn2ir(3)
2
Fazendo ¥ (1 + %) =z, y= 2zt = dy = lisz vem
+o0o n-l
1 2z . 2dz
ft" (t) B b3 n / 2 e 2 =
\/ﬁ 2°T (f) 0 1+ . 1+ e
+o0
1 .
- ntl / z e dz,

VAT () (1+5) 0

ou seja, uma vez que /7 =T (%)7

fi, () = Fl(nTH) ! - Ir(t),
I'(3) (%) \/ﬁ(lJr%Q)z
Finalmente
1 1
0 (L) = o — Ig(t), 1.1
7O = 5 w(t), (L)
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Figura 1.1: Densidades ¢ de Student com n graus de liberdade.

Note-se que a funcao densidade de probabilidade de t, é
1
_ r'@) 1 _

t) = Ir(t) = Ir(t), ou

ftl() r(Hr) , 2 r(?) 1+ ¢ r(t)
V1 (1+tT)

seja a t de Student com 1 grau de liberdade é a Cauchy padrao,
como atras anotaramos.

1=

Fagamos ainda alguns comentarios, que apontam resulta-
dos intuitivos. Sabemos que as varidveis aleatérias gama tém
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assimetria direita. Por isso, se Z,,Z,,...,Z, forem n + 1
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
com Z, —~ Gaussiana(0,1), entdo o radicando no denomina-
dor de T, é a média de n varidveis aleatérias Z: —~ X? e

P [W < 1] =P [ZJFHJF” < 1} > 0.5, donde as cau-

das da t de Student sao mais pesadas do que as caudas da gaussi-
ana padrao. Assim, os quantis extremos da t de Student excedem
os correspondentes quantis da gaussiana, uma questdo que tem
incidéncias importantes em inferéncia estatistica.

Z otz
Por outro lado, ————" tem valor médio 1 e desvio padrao

2 0 e consequentemente é de esperar que com grande

n p—oo
probabilidade se aproxime da varidvel aleatéria degenerada em

22442, p
n—oo
sequéncia da desigualdade de Chebycheff (cf. Pestana e Velosa,
2010, p. 430), quer como consequéncia imediata da Lei dos Gran-
des Nimeros (cf. Pestana e Velosa, 2010, p. 1001), uma vez que
aquela expressao é a média de variaveis aleatorias Z ~ Xl’ om
valor médio 1. Entao, quando o ntmero de graus de liberdade

1 quando n — oo. De facto, 1, quer como con-

aumenta q
t, —— Z —~ Gaussiana(0,1),
n—oo

em virtude do teorema de Slutsky, cf. Pestana e Velosa (2010, p.
997-998).

A observacao das tabelas da t mostra que, de facto, os quantis
de probabilidade p da ¢ convergem — decrescem, de acordo com
a observagao acima — para os correspondentes quantis da Gaus-
siana padrao. Habitualmente na tultima linha da tabela estao
registados, para um nimero de graus de liberdade n = oo, os
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quantis de probabilidade p de Z ~ Gaussiana(0,1).

Claro que o trabalho pioneiro de Student (1908) foi bem mais
dificil de desenvolver do que parece vendo esta exposicao feita a
luz de uma compreensao mais actual do problema, como atestam
as 25 paginas do seu fabuloso artigo publicado na Biometrika. O
comentario de Welch (1947a) merece registo:

“It will be recalled that in Gosset’s original appro-
ach to the single sample problem (‘Student’, 1908) his
wnitial step was to note that the first four moments
of the distribution of s’ were consistent with the as-
sumption that the distribution could be represented by
a Pearson Type III curve. He was fortunate in this
way to rediscover a distribution that had already been
found by Helmert, as this permited him to go on to
the derivation of the t-distribution.”

Como ¢é usual com os grandes passos em Ciéncia, esta notavel
contribuicdo para a teoria dos erros foi recebida com “weighty
apathy’, para usar os termos de Fisher (1939a) no obituério de
Student. Em certo sentido, foi o trabalho de Fisher que chamou a
atencao para a importancia do trabalho pioneiro de Student, que
é hoje reconhecido como a semente germinal de toda a estatistica
moderna.

Um olhar critico para o trabalho de Student permite salientar
os tragos essenciais do seu contributo:

e Pretende usar-se a informacao fornecida por uma amostra
aleatéria X em inferéncia envolvendo um parametro de

. ~ - * * —_
localizac@o p, usando uma funcdo T =T (X, u) = X —p;
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e A funcao de distribuicao F. de T* depende de um
“parametro perturbador” de escala o, de que S = X(X) é
um estimador;

e ¢ possivel deduzir a distribuicao exacta de T = \/n %, a
qual nao depende do parametro perturbador o.

No rasto do trabalho de Student, quando este comecou a
receber o crédito que merecia, muitos procuraram desenvolver
resultados andlogos em populacoes nao gaussianas. Mas a inde-
pendéncia entre X e S ? ¢ caracterfstica de populagoes gaussianas,
e os resultados sobre distribuicoes exactas, para populagoes nao
gaussianas, limitam-se as situagoes pouco relevantes de n = 2
ou, ja com um aspecto analitico desencorajador, n = 3, veja-se
o Apéndice A.

Claro que se T (z) for calculada com base em X e a estima-
tiva S = X(y) for o valor observado de S = £(Y'), em que Y
¢ independente de X, contornamos com esta “studentizacao ex-

terna” o grande problema do célculo da distribuicao de T' = %,
que é a dependéncia entre numerador e denominador.

David (1981), indo directo ao dmago da questao, considera
que studentizagao é qualquer processo de nos desembaragarmos
de um parametro perturbador (em geral um parametro de es-
cala): Dividimos a versdo centrada em 0 do estimador de um
parametro (em geral de localizac@o) sobre o qual queremos fazer
inferéncia, mas cuja distribuicao depende do referido parametro
perturbador, por um estimador apropriado deste, por forma a
obter uma varidvel fulcral (um pivot), cuja distribui¢ao ji nao
depende do parametro perturbador.

Se os estimadores do parametro de interesse e do parametro
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perturbador forem independentes, chama-lhe studentizagao ex-
terna; se forem dependentes, chama-lhe studentizacao interna.

O interesse de David na studentizacao deve-se a, nesta pers-
pectiva, ja nao estarem em jogo apenas valor médio e erro padrao.
A amplitude studentizada, por exemplo, é um indicador impor-
tante em andlise da variancia, e outras funcoes de estatisticas
ordinais, apropriadamente studentizadas, tém interesse em Es-
tatistica Aplicada.

Pestana e Rocha (1992) abordaram a questdao com grande
generalidade, deduzindo expressoes aproximadas em populagoes
simétricas, e estudando com inversao de transformadas integrais
as populagoes beta e gama. Rocha (1995) apresenta com detalhe
uma abordagem muito geral a populagoes simétricas, obtendo
resultados que admitem comparagao com a integragao numérica
de Gauss, no sentido em que os “pontos interpoladores” que
usa na aplicacao do teorema do valor médio generalizado sao to-
talmente independentes da populagao parente. Brilhante et al.
(1996) contém resultados diversos sobre studentizacao interna,
enquanto Brilhante (1996a) foca a studentizagao externa em po-
pulagoes exponenciais, obtendo resultados exactos e assintéticos,
quer a custa de fungoes especiais quer por inversao de transfor-
madas de Laplace, fornecendo tabelas que tornam esses resul-
tados efectivamente usdveis em inferéncia estatistica. Pestana
et al. (1999) e Brilhante et al. (2009) retomaram a questao no
ambito mais vasto da andlise da escala, que adiante discutimos,
a propoésito da criacao fundamental de Fisher.
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1.1.2 Comparacao dos valores médios de duas po-
pulagoes gaussianas

A comparagao dos valores médios das margens de um par
aleatério bigaussiano (X,Y) —~ Bigaussiana(f,, ft,,0,,0,,p),
partindo de uma amostra (xz,y) = ((z,,v,),...,(z,,y,)) de ob-
servacoes emparelhadas é consequéncia imediata da teoria atrés
desenvolvida para inferéncia sobre o valor médio de uma po-
pulagdo gaussiana com base numa amostra — basta considerar
aamostrad = (d,,...,d,),onded, =z, —y,, k=1,...,n. De-
notando d = p, — u,, tem-se entao, com as notagoes habituais,

A abordagem de Student permite ainda estudar p, — u,, com
base na estimativa Z, — ¥, calculada usando as observacoes de
duas amostras independentes de populacoes gaussianas com a
mesma variancia (“homocedasticidade”) de dimensodes respecti-
vamente n, e n,.

De facto, esta hipétese apenas tem que ver com tratabilidade
matematica, e é mesmo avessa a filosofia da Estatistica. A soma
de gamas independentes com o mesmo parametro de escala é
ainda uma gama com a mesma escala, cujo indice é a soma dos
indices das parcelas, e assim a soma de variaveis quis-quadrados
independentes é ainda uma varidvel qui-quadrado, cujo niimero
de graus de liberdade é a soma dos ntimeros de graus de liberdade
das parcelas. Porém, se as escalas forem diferentes, o problema
deixa de ser elementar.
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Assim, admitindo homocedasticidade, o uso da varidncia pon-
derada

2

2 2
S _ (nl - 1)8)(1 + (n2 - 1)SX2

P n, +n, —2

resolve airosamente a questao, pois

Sj (nl - 1)511 + (nz - 1)5)2(
(n1+n2*2)72: 2 X

Teorema 1.1.2.

Sejam X, = (XH,...,XM1> e X, = <X21,...,X2n2> amostras
aleatdrias independentes, com X, gXl ~ Gaussiana (f1,,0) e

X, gX2 ~ Gaussiana (p,,0). Entao

_ (Yl _YQ) - (M1 - :U'Q)

t .
% § /L1 Mt
p TLI n2
Demonstracgao:
Comecemos por observar que
_ ) "
X, —~ Gaussiana (,ul, = )
>

X, —~ Gaussiana (,ug, ﬁ)

= YI—YQAGaussiana(ul—uwg L_FL) —
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(Yl _Y2) _(:Uq _M2)
o i—|— L

ny Ty

—

~ Gaussiana(0,1).

Por outro lado, como atras vimos

2 2
(nl—l)le 4—(712—1)5’)(2 )
oat - X”1+"2—2'

L . o 2 .
Como as populagoes sao gaussianas, X, e S x, 530 independen-

tes, e independentes de X, e Sj( , que por sua vez também sao
2
independentes, donde

2

(X, -X) —(—py) | (- 1) S, +(n, —1) 5,

2

1,1 o
g ”1+”2

sao independentes.

Consequentemente
(yl 7Y2)7(“1 ’/‘2)
0\/%1_"_%2 _ (leXz)*(:Uq*:uz)/\t
B 1 1 nytng—2°
(ny—1) Sil +(ny,—1) 55{2 Sp ?1 + 72
(nl +n2—2) 0’2
O
X, —-X,) - (u, —
(Note a semelhanca de ( ! 2) (g — 15) = 1 1
S /L L (ng =1+(ny—1)
P ’n,1 ’fL2
com ;(1_’:1 ~t, ., — no caso de uma amostra, obviamente
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Esta resolucao decorre de assumir hipéteses bastante restriti-
vas, porventura irrealistas em muitas situacées. Diversas formas
de relaxar essas hipoteses restritivas colocam problemas estimu-
lantes e importantes. Nomeadamente, colocam-se as seguintes
questoes:

1. A extensdo a comparagao de k > 2 valores médios de po-
pulagoes gaussianas, assumindo homocedasticidade, cuja
solucao, que se deve a Fisher, foi a criacao da analise da
variancia e a génese do planeamento de experiéncias. A
andlise da variancia simples é apresentada na Seccao 1.2.

2. A extensdo deste resultado a gaussianas com variancias di-
ferentes. Este problema foi abordado por Behrens (1929),
Fisher (1935b, 1939b), Jeffreys (1940), Smith (1936),
Welch (1938), Satterthwaite (1946), Aspin (1948, 1949),
Scheffé (1943, 1944) e Cochran (1951) entre outros, e o es-
sencial dos resultados serd apresentado nos Capitulos 3 e
4.

3. Dedugao de resultados similares em populagbes nao gaus-
sianas. Nesse caso, a dependéncia entre estimadores de
média e variancia é uma dificuldade tal que as aborda-
gens nao paramétricas (em que apenas se admite que as
populacoes parentes sao continuas, por forma a concep-
tualmente os ranks poderem ser definidos sem ambigui-
dade — ainda que na pratica a discretizacao imposta pe-
los instrumentos de medida faca surgir dados empata-
dos, e haja que atribuir ranks médios) se tornaram in-
contornaveis. Conseguem-se alguns resultados exactos, ou
boas aproximagoes, para algumas populagoes nao gaus-
sianas cuja funcao densidade de probabilidade tem uma
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expressao analitica particularmente simples, ou colocando
hipéteses fortes como simetria, sobretudo num contexto
mais geral de studentizagao, encarada como uma divisao
de uma varidvel dependendo de um parametro perturba-
dor por um estimador desse parametro. O assunto serd
tratado na Parte II.

1.2 Fisher e a comparacao de k£ médias

Student (1908) resolveu o problema da inferéncia sobre o va-
lor médio de uma populacgao gaussiana, e subsidiariamente o pro-
blema da diferenga entre os valores médios de duas populagoes
gaussianas com a mesma variancia, inventando uma forma de
eliminar o parametro perturbador de escala.

Fisher (1925) teve a ideia de usar a influéncia da localizagao
no parametro de escala para investigar a igualdade de valores
médios de k populagoes gaussianas com a mesma variancia.

Ha duas questoes elementares que queremos recordar antes
de apresentar as ideias de Fisher:

1. A funcao f(z) = 2’ é a tinica funcao nao trivial tal que

flz+y) + flx—y)
2

= f(@) + f(y)-

2. A variancia é o menor dos momentos de segunda ordem.
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De facto,
E[(X-C)| =E[(X -EX]+E[X] - )" =
= var [X] + (E[X] - C)" > var[X],
com igualdade se e s6 se C = E [X].

A varidncia empirica goza de propriedade andloga:

n—1 n—1
k=1 k=1
1 = " >
= 1{Z(xk—x) —&-2(9@—C)Z(xk—x)+n(ac—0)}
[ER k=1
2 — 2> 2
s +n— z-C) >s,

com igualdade se e s6 se C' =T.

Anote-se ainda a extensao para média e a variancia pon-

deradas.
Sejam
n n
o 2
xw:‘ w,r, e w_n—lg n; )
Jj=1 Jj=1
n,. n
onde w, =+ >0, j=1,...,n, e w; = 1. Também

—_
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pois
n n n
;n] (l‘] -z,) :n; #(xj -z,)=n(,-7,) =0

Consequentemente a média ponderada minimiza os mo-
mento empiricos centrados ponderados de ordem 2, com
as mesmas ponderacoes,

n

! Z n; (xj - 0)2 > Si’

Jj=1

n—1

com igualdade se e s6 se C = 7,. Gilbert (1989, p. 7) co-
menta: “To use a weighted mean in an unweighted analysis
of variance (or vice versa) would be misleading, and there-
fore wrong”.

A constatacdo destes dois factos elementares deve ter inspi-
rado Fisher a decompor as somas de quadrados que entram no
calculo do estimador da variancia em parcelas independentes,
medindo respectivamente a variabilidade dentro das amostras e
a variabilidade entre amostras. Chamou a essa decomposigao
ANOVA — ANalysis Of VAriance , onde a palavra “andlise” tem
a mesma acepcao que em Quimica: decomposi¢ao em partes ele-
mentares

Apresentamos naturalmente a situagdo mais elementar e
de notacao mais legivel, habitualmente denominada anélise
da variancia simples (one-way analysis of variance), mas os
métodos da andlise da variancia valem para planos experimen-
tais muito sofisticados, com algumas questoes nao elementares
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sobre particao das somas de quadrados e independéncia, e proble-
mas de nao ortogonalidade; recomendamos a leitura de Gilbert
(1989), fascinante.

Considere-se entao que temos k amostras aleatérias indepen-

dentes
X, = (XH,...,XMI)
X, = (Xa X, )
X, = (Xk17 s Xy )
extraidas de populagoes Gaussiana (u,, o), i = 1,...,k. Por

simplicidade de exposicao, vamos supor que X, ¢ um vector com
n, registos dos efeitos do i—ésimo tratamento experimental dos
k que estamos a comparar, supondo que a variancia é a mesma
para todos os tratamentos.

O efeito médio global pode ser avaliado por

3

k .
p— ]_ i
)
i=1 j=1
k
onde N = Z n, é a dimensao da amostra global.
i=1
Por outro lado, a média de cada uma das amostras

1 ’fl
712
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pode ser considerada como um sinal do efeito médio de cada
tratamento, isto é do correspondente valor médio p, .

A soma dos quadrados que nos permite avaliar a variancia da
amostra pode entao ser particionada numa soma de duas parce-
las:

2

nz( X, +X, X):

j=1

M»

.‘né()z
- v

=1 (2

Mw

=1

<

|
M»

n, (Y - ?)2 — WSS + BSS,

- I

1

1

3

<.

uma vez que o termo rectangular, como jd justificimos, é nulo.

Enquanto T'SS (Total Sum of Squares) mede a variabilidade
total, WSS (Within Sum of Squares) mede a variabilidade dentro
das amostras, e BSS (Between Sum of Squares) mede a variabi-
lidade entre as amostras.

Os “quadrados médios”

) WSS BSS
=77 e 2

k
>.(n,—1)
i=1
sao estimadores da variancia.

De facto, se aquele pressuposto for verdadeiro®,

BSS
N -k
) Note que de % = B35 4 V‘;‘ES, com % — X;V,lv 2~ Xifl e

2
Wss Xy_, S€ conclui que BSS e WSS sao independentes — um caso

o

particular do teorema de Cochran (1934).
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Mas enquanto

WSS
N —k
é um estimador centrado de 02, quer p, = p, t =1,...
nao, pois
7 — 2
.21 (Xz'j B Xi-) [ n, )
j= 2 ~
2 X, o, = E (Xij_Xio)
o i ,
_‘]:1
1 =1,...,k, e consequentemente
k" 27 k
B wWS8S _E i§1321 (Xij 7Xi') _ 1
N —k N—k N —k 4
7j=1
~ BSS
0 mesmo nao acontece com T
De facto, de
1 &
o = — X.; — Gaussiana (,ui, U)
n, N
e
k n,
X = 1 X Gaussiana 7
= 20 2 i M, N )’

45

, k, quer

= (n.—l)aQ,

K3

(ni—l)a2 =0,

k k
onde N = 3" n, é a dimensdo da amostra globale = + > n, 1,
: ]

=1

(2
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o valor médio da populagao global, segue-se que

k 2 k 5 2
Zni(z,_y) ~E ZniX“—NX]:
= =1

k 0_2 0_2
2 2
= Ny +—)-N — | =
i=1n1<ul+ni> <M+N>

k
:Zni,uj—i—kaQ—N/f—az:(k—1)02+2niuj—]\/,u2.
i=1 i=1

E

Consequentemente,

2 2

BSS1 - &
E[k—JUJF k—1

Ora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

k
<Z nzﬂz) 1 k 2
2 i—1
Np :NZT:N (Z Vv, \/”J%) <
i=1

k k k
% Son S (V) =Y n,
=1

i=1 i=1

pelo que a segunda parcela é sempre nao negativa, tomando o
valor zero se e s6 se p, =, 1 =1,...,k.

A tabela da ANOVA (ANalysis Of VAriance) simples apre-
senta a informacao fundamental:

Convém notar alguns aspectos, perspectivando agora em ter-
mos de amostra aleatdria e nao de amostra observada:
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1=l1=2
1-N | (2-"2) XX =981
u_
YN , P e
ssar | ¥ N (2= Te) KK = g5
1-N
— Y—N'TI— m%\b\p — 1 K3 =
EER e sg | 10| e-'muX=gsa
- A
sS4
SOIP9IN opeplaqry
d A oezelr sopeipen{) | op sneir) ORIRLIRA OP SOIUOq

‘(soduits) YAONYV ®P ®[oqR, 1T ®[oqR],
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BSS 2 WSS 2
o2 T Xe1 © 757 T Xy

2
730523 + —”f;ﬁs = —Tis ~ Xy_,» Podemos con-

2

e Uma vez que

k — p—
cluir que as variaveis aleatérias BSS = ) n, (X ;=X )
=1
k Ty .2 z
e WSS =73 > (X, —X,) séo independentes.
i=1j=1

e Do exposto, conclui-se que a razao

B55 BSS
k-1 _ k-1 ~Fy 1 N—k
was WSS Y

N —k N -k
pois é o quociente de duas variaveis aleatorias independen-
. 2 .. ,
tes, respectivamente uma x, | dividida pelo seu nimero

de graus de liberdade k — 1, e uma va_ . dividida pelo seu
numero de graus de liberdade N — k.

e No caso de nem todas as populacoes de que foram extraidas
as amostras terem o mesmo valor médio, como %Sf é um
estimador enviesado de o2, que sobre-estima, a razio F
tenderd a evidenciar essa diversidade de valores médios.
A ind WSS « 1; 50 d caAl .

e Anote-se ainda que =7 ¢ a generalizagao da variancia

2 7’ ~ 7’ .
ponderada Sp que usamos na comparagao de valores médios
com a t de Student no caso de duas amostras independen-

tes, assumindo homocedasticidade.

Como tinhamos referido, expusemos a situagao elementar de
andlise da variancia simples. Mas a metodologia de Fisher fru-
tificou, e um dos problemas centrais da Estatistica Aplicada é a
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“decomposicao de quadrados”, como criticamente expoe Gilbert
(1989). Nao aumenta porém a compreensao do problema que nos
ocupa, e por isso preferimos reperspectivar a questdao em termos
de razao de verosimilhancas.

1.3 Comparacao de valores médios com
base em duas amostras independentes
homocedasticas: o teste { como teste
de razao de verosimilhancas

Maximizar a fun¢do de verosimilhanca é equivalente a maxi-
mizar a log-verosimilhanca, uma vez que a fungao logaritmo é
crescente.

No que se segue, fixada uma amostra  extraida de uma po-
pulagao gaussiana com parametros p e o, denotamos a funcgao
de verosimilhanga L(u,o|x), usando notagoes do mesmo tipo no
caso de duas amostras. Consulte-se Casella e Berger (2002, no-
meadamente pp. 290 e seguintes) sobre o papel da fungao de
verosimilhanga na reducao dos dados.

Comegamos por registar um resultado bem conhecido no
ambito de estimacao dos parametros de uma populacao gaussia-
na, porque vai ser a base de todo o desenvolvimento que segue:

Teorema 1.3.1.

Seja x = (x,,...,x,) realizagcao de uma amostra aleatoria de
dimensao n de uma populagao X —~ Gaussiana(u,o).

Sejam x e o firos. Entdo pv— L(p, o | ©) € mdzima para ji = T.
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Sejam x e p fixos. Entdo o — L(u,o | ) € mdzima para &, com
n
L2 2
a :% E (xk _,u) .
k=1

Sejam p e o parametros desconhecidos. Entao a verosimilhancga
€ mdxima para 4 =T e 0 = 0.

Demonstragao:

A verosimilhanca associada a uma amostra € = (x,,...,z,)
de uma populacao gaussiana é

L(p,o | x) = (\/Q%U)nexp [— 222 knl (z, — u)2]

e a funcao de suporte

F(1:0) = L(pyo | @) = —n(n V3 +1n0) — — 3 (@, — )’

2
20 —

n
d _ 1
Tem-se - InL(p,o | ) = —= kzl (x, —p) e aquela ex-
pressao anula-se, passando de positiva a negativa, apenas em
n
~ 1 =
f=—r X =T
k=1

n
d _ n 1 2
Por outro lado, 4~ L(p,0 | ¢) = —2 + = kzl (x, —p) e
esta expressao anula-se, passando de positiva a negativa, apenas
n
~2 1 2
em 6° = - > (x, —p)
k=1

No caso de p e o serem ambos parametros desconhecidos,
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observe-se que a verosimilhanca é continua em R x R e

(=),
-

k=1

lim L(p,o | ®) = lim
0—0 1400

= lim L(p,0|x),

p—+too

portanto atinge o maximo no interior do seu dominio. Derivando,

af n
87('% ) ﬁ(ﬂﬂ—ﬂ) =0
of no1 g ,
%(M,U)_ +?Z($k p)” =0
k=1
concluindo-se assim que
=7
o1 - 2
= g Z(xk - w)
k=1

Pode-se justificar que a solugao (7, d) encontrada para o sis-
tema de estacionaridade corresponde ao méaximo neste caso no-
tando que no expoente da verosimilhanca se tem

n n

- ==Y -1 —n@-p) <= (-7,
k=1

k=1 k=1

com igualdade se e s6 se u = T (de acordo com o que foi visto
na secgao anterior). Logo, para cada valor de o a verosimilhanca
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é maxima quando pu = T, e entdo basta achar o maximizante
de f(o0) = L(ZT,0 | £) — que ja antes mostramos que é 6. No
que se segue deixaremos ao cuidado do leitor a verificacdo de
que os pontos de estacionaridade encontrados sao efectivamente
maximizantes, que em geral segue as mesmas linhas.(®)

O]

Abordemos agora os problemas de comparacao de parametros
populacionais com base na observacao de duas amostras indepen-
dentes.

Teorema 1.3.2.

Sejam x|, = (ZL’U, . "x1n1>7 T, = (:Um, . ,x2n2) realizacoes de
duas amostras aleatorias independentes, de populagoes X, —
Gaussiana (p,,0,) e X, ~ Gaussiana (u,,0,).

A fungdo de verosimilhancga
L(/’Ll’/’b270—170—2 ‘ $1,$2)

€ mazima para

Hy =T, Moy = T,
A2 ™ 2 ) 2
Ulznilkz_:l(xlk_xl) _%2( )

3)Qutra justificagdo possivel para funcdes de duas varidveis ¢é verificar que
f é de classe C” em todo o dominio, um subconjunto aberto de ]R2 e satisfaz as
duas condigdes de segunda ordem: (I) f,,(%,6) = —n/6> <0e f,,(%,6) =
—2n/6% < 0 (basta uma destas segundas derivadas ser negatwa) (H)
discriminante é f,,(%,6)f,,(Z,5) — fj (%,6) = 2n*/6* > 0. Como hd s6
um méximo local, trata-se do maximo absoluto.
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sendo o mdzimo igual a

Ly, 1,61, | @y, ;) = (2med))  (2red))

ny Ry
2 )

Demonstragao:

Como estamos a trabalhar com amostras independentes de Gaus-
sianas,

L(,ul,,uz,al,02 | :1717332) :L(Muoﬁ ’wl) L(ngz | 582)'

sendo ambos os factores do segundo membro positivos, e portanto
os valores que maximizam L (p,, it,,0,,0, | T,,x,) sdo os que
maximizam L (u,,0, | x,) e L(p,,0, | x,). Face aos resultados
do teorema anterior:

[1’1 =7, ﬂz =T,
A2 ™ .2 2 9y o 2
01:%2(1'11@_%1) UQZ%Z(xzj_$2)
) 2 i

Por substituicao, obtém-se o maximo.

Teorema 1.3.3.

Sejam x, = (xn,...,:vlnl) ex, = le,...,x2n2) as rea-
lizacoes de duas amostras independentes, de populacoes X, —

Gaussiana (pu,,0) e X, —~ Gaussiana(pu,,0). Com esta
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hipdtese adicional de homocedasticidade, L (i, p,,0 | €., x,) €
mdxima para

nytny
N 2
e 0 valor mdxzimo da func¢ao de verosimilhanga é (27reap>
onde
ny 5 Ny 5
Z(xlk_xl) +Z (ij_x2) A2 ~2
L2 k=1 Jj=1 n,o, +n,0,
g = et
b nl + n2 nl + n2

€ a estimativa ponderada de mdxima verosimilhanca da variancia
comum, com base na informacdo das duas amostras.

Demonstragao:

Do resultado anterior, sabemos i, =, e fi, = T,; ha agora que
determinar o valor de o que maximiza

1 n1+n2
L(Uwu%):<\/%) X
1 _ 2 _
X exp _20_2 Z (mlk - 1'1) + Z ($2j - 372)




Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 55

Logaritmizando,

1
In L(U | ml’mZ) = _5 (n1+n2) ln(27r)_

y Ty

_(n1+n2) Ino — ! Z(x1k_fl)2+2($2j_j2)

2
20 k=1 j=1

e derivando em ordem a ¢ e igualando a 0, vem

LY 2 D) .2
Z (:Blk _xl) + Z (mzj - :Ez)
2 k=1 j=1

g = =
n1+n2 n1+n2

~2 A2
n,o, +n,0,

O méximo de L (o | ¢, x,) obtém-se por substituicdo. [

Estamos entao em condicoes de abordar o teste da razao ve-
rosimilhancas para testar a igualdade de variancias com base na
observacao de duas amostras. Como habitualmente, denotando
©® o espago do parametro 6, de que ©, ¢ um subespago

S(l)lp L6 |x) )
M@ = S T@T2) ~ 1,0 )
C]

é a estatistica do teste de razao de verosimilhancas para testar

H :0c0O,vs. H : 0O —-0,. O]
(Anote-se que escrevemos supL(@ | ) = L,(0 | x) e
®0

supL(@ | ©) = L(0 | ) em vez de usar as notagdes, porven-
()

tura mais correctas, sup L(0 | ) = L(0, | ) e sup L(0 | ) =
()

o



56 Brilhante, Pestana, Rocha, Rocha e Velosa

L(8, | =), usadas por exemplo por Casella and Berger (2002,
veja-se p. 375), por a convengao que adoptamos simplificar subs-
tancialmente as notagoes na exposigao que se segue.)

No caso de duas amostras, usamos as extensoes naturais desta
notacao. Mais uma vez recomendamos a licida exposicao de
Casella and Berger (2002, pp. 374 e seguintes) sobre os testes de
razao de verosimilhangas e as suas boas propriedades.

Teorema 1.3.4.

Sejam x, = (a:u,...,xlnl> e x, = (%17---7%”2>
as realizacoes de duas amostras aleatorias independen-
tes, extraidas de populagoes X, ~ Gaussiana(u,,0,) e
X, —~ Gaussiana (u,, 0,), respectivamente.

Para testar H :0 =0,=0 vs. H : 0, #0,, arazio de
verosimilhancas €

sup L(o|x,,x,)
oc,=0,=0
Az, z,)=—2 =
@) = Lo e )

e a regigo critica € definida por

<F

1—%;n2—1,n1—1 %;nQ—l,nl—l’

Hmw‘wm N
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onde
2 n, 2 2 n, L2
§=——06, € s =——0,
n, —1 n, —1
sao as estimativas das variancias populacionais fornecidas pelos

estimadores centrados usuais.

Demonstracgao:

Sob a validade de H,, estamos nas condigoes do teorema anterior,
e nas condi¢oes do Teorema 1.3.2, sob validade de H,. Entao

n,+n,
- 2

A(mumz): T n, T
2

n1+n2 5_2

2 2

(n, +n,) ~

g
1
- nytn,

A~ 2 2
g,
n, + n, =z

Q>
SN

Consequentemente A (x,,x,) é uma fungao de

Q>
=

Assim, a regido de rejeigao é definida por A (z,,x,) < d, o
que equivale a
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o8
_™Mtny
com §, = d6(n,+n,) °
~2
. O- ~
Considere-se t = —=. A funcao
o
1
e
t
(P(t) = n1<|2—n2
(ny +n,t)

cujo grafico é mostrado na Figura 2.2, é positiva, continua e
unimodal; consequentemente a regiao critica é

Figura 1.2: Forma da regiao critica.

NN

ny+n, g

SCI}U{(:BU:&Z)ER g
b

NN

ny+ng g

CZ{((L‘I,(L'Q)ER P =
b

o

202}.

O

]
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Como estatistica de teste é mais conveniente usar o valor

.2 2
(n, — 1)n,o S
T_ 1 2792 2 g
- ~2 T 2 ne—1n,—17
(n2 —1 n,0; Sl |H, verd. 2 1
.2
o

. 2 2 .
proporcional a onde S| e S| sao os estimadores centrados

A2
o
usuais das variancias.

Record TT—1-5% . F d

ecordamos que =7= 3 o —1m,—1 POde
2 |H, verd.

também, naturalmente, ser usada como estatistica de teste. Es-
colhemos a que tornar mais simples a consulta da tabela dos
quantis criticos da F' de Fisher-Snedecor. (Na pratica é mais
usual fazer o teste de caudas equilibradas e nao o da razao de
verosimilhancas.)

Vamos agora abordar a comparagao de médias de duas po-
pulacoes Gaussianas, no caso de as varidncias serem desconhe-
cidas, mas admitindo homocedasticidade (e, como veremos adi-
ante, admitir que a razao das variancias é conhecida é uma vari-
ante simples deste resultado).

Teorema 1.3.5.

Sejam x, = (:UH, . 7951n1) ex, = (%n . axan) observagoes

de amostras aleatorias independentes extraidas de populacdes
. . A . 2 .

Gaussianas com a mesma variancia o , desconhecida, X, —

Gaussiana (u,,0) e X, ~ Gaussiana (u,,0), respectivamente.
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Sob a restri¢do p, — pu, = A, o mdzimo de L (u,,p,,0 | x,,x,),
para x, e x, fixos, corresponde ao ponto (fi,, fi,,d,), onde

nlfl + Ty (fz - A)

n,+n,

1 9

o (El + A) +n,7T,

n, +n,

s . . . A2
sendo o mdzimo da verosimilhanca (271’60'0)

Demonstracgao:

Queremos maximizar

f(:uuy'zao-) = In L(:U’lnu’ma- | 1131,$2) = - (n1+n2) ln(V 277)_

1 il 2 2 2
—(n,+ny) 111(7—20_2 Z($1k_ﬂ1) +Z(x21'_u2)
k=1 j=1

sob a restrigao p, —p, = A. Escreva-se g (i, fy, 0) = tty—p, —A.

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, tal
méximo, se existir, é atingido no ponto (f,, fi,,6,) para o qual
existe algum escalar A tal que

Vf(ﬂl?ﬂQ? 5'0) = )‘Vg(lauﬂm 5‘0).
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Entao
1 . 12 . n,+n
dZ(xuc_Hl)aﬁZ(ng Hz)a_ 1A =+
0,15 Gy i o,
1 TLl n2 )
+ = (D (@ =) Y (2 — i) | | = AM=1,1,0)
%0 k=1 j=1
o que quer dizer que
2 1 y R Ny 2
= Z (xlk _Ml) + Z (xQJ Mz)
]:

Desenvolvendo a tdltima expressao, vem

Ny Ty — Ny fly = —NyTy + Ny [l

donde, por fi, — fi, = A, temos entao®
~ nlfl + Ty (52 - A) ny (fl + A) + n2f2
My = € MUy, = .
N, +n, n, +n,

~2
Podemos por outro lado reescrever 6, notando que

®Para verificar que [i, e [i, maximizam a verosimilhanca restrita note
que sob a hipétese nula p, — p, = fi, — fi;, = A, donde a igualdade
~ N . . 2 2
Z (xlk - /’Ll) = - Z (xz]’ - :Ufz) implica que Z(xlk 7:“'1) JrZ(xzj 7:“'2) =
A N2 A N2 R 2 . 2
Z(mm _:u’l) +Z(m2j _Nz) +1’L1(/L1 _/1’1) +n2(ﬂ _/1’2)
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A~ = n2(x2 f1_A)
My Ty = ’
n,+n,
q 45!
2 2
Z(xm - ) = Z(xm z,) +n (0, —7,)
k=1 k=1
n, B A 2
B 2 2 (T, — T, —
" e e (B0000)
e da mesma forma
n, n, o A 2
A2 _\2 2 (T, — T, —
A R N A R C e
=1 =1 SO

O]

Podemos entao estabelecer facilmente o teorema que se segue:

Teorema 1.3.6.

Sejam x, = (acu, . ,:cln1> ex, = (xm, o ,x2n2> realizacoes

de amostras aleatorias independentes extraidas de populacies
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X, —~ Gaussiana (y,,0) e X, ~ Gaussiana (p,,0), em que o
é desconhecido.

Para testar Hy @ p, — p, = A wvs. H, :p, —p, # A, a razao de
verosimilhancas €

7'n1+n2
2 2
1 T,—T, —A
A(m1am2) = |1+ : - )
n, =+ n, — 2 1 1
s 4] — a4 —
Y nl n2
e a regido critica correspondente € dada por
T, — T, — A
m-m Al |
1 1 - 3 1L1+’!L272
S/ — + —
Nn, n,
onde
2 2
2 n,+n, .2 (n,—1)s +(n,—1)s,
S = ag =
Pon,4+n,—2 ° n,+n, —2

€ a estimativa da variancia comum baseada no estimador ponde-
2
rado centrado usual Sp.

Demonstragao:

O teorema 1.3.5 permite encontrar a expressao para
L, (o | x,,x,) no cilculo de A(x,, x,), para testar H, : u, —pu, =
A ws. H, :p,—p, #A. Nessas condicoes,

2
T,—T, — A
L,(o|z,,z,) = lQﬂe(}j + 2menn, <H) ]
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No que respeita L, (o | ,,x,), que resulta de maximizar sem
restrigoes a expressao

nq +"2

1 1 ie! 2 2 2
<27r0’> €xXp _F (xlk - /’[’1) + Z (x2j - :U’z) )
k=1 j=1
nlJrn2
. Py 2
vimos no teorema 1.3.3 que L, (o | x,,x,) = (27Te&p>
Assim, a razao de verosimilhancgas é:
L,(o|x,,x,)
ANz, x,) = ——— 2
o) = L o, w)
,”1;"2
r 2
_ 1+ni7212 T, — T, —A
n,+n,
_mitny
r 2 2
1 T,—%, —A
— 1 + 2 1
nt+n,—2 \g 1 1
P nl ’T'L2
O
A regiao critica é definida por
_nytny
2 2
- +1 : @—1@—? <5 \@—@—AI_
n n, — i .
' ’ KA S, niJr ni
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onde ¢ = \/(n1 +n, — 2)(57 nTte ),

>

~ X2 T A ,
A expressao Ty = —————— —~ t é, na-
p

n +n2 —2
S /L + 1 |H, verd. 1
ny Ty

p
turalmente, a estatistica de teste.

Pode estabelecer-se um resultado andlogo quando as
variancias sao diferentes, mas o quociente entre elas é conhecido;
apresentamos o caso particular de esse quociente ser 1, diferindo
para mais tarde o resultado geral. Veja-se a dedugao completa
na Secc¢ao 3 do Capitulo 3.

Nao detalhamos a comparacao de valores médios de duas po-
pulagoes gaussianas X e Y com base em amostras emparelhadas,
uma vez que esse caso se reduz a inferéncia sobre o valor médio
da varidvel aleatéria gaussiana D = X —Y. Uma exposicao deta-
lhada pode ser consultada em Pestana e Velosa (2010, Teorema
5.9.12).

1.4 Comparacao de valores médios a par-
tir de k£ amostras independentes ho-
mocedasticas: o teste [' como teste de
razao de verosimilhancas

A estatistica F' do modelo linear (andlise de variancia e re-
gressao linear) pode também ser derivada com base no critério da
razao de verosimilhancgas. Por exemplo, para o modelo da anélise
de variancia simples, Y, = p,+¢€,,,i=1,2,..k, j = 1,2,..n;, em
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que os p, sao os valores médios para cada grupo e €, sao erros

aleatérios gaussianos com valor médio nulo e a mesma variancia
. 2

desconhecida, o .

Teorema 1.4.1.

Sejam Y, = p, +¢€,, comi = 1,2,...;k ej = 12,....n

k amostras aleatorias de dimensoes m ,n,,...,n,, respectiva-
mente, N = n, +n, +---+n, a dimensao da amostra global
resultante de combinar as diversas subamostras, |1, constantes e

¢,; — Gaussiana (0,0) erros aleatorios independentes.

g’ 17

Entao a verosimilhanga das realizagoes y, das k amostras é
mdzima para ji, =7, , em quey. € a média da amostra pro-
veniente do i-€simo grupo, e

O mdazimo absoluto da verosimilhanca €

L, (y) = (27r e 32>

4z

Demonstragao:

Dadas as k amostras y = (y,,9,,.--,Y,) a verosimilhanca é

k"
1 1 - 2
L(:“’?M?"ﬂ:u'ao—’y):i%exp B Yig = H
12 Mo k ( 27'ro')N 202 ;;( j )



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 67

e portanto

f(:u“uﬂzv'“mukvo—) =1In L(:ula:uza'“a,ukva ’ y) =

ko
1 - 2
:—Nln\/QW—NIHU—?ZZ(%J—,%) .

i=1 j=1

Derivando e igualando a zero, obtemos as estimativas de
maéaxima verosimilhancga para os valores médios e a variancia. As
condicoes de estacionaridade sao

of 1 @
Y- =0
K3 ]:1

k n.
of N 1 : 2
o0~ ot ) 0

=1 j=1
Procedendo do mesmo modo do que no caso de duas populagoes

com variancias iguais, chega-se aos valores

IR _ SO _
MiZXZyij:yio U2:NZZ<yijiyi.)2'

j=1 i=1 j=1

Atendendo & forma de f, é facil concluir que estes correspondem
de facto ao méximo da verosimilhanga.

O méximo de L (fty, g, ..., i1, 0 | y) é obtido por substi-
tuicao:
~ ~ o~ 1 N 2
L(pys-- by, 0 | y) = — — N &P <_2A2 g > = (QTFGU )
(V2r o) g
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Teorema 1.4.2.

Nas mesmas condicoes do que o resultado anterior, suponha-se

que se verifica a hipotese Hy : p, =ty = -+ = pu,.

Com essa restri¢cdo adicional, a verosimilhanca € mdxrima
para i, = fi, = -+ = fi, = Y, a média global nas amostras
combinadas, e

k
2 1 =2
G =522 2- s =7)
i=1 j=1
tomando o valor N
2

2
(27r e 00)

Demonstragao:

Se H, for verdadeira, podemos escrever =y, =---=p,, e
a verosimilhanca reduz-se a

k

1 1 2
L , 0 = ———n~ ex — 5 i
(10| y) (Var) L ;:1 ;:1 (v, — 1)

Nessas condicoes,

k Ty

of 1 of N 1 2
@:?ZZ(%J‘_M) € 802_?4_?22(?/”_”) s

=1 j=1 i=1 j=1

e portanto as estimativas de méaxima verosimilhanca sujeitas a
restricao H, sao:

R 1 k" 7 R 1 k" _
ﬂozﬁzzyij:y € UEZNZZ(Z/ZJ_@)Q

i=1 j=1 i=1 j=1
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O maéximo de L (u,0 | y) obtém-se com facilidade por subs-
tituicao:

N

1 N 2 2\ 2
L(ﬁ()?&()’y)_Nexp<_,\26'\)_<2ﬂ'ea>
(var 57) %, :

[

Teorema 1.4.3.

Sejam Y, = p, +¢€,, comi = 1,2,...)k ej = 1,2,....n

k amostras aleatorias de dimensoes m ,n,,...,n,, respectiva-
mente, N = n, +n, +---+n, a dimensao da amostra global
resultante de combinar as diversas subamostras, 1, constantes e

¢,; — Gaussiana (0,0) erros aleatorios independentes.

ij) 77

A razao de verosimilhancas para testar Hy : p, = pu, = -+ = 1,
vs. H, : “Os valores médios nao sao todos iguais” é dada por

k—1
A(ylaygvayk):<1+n_kF> )

vz

em que a estatistica

BSS

k—1
WSS

n—=k

tem distribuicio F de Fisher-Snedecor com (k—1,N — k) graus
de liberdade.

A regido critica € dada por F' > F,

—1,N—k;1—a "
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Demonstragao:

Atendendo aos resultados anteriores, a razao de verosimilhancas
é dada por

N
n 2
" sgIODL(y) <3§> ¥ ;]; (v, ~7)
Ay =1 = n.
ERRR 35 (0, -7.)
i=1j=1
N N _N
_(JSS> 2_<1+TSS—W6S> 2_(1+k—1F> 2_
WSS WSS N—k&

O teste da razao de verosimilhangas consiste portanto em
rejeitar H, para

Py 7
TN
_N—k<5_1%l >
com ¢ = 7= —1].

A estatistica de teste é portanto a razao

vz

<)< F >c,

BSS
k—1

F= —~ .
WSS |H, verd. FoL Nk
N —k

A deducao do teste da razdo de verosimilhancas para ou-
tros modelos de andlise de varidncia é andloga, bem como para



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 71

modelos de regressao linear. Rohatgi (1976, p. 502-503) faz a
deducao do teste da razao de verosimilhancas para o modelo li-
near genérico y = Xa + e.






Capitulo 2

Comparacao de Valores
Médios de Gaussianas
com (Quociente das
Variancias Desconhecido

2.1 Behrens, Fisher e Jeffreys, uma
solucao a procura do problema

“It has been repeatedly stated, perhaps through a
misreading of the last paragraph, that our method in-
volves the “assumption” that the two variances are
equal. This is an incorrect form of the statement; the
equality of the variances is a mecessary part of the
hypothesis to be tested, namely that the two samples

73
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are drawn from the same normal population. The
validity of the t-test as a test of hypothesis, is there-
fore absolute, and requires mo assumption whatever.
It would of course be legitimate to make a different
test of significance appropriate to the question: Might
these samples have been drawn from different normal
populations having the same mean? This problem
has, in fact, been solved, but in relation to the real
sttuations arising in biological research, the question
it answers appears to be somewhat academic.”

R. A. Fisher, Statistical Methods for Research
Workers, p. 124-125.

“The mathematical problem of the comparison of
means of samples, not only small in size, but for
which there is no reason a priori to dismiss the largest
imaginable differences in precision, was of mathema-
tical interest, and potential experimental importance,
though it is not common to find realistic data which
present this problem, partly because they are rarely
sought.”

R. A. Fisher, Statistical Methods and Scientific
Inference, p. 97.

Para efectuar testes de hipéteses sobre o valor médio de uma
gaussiana cuja variancia é desconhecida com base nos valores
observados de uma amostra aleatéria, a estatistica de teste apro-
priada é
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que tem distribuigao ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade

caso H, : p = p, seja verdadeira (e a variavel fulcral ¢ = ;( _‘i ,

n

¢é apropriada para construir intervalos de confiaca para u).

De forma semelhante, para fazer inferéncias sobre a dife-
rencga entre os valores médios de duas gaussianas com a mesma
variancia desconhecida, com base em observacoes de amostras
independentes extraidas de cada uma das populagoes, usamos

;o X=X, -8
S, ’
GRVE

2

(onde a varidncia ponderada Sp é o estimador adequado da

variancia comum desconhecida 02), que tem distribuicao t com
n, +n, — 2 graus de liberdade caso H,, : u, — pt, = 6 seja verda-
deira.

Em ambos os casos, a estatistica usada é um quociente cujo
numerador é um estimador com valor médio nulo (caso a hipétese
nula seja verdadeira) e cujo denominador é a raiz quadrada de um
estimador centrado da variancia do numerador — um estimador
do desvio padrao, portanto.

E entao natural tentar seguir o mesmo caminho para estudar
a diferenca entre os valores médios de duas gaussianas indepen-
dentes com variancias desconhecidas mas possivelmente distin-
tas. Faz todo o sentido usar de novo X, — X, —¢§ como indicador
da diferenca real entre os valores médios, e a varidncia deste
estimador é
2
R 0'2
var X2—X1—5]: + —=,
n

2

S‘Q
N )



76 Brilhante, Pestana, Rocha, Rocha e Velosa

o que nos levaria a usar a estatistica

(2.1)

T =
5,8,

Infelizmente, a distribuicao de TSPS2 nao é a de uma t de
Student. Nao apenas nao é uma t de Student como é uma dis-
tribuigao pouco tratavel, cuja fungao densidade de probabilidade
nao pode ser explicitada em forma analitica simples. De resto, se
as variancias populacionais forem distintas nao existe nenhuma
funcao v = f(7,, T,, s?, sz) — mais geralmente ainda, nenhuma
funcdo invariante para permutacoes de cada uma das amostras
aleatérias — que permita chegar a uma distribuicao ¢ de Student

exacta (Scheffé, 1944, cf. introducao do Capitulo 5).

Esta dificuldade é por vezes ultrapassada admitindo que se
dispoe de grandes amostras e fazendo uma aproximacao pela dis-
tribuicao normal. Na base desse procedimento estd a convicgao,
ou esperanca, de que 512 e Sj sejam estimativas suficientemente

. 2 2 s .
precisas de o, e o, para que se possa actuar como se as variancias
fossem conhecidas, sem grande prejuizo. Mas claro que isto nao
é completamente satisfatério.

Outra atitude, por vezes mesmo adoptada por ignorancia,
consiste em usar o teste ¢ valido apenas para situagoes de ho-
mocedasticidade. Mas é 6bvio que nao é o mais indicado, e se
as duas populagoes tiverem variancias consideravelmente dife-
rentes o desempenho do teste ¢t pode ser bastante mau em ter-
mos de poténcia — as diferencas entre as variancias “mascaram”
possiveis diferencas entre os valores médios, baixando o nivel de
significancia efectivo e levando a que uma hipétese nula falsa seja
rejeitada com menos frequéncia do que devia.
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Varias solugoes mais eficientes tém sido propostas para fa-
zer inferéncia sobre a diferenca entre dois valores médios de po-
pulagoes gaussianas quando estas tém variancias diferentes, com
base em amostras extraidas de amostras aleatérias independen-
tes, muitas vezes denominado problema de Behrens-Fisher.

A auséncia de uma solucdo unica que seja consensual parece
dever-se, por um lado, as dificuldades computacionais envolvi-
das, que levam a procurar aproximagoes mais pragmaticas, por
outro a auséncia de critérios de optimalidade que nos guiem na
escolha do teste (veremos por exemplo mais adiante que o critério
da razao de verosimilhancas nao indica uma fungao tnica dos da-
dos para ser usada como estatistica de teste), e por outro lado
ainda, segundo parece, a prépria controvérsia que cerca algumas
das solugoes, que levam a repensar os fundamentos da inferéncia
estatistica, e por isso nao sao aceites por todos.

Neste capitulo, comecamos por apresentar a abordagem de
Fisher e a controvérsia que ela suscitou; apresentamos também
brevemente a forma como Jeffreys solucionou a questdo. A si-
militude das duas abordagens quase leva a crer que Fisher seria
igualmente um bayesiano, embora um trabalho posterior de Lin-
dley (1958) mostre que as duas metodologias conduzem & mesma
solucao apenas quando o problema é equivalente — o parametro
de interesse nao precisa de ser de localizacao, mas tem de poder
ser transformado noutro que o seja, veja-se o final da p. 103 do
artigo do Lindley (1958) — & estimagdo de um parametro de
localizacao.

Ainda neste capitulo, retomamos a abordagem dos testes de
razoes de verosimilhancas, o que permite verificar que sé existe
uma solucao analiticamente tratdvel nos moldes cldssicos se a
razao entre as variancias, 6 = O'f/ aj, for conhecida. Este facto
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indicia a inevitabilidade das concluses de Scheffé (1944), que
expomos no Capitulo 3.

2.1.1 Os desenvolvimentos de Fisher

Behrens (1929) foi o primeiro a propor uma solugao para o
problema da comparacao dos valores médios de duas populagoes
gaussianas com variancias possivelmente diferentes. Tal como
outros que lhe sucederam, considerou a estatistica 7 definida

I’SQ
em (2.1).

O trabalho de Behrens (1929), porém, parece estar longe de
ser perfeito; no dizer de Welch (1947a): “[...] a solution which
they ascribe initially to W. U. Behrens (1929). Looked at from
one point of view, Behrens’s paper appears to contain certain
gross algebraical errors. Fisher and Jeffreys, however, develop
lines of argument by means of which they claim that Behrens’s
solution is quite justified’.

No entanto, anos depois Fisher retomou a solucao de Behrens,
justificando-a com uma argumentacao mais cuidada e publicando
tabelas. A justificacdo de Fisher, porém, fazia intervir o seu
conceito de “probabilidade fiducial”, tao controverso como dificil
de compreender.

Até certo ponto, estas primeiras solugoes do problema de
Behrens-Fisher, bem como as que se lhes seguiram e com elas
competiram, apareceram num tempo em que os principios da in-
feréncia estatistica estavam ainda em génese (antes de Neyman
e Pearson a terem “matematizado”, como lamentaria mais tarde
o prério Fisher), e eram por vezes usadas como equivalentes al-
gumas nocoes que mais tarde vieram a ser separadas.
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As polémicas em que foram envolvidas as solucoes para o pro-
blema de Behrens-Fisher tiveram o mérito de contribuir para tor-
nar claras as diferencas entre as varias abordagens da inferéncia
estatistica. Antes do seu aparecimento, as solugoes produzidas
pelas escolas frequencista, bayesiana e fiducialista para os pro-
blemas de inferéncia estatistica, embora partindo de pressupos-
tos diferentes e tendo interpretacgoes distintas, eram formalmente
idénticas. Isso tornava razodavel considerar que todas eram for-
mas alternativas de dizer o mesmo. Era comum, por exemplo,
usar o termo “intervalo fiducial” com o sentido que hoje reser-
vamos para “intervalo de confianga”. Mas este problema veio
mostrar que as varias abordagens nao eram equivalentes, visto
que as solugoes produzidas pelos defensores das diversas escolas
nao coincidiam.

Tentemos entao apresentar de forma simples a deducao de
Fisher:

Dadas duas amostras aleatérias X, = <X1,...,Xn1> e

2

X, = (Xl, e ,XnQ), extraidas de populagdes gaussianas com

parametros u,, o, e u,, 0,, respectivamente, e denotando X, =

1"1X & 1 an Y2Y 1n2X

D R P T S

2 1 Ty .2

S, = 1 Zl (X2j - X 2) , como em populagoes gaussianas
2 Jj=

~ 2 L . . . 7 1
X e S sao independentes, a densidade conjunta das médias e
variancias empiricas é

dF (z,,T,,$,,5,) X

n 2 n 2
(@ ) & (B ny)
1 20’1 0'2 . .

e dz, dz, x

o
Ul 0—2
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2
np-1 np-1 —7%2_1%—7%22_1%
s, ) o) o, ds, ds,
X e
nl—l n2—1
Ul 2 81 82
(n,—1)S,
n, — 2 2
(Como —* B~ x, _,, e consequentemente se tem S, —~
.
2
n,—1 20 . o~ 2
Gama < B, nk_k1>, segue-se, com a substitui¢ao y, = s, _, que
2
1 7"]9271 ‘57]5 1 52
g _ Pr T Tk
2\ —g——1 Tk nml - 3
Fa = oo () e L
2 k) n, —1 ’
Sk 2 2 Tk T nkfl Uk Sk
(nk—l o) (=57)
para k =1,2)

O argumento fiducial leva a reinterpretar a expressdo acima
como distribuicao fiduciaria conjunta de u,, u,, o, e o,, para

— — 2 2 . .
T,, T,, s, e s, constantes (a proporcionalidade “absorve” as
2

2
. e 5,). De acordo com este argumento, subs-

poténcias de s

. _ _ ds ds do
{ 1 2 1
tituimos dz, e dz, por du, e du,, s © 5 por —be
do, '
92

dF(:“’U:“’zvo'lvUz) X

2 2
1 - (@ —ny) 7%(%7“2)
x e ? dp, dup, X
n1+1 n2+l l’Ll ILL2
1 2

2 2
_m =15 mg—l Sy
2 ‘7? 2 2
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1
- ., 2
Entao, fazendo a mudanga de varidvel o, = — em
w
2
n 2 n 1 s
oo *27]5@19*“1@) 2 d
o'k ak Uk
€ nk+1
0 Tk
obtém-se
+o0 2 -1 2
iyt *w[nTk@k*“N + e k] 1 -3
2 2
w e —w “dw=
0
n
Tk o0
"k
1 1 -1 —y d
2 " (7 2, Ll 2 Y © Y-
T(xk - Mk) + 2 Sk 0
Escrevendo
Hy — Xy Hy — T,
t, = 5 e t,= 5,
VAL VAL

obtém-se a funcao densidade de probabilidade fiducidria conjunta
de p, e de p,:

dF (t,,t,) o s

217 217 '
|:1+n111:| |:1+n221:|
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estamos entao em condigoes de perfazer inferéncia sobre § =
i, — W, usando a distribuicao fiduciaria acima.

Fisher (1935a), inspirando-se em Behrens (1929), escolheu a
estatistica

d—20
C:ﬁv
1 2

que exprime ¢ como uma combinacao linear conveniente de ¢, e
de t,,

= —t, sin n ) in = —2
(=t ,cosy—t,sinyy onde cos \/”716 sin ¢ NS

Assim, como t, e t, tém distribuicoes ¢ independentes, a dis-
tribuicao de ¢ é a de uma combinacao linear de varidveis t de
Student. Fisher, e antes dele Behrens, determinaram tabelas de
quantis desta distribuicao para os niveis de significancia usuais
e alguns valores de 1. Fisher and Yates (1938) é a fonte mais
acessivel no que respeita consulta de tabelas para uso da es-
tatistica de Behrens-Fisher, mas consulte-se também Sukhatme
(1938). Cochran propés uma forma aproximada para os quantis
criticos para cada nivel «,

2 2
S S
1 2
&\ . nl tnlfl,lfa + 'n,2 tn271,17(x
l—a 52 82 )
1 2
L1 Ty

apresentando um estudo exaustivo da qualidade da aproximagao
em Cochran (1964), veja-se também McBean et al. (1988). Como
ele proprio refere, esta aproximacgao é adequada para a o teste
de Behrens-Fisher, mas nao é adequada para o teste de Welch-
Satterthwaite que se discute no capitulo seguinte, ainda que for-
malmente usem a mesma estatistica de teste.
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A fragilidade da abordagem de Fisher, como imediatamente
Bartlett (1936) notou, é o papel especial, diferente do admitido
em inferéncia classica, que os valores observados sf e 52 desem-
penham neste raciocinio.

Bartlett (1936) foi além disso provavelmente o primeiro a no-
tar que o intervalo de confianca “fiducial” de Fisher nao tem a
mesma interpretacdo que os intervalos de confianga frequencis-
tas. Se determinarmos para uma dada probabilidade 1 — « os
quantis C% e( -g correspondentes — e Fisher (1941) calculou
e incentivou a tabulacao de quantis, que apareceram em Fisher
and Yates (1938) e Sukhatme (1938) — obtém-se um intervalo

o)

que nao contém o verdadeiro valor do parametro em (1 — «)
100% dos casos, a longo termo, como é 6bvio observando que
2

o n n, —1
com@z—é,u:—g,N— L M=
g
2

s, ny’ ny—17
(ny—1) s? (ny—1) 5 o2 a?
+ 2 24 %2
N I 7 Vm e 048 (14 F)
nytn, —2 ﬁ+£ (1+M)(1+%)"°
n g
sendo
d—20
LA
t= L t
- 2 2 n1+n272 *
(ny—1)s] (ny—1)s,
o %
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De facto, por um lado,

2Q2
(m-D$ (-1 (2= 1)53 !1 L (- 1)0251]

3 (ng — 1)o7 53

ot o3 _ _
ny+mne —2 N nyt+ng —1 N
(ng —1)52 Mu Mu
—— 1+ — S2 1+ —
0% * 0 2 + 0
T -t me—1) 2+
(2.2)
e por outro lado,
2 2
o} o3 T2fyym2o) s 0
n7+ o n9 nla% N
L™ = (2.3)

52 52_52 52 -
Az 2<1+n21 52 1+%

ni ng no

Multiplicando (2.2) e (2.3) vem

NS SRS

(L+M)(1+ %)

S

Isto evidencia que a distribuicao de ¢ depende do quociente
0 das variancias desconhecidas, enquanto a distribuigao de t nao
depende desse quociente.

Fisher comegou por abordar o problema em 1935 (a, p. 396),
envolvendo-se em polémica com Bartlett (1936, 1937) sobre a
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sua “inferéncia fiducial” (Fisher, 1937, em especial p. 374), re-
tomando a questao em 1939 e em 1941, e a ela voltando ja no
fim da sua carreira (Fisher and Healy, 1956). Fisher refere ainda
no Statistical Methods and Scientific Inference, p. 97-100, que o
ponto de discuss@o era menor e sem sentido, “|...]but was eagerly
seized upon by M. S. Bartlett, as though if it were a defect in the
test of significance of a composite or comprehensive hypothesis,
that in special cases the criterion of rejection is less frequently
attained by chance than in others. On reflexion I do not think
one should expect anything else, and it was perhaps only because
at this time Bartlett was confidently putting forward an alterna-
tive attempt to solve the same problem that he made so much of
a circumstance which is, indeed, generally to be expected.”.

As reedigoes de Statistical Methods for Research Workers fo-
ram incoporando os novos resultados sobre o problema, mas cu-
riosamente sem nunca referirem o trabalho de Welch ou de Sat-
terthwaite sobre a mesma questao. O préprio pensamento de
Fisher sobre a relevancia do problema parece ter evoluido muito:
em Statistical Methods for Research Workers parece considerar a
questdao uma curiosidade matemaética, sem reflexos efectivos em
investigacao experimental, enquanto em Statistical Methods and
Scientific Inference ja a classifica de potencialmente importante.

Lamentamos nao saber discutir apropriadamente as questoes
filoséficas da inferéncia estatistica, sentindo que com isso esta-
mos a perder uma parte substancial da riqueza deste assunto, que
alimentou quer a polémica bayesianos vs. frequencistas, quer a
polémica fiducialistas vs. bayesianos e fiducialistas vs. frequen-
cistas. Remetemos para Murteira (1988), ainda que o cerne do
livro nao seja o pensamento fiducial.

Fisher repudiou de uma forma inequivoca as ideias bayesia-
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nas, mas claramente, na sua reexposicao do “argumento fiducial”
que faz em Statistical Methods and Scientific Inference, p. 54-60,
admite que do ponto de vista fiducial o parametro ganha uma
distribuicao de probabilidade quando se recolhe uma amostra:
“By contrast, the fiducial argument uses the observations only
to change the logical status of the parameter from one in which
nothing is known of it, and no probability statement about it can
be made, to the status of a random variable having a well-defined
distribution.”

2.1.2 A dedugao de Jeffreys

Curiosamente, Jeffreys (1940; 1983, p. 280) resolveu de forma
elegante o problema de Behrens-Fisher por métodos bayesianos,
admitindo distribuicoes a priori para os parametros. Comeca
por postular — o que é natural, mas nao trivial — que

p(dtl’dtZ | j17T2’$17$2?L[) = fl(tl)fQ(tQ) dtldtQ
e que a densidade a priori de du,dp,do,do, | H é

dp,dup,do, d
p(dpr,dpydo,do, | H) o FE0E0

0,0,

Por outro lado, denotando por D os dados, a verosimilhanga

1
p(D | M17M27017027H) X =, X
Jl 02
7#{71 (,u T )2+(n 71)52}7#{71 ([,L —T. )2+(n 71)5 }
207 e 1 1 203 2 (g =T 2 2
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Consequentemente,
1
p(M1=M2=U1702|D7H): nyt+1 n2+1><

1 0-2

1 _ 2 2 1 _\2 2
==Ly {m (o =70) 0y =03y = { g (0 -75) +(mp=1)s, }
2

Integrando em ordem a o, e a g, para obter a distribuigao
a posteriori, reencontra-se a expressao deduzida por Fisher
(1935a). As criticas de Bartlett (1936) poderiam ser tao cer-
teiramente dirigidas a solucao de Jeffreys quanto a de Fisher. E
de crer que nenhum dos autores se tenha preocupado com isso,
uma vez que o objectivo nao era encontrar intervalos de confianca
que admitissem uma interpretacao frequencista.

A solugao frequencista do problema das duas médias sé viria a
ser deduzida por Welch (1938, 1947a, 1947b, 1956a), que sempre
comparou cuidadosamente os resultados do seu trabalho com os
resultados de Fisher, naturalmente por ter ideias diferentes sobre
a inferéncia estatistica. Que o problema de Behrens-Fisher esta
no amago das discordancia entre as varias escolas é patente no
seu trabalho mais centrado sobre a filosofia da inferéncia (Welch,
1939). A sua discordancia em relacado ao argumento fiducial de
Fisher tenta-o a uma rejeicao em bloco. Citamos, de The genera-
lization of “Student’s” problem when several different population
variances are involved (Welch, 1947a, p. 34):

We may, however, permit ourselves one observa-
tion about the development according to Fisher and
Jeffreys.
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Both these writers, at some stage, limit the field
of their probability inferences to a subset in which
the sj are regarded as fized. In order to solve the
problem on these lines Jeffreys introduces an a priori
distribution function for the unknown o,, following
his general philosophy for dealing with such questions.
Fisher, on the other hand, arrives at the same answer
by a special utilization of what he terms the fiducial
distribution of o,.

Jeffreys approach here does not raise any new is-
sues to those who are familiar with the general body of
his researches on statistical inference. Fisher’s jus-
tification of Behrens’s solution is perhaps of more
immediate interest as it raises controversial points
which are important more specifically in relation to
our present topic of discussion. For although Fisher’s
approach has been very much criticized by a number
of writers, starting with M. S. Bartlett (1936), the
critics have not wished to throw doubt on the whole
body of results which Fisher includes under the hea-
ding of fiducial inference. The criticism has been for
the most part selective, directed mainly at the way in
which so-called simultaneous fiducial distributions of
several parameters have been defined and manipula-
ted.

I have, myself, quite definitive views on these
questions (particularly on the usage of the word ‘fi-
ducial’) but do not feel that I need express them at
any great length here. I disagree with Fisher, but this
divergence of opinion must already have become ap-
parent in the way I have defined the field within which
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I made my probability inferences about n. It appears
to me to be quite artificial to restrict our view to one
which, even in a limited sense, fixes sj. It is true
that, in the two sample problem, we have to draw our
inferences from the unique pair of samples observed,
or, more precisely, from the statistics T, T,, s, and

sz which they provide. These statistics are the only
data for the purpose of making inferences, but we add
something to these data in the interpretation when
we regard the samples as being drawn randomly from
hypothetical normal population. Once having embar-
ked on this method of interpretation, we should stick
to it consistently throughout. The sampling variati-
ons of the sj should be taken into account only by
a direct use of the probability distributions as given
in our equation (1), and not by any inversion such
as 1s tmvolved in Fisher’s conception of the fiducial
distribution of af. As we have seen, it is quite pos-
sible to make probability statements about the diffe-
rence between the population means without making
any reference whatever either to inverse probability
or to fiducial distributions.

89

Fisher, com o bom feitio com que Nosso Senhor o dotou, e

pelo qual merece o maior crédito, ignorou os trabalhos de Welch,
até na verrinosa polémica de 1956 publicada no J. Royal Statist.

Soc.

até ao fim, de que a sua abordagem era a tnica valida.

Porventura a opgao concordante com a opiniao, que manteve
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2.2 A razao de verosimilhancas no caso de
heterogeneidade de variancias

Uma das causas das controvérsias acerca do problema de
Behrens-Fisher é sem divida o facto de nao serem aplicdveis
critérios de optimalidade que definam um teste que possa ser
considerado “melhor”.

Atras deduzimos o teste da razao de verosimilhancas sob ho-
mocedasticidade. Vamos agora observar as dificuldades que traz
considerar que as variancias sao diferentes. Comecamos pelo caso
em que a razao entre as variancias nao é conhecida, e abordamos
seguidamente a situacdo em que essa razao é conhecida.

A razao de verosimilhancas na investigacao da igualdade
de valores médios

Sejam x, = (xn, . 7$1n1)7 T, = (acm, e ,xgnz) realizagoes
de duas amostras independentes, de X, —~ Gaussiana (u,,0,) e
de X, ~ Gaussiana (p,, 0, ), respectivamente. Desejamos testar

Hy:py —py =A ws. Hyoopy —py # A

Consideremos sem perda de generalidade A =0e p = pu, = p,
o valor médio comum sob H,. A razao de verosimilhancas é

Sup L(M17M2’0-170-2 | m17322)
My =Hqg

SupL(Ml?M2?01702 | m17$2) .

A(mqu) =
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O méximo absoluto da verosimilhanga, de acordo com o Teorema
1.3.2 é atingido para

My =Ty Mo = Ty

R - 2 Ty 2
o, = % (xlk - $1) o, = %2 Zl (ij _Iz)
]:

n ng

sendo sup L (pi,, fty,0,,0, | T, x,) = (27reb\f)77(27reﬁi) :.

Encontrar o maximo da verosimilhanca restrita a H, equivale
a maximizar a funcao de suporte

f(/"L70.170-2) ZIHL(M,[L,O'I,O',‘, |Z(31,:I:2) =

=-n, ln(\/ﬂUl) —n, ln(maz)_

Ty

1 ! 2 1 2

20? (mlk - :U’> - WZ ($2j - M) .

k=1 2 j=1

S

Igualando a zero as derivadas parciais

oo, o, L=
of 1 & 2
n2
80’2 0_2 + 2 j; (xQJ /J,) 9
n n.

of 1 & 1 &
5. = =2 (xlk :u) +— (%2. N) =
ou o ; Pt 7
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ny (E1 — M) + ny (52 — M)

2 2 Y
Jl 02
obtém-se as condicoes
2 1 ! 2 2 - 2
o =—Y (w,—p) = 7, +@ —n (2.4)
(Rt
)
2 1 2 2
0, =~ (x2j :u) = 0, + (T, —n) (2.5)
n, o
ny (fl B M) n, (fz — M)

F @ —n ot @—n)

A tltima destas é uma equagao do terceiro grau em f que se
pode escrever na forma ,u — au + by —c=0com a,b,c>0. E
complicada de resolver algebricamente, mas a solugao pode ser
aproximada por métodos numéricos. De (2.2) obtém-se também

— 2 _ 2
n,r, o, +n,r,0
_ Yy 2+2%
p= 3 T (2.6)
n,o, +n,o;

que sugere de imediato uma iteracao para resolver o sistema de
estacionaridade:

0. Atribuir valores iniciais as variancias, por exemplo as esti-
2(0)  ~2 2(0) A2

mativas irrestritas o, '=0,e0, =0,

1. Estimar o valor médio ,um usando a equagao (2.6).
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. . . en . 2(i+1) 2(i+1)
2. Actualizar as estimativas das variancias, o, o,

usando as equagoes (2.4) e (2.5), e voltar ao passo 1 até
atingir a precisao desejada.

Designando por (f,,0,,,0,,) © maximizante da verosimi-
lhanga restrita a H,, o maximo é L (fiy, g, 001,00 | 15 &,) =

n n.

~2 T3 ~2 T3 ~ ..
(2meo,) ~ (2med,,)) e a razao de verosimilhancas

M _ 2
2 2 2

z, — [i z, — [i,
A(w17w2): 1+<1a_\0> 1+<2(/J'\0)

1 2

A regiao critica corresponde entdao ao conjunto dos pares
de amostras (x,,x,) tais que A (x,,x,) < ,, mas nao parece
possivel tentar extrair daqui uma estatistica de teste univariada
como se faz no caso de homogeneidade de variancias. No en-
tanto, nas condigoes do teorema de Wilks a proépria razao de
verosimilhancgas pode servir de estatistica de teste: assintotica-
mente, —2InA(x,,x,) = Y n, ln&\;i - >n, hrlffi2 o~ Xi, com

v=dimO - dim©, = 1.

A busca de algoritmos de maximizacao da verosimilhanga tem
atraido bastante interesse na ultima década. O algoritmo sim-
ples que esbogamos acima nao é necessariamente o mais eficiente.
Drton and Eichler (2006) mostraram que converge para um dos
pontos de estacionaridade, mas que pode nao ser o maximo ab-
soluto. Belloni and Didier (2008) desenvolveram um algoritmo
com convergéncia garantida para o maximo absoluto maximi-
zando directamente a log-verosimilhanca em vez de partirem do
sistema de estacionaridade.
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Com efeito, a verosimilhanga restrita a H, no problema de
Behrens-Fisher pode ter mais de um ponto de estacionaridade.
Bozdogan and Ramirez (1987) dao exemplos e notam que o sis-
tema de estacionaridade pode ser instavel, embora acrescentem
que o nivel de significancia do teste da razao de verosimilhancas
se mantém controlado.

Sugiura and Gupta(1987) provaram que (quase certamente)
a equagao ctbica para i, ou tem uma tnica solugao real ou trés,
correspondendo o segundo caso a dois maximos locais da verosi-
milhanga perto das médias amostrais com um minimo local entre
eles. As raizes multiplas tendem a ocorrer quando a diferenca
entre as médias amostrais é grande comparada com as variancias.
Quando a diferenca entre as médias amostrais é pequena ou as
amostras sao grandes a solugao do sistema tende a ser unica (Dr-
ton, 2008) e estavel (Bozdogan and Ramirez, 1987). Simulagoes
sugerem que a situacao mais comum sob H|, é a raiz ser tunica, e
a probabilidade de ocorrerem raizes multiplas é positiva mas pe-
quena (Sugiura and Gupta, 1987). Sundberg (2010) argumenta
que a ocorréncia de pontos de estacionaridade multiplos na vero-
similhanca se deve tomar como sinal de inadequagao do modelo.

Buot et al. (2007) generalizaram estes resultados ao caso mul-
tivariado e recordam, citando Linnik (1967), que o problema de
Behrens-Fisher foi dos primeiros exemplos de um membro da
familia exponencial com estatisticas suficientes que, no espago
dos parametros restrito a hipétese nula, nao sao completas.
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O teste da razao de verosimilhancas quando a razao en-
tre as variancias é conhecida

Ainda é possivel, apesar disso, encontrar uma estatistica de
teste com distribuicao ¢ de Student para a comparacao de po-
pulacoes gaussianas independentes com variancias desconhecidas
e diferentes, se a razao entre elas for conhecida.

Vamos abordar o mesmo problema, mas supondo agora que
2

3

Ao . ~ o,
as variancias sao desconhecidas, mas que a sua razao 6 = —— é
g,

2
conhecida (de que o caso de homocedasticidade, § = 1, é apenas
um caso particular).

Teorema 2.2.1.

Sejam X, = (X,,..., X e X, =(X,..., X amostras
1 1 nq 2 1 Ny

aleatorias independentes, com X, —~ Gaussiana (u,,0,), k =

. . 2
L,...,n, X,, ~ Gaussiana(p,,0,), j=1,...,n,, em que o, e
2
2 ~ . ~ A . 0'1
o, G0 desconhecidas, mas a razdo entre as variancias = —%
g,
2
€ conhecida.
Entao a verosimilhanca € mdzrima para
By =Ty, [y = Ty,
ny 2 Ny 2
Z (xlk _371) +9 Z (ng 2) _
a2 k=1 Jj=1 i Q(T,,7,)
L= —
nl + n2 nl + n2
sendo o seu mdxrimo
Mty

L(ﬁv /72781 ’ w17w2) = (27Te
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onde
g (- 1S’ +6(n, —1)S.

o n, +n, —2

z . 2
¢ um estimador ponderado centrado de o, .

Demonstragao:
2 2 2
Com a condi¢ao 6 = —% <= o, = %01, a verosimilhanca é

g
2

i)

HT

L(Nvuwal ‘w17x2): ny tng X
( 27701)
n n
1 L 2 2 2
X exp —202 (%k — ) +0 Z($2j _/~L2)
1| k=1 j=1

donde

In L(py, poy, 0, | @y, @,) = % In 60— (n, +n,)ln vV2r—

n n.
1 1 5 2 2
—(n1+n2)lnal—ﬁ Z(l“lk—lh) +92(x2j_“2)
1\ k=1 Jj=1

Podemos entao concluir que

In L(u,, psy, xz,x,)=0= 4, =7T,;
. (Hys fhy, 0y | 15 ) i, =7,

9 In Ly, poy 0y | s 2,) = 0= [1, = Ty;
Ho
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0
o In L(py, py, 00 | @y, @0,) =

do,
+ 1 5! o 9
n, +n 2
== 10 2_}_73 Z(x1k_u1) +02(£2; Mz) -
! 91 | k=1 j=1
n, +n
=—— 2—}-73@(,[1,1,,[12)
o, o)
donde
0 QUi i)
8701111 L(M17N27U1 | :131,:132) =0= o, = ﬁ
E de notar que
Q(Tufz) _ TL1+TL2—2 (nl _1)*9?4‘9(”2_1)32 _ n1+n2 _282
n,+n,  n,+n, n,+n, —2 on,+n,

L e 2, . 2
e ¢ facil ver que S, ¢ um estimador centrado de o, .

Por outro lado, substituindo,

L(ﬁl’ﬁ27al | w17w2) =

T2 -t Q@ 7))
— — 2 1 T10%o = =
0 Q($1,$2) ’5( [PEEDS ) Q@ T)
- ny+ng € =
n, +n,

(vr)

_nptno
_nyptny n = = 2
2 Tz Q(quz) D
n, +n,
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Teorema 2.2.2.

Sejam X, = <X1>-~-7an> e X, = (Xl,...,Xn2> amos-
tras aleatorias independentes, com X,, —~ Gaussiana(p,,0,),
k=1,...,n, X,, —~ Gaussiana(p,,0,), j = 1,...,n,, em
2 2 ~ . ~ c A .
que o, e o, sio desconhecidas, mas a razao entre as varidncias
2
o 7/ . Ve . . .
0 = —3— ¢é conhecida. Se além disso exigirmos p, — p, = A, a
g,
2
verosimilhanca € mdxima para

nljl + 9”2 (fz - A)
N n, + 0n,

)

~ nl (fl —"_ A) —"_ 07”’252

Ha = n, + 6n, ’

ny 5 Ny
- > (@ =) +0 3 (2, — 1
5 Q(Ml,,ug)_ = ' j:l( v 2)

2

nl + n? nl + n?
sendo o seu mdrimo
_ n1+n2 ng 7n1+n2

(2me) * 075 °

0

Demonstragao:

Queremos maximizar

n
fuysmy,00) = —(ny, +n,)In V2 + 72111 0—(n,+ny)lno —

1 | & 2 2 2
- 252 (xlk —,U,l) +Z(x2j _M2)
i =1 j=1
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com a restricao pu, — pu, = A <= g(p,, pty,0,) = 0.
Usando o método dos multiplicadores de Lagrange,
Vf(u17/’6270-1):)\Vg(/’bl7/’6270-1)’ VQZ(_LLO)?
donde

n n
1 0
jZ(xlk_/’l’l):_)\? jZ(xm_ru’z):)"
91 k=1 %=1

segue-se que

7),1

Ty
Z (xlk - Ml) = 792 (ij - /1‘2) <~ nlfl Ny = 0(”2:“‘277%52)'
k=1 j=1

Como p, — p, = A <= p, = pu, + A, substitui-se, obtendo
nT, —nypy = 0(n,p, +n,A —n,T,)
— (9712 + n1)ﬂ1 =n,T, — 0”2 (A - fz)

e assim
_ n1§1 —+ 9”2 (Tz B A)

B n, +6n,

1

Por outro lado, de p, = pu, — A,
"7‘151 -n, (:U’z_A) = 9(”2”2 _n2§2) — (9n2+n1)uz =N, (E1+A)+9n2§2

e assim

— nl (fl —"_ A) —"_ 9”252
n, + 6n, '

2

Quanto a o, , é imediato que

6_2 Q(Ml?/”?) .

1:
n, +n,
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Portanto,
Sup AL(M“’UJWUI |$17m2) =
Mo =M=
,”1‘2"”2 %A,”rg”z [ 1 L
= (2m) 0 g, exXp —QTQQ(MU,%) =
Ty
_mMptng ng mytng r n, +n
—en T 0% E, T e | oG ) -
‘ L 2Q(,, ) T
_mtny ng mydny
—(2re) ° 075, °

é o maximo da verosimilhanc¢a naquelas condicoes.

O]

Teorema 2.2.3.
Sejam X, = <X1,...,Xn1) e X, = <X1,...,Xn2) amostras

aleatorias independentes, com X, —~ Gaussiana (u,,0,), k =

. . 2
L,...,n,, X,, —~ Gaussiana (u,,0,), j =1,...,n,, em que o, e
2
2 o . ~ N . 1 s
o, 840 desconhecidas, mas a razao entre as variancias 0 = —% ¢
g,
2

conhecida.
A razao de verosimilhancas para testar

11031112_#1:A vs. H1::U’2_H17AA

[N

A(wlvxz) = |1+
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Demonstragao:

Comecemos por estabelecer que

2 n,+n,—2 o n,n, (T,—7, —A)

o, =—-"——5 +60

0 6
n, +n, n, +n, n, +0n,

Com efeito

/0\2 Q(Mlaﬂz) _

n, +n,
n 2
1 L - n, + 0n,(z, — A)
- L Z<xlk_xl+x1_ L+ 0y (5, +
1 2 k=1 1 2
+0i< - n1($1+A)+9n2x2>2
T, —T T, — =
j_l 2j 2 2 n1+0n2
= (xlk _51) +0 (1:21 _fz) +
ny T, k=1 j=1
2 2
n, On,(z, — T, + A) n On, n, (T, -7, —A)]
n, +n, n, + 0n, n, +n, n, +0n,

2 2 . . 2
n,+mn,—2 2 n,n,0+mn n, <x2—x1—A> _

=————5,+0
n, +n, n, +n, n, + 0n,
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n1n2(n1 +0n2) f2 _51 — A ’ _
n, + 6n, B

n, +n, —2
_wtn, 2 824—0
n, +n, n, +n,

2

n,+n, —2 2 nn, (T,—%, —A)
= — 35
n,+n, ° n,+n, n,+06n,
Portanto
_mMitmy
A(xlsz) —l110 n,M, (xQQ X, _
n,+n, —2 s (n, +6n,)
_nptng
I PO W e Ay _
n,+n, —2 52<1 L)
o\ On, ny
_ritny
2 2
n, +n, — S, 714- o

Note-se que

1 1
(G )
n, On,
é um estimador centrado da variancia de X, — X,.

2 _ 1 2
De facto, o, = 50, donde

2 2
— o o 1 1
var [X, - X,] = — + :af<+ )
n, 0On, n, On,
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Fica também claro que o que simplifica o problema neste
caso particular é que a variancia de X, — X, pode ser escrita
como funcao apenas da variancia de uma das gaussianas (neste
caso Jf) — e por isso pode ser estimada com base em um tnico
estimador ponderado, cuja distribuicao é facilmente reportavel
ao qui-quadrado.

(ny+ny—2) 8
12 e

2
Com efeito, ¢ ¢ um qui-quadrado com n, +n, — 2

graus de liberdade, e por essa razao
Y2 _Yl B (:uz _M1)

1 1 - =
* %1 ”1+ On, _XQ_X1_(N2_M1)

tem distribuicao ¢ de Student com n, +n, —2 graus de liberdade.
. 2 . o

Note-se ainda que S, estima apenas uma das variancias, como

faz sentido nas condicoes do problema.

2.3 Welch e Satterthwaite, e a solucao fre-
quencista

No Capitulo 3 ficou de certo modo claro que Welch propds
uma deducao alternativa ao problema de Behrens-Fisher, concor-
dando com Bartlett (1936) na critica a Fisher por este admitir
uma distribuicao fiducial para os oj. A solucao a que chega é
mais geral, e ndo coincide com a de Fisher (1935a, 1939b, 1941),
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como o préprio Welch comenta no seu trabalho de 1951, em que
explicitamente aponta termos diferentes na expansao de Fisher
e na sua.

Além disso — o que nao deixa de ser um pouco perturbador
— o tratamento de Welch leva a um teste ¢ para duas amostras
com um numero de graus de liberdade fraccionério, que mesmo
que o*f = 0, nao coincide com o nimero de graus de liberdade
n, +n, — 2 do tratamento classico. De facto, no teste de Welch,
o numero de graus de liberdade é n, +n, — 2 se e s6 se os erros
padroes das duas amostras forem iguais, e portanto no caso de
variancias populacionais iguais o nuimero de graus de liberdade
én, +n, —2=2(n—1) seesésen, =n,=n,como ji antes
observamos. Veja-se também Scheffé (1970, p. 1502).

O trabalho inicial de Welch reclama-se da heranca de Stu-
dent, e nesse aspecto trata de studentizacao. Satterthwaite
(1946) propos um estimador do nimero de graus de liberdade
que redescobre resultados de Welch, mas que parece ter tido
mais aceitacao junto de especialistas e utilizadores de andlise
da varidncia, prestando-se naturalmente a estimar variancias em
contrastes e em combinacoes lineares mais elaboradas. Welch
(1947a, 1947b, 1951, 1956a) publicou extensoes mostrando que
o seu trabalho serve para a comparacao de k médias em situacgao
de heterocedasticidade.

Ja vimos as dificuldades que surgem tentando deduzir uma
estatistica de teste no ambito da teoria de Neyman-Pearson, e
seguidamente abordamos os desenvolvimentos teéricos de Welch.
Apresentamos seguidamente a construcao usualmente atribuida
a Satterthwaite (1946), mas que é de facto, na esséncia, de Welch.

Enquanto Welch aborda a questao na perspectiva mais sofisti-
cada de aproximagoes obtidas a partir de uma expansao em série,
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n
Satterthwaite parte de uma aproximagao de > a, X

k=1
X, sao varidveis de qui-quadrado independentes, por %, onde
X é uma variavel de qui-quadrado com um numero apropriado
v de graus de liberdade, equacionando momentos de primeira
e de segunda ordem (se apenas equacionarmos momentos de
primeira ordem é possivel obter um ntmero de graus de liber-
dade negativo!). Pareceu-nos interessante deduzir, na esteira de
Mosteller e Rourke (1993), a “andlise da variancia simples nao
paramétrica” de Kruskal-Wallis, para mostrar a simplicidade e
unidade essencial da metodologia estatistica: neste caso deduz-se
uma expressao para a estatistica D, distancia ponderada do rank
médio do grupo (na amostra combinada) ao rank médio global
%. Como a soma de ranks, que sob a hipdtese nula de ho-
mogeneidade de efeitos devem ser varidveis aleatérias permuta-
veis, é aproximdvel por uma gaussiana (Teorema Limite Central
para varidveis permutéveis , cf. Pestana e Velosa (2010), Teo-
rema 8.4.1), a referida soma de quadrados deve ser aproximada
por uma transformacao linear — os quadrados sao de varidveis
centradas, mas com variancia diferente de 1 — de uma varidvel

qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade, e por isso calcula-se
E[D
o valor médio E [D] da expressao, e divide-se D por ’ [ 1] para

., onde os

obter a estatistica de teste H.

2.3.1 A abordagem de Welch

Na sequéncia das criticas de Bartlett a solugao fiducial de
Fisher para o problema das duas amostras, Welch tentou calcular
valores criticos para a estatistica
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_Xl_y2_(lu1_/‘j“2)

Sy T 2 ’
S

ot

T
sy,

2 R

n

sem recorrer a argumentos fiduciais.

O trabalho de Welch tem muito em comum com o de Student
(1908) acerca de inferéncias sobre o valor médio de uma gaussiana
quando a variancia real é desconhecida. No seu trabalho original,
Student, depois de se ter apercebido de que uma variancia esti-
mada devia ser encarada como valor observado de uma variavel
aleatéria, determinou os primeiros momentos da sua distribuicao
e notou que correspondiam a uma curva de Pearson de tipo III.
Procurou entao qual das curvas dessa familia era compativel com
os momentos calculados, a partir do que conseguiu determinar a
distribuicao exacta de Tsl, 5y

Também Welch comecou por calcular os momentos do qua-
drado do denominador de TSP s, © viu que se coadunavam com
os de uma Pearson de tipo III; a menos de uma transformagao
de escala, um qui-quadrado com indice fracciondrio na nossa lin-
guagem actual. Assim, a distribuigdo de T 5.5, podia ser aproxi-
mada por uma ¢ com numero de graus de liberdade fraccionario.
A distribuicdo exacta nao tem neste caso forma analitica sim-
ples, mas a aproximacao encontrada é suficientemente boa para
estudar as propriedades de TSP s, © construir testes de hipdteses
e intervalos de confianca eficientes.(!) Esta solucdo aproximada
mais pragmatica serd desenvolvida adiante, quando se falar no

(WA mesma técnica pode ser usada para aproximar a distribuicao da es-
tatistica de Student T" quando falha a hipétese de homocedasticidade, que em
geral deixa de ser uma t. Foi nesse contexto que Welch (1938) a desenvolveu.
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estimador de Satterthwaite. Anos depois, Welch propos também
a solugao exacta que passamos a explicar.

A inferéncia sobre o valor médio ; de uma gaussiana com
desvio padrao desconhecido o, e a comparacao de valores médios
de duas gaussianas quando se conhece o quociente das respecti-
vas variancias, sao simples porque a distribuicao de ¢ nao envolve
augeles parametros populacionais, nem sequer as suas estimati-
vas, e portanto o problema resume-se em achar a constante ¢_,
dependente apenas do nimero de graus de liberdade que é uma
funcao simples da dimensao (ou das dimensodes) da(s) amostra(s),
tal que P[t, <t ] =a.

A generalizacdo natural a dois grupos independentes com
variancias distintas depara-se com a dificuldade de que a dis-
tribuicao frequencista de T, , , referida ao universo de todos

172
’ . PN . . 2 2
valores possiveis para as variancias estimadas S| e S, depende
- 2 2 .
dos parametros o, e o,, neste caso constantes desconhecidas.

A solugao de Welch equivale a achar um valor critico aleatério
T, = Ta(Sf, Sj) que satisfaga P [T < Ta} = « para todos os

S, ,S.
1-2
valores das variancias populacionais.

Welch parte de um quadro mais geral que o problema de
Behrens-Fisher classico, a comparacao de k grupos independen-
tes com heterocedasticidade. Embora o nosso foco seja a com-
paracao de duas amostras, seguiremos de perto a sua notacao ori-
ginal, que além de apontar de imediato para aplicagoes a andlise
de variancia e a andlise de regressao é dificil de superar em con-
cisao.

Seja n um parametro populacional estimado por uma variavel
aleatéria Y —~ Gaussiana(n, o). Suponha-se que O'i =5 )\iaj,
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onde ¢ =1,...,k, os A, sao constantes positivas conhecidas e os

2 . N . . s . s . 2 .
o, sao variancias estimadas por varidveis aleatérias S; tais que
2

1.5,

g

—~ Xj_ , portanto com densidades

independentes umas das outras e de Y. No problema de Behrens-
Fisher,k:Z,n—,u,1 ,uQ,Y X, -X,, fi=n-1,f, =n,—1,
A= ni, A, = ng o © S S, sao os estimadores centrados usuais
das variancias com base em cada amostra.

Procuremos uma varidvel aleatéria H_ 2 tal que

PlY —n < H,] = a. Como as estatisticas Y e 5’12, 5’22, o ,Si sao
conjuntamente suficientes para os parametros (7, Uf, O’j, e ,O'i),
¢ natural admitir que H, = h, (512, 522, e Si) para alguma

funcao determinista h, : R" - R (dependente também das
dimensdes das amostras, ou seja dos f,).

Para aligeirar a notacgao, escrevemos w = (w,,w,,...,w,).
Entao a probabilidade da desigualdade anterior, condicional aos
valores observados das variancias empiricas, é

2 2 h
P[Y—n<Hﬁ | S, :w17...7Sk:wk} :@("‘(w)> = jw), (2.7)

onde ® é a funcao de distribuicao da gaussiana padrado, e do
teorema da probabilidade total para densidades vem que
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o0 o0

PY-n<H)]= // j(w) Hpi(wi)dwi =0j=qa, (2.8)
0 i

0

onde © representa o operador integral assim definido. Inver-
tendo esta equacao funcional em j, achamos a solucao genérica
h, (w,,w,,...,w,).

Para tal, Welch desenvolve j em série de Taylor multivariada

2 2 2 2
em torno de 5™ = (s ,s,,... ,sk), formalmente

. 2 .
J exp (Z |:(w1 -, )al:|]> )
onde as poténcias do operador diferencial miiltiplo d se devem in-
terpretar de acordo com (8.5)(w) = (9.5)/ (8w:)(32). Este desen-
volvimento simbdlico permite factorizar o integral e achar uma
série formal para o operador ©.

Por outro lado, substituindo ® pela sua série de Taylor em
torno de z,, o quantil ascendente de nvel o da gaussiana padrao,
na defini¢do (2.6) de j obtém-se também um desenvolvimento
para o argumento de ®. Compondo as duas séries, pode resolver-
se a equacao funcional (2.8) por aproximagoes sucessivas.

Neste ponto convém escrever

2 2 2
h,(s ,s s))
— a\T17 727" Ty
v, = - ~v,tv +u,+ .
/25,
onde v, contém os termos da ordem de L (r =0,1,2,...;

£
i =1,2,...,k). A primeira parcela corresponde & aproximacao
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a gaussiana em grandes amostras, v, = z,, e desprezando os

termos de ordem superior a f% obtém-se®)

7

a?

2 2 2 2
142 c. 142 c,
v, ~Z, 1+ 4 Zf— 9 fo‘i‘
+3+5zi+zich 15+32zi+9zi 202
3 f 32 £

)\.52

35

-
NS,

onde ¢; =

Welch observa que quando k£ = 1 a férmula se reduz a um
desenvolvimento conhecido para os quantis da ¢ de Student:

. 1+1+2z+3+1622+5zi+
S af 96 f ’

e comparando a sua solugao com a de Behrens (k = 2), para a
qual Fisher (1941) obtivera, até a ordem 1/ f,, o desenvolvimento

1+1+zi c?_i_cz N <1+1)
z, -+ = c,c, | —+ —
4 fl 2 t fl f2
) 0Os detalhes da composicdo e inversiao das séries sdo demasiado fas-
tidiosos para reproduzir aqui, mas podem-se encontrar no artigo origi-
nal Welch (1947a), que merece bem ser lido por inteiro e estd facilmente
acessivel em http://pds9.egloos.com/pds/200804/26/44/2332510.pdf. O
artigo de Welch (1951), que aplica a mesma técnica a um problema se-
melhante, usando fungdes geradoras de momentos, é também interessante

e pode encontrar-se em http://www.soph.uab.edu/Statgenetics/People/
MBeasley/Courses/Welch1951.pdf.

)
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nota que coincidem quando as amostras sao suficientemente gran-
des para se aproximar pela gaussiana, mas diferem a partir do
termo de primeira ordem ou seja, nas suas palavras, “assim que
se comeca a dar importancia a studentizacao”. A férmula de
Welch leva ademais a intervalos de confianca mais apertados e
testes de hipoteses mais sensiveis do que a de Fisher-Behrens .

O desenvolvimento de Welch foi estendido até termos da or-
dem de f% pela sua colaboradora Aspin (1948, 1949), que pu-

blicou tabelas de valores criticos na comparacao de duas médias

para algumas combinacoes de n,,n, >7ec, =1—¢, =0(0.1) 1.

Mas ja no seu artigo original de 1947 Welch reconhecera que a

solucao exacta era pouco pratica, e sugerira que em vez disso

se aproximassem os valores criticos pelos de uma ¢ de Student

com graus de liberdade aleatérios dados por f = 212 ®3),
¢, /f;

Observe-se que substituindo este valor na expressao dos quantis
da t se obtém

2

2 2 2 4 2
1+2 c. 3416z +5z c
1 & -4 — e —
2 + 4 Zfl—i— 96 (Zfl> + !

a

que concorda com a expansao da solucao exacta até o termo de
primeira ordem. Estudos posteriores tém confirmado que esta
aproximacao é satisfatéria e, nas palavras de Scheffé (1970), “nao
requer mais que as omnipresentes tabelas da t”. Na préxima
seccao desenvolvemos esta solucao aproximada.

®)No artigo de 1947 Welch defende uma ligeira modificacio a esta férmula,
mas mais tarde retirou a recomendagao (Welch, 1949).
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2.3.2 O estimador de Welch—Satterthwaite

As tabelas publicadas por Welch e Aspin sao inconvenientes
sobretudo por dependerem de trés parametros, as dimensoes de
ambas as amostras e a razao entre as variancias empiricas, o que
complica a tabulagao dos valores criticos, enquanto por exemplo
para consultar as tabelas da ¢ basta conhecer a dimensao total
das amostras e o nivel de significancia pretendido. Por outro
lado, os resultados de Welch sao uma aproximacao numérica dos
valores reais com base num desenvolvimento em série que pode
ser bastante oneroso de calcular.

Outra abordagem ao problema, em alternativa a calcular
aproximagoes numéricas dos valores criticos exactos, era usar
uma distribuicao aproximada mas cujos quantis fossem mais
faceis de determinar. A distribuicdo ¢ de Student é uma candi-
data natural, e pode-se mesmo mostrar que a distribuicao exacta
de TS1 s, estd compreendida entre a t com min{n,,n,} —1 graus
de liberdade e a t com n, + n, — 2 graus de liberdade usada em
situagoes de homocedasticidade.

Seguindo as linhas de raciocinio de Student, Welch procurou
entao aproximar o radicando no denominador desta estatistica,
que é uma combinacao linear de quis-quadrados, por uma curva
de Pearson de tipo III apropriada — o que corresponde a uma
gama, ou seja um multiplo de um qui-quadrado com graus de
liberdade v possivelmente nao inteiros. Com efeito, de Xi =
Gama (%,2) e Y —~ Gama(a, ) < cY —~ Gama(a,cf) para

2

¢ > 0 decorre que Gama(a, ) = o XTV, com o = af ev = 2a.

e~ . . .
Deste modo, a distribuicao do quociente podia ser aproximada
por uma t com o mesmo nimero de graus de liberdade.
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Welch usou este procedimento como confirmacao dos resul-
tados a que tinha chegado com o desenvolvimento em série, e
também como forma de estudar o comportamento do teste, visto
que a distribuicao exacta era dificil de calcular. Mais tarde gene-
ralizou o método a situacdo em que estavam envolvidas diver-
sas variancias, abrindo o caminho para aplicacoes a andlise de
variancia com grupos de variancias heterogéneas.

No entanto, a divulgacdo deste método de um ponto de vista
mais pratico parece ter-se devido a Satterthwaite, que poste-
riormente publicou artigos de andlise de variancia em que de-
duzia a mesma aproximacao de modo bastante mais simples e
directo que o argumento de Welch, e talvez seja por isso que o
nome deste é referido com tanta frequéncia a respeito da técnica
de aproximacao pelas distribuicoes ¢ ou F' aplicada quando as
varidncias envolvidas sao diferentes. A abordagem que a seguir
apresentamos segue de perto Satterthwaite (1941, 1946).

Comecemos por notar que se extrairmos amostras aleatérias
independentes X, = (XH, e 7X1n1) e X, = <X21, RN X2n2)

de populacoes respectivamente X, —~ Gaussiana(p,,0,) e

. ~ v . 0'1
X, —~ Gaussiana (p,,0,), entdao X, —~ Gaussiana (NN\TTI
= . oz
e X, —~ Gaussiana ( —2> .
2 l"L27 /n2

Se queremos comparar os valores médios das duas populagoes,
o natural é usar

X, — X, ~ Gaussiana | p, —

Estandardizando temos
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(Y1 _Y2) B (/1'1 _Nz)

~ Gaussiana (0,1).

Como o, e o, sao desconhecidos, é natural estimé-los por S,
e S,, e usar a “studentizagao”

O problema reduz-se entao a procurar uma boa aproximagao
para a distribuicao daquela expressao.

O resultado em que se baseia a comparacao de valores médios
de populagoes gaussianas com diferentes variancias é o seguinte:

Teorema 2.3.1.
Se X, = (Xu,...,Xlnl) com os X,, —~ Gaussiana (p,,0,)

independentes, k =1,...,n,, e X, = (XQI, - 7X2n2)’ com 0S8
X,;, — Gaussiana (u,,0,) independentes, j = 1,...,n,, forem
amostras aleatorias independentes, entdo

T o Yl_YQ_(.ul_MQ)
S1:89 T g v
1 2
2
ny n,

~t
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onde o numero de graus de liberdade v € estimado por

2

2 2
(5.5)

- n, n,
V= 1 54

Sl 2

n(n,—1)  n.(n,—1)

Demonstracgao:

Se a finalidade é achar uma distribui¢ao aproximada para V,

uma ideia que intuitivamente se impoe é aproximar o quadrado
2 2

S S . 2Y 2 2 .
—L 4+ -2 do denominador por ¢ =%, onde Y, ~x ,ev e o sao
nl n v v v

escolhidos de tal forma que

s s
E<1+2> :E(0‘2 YL,> :0'2
n, n, v

e
2 2
s S 2V, 20
var | — +— | =var|o = —
n, n, v v
Ora 2 2 2 2
B2 5% %
- )
nl n2 nl n2
2
n,—1)8S 2 n,—1)S 2
e de (172)1 ~ X e (272)2 ~X segue-se que
01 nlfl 0-2 n271

2 2 4 4
var (Sl + SQ) = 20, + 20,

n’(n,—1) ni(n,—1)
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Assim, a aproximacao que estamos a fazer usa uma variavel
com o mesmo valor esperado e a mesma variancia da que vai
substituir se e s6 se

2 2
g ag 2
_1 + 2 — 7
nl n2
e
2 2 2
Sy
n Ng
V= 0'4 0'4
1 + 2
2
n (nl—l) nz(n2—1)
Consequentemente, procedemos a aproximagao
Xl _X2_(N1 _'uz) ~ Xl _XQ_(/'Ll _:uz) —
2 2 2 Y
Sl i g 7’/
y Ny
Xl _X2 B ('u1 _Mz)
_ o
Y,
v
2 2
2 0'1 0'2 ., s .
Como 0~ = 1+ -2, no numerador temos uma varidvel aleatéria
1 2

Gaussiana padrao, e no denominador a raiz de uma varidvel qui-
quadrado dividida pelo seu nimero de graus de liberdade, sendo
as referidas variaveis mutuamente independentes. Quer isto dizer
que

Xl _Xz — (,“1 _,uz)

2 2

S5

LS g

~t

v
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onde v pode ser estimado substituindo as variancias populacio-

nais por variancias amostrais,

O

Na pratica, se nao tivermos a mao meios de calculo adequados
e estivermos limitados a consulta de tabelas, aproximamos por
um numero de graus de liberdade natural.

A técnica que acabamos de usar no caso simples do problema
das duas amostras generaliza-se sem novidade a aproximagao
de uma combinacao linear qualquer de quis-quadrados indepen-
dentes com coeficientes positivos por outro qui-quadrado. Para

Y, —~ X,Q, independentes, k =1, ..
k

n
W = E a Y, ~o
k=1

., n, tem-se

2 Y,
v

n
2 2 . ~ .
ondeY, ~x ,0 = > a,v, eosgraus de liberdade sao estima-
k=1

dos pela apro:m'mag(io_de Satterthwaite:
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Anote-se também que para contrastes usamos

que tem distribuicdo t aproximada com v graus de liberdade,

estimados por
2

g
(Z wiSi)
~ k=1

]j:
4 4 )
g
S

k=1 ni (nk - 1)

cf. Oehlert, 2000, p. 132.

Nao deixa de ser interessante apontar que os poucos livros
que referem este resultado citam, em geral, apenas o trabalho
de Satterthwaite (1946), o qual atribui a ideia original a Smith
(1936).Y Kendall and Stuart (1961), pelo contrério, atribuem
todo o crédito a Welch (1936, 1938), anterior e com sofisticagao
matematica superior & do trabalho de Satterthwaite. Samu-
els and Witmer (1999), que consistentemente abordam a com-
paracao de médias nesta perspectiva mais alargada, creditam a
Welch e a Satterthwaite os métodos que empregam, sem no en-
tanto darem qualquer referéncia bibliografica precisa. Davenport

) Num trabalho menos referenciado, apesar de disponivel em http:
//www.springerlink.com/content/6h77h7288554h864/fulltext.pdf, Sat-
terthwaite (1941) cita Welch (1938). Anote-se também que Welch (1938)
afirma que utilizou anteriormente a mesma aproximacao em Welch (1936).
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and Webster (1975) serao dos poucos a citar ambos os autores e
Smith.

A importancia deste trabalho reside em fornecer uma férmula
para estimar o numero de graus de liberdade, aparentemente
pouco pratica, e obtida equacionando momentos de primeira e
de segunda ordem, mas que leva a um resultado sempre positivo.
Casella and Berger (1990, 2002), um pouco mais prolixos sobre
este resultado do que os outros bons livros de Estatistica que con-
sultdmos, apresentam o estimador de Welch-Satterthwaite como
um exemplo elaborado do método dos momentos.

Welch voltou ao assunto mais tarde, mostrando como a sua
abordagem podia ser reformulada para comparar k > 2 médias,
e em Welch (1951) trata de um modelo de andlise de variancia
ponderada, com pesos inversamente proporcionais as variancias
empiricas (portanto aleatdrios), usando um método semelhante
ao desenvolvido em Welch (1947a).

2.4 Breve nota sobre a abordagem nao pa-
ramétrica a localizacao de k£ amostras

Nao é nosso objectivo ocuparmo-nos de abordagens nao pa-
ramétricas para a comparacao da localizacao de duas populagoes,
nomeadamente populacoes nao gaussianas(5).

() Chamamos no entanto a atencao do leitor para a relevancia da questao,
reconhecida pelo International Statistical Institute com a atribuigdo em 2011
de um prémio Jan Timbergen a Kavitha Mehendale e Manjula Kalluraya
pelo seu inovador trabalho sobre testes ndo paramétricos no problema de
Behrens-Fisher.
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E interessante porém referir com algum detalhe a forma
como Mosteller e Rourke (1993, p. 242) apresentam a andlise
de variancia simples nao paramétrica de Kruskal-Wallis, pois
evidencia a unidade fundamental dos raciocinios estatisticos —
como depois comentamos, quer Welch e Satterthwaitte quer
Kruskal e Wallis fazem aproximagos a varidveis qui-quadrado,
mas os dois primeiros autores equacionam momentos a cabeca,
enquanto Kruskal e Wallis nao reduzem as gaussianas que aproxi-
mam as somas de ranks a escala 1 antes de as elevar ao quadrado,
pelo que € na fase final que equacionam momentos.

Sejam X1 = {X1;}7L,, ..., X, = {Xy;}}2, amostras inde-
pendentes, X = (X1,...,X,) a amostra combinada, r;;, i =
1,...,v; 7=1,...,n; o rank de X;; na amostra combinada.

Usualmente requere-se que a distribuicao subjacente seja
continua, para evitar igualdade de valores; no entanto a pre-
cisao finita de qualquer instrumento de medicao leva a que haja
observagoes empatadas, a que se atribui o rank ajustado, isto é o
rank médio dos ranks que lhes seriam atribuidos no caso de orde-
nar esses elementos sequencialmente — ao atribuir-lhes depois o
rank médio, a arbitrariedade dessa seriagao torna-se irrelevante;
o uso de ranks ajustados nao traz alteragoes ao calculo de médias,
mas altera as variancias, devendo usar-se factores de correcgao
apropriados (Pestana e Velosa 2010, p. 647, Sprent and Smeeton,
2001).

Definam-se ainda as soma dos ranks em cada grupo R, =
Nk

Zrka" k=1,...,v. Seja

=1
v R, N+1\
D=Y"n (-2 .
k=1
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R

Naquela expressao, —% é o rank médio no k-ésimo grupo.
k

14
Como o rank médio da amostra combinada, que tem N = )" n,
k=1
elementos, é %, a estatistica D mede globalmente os desvios
quadrados (e ponderados pelo nimero de elementos em cada
grupo, como convém) do rank médio de cada grupo ao rank médio

global.

Também nesta situacao ha a convicgao de que a estatistica
D, sendo uma soma de quadrados de variaveis que, devido ao
teorema limite central para somas de parcelas permutéaveis, po-
dem ser consideradas aproximadamente gaussianas, é bem apro-
ximada por uma variavel proporcional a um qui-quadrado com
v — 1 graus de liberdade. No entanto, como nao comegamos por
estandardizar as varidveis, ha que calcular o valor médio E[D]

de D, e usar H = W D que tem valor médio v — 1 — por

outras palavras, usar uma varidavel H cujo valor médio é o valor
s 1 2
médio da x .

A algebra deste problema ¢é bastante elementar: Por um lado,
desenvolvendo os quadrados e efectuando os somatérios,

Y R N(N+1)
p= x_ T
;nk 4

Por outro lado,

R, N+1\
n, 2

MM:imE
k=1

e assim
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E([D] = ;nkvar [iﬂ .

Ora os r,; (vamos assumir que estamos na situago ideal de
nao haver empates, pois se houver empates hé que usar correcgoes
adequadas, como ja foi referido) sao inteiros consecutivos de 1 a

N, dispostos aleatoriamente. Temos assim observagoes de uma
i=1,...,N

)

varidvel aleatéria uniforme discreta X = {

Z‘H ~.

N N
pelo aue E[X] = 14 = 21 e BIX") = 31" § = 1@V,
1 1

e consequentemente a varidncia de N inteiros consecutivos é

2
N -1
2 -
Como a atribuicao dos ranks em cada grupo k = 1,...,v é
uma extracgao de n, desses numeros de 1 a N, sem reposicao,

. A . . ~n N—n
no calculo da variancia ha que usar o factor de correcgal ——*

TLk 2
R 1 N —1N —n,
€ segue-se que var [ "k} = ”i z; D N_1’ e portanto

N+1Z&
E[D] = —5- > (N-n)=
12
k=1

(N+1)N(v—-1)
12

e consequentemente a estatistica de Kruskal-Wallis

12 ‘. R
H=——" S ¢ _3N+1
N(N—l—l)kz::1 n, ( )

tem uma distribuicdo que é bem aproximada pela da varidvel
2
Xufl'
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Note-se que é, na sua esséncia, um modo de pensar muito
semelhante ao usado por Satterthwaite, apenas a fase em que
se usa uma aproximagao do(s) momento(s) é diferente. Krus-
kal e Wallis comecam por fazer os desenvolvimentos algébricos,
usando quadrados de gaussianas nao reduzidas, e é depois disso
que “ajeitam”o primeiro momento, por forma a aproximar por
um qui-quadrado com o ntimero adequado de graus de liberdade.
Quer Welch quer Satterthwaite comeam pela ponta oposta, isto é
comecam por forcar a varidvel que usam como aproximacao a ter
valor médio e variancia iguais aos da varidavel que aproximam, e
s6 depois disso psosseguem para os desenvolvimentos algébricos
do problema.

Note-se alids que Welch e Satterthwaite se inscrevem na
tradicdo que vem de Helmert (1875) e Student (1908) de pro-
curar aproximagoes para o denominador usando os momentos
como “instrumento de diagnéstico”.






Capitulo 3

O Resultado Exacto de
Scheffé

e outros desenvolvimentos do
problema de Behrens-Fisher

Quer Jeffreys, quer Behrens e Fisher, quer Welch, Sat-
terthwaite e Aspin procuraram resolver o problema da com-
paracao de valores médios de duas populagoes gaussianas com
variancias diferentes e desconhecidas encontrando (com base em
principios diferentes) a distribuicao de

Y1 _YQ - (:ul - MZ)
T - 2 2 ’
i S
ny

2

U2

= &2 a2 N TSI
em que X ,5 e X, S provéem de amostras aleatérias inde-
pendentes extraidas de cada uma das populagbes cujos valores

125
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médios se pretende comparar.

Mas, como foi visto, qualquer das solugoes exactas leva a dis-
tribuicoes bastante complexas, de que nao ha tabelas facilmente
acessiveis dos quantis que seriam relevantes para tomar decisoes,
de célculo dificil, sugerindo mesmo imediatamente a Welch a
conveniéncia de aproximar a distribuicao exacta por uma t de
Student apropriada.

Teém sido propostas outras variaveis ligeiramente diferentes,
sempre com o objectivo de melhorar a aplicacao prética, e em ge-
ral numa tentativa de ter melhor aproximacao a uma distribuigao
t conveniente.

Scheffé (1943, 1944) considerou a questao de outro ponto de
vista, chegando de certo modo a uma resposta definitiva ao pro-
blema, se bem que inesperada. A sua ideia foi quase ébvia, mas
também brilhante: Em vez de estudar a distribuicao da varidvel
fulcral Tsl’ s, porque nao procurar uma outra funcao das amos-
tras que tenha efectivamente distribuicao exacta t de Student?

Se o objectivo é fazer inferéncia sobre § = p, — u, usando a
distribuicao t de Student, devemos procurar uma funcao linear
L das amostras aleatérias (ainda no ambito restrito de gaussia-
nidade e indepedéncia, claro), e uma fungao quadratica @, tais
que, para quaisquer valores de af e de aj,

e [ e () sejam independentes;

e E[L]=devar[L] =V,

e — seja uma varidvel qui-quadrado com v graus de liber-
dade.
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Nestas circunstancias

tem distribuicao ¢ com v graus de liberdade.
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Scheffé (1944) mostrou que os anteriores investigadores do
“problema dos dois valores médios” tinham estado a olhar para o
lado errado, no sentido em que tinham cedido a tentacao natural
de trabalhar com funcoes invariantes para permutagoes de cada

uma das amostras aleatorias.

De facto, suponha-se que ¢t é uma funcao simétrica nos ar-
gumentos, no sentido em que se mantém invariante para per-
mutagoes de qualquer uma das duas amostras, e que por isso

(

y Ny
S SR 33
k=1 j=1

nl nl

Q=c, ZX te, ) Y X, X+

klzl

"2 Ty Ny Ny

=1 1 ¢=1 k=1 j=1
{ J j=1 &1 j

Entao
6=p, —p, =E[L] =c;np, +cynyp,

e consequentemente

+ ¢, ZX; ey Yy XXy ey > XX,
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Mas dai segue-se que

L=X, -X,,
e
o o’
V=var[Ll]= —+ + 2.
nl n2

2
Como v X, , segue-se que

quu(%+f%)
n, n,

Por outro lado, usando a representagao de ) como fungao
simétrica das amostras,

2 2 2
E[Q] = ¢4n, <01 —|—u1> +eny(ny — 1, +

2 2 2
+cn, (‘72 + ,ug) + ¢gny(n, — 1)/~L2 + My -

Segue-se entao que

c3—75 )

C4Z_n(n171)
— v

cy = "2 )

T T,

c, =0
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e consequentemente

™ ]
g o
S 22 KX Soxl 22 XX
kD ik 4 S ST
Q= Vo k=1 o i=1 + R _ =1
ny ny ny (n1 - 1) y Ny Ny (nz - 1)
2 2
NS
nl n2
2 2
0 SiS
. n n - .
Obviamente — = ¥ ————2—nao pode ser um qui-quadrado
4%
n n

2
com v graus de liberdade para todos os valores possiveis de n,,

Ny, 0,y 04.

3.1 A solucgao de Scheffé

Face & impossibilidade de encontrar fungoes simétricas
das amostras que levem ao resultado pretendido, procurem-se
solugoes adequadas noutra classe de funcgées.

Suponha-se que n, <n,, e que usamos
1 &

L=—) D,
[

ny

Q= 7Z(Dk _L)2

n
k=1
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onde os D, sao varidveis aleatdrias i.i.d., gaussianas, com

2

ED, =0 e var[D]=0, k=1,...,n,.

A variavel aleatéria

tem entao distribuicao ¢ de Student com n, —1 graus de liberdade.

Escolham-se
U

D, =X, - chjX2j'
j=1

As condigoes necessarias e suficientes para se ter, como preten-
. 2 ~
dido, E[D,] =6, evar[D,] =0, parak =1,...,n,, sdo

Ty
E Cpj = 1
k=1
Ty

2 2
D e, =c

k=1

)
chj% =0 (i#k)
k=1

e assim o intervalo de confianga para §, com coeficiente de con-
fianca 1 — o, é

| Q Q
<L - tnlfl,lf% n, — 1’ L+ tnlfl,lf% n, —1
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e o seu comprimento £ tem valor esperado

o Ar(y)

=2t o
ny—1,1-§ n, —1 r (nlg_l)

Para minimizar aquele comprimento esperado hd entao que

minimizar
2 2 2
o=\4/o, +co,

. 7 . . . 2
ou seja, ha que minimizar c .

Reescrevendo a condigao necessaria e suficiente sobre os ¢,
sob forma matricial,

’_
cu =1

~
»

c.c.=c j=k

c.c =0 j#k

~o

<

onde ¢, é o vector da k-ésima linha da matriz [ck].] e u é o vector
linha com elemento genérico 1, e considerando ainda n, —n, vec-
tores satisfazendo as condigOes de ortogonalidade acima expres-
sas e tais que os n, vectores ¢, constituam uma base do espaco
vectorial de dimensao n,, podemos exprimir 4 como combinacao
linear dos vectores da base:

Ty
u = E «.C.
J
=1
e de

"2 "2
_ r_ o o 2
l=cu =c, E o;c = g a,c,.c, = g,c
j=1 Jj=1
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segue-se que

Por outro lado, como u é o vector linha de unidades,

)
2
uu = (Z%%) (Zg,ﬁé) = Z:gkckc;c =n,,
k k k=1

e portanto
s g )
2 2 2 n1 2 2 nl
n,==¢ E gk+ E: g, :CT_‘_C E gk:nQZCT'
k=1 k=n,+1 k=n;+1
Consequentemente,
2 n,
c > —
n

Na expressao acima temos igualdade no caso de g, =0, k =
n, +1,...,n,. Nessas condicoes, u é um vector do espago de
dimensao n, dos vectores ¢, originais e hd infinitas solugoes, que
se obtém rodando qualquer uma delas.

Scheffé (1943) propos uma solucdo particularmente elegante:

= REY 1 1 =
G =\ ‘/n1n2+n2 k=1,...,n,
1

1 j#Ek=1,...,n,

C; = T4/ +
¢, = = j=n,+1...,n,

Ny Ty
kj Ny
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Substituindo na expressao definitéria dos D, , obtém-se

Ny
Dk:Xlk_ § :Cngzg
Jj=1
1 Ny
n, 1 1
= A1k X2k+ E :sz_ E :X2]7
2 nny Ty =
k=1,...,n,.

Tem-se entao

1 1 1 1 &
n
L=—"D,=—> |X, — /22X, + S Xy - — > X, | =
gy USRS Tt Ny 3

(e ] 1 —1
1 "y 1 Ny
X, - X, + X, — X, =
n n
— 1 L 1 L - = =
=X, - X, + X, -X,=X,-X,

e por outro lado
1 e} 2
Q=— E (Dk - L) =

™ k=1
2
1 M n 1 1 1 "2
1 —
:TZ X1k7\/7X2k+ nn ZX%*TZXM*X}JFXQ =
1 k=1 2 172 k=1 2 j=1
2
1 T 1 ol
=— X =)= X0 ) = | X1 — — /=D Xu =
2 | () - (R
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pelo que

onde U, = X, — %X

b g=1
Finalmente,
(X, - X,-9)
Ts. =y o 5 tnl—l
Z (Uk - U)
k=1
n, —1

Note-se que depois deste desenvolvimento algébrico se torna
6bvio que na segunda amostra se usam, no calculo de (), apenas
as m, primeiras observacoes — e estas sao naturalmente quais-
quer n, das n, da amostra com mais elementos. Podemos (deve-
mos é porventura o termo mas correcto) escolher aleatoriamente
essas n, observacoes da segunda amostra. Ou, por outro lado,
usar essa aleatorizacao como suporte de estudos de simulacao.

O trabalho de Scheffé é notdvel a varios titulos.

Por um lado, arreda uma daquelas “falsas evidéncias” —
a ideia de que devemos procurar uma fungao invariante para
permutagoes das componentes das amostras.

Por outro lado, obtém uma solucao exacta que é valida para
qualquer escolha aleatéria de n, elementos da segunda amostra.
Ha&, evidentemente, uma perda de eficiéncia neste procedimento,
que nao sabemos quantificar. Remetemos para Scheffé (1943)
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quem tiver curiosidade em saber como comparam, em termos
médios, os intervalos de confianga obtidos pelo método de Scheffé
2

. o, .
e os intervalos de confianca exactos, quando 8§ = —% é conhecido.
g,
2

3.2 Outros desenvolvimentos do problema
de Behrens—Fisher

O problema de Behrens—Fisher teve um periodo de grande
notoriedade, durante a fase embriondria da matematizacao da
inferéncia estatistica.

Durante uma fase inicial foi possivel pensar que os grandes
criadores de ideias estavam a falar da mesma coisa, usando ter-
mos e descrevendo procedimentos — que podemos apodar de
frequencistas, bayesianos, fiducialistas — s6 aparentemente dife-
rentes, chegando porém a resultados idénticos.

O problema das duas amostras independentes de populacoes
gaussianas com variancias diferentes mostrou, sem margem para
davidas, que essas construcoes da Estatistica nao s6 eram con-
ceptualmente diversas como podiam construir solugoes diferentes
para o mesmo problema. Tal originou controvérsias amargas e
rancorosas — veja-se por exemplo os artigos de Fisher, de Ney-
man, de Bartlett e de Welch no JRSS B de 1956.

Durante muito tempo o esforco centrou-se em justificar por
que razoes no problema de Behrens—Fisher as solugoes sao di-
ferentes, enquanto no caso de inferéncia sobre o valor médio
de uma populacao, ou sobre a diferer;ga de valores médios de

~ . g , .
duas populagoes em que o quociente —+ é conhecido, as aborda-
g,
2
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gens frequencista, fiducial e bayesiana levam ao mesmo resultado.
Concordamos porém com Kendall and Stuart (1961), quando co-
mentam que o esforgo seria melhor empregue em explicar por que
razoes no caso de uma amostra ou no caso de duas amostras de
populagoes com iguais variancias as solugoes coincidem. (Fisher,
alids, usa também algumas frases sibilinas na sua polémica com
Bartlett, que parece quererem dizer a mesma coisa; afirma ele que
nao se faz sentido criticar o seu trabalho por levar a intervalos de
confianca que nao admitem uma interpretacao frequencista, pois
o que hé a esperar ¢ mesmo que chegue a uma solucao diferente
da frequencista).

A notoriedade do problema de Behrens—Fisher advinha de
ser o exemplo natural para apoiar argumentos das diversas es-
colas — e, claro, da notoriedade dos intervenientes na polémica.
Scheffé (1943, 1944), ao mostrar que na perspectiva cldssica nao
podia haver solugdo exacta para o problema (ao contrdrio do
que Welch parece pensar nos seus trabalhos iniciais), e ao cons-
truir uma solugao elegante e simples em que a aleatorizagao da
escolha de elementos na amostra de maior dimensao permite de-
duzir uma varidvel pivotal com distribuicao t exacta, ainda que
com alguma perda de informagao, resolveu temporariamente a
questao de forma satisfatoria. O problema de Behrens—Fisher
passou a ser uma curiosidade, raramente merecendo mais do que
algumas linhas nos manuais escolares. O préprio Fisher, no Sta-
tistical Methods for Research Workers, o refere como problema
de escassa importancia pratica.

Cochran (1951) reabordou a questao no contexto mais geral
de testar p relacoes lineares

n

2
chjak, j=1....p
k=1
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2
in . 2 . 2 (n—1)s, 2

entre n variancias , com o, estimada por 5,6 ——=— X, _»

o kT

k
comentando excplicitamente (p. 19) que o cldssico problema de
Behrens-Fisher ¢ equivalente a testar o, + o, — Uj = 0, com
~2 I

o, = Uf + aj estimado por (T, — @)2, com 1 grau de liberdade.

Valera a pena ressuscitar o problema? Certamente, quando
mais nao seja por ter sido um dos grandes desafios que se co-
locaram & Estatistica e pelas ideias e métodos sofisticados que,
devido a sua dificuldade, obrigou as diversas solucées a utilizar.

Nos tultimos anos, diversos livros de Analise da Variancia e
de Planeamento de Experiéncias comecaram a referir o “estima-
dor de Satterthwaite”, e também em Bioestatistica a questao
comega a ganhar importancia pratica — Samuels and Witmer
(1999), por exemplo, usam constantemente os métodos de Welch
e Satterthwaite. Mais relevante ainda, a questao chegou ao pres-
tigiado Teacher’s Corner do American Statistician, e Markowski
and Markowski (1990) recomendam o ensino rotineiro do teste
de Welch—Satterthwaite em cursos de estatistica elementar, re-
clamando que este é mais vantajoso do que o teste ¢ para duas
amostras precedido de teste sobre a igualdade das variancias. E
o software R por defeito executa o teste de Welch—Satterthwaite
para comparar valores médios de duas populagoes gaussianas.

Scheffé (1970) e Davenport e Webster (1975) trouxeram de
novo este problema “esquecido” a primeiro plano, e Dunnet
(1980), Fenstad (1983), Moser et al. (1989), Lee and Fienberg
(1991) desenvolveram estudos aprofundados sobre a comparagao
de valores médios sob heterocedasticidade, e estimadores ponde-
rados da varidncia. A aplicacdo pragmatica em vista é proce-
der a testes de comparacoes miltiplas, emparelhadas, ou sobre
contrastes, em andlise da variancia. Um dos resultados mais
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interessantes tem que ver com a situagao de, usando a metodo-
logia de Welch—Satterthwaite, aproximar uma combinacao linear
de quis-quadrados por uma gama (com escala diferente de 2),
no caso de alguns dos coeficientes serem negativos, com a “re-
ceita” de somar essas parcelas ao numerador e ao denominador.
Uma recomendagao quase herética no que respeita deducao ma-
tematica, mas que os estudos de simulacao parecem de facto
recomendar!

Os estudos de eficiéncia sobre os varios testes propostos para
o problema de Behrens—Fisher parecem indicar que a solucao de
Welch—Aspin é a que tem melhor desempenho. Quer esta quer
as solucoes de Fisher e Jeffreys sao preferiveis ao teste t de Stu-
dent para populacoes homocedasticas, o qual rapidamente perde
poténcia a medida que aumenta a diferenga entre as variancias
reais.

Para efeitos praticos, mna aproximacao de Welch—
Satterthwaite usa-se em geral uma aproximagéo inteira ao
nimero fraccionario de graus de liberdade; com essa apro-
ximagao, na implementacao usa-se a tabela comum dos quantis
da t de Student em vez da tabela publicada por Aspin (1949),
necessariamente muito parcelar, e os resultados sao em geral
satisfatorios. Por outro lado, a solugao de Scheffé proporciona
um teste exacto baseado na distribuicdo ¢. O numero de
graus de liberdade que se deve usar em aproximacoes tem sido
recorrentemente debatido, recomendamos um artigo ja antigo

de Gaylor and Hopper (1969).

Dudewicz e os seus colaboradores (Dudewicz and Ahmed,
1998, 1999; Dudewicz et al., 2007) aprofundaram o estudo de
solucoes exactas e aproximacgoes assintéticas do problema de
Behrens-Fisher. A panoramica publicada por Kim and Cohen
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(1998) contém pontos de vista interessantes. Sawilowsky (2002)
enaltece a importancia tedrica do problema, e alinha pelo ponto
de vista de Fisher, de que a sua importancia pratica é dimi-
nuta — ponto de vista de que nao partilhamos. Barnard (1995),
profundo mesmo no que apresenta modestamente como uma ane-
dota, é um inestimdvel contributo para repensar os fundamentos
da Estatistica.

Babu and Dadmanaban (2002) e Neubert and Brunner (2007)
trazem novas ideias para este velho problema, aproveitando pro-
gressos da estatistica computacional, nomeadamente no que se
refere a testes de permutacao, num contexto nao-paramétrico.

Fisher, no seu Statistical Methods and Scientific Inference,
d4 mais importancia ao problema do que no Statistical Methods
for Research Workers. Diz que a questao é potencialmente im-
portante, e que sé nao tem sido mais considerada por em geral
a recolha de dados nao ser feita na perspectiva de os obter com
diferentes graus de precisao. Palavras de certo modo proféticas:
o desenvolvimento recente da meta-analise, resultado natural da
necessidade de rentabilizar evidéncia estatistica, tentando extrair
conclusoes da globalizagao de estudos parcelares que individual-
mente podem nao ser conclusivos, porventura devido a escassez
de informacao disponivel, ou procurando harmonizar resultados
discrepantes de diversos estudos, confere a este problema nova
relevancia, desta vez pratica. Nesta area, o conceito de valores
de prova generalizados pode revelar-se de grande importancia,
veja-se Tsui and Tang (2005).

Se no passado o problema de Behrens-Fisher pode ter sido
olhado como uma curiosidade matematica que passava ao lado
da Estatistica, o crescimento exponencial da publicacaode dados
recolhidos com protocolos e precisoes diversas, e de conclusoes
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tantas vezes discrepantes baseadas nesses dados obrigam a co-
munidade estatistica a nao se alhear dos resultados de Fisher-
Jeffreys e de Welch-Satterthwaite — ainda por cima ha para to-
dos os gostos, é s6 optar pela solugao frequencista ou bayesiana,
ou mesmo fiducialista (dizem as més-linguas que nem Fisher en-
tendeu o que isso fosse(1)). O fiducialismo de Fisher foi durante
muito tempo considerado o patinho feio a que esse homem ge-
nial pertinazmente se agarrou, e teve um eclipse quase total na
cena estatistica na segunda metade do século XX. O importante
trabalho de Wilkinson (1977), e a discussao que gerou, merece
uma leitura cuidada, tal como Pitman (1957). Trabalhos mais
recentes tratam o fiducialismo com mais apreco, Zabell (1992),
e sobretudo Efron (1998) e Hampel (2006) parecem sugerir que
os desenvolvimentos recentes da Ciéncia estao a transformar esse
patinho feio do século XX num exuberante cisne do século XXI.

E, naturalmente, procuram-se solugoes para populacoes nao
gaussianas. Para além dos desenvolvimentos apresentados nos
capitulos que se seguem, veja-se Akahira (2002), que estuda a
comparacao de médias em populagoes gama.

MW A W.F. Edwards, ao propor um voto de louvor ao trabalho de Wil-
kinson (1977, p. 145.), afirma:

“L. J. Savage reported Fisher as saying shortly before his
death: ‘I don’t understand yet what fiducial probability does.
We shall have to live with it for a long time before we know
what it is doing for us. But it should not be ignored just because
we don’t have yet a clear interpretation.”

Claro que nem Edwards nem Savage sdo més-linguas, apenas confirmam que
haverd algum fundamento para olhar com desconfianga para essa estranha
criagdo de Fisher.

Conta-se, também, que quando numa conferéncia perguntaram a Fisher
se as probabilidades fiduciais obedeciam a axiomatica de Kolmogorov, ele
respondeu “Kol who?’.



Capitulo 4

Normal?

Podemos facilmente indicar meia-dizia de razoes para o pro-
tagonismo do modelo gaussiano (cf. Pestana e Mendonga, 2007),
mas essas mesmas razoes demonstram bem a a que ponto o mo-
delo gaussiano é “anormal”. Limitamo-nos aqui — porque é o
que tem interesse directo no plano desta obra — a detalhar dois
pontos de importancia capital no que se refere a inferéncia sobre
a localizacao usando a escala, nomeadamente a caracterizagao
da gaussiana pela independéncia da média e variancia empiricas,
e a caracterizacao “de Gauss” da gaussiana, mostrando que é o
tinico modelo absolutamente continuo em que a média empirica
¢é o estimador de verosimilhanca maxima do parametro de loca-
lizagao.

O primeiro daqueles factos indica claramente que a studen-
tizagao, entendida no sentido estrito de divisao de uma variavel
que resulta de centrar um estimador da média por uma funcgao
de um estimador da variancia para obter uma variavel studen-
tizada fulcral, fora de um contexto estritamente gaussiano é um

141
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problema &arduo (e o exemplo do resultado de Perlo (1933) de
studentizagdo no caso de uma amostra uniforme de tamanho 3
nao deixa a esse respeito dividas).

O segundo facto apontado mostra que afinal a média nao deve
ser, afinal, o foco da nossa investigacao quando trabalhamos com
modelos diferentes do gaussiano.

4.1 Independéncia de X e S — uma ca-
racterizacao da gaussiana

A expressao da funcao densidade de probabilidade conjunta
de vectores gaussianos permite estabelecer de forma muito sim-
ples que correlacao nula arrasta independéncia. E por isso sim-
ples exercicio mostrar, calculando

n
cov (X, X, - X) = % ZCOV(Xj,Xk) —cov(X,X) =

j=1
o o
= — — — = 07
n n
que em populacoes gaussianas X e (X1 - X, ., X, — Y)
Sao0 independentes, e portanto também X e

((X1 ~-X),.. (X, — Y)Q) sao independentes. Consequente-
n
mente, nas populagoes gaussianas X e 5 = ﬁ (X
k=1
sao independentes.
A independéncia entre X e S® ¢ no entanto caracterfstica
das populacoes gaussianas. E uma consequéncia do teorema de
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Darmois-Skitovich, que afirma que duas combinagoes lineares de
réplicas indepentes de X, a, X, +---+a, X, e 8, X, +---+5,X,
sao independentes, com o, # 0 e 3, # 0, se e s se a varidvel X
for gaussiana.

Provamos uma versao simplificada deste resultado.

E imediato que no caso de amostras de dimensao 2 se tem
2
~ X, +X 2 X, —-X .
X, = % e S, = (1#2), tornando evidente o que o

. . . . - o2
enunciado abaixo tem a ver com independéncia de X e S”.

Teorema 4.1.1. Seja X uma populacdao com valor médio u e
varidncia o simétrica em torno de w, X, e X, réplicas indepen-
dentes de X.

X —~ Gaussiana(p, o) se e s6 se X, + X, e X, — X, forem
independentes.

Demonstragao:

Seja Y = X — pu, simétrica em torno de 0, com valor médio 0 e
[N . 2 ~ oL ;
variancia o. A sua funcdo caracteristica é

+o00
(1) = / cos(ty) dF,(y),

—0o0
/ " 2
ep(0)=1,¢0 (0)=0e¢ (0)=—0".
Se Y, e Y, forem réplicas independentes de Y, e Y, +7Y, e

(Y, 4+Y,)+(Y,-Y;)
2

Y, — Y, forem independentes, de Y, = da sime-

tria de Y em torno de 0 conclui-se que

2 k

S ) ) I ) (e
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e consequentemente

1

k
Assim, 1 = ¢, (0) = lim o, (%) = lm (o, ()], e

2 oo
consequentemente, para todot € R, ¢ (t) > 0, e podemos definir

X(t) =In SOY(t)ﬂ

para a qual

! !
X (t) = 0) =0,
(t) o) (0)
(§]
2
") = oy(t) or (t)—LgoY ®)] e 0) = & (0) = o
[ev(®)] '

Aplicando duas vezes a regra de I’Hopital,

t ! t 1" t
lim —XY(Z,) = lim LY( ) = lim Xy (1) = ——.
t—0 t—0 2t t—0 2 2

4
A equacao funcional ¢ (t) = [goy(%)] , t € R, mostra que
x(t) =4x (%) , t € R, e consequentemente,

W _xG) g

£)

DN+
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Mas entao a fungao ¢ (t) = % é tal que
vi£0, v = (5) =0 (- t a
’ 2 4 2" ) n—oo 2
2 0'2t2
Consequentemente x(t) = —-3- e dai o (t)=e

Pelo teorema da unicidade das fungoes caracteristicas conclui-
se entdao que Y ~ Gaussiana (0, o) .

O

4.2 A média empirica é estimador de ve-
rosimilhanca maxima do parametro de
localizacao?

Quase de passagem, Gauss (1809), apresenta uma dedugao
que mostra que a lei “normal” tem uma posicao tdo impar em
Inferéncia quanto em Probabilidade.

Queremos estimar, por verosimilhanca maxima, um
parametro de localizacdo A de uma populagao absolutamente
continua X, cuja funcao densidade de probabilidade se denota f.
Como é habito A denota o estimador de verosimilhanca maxima
de A.

Em que condicoes A= X?

Sabemos que se X for gaussiana tal é verdade. Por outro
lado, no caso geral, fixada uma amostra (z,,...,z,), A satisfaz
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a equacao
n
Zg'()\ —z,)=0,
k=1
onde denotdmos In [f(z, | A)] = g(A —z,).
Analisando o caso especial v, = --- =2z, , =0, x
condi¢ao A=T=u implica entao
(n—1)g'(u) + ¢'(1 —n)u) =0, n=23,...,

mostrando o caso especial n = 2 que a funcao ¢’ tem que ser
impar. Portanto,

g (nu) =ng (u), ue R, n=2,3,...

Segue-se que ¢’ é uma funcao linear, ¢'(u) = Cu = g(u) =
+ Cu? +b. Da condigdo P (R) = 1 obtém-se entdo

F@| N = ,/% e 22N [p(z), a>0.

Assim, contrariamente ao que parece ser uma convicgao gene-
ralizada, mas infundada, a tnica familia continua para a qual
o estimador de verosimilhanca méaxima do parametro de loca-
lizacao A é X ¢é a familia das gaussianas, podendo o parametro
de escala variar livremente em RY.



Parte 11

Fugindo a Gaussiana:
Studentizacao e Analise
de Escala em Populacoes

Nao Gaussianas
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Capitulo 5

Localizacao e Escala,
Studentizacao Interna e
Externa, Suficiéncia

O problema da studentizagao em populacoes nao gaussianas
comecou a ser estudado nos anos 30 do século passado. Como
ja foi apontado, hd imediatamente dificuldades acrescidas, por
as margens do par (X, 52) serem dependentes em qualquer po-
pulagao nao gaussiana, como vimos no capitulo anterior.

A estrutura de dependéncia pode ser conhecida, e mesmo
assim o calculo para deduzir a fungao densidade de probabilidade
de _
X’?’L
SS

n

T ,=+n(n-1)

)

onde SS, é a “Sum of Squares” Y (X, —Yﬂ,)z = (n—1)S2,
k=1

149
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ser extremamente complexo, como mostra o trabalho de Perlo
(1933) sobre T, em populagdes uniformes, veja-se no Apéndice
A o aspecto tremendo da correspondente funcdo densidade de
probabilidade.

Correndo embora o risco de cometer injustigas, por desconhe-
cimento, comentamos uma breve seleccao de trabalhos que nos
parecem pioneiros e importantes nesta area:

e Hotelling (1961) — em que é apresentado mais explicita-
mente a interpretagdo geométrica que ja antes servira a
Rietz (1939) para o célculo da fungao densidade de proba-
bilidade de 7}, e as dificuldades inerentes a studentizacao
interna sao torneadas deduzindo aproximagoes para as cau-
das.

e Efron (1969) — em que a representacio em R" anterior-
mente referida é ardilosamente explorada para reabordar
todo o problema da studentizagao, e em particular se mos-

d L . .
tra que T, =1, sempre que haja simetria radial, e que a
quase-simetria aumenta consideravelmente a qualidade das
aproximagoes.

e Logan, Mallows, Rice and Shepp (1973) — em que é expli-
citamente questionado o recurso acritico ao teorema limite
central, propondo “estatisticas auto-normalizadas”
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particularmente interessantes quando a distribuicao pa-
rente estd no dominio de atracgao (no que refere o semi-
grupo de somas de varidveis aleatérias) de uma varidvel
aleatdria estavel com indice a € (0, 2).

e Margolin (1977), que no caso de uma parente exponen-

cial relacionou a funcao densidade de probabilidade da es-
tatistica studentizada internamente com a inversa de uma
transformada de Laplace, obtendo assim expressoes nao tri-
viais.
Ja antes, Steutel (1967) tinha relacionado a divisao de um
intervalo por pontos distribuidos ao acaso (isto é, com dis-
tribuicao uniforme em (0,%); e como se sabe —In(U) tem
distribuicdo exponencial) com transformadas de Laplace
inversas mas sem qualquer referéncia & studentizacao.

Gomes and Pestana (1982) abordaram a problemadtica ge-
ral de obtencao de fungoes densidade de probabilidade de
estatisticas studentizadas internamente & custa de inver-
sas de transformadas integrais (que, como Hirschmam and
Widder (1955) discutiram, sdo em geral casos especiais
da transformacao de convolucao, para que apresentam um
“método de kernel” geral para inversao de transformadas
integrais).

No caso de parente uniforme, obtém-se casos especiais
da “transformada integral beta” introduzida por Pestana
(1978), que para ela derivou uma férmula de inversao.

o Tukey (1977) e Mosteller and Tukey (1977) — em que a
estatistica é abordada com o objectivo de “deixar os da-
dos falar por si mesmos”, sem ideias preconcebidas sobre a
distribuicao parente, em geral desconhecida.
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Nesta perspectiva de andlise exploratdria, aqueles autores
e seus seguidores (consultar a bibliografia referida em Hoa-
glin, Mosteller e Tukey (1981) e nomeadamente a que cor-
responde ao capitulo XI desta obra) propuseram intmeros
estimadores de localizagao (Goodall, 1981) e de escala
(Iglewicz, 1981) — estes restritos a populagdes simétricas
— cuja “tri-eficiéncia” é avaliada em geral analisando o seu
comportamento para pequenas amostras no caso da distri-
buigao ser Gaussiana (caudas neutras), situagdo amostral
perturbada (caudas moderadamente pesadas) e dividida
(caudas muito pesadas).

A terminologia adoptada é a de Hoaglin, Mosteller and
Tukey (1981), nomeadamente nos capitulos XI e XII.

No ja atrds comentado trabalho de Efron (1969), na esteira
de um trabalho inovador de Hotelling (1961), mostra-se que a
simetria da populacao parente tinha um efeito regularizador in-
suspeitado. A interpretacao geométrica que aqueles trabalhos
dao a estatistica ¢ de Student foi inspiradora, e deu novo folego a
investigacao do problema — mas com resultados de certo modo
decepcionantes, sendo porventura o passo mais importante o re-
conhecimento de que em muitos casos valia a pena perder in-
formacao, sendo a melhor aposta dividir a amostra numa suba-
mostra (X,,..., X)) para obter um estimador do valor médio, e
numa outra subamostra externa (XV 1 ,Xn) para obter um
estimador da variancia. Dai os conceitos de studentizagao ex-
terna e de studentizacdo interna propostos por David (1981),
veja-se adiante a defini¢ao 5.1.1

Neste contexto, coloca-se o problema mais geral de usar
estimadores de localizacao cuja distribuicao depende de um
parametro perturbador de escala, e studentizar dividindo por um
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estimador desse parametro, por forma a obter uma variavel cuja
distribui¢éo ja nao depende do referido parametro perturbador.

5.1 Parametros de localizagao e de escala,
studentizacao interna e studentizacao
externa

3

Convém entao recordar que genericamente A € R é um
parametro de localizagao da variavel aleatéria X se a distribuigao
de X — X néo depender de \ (foi “centrada”’, passando a ter lo-
calizacao 0). Assim, dada uma varidvel X, {X + X: A € R} é
uma familia de localizagao (geralmente usa-se X centrada).

Por outro lado, 6 > 0 é um parametro de escala da varidvel
aleatéria X se a distribuicao de % nao depender de 6 (foi “redu-
zida”, passando a ter escala unitdria). Assim, dada uma variavel
X, {0X: § >0} é uma familia de escala.

Uma familia {§X + A: A € R, § > 0} é uma familia de loca-
lizacdo e escala (noutros contextos é também designada como
um “tipo de Khinchine”). Em geral naquela representagao X é a
“varidvel padrao” da familia, isto é a variavel que esta centrada
em 0 e tem escala 1.

Adiante investigamos, no contexto de familias exponenciais
de Darmois—Koopman—Pitman, as situacdes em que uma es-
tatistica captura toda a informacao contida na amostra sobre
um parametro de localizagao, ou sobre um parametro de escala;
e as situacoes em que um par de estatisticas consegue capturar
toda a informag@o sobre um par de parametros, localizacao e
escala.
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Neste ultimo problema, veremos que, admitindo as condigoes
de regularidade de Koopman (1936), ha apenas trés familias ex-
ponenciais com essa caracterizacao

1. com supporte real, a familia gaussiana;
2. com suporte numa semi-recta, a familia das exponenciais;

3. com suporte num segmento de R, a familia das uniformes.

Abordamos ainda a existéncia de um estimador suficiente da
localizacao, quando os outros parametros sao conhecidos, e a
existéncia de um estimador suficiente da escala, também quando
os outros parametros sao conhecidos.

A dificuldade da studentizacdo em populagbes nao gaussia-
nas, no sentido restrito que até agora usamos, advém do facto de
X, e Si serem, variaveis aleatorias dependentes, e terem uma
funcao densidade de probabilidade conjunta dificil de determi-
nar.

Uma forma simples de obviar este problema é considerar

X, = (X,,...,X,) como sendo constituida por duas sub-
amostras disjuntas,
X, =(X,....X))eX,  =(X_,....X,)
e —
T = et

em que agora X, e S, , obtidas de vectores independentes, sao
varidveis aleatdrias independentes.

Esta “studentizacdo externa” tem a vantagem de a funcao
densidade de probabilidade conjunta de (X v Sn_u) ser o produto
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das fungoes densidade de probabilidade das marginais X, e S, _,
mas também tem a enorme desvantagem de usar a informagao
disponivel de forma pouco eficiente.

Assim, apesar do atractivo acima referido, este tipo de stu-
dentizagao externa nunca suscitou grande interesse por parte dos
estatisticos — que a ela apenas recorrem em situagoes particular-
mente complexas — e os desenvolvimentos tedricos que tém sido
bem aceites referem-se a “studentizagdo interna” em que X, e
S, sao obtidos ambos da globalidade da amostra, ainda que na
generalidade das situagoes amostrais X, e S, sejam varidveis
aleatérias dependentes e de funcao densidade de probabilidade
conjunta exacta desconhecida. Todos estes desenvolvimentos le-
varam & definicao de conceitos mais gerais de studentizacao, que
explicitamos:

Definicao 5.1.1.

Seja X, = (X,,...,X,) uma amostra de dimensao n extraida
de uma populagao com fungao de distribuicao F, dependente de
um parametro de localizagao N\, e seja W = ¢g(X ) um estima-
dor desse parametro cuja funcdo de distribuicao depende de um
pardametro de escala 6, de que S = h(X ) € estimador. Dizemos
que

w

S

€ uma estatistica studentizada se a funcao de distribuicao de T™*
nao depender do parametro perturbador 0.

T =

No caso de W e S serem independentes diremos que a studen-
tizagdo € externa, e no caso de W e S serem dependentes diremos
que a studentizagdo € interna.
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Anote-se que a studentizacao classica, em populagoes gaus-
sianas, é uma studentizagao “externa” eficiente: a independéncia
dos estimadores de localizacao e de escala é uma caracteristica
da populagao, e nao um resultado adventicio de usarmos inefici-
entemente a informacao disponivel.

Adiante encontraremos outros exemplos de studentizacao
externa — por exemplo, as populagoes Exponencial(\, §)
caracterizam-se pela independéncia dos spacings, e consequen-
temente o estimador A\ = X,,, da localizacao e estimadores
9(X,., —X,..) da escala que sejam fungdes dos spacings remanes-
centes sao variaveis aleatorias independentes, permitindo assim
o desenvolvimento de uma studentizacao “externa”’” e de uma
analise da escala que, no que respeita a dedugao dos resultados,
sao formalmente muito semelhantes a studentizacao e analise da

variancia em populacoes gaussianas.

5.2 Familias exponenciais e estimadores
suficientes dos parametros de loca-
lizacao e escala

A densidade (fungao densidade de probabilidade no caso ab-
solutamente continuo ou fungao massa de probabilidade no caso
discreto) de uma familia exponencial de varidveis aleatérias pa-
rametrizada por 0 = (6,,0,, ..., Gd)/, com representacao

S (216) = exp | Y n,(6) T, (z) — A(6) + B(x)
k=1

goza de um estatuto privilegiado em inferéncia estatistica.
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O conceito de familia exponencial foi introduzido quase si-
multaneamente por Darmois (1935), Pitman (1936) e Koopman
(1936), que mostraram que se considerarmos amostras aleatérias
X, = (X,,...,X,) de dimensao crescente de uma populacao
X parametrizada por 8 € ® e cujo suporte nao depende do
parametro 6, s6 no caso de familias exponenciais existe uma es-
tatistica suficiente T'(X,,..., X, ) cujo nimero de componentes

escalares nao aumenta quando o tamanho da amostra aumenta.

H& conveniéncia em reparametrizar em termos do parametro
natural m = (1,(0),...,1,(0))".

De facto, ainda que naquela representacao T, (z), n e A(n)
parecam arbitrariamente definidas, elas tém de facto inter-
pretacao notavel:

e 71 é 0 parametro natural, e o conjunto de valores de 1 para
os quais a funcao densidade é finita (que é sempre um con-
junto convexo) é o espago de pardmetros natural.

e T é um vector de estatisticas suficientes — consequente-
mente, nas familias exponenciais existe um vector de es-
tatisticas suficientes cuja dimensao iguala o nimero de
parametros a estimar.

e A(m) é um factor de normalizagdo, e a fungao geradora
de cumulantes da estatistica suficiente T'(x) é K, (t|n) =

An+1t)— An).

Seja X uma variavel aleatéria, com localizacao 0 e escala 1,
de uma familia exponencial, e

{X,; =A+6X: AeR, §>0}
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a familia de localizacao-escala gerada por X. Denotamos f = f,
a funcgéo densidade de probabilidade de X. Em que condigoes

existe um par de estimadores suficientes de (A, 0)?

Vamos responder a esta questao admitindo que se verificam
as condicoes de regularidade de Koopman, isto é que existem as
derivadas parciais requeridas em ordem aos parametros (o que
por sua vez implica a existéncia das derivadas de f, ou de In f,
até & ordem necessdria, em cada caso).

Para desenvolver a questao, vamos necessitar de algumas ex-
tensoes das equagoes funcionais de Cauchy.

5.2.1 Extensoes das equagoes de Cauchy

No inicio o século XX foram estudadas diversas extensoes de
famosas equagoes funcionais de Cauchy. (Uma excelente fonte de
informagao sobre eqagdes funcionais é o cldssico de Aczél (2006);
sobre desenvolvimentos da equagao funcional de Levi-Civita a
que adiante recorremos, consulte-se Baker (1993).)

Entre essas extensoes, interessam-nos especialmente as de
Pexider (1902), que estabeleceu que as solugoes regulares de

f(.%' + y) = ¢1 (x) d)z (y) e de g(:cy) = ¢1 (x) (bz (y) sao respecti-
vamente

fl@)=ke” (5.1)

g(z) =k, me, (5.2)

e as de Levi-Civita (1913) e de Stéckel (1913), estabelecendo que
as solugdes regulares de f(z +y) = ¢, () ¥, (y) + ¢,(x) ¥, (y) e
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de g(zy) = ¢, (x) ¥, (y) + ¢,(x) 1, (y) sdo respectivamente
f(z) =k, e k., e’ ou f(z) = (k,x+ k) e (5.3)

g@)=ka? +ha' ou g(x)=(k n(lz)) + k). (5.4)

Consequentemente, se considerarmos a equacao funcional

Wz +yz) = 6, (y, 2)¥, (2) + b, (y, ), (2),  (5.5)

que para z = 1 é a equac@o funcional com solugao (5.3) e para
y = 0 é a equagao funcional com solucao (5.4), concluimos que a
solugao geral tem que ser linear, h(z) = k,z + k,.

Tem-se portanto um caso especial

Wz +y2) = by, 2)b(a) = h(z) =k (5.6)

5.2.2 Familias de localizagao-escala para as quais
existe um par de estimadores suficientes de

(A, 6)

Dispomos agora dos instrumentos necessérios para resolver a
questao, que tem que ser analisada em trés contextos distintos:

1. O suporte de X, ; depende de A e de § (suporte num seg-
mento de recta).

2. O suporte de X, ; depende apenas de A (suporte numa
semi-recta).

3. O suporte de X, ; nao depende de nenhum dos parametros
(o suporte é a recta real).
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1. O suporte de X é um segmento de recta

VeeR, AeR, § >0,n>3
Fy 4 (@) = 6 F(62 -+ 63) = gl@)h(\, ),
(observe-se que usamos —A\ e % — isto € % — para na re-
presentacao formal aparecer como argumento 6(x + A) como na
equacao (5.6)) e consequentemente por (5.6) tem-se f(x) = ¢
— por outras palavras, trata-se da familia de localizacao-escala
das uniformes, extraindo o par de estatisticas (z,,,,x,.,) toda a
informagao da amostra relevante para estimar (/l, d) — os estima-
dores de verosimilhanca méaximasao A = X, , 6 = (X, —X,.,.)-

1:n?

2. O suporte de X é uma semi-recta

VreR, XeR, 6 >0,n> 3 tem-se

In [ £y (;p)} = u*(\, 0) v(z) + A(z) + B*(\, ) (5.7)

e derivando em ordem a x
6i In[f(6x + 0N)] = u* (N, ) V' (z) + A’ ().

dx

Entao, com u, (A, 6) = %, u,(A\,0) = %, v (z) = V(x),

vy (x) = A'(z),

(5 + 0] =, (0, ) v, () + 11, (0, 8) v, (2,

cuja solugdo, por (5.5), é In[f(z)] = ¢z + ¢, = f(x) =
exp {%xZ +a,r + a, ¢, onde devido a (5.7) a, = 0 e ¢,,c, s@o
constantes sujeitas a [g f(z)dr = 1.



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 161

Consequentemente, X é exponencial padrao na semi-recta
negativa ou a exponencial padrao na semi-recta positiva. No
primeiro caso, (z,.,,> x,) ¢ o par de estatisticas suficientes
para estimar (A, 9) (estimadores de verosimilhanga maxima: A=

X,.., 5= X,.. — X); no segundo caso, (z,,,>. x,) é o par de

estatisticas suficientes para a localizagao e escala (estimadores
de verosimilhanca méxima: A= X, , 0 = X — X...)-

1:n?

3. O suporte de X é R

VeeR, AeR, § >0,n > 3 tem-se

In [f%}s (m)} = uI (AN 0) v, (x) + u;(A, d) v, (x) + A(z) + B* (A, 0),
(5.8)

e derivando em ordem a z e depois em ordem a A obtém-se

5 Uy (A, 0)
(@) + B ),

aa; In [f (62 + 0N)] = (S(M)

que é a equagao funcional (5.5), com solugao

82

Fln[f(m)]:clmjt% = f(z) = exp [C—lm3+c—2x2+03x+04 ,
x

6 2

onde as constantes c,, ¢,, c,, ¢, estao sujeitas a fR x)dr=1,0
que implica que ¢, =0e ¢, < 0.

Trata-se portanto da familia de localizagao-escala gaussiana,
o par de estatisticas suficientes para estimar (\,d) — que nesta
familia é usualmente denotado (p,0) —¢é (> z,,> :L'i)
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5.2.3 Familias de localizacao e familias de escala;
estatisticas suficientes minimas

O problema de identificar quais as familias de localizagao
{X, =X2+X: AeR}

para as quais uma unica estatistica suficiente estima A, e de
identificar as familias de escala

{X,=0X: >0}

para as quais uma unica estatistica suficiente estima § tem um
tratamento analogo.

1. No caso regular de o suporte nao depender dos parametros
desconhecidos, recorrendo as equacoes de Pexider com
solugoes (5.1) e (5.2), respectivamente, tem-se:

(a) No que se refere a familias de localizac¢ao, encontram-
se como solugoes a familia gaussiana e as familias
Gumbel de maximos e Gumbel de minimos — neste
ultimo caso, sendo & uma escala conhecida, a es-

tatistica suficiente é > exp(—@).

(b) No que se refere a familias de escala, existem como
solucoes as familias de cujos representantes padroes
tém densidades de probabilidade

i. denotando ¢, ¢, # 0, ¢, parametros sujeitos a

fRf(a:) dez =1,

f(@) = exp |~ (@) + e n ol
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que contém como caso especial a familia gaussi-
ana (com localizagao conhecida) e a familias das
gamas com parametro de forma conhecido; e

ii. sendo ¢,, ¢, < 0, e ¢, parametros, sujeitos a
condicdo [ f(x)dz =1,

f(2) = ¢ exp [e, (n o))’ + ¢, In Jz]]

2. No caso nao regular:

(a) No que se refere a familias de localizacao, aquelas cu-
jos elementos padroes sdo X —~ Exponencial(d) (com
parametro de escala ¢ conhecido), ou —X.

(b) No que se refere a familias de escala, aquelas cujos
elementos padroes sao

e X —~ Beta(p,1), (com parametro de forma p co-
nhecido), ou —X,

e X —~ Pareto(a) (com parametro de forma a co-
nhecido), ou — X,

e varidaveis do mesmo tipo de Khinchine que X,

sendo a densidade de X da forma f(z) =
cx"l ., a<0<b.

a,b?

Deixamos ao cuidado do leitor completar esta informacao,
detalhando as condicoes de regularidade invocadas e as demons-
tragoes, e explicitando a estatistica suficiente em questao em cada
caso.
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5.3 Caracterizagao da exponencial pela in-
dependéncia dos espacamentos

No Capitulo 7 usaremos a independéncia dos espagamentos
da exponencial (cf. Pestana e Velos, 2010, pp. 901-903) para
obter diversos resultados interessantes. Infelizmente essa inde-
pendéncia dos spacings nao pode usar-se em outros modelos,
porque é uma propriedade tao caracterizadora da exponencial
quanto a independéncia de X e S” ¢ caracterizadora da gaussi-
ana.

A equagao funcional de Pexider com solugao (5.1) pode ser
usada para uma demonstrar de forma elementar que os spacings
consecutivos de um modelo absolutamente continuo sao indepen-
dentes se e s6 se for o modelo exponencial.

Tendo invocado a referéncia acima, apenas temos que mos-
trar que se os spacings consecutivos forem independentes entao
o modelo é exponencial.

Considere-se entao que X, X, é uma amostra de dimensao 2
de uma varidvel aleatéria com funcao densidade de probabilidade
fx- Se X,, e X,, — X,, forem independentes, a sua fungao
densidade de probabilidade conjunta factoriza, isto é

fX1:2’X2:2*X1:2 (yl’yz) - fX1:2 (yl) X fX2:2*X1:2 (y2)'
Mas por outro lado
f)(1:2,)(2:2—x1:2 (Y1, 9,) =2 Ix (y, Ix (Yy +v,)-

Consequentemente,

Fro, )
P+ 3) = TR %y, )
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concluindo-se entao que f, = k, ekQI; como f, ¢é densidade de
probabilidade, &, > 0 e k, = —k,, ou seja é a densidade de

probabilidade de X —~ Exponencial (1%) no caso de suporte na
1

semi-recta (0,00). No caso de suporte na semi-recta negativa,
temos a simetrizacao de uma exponencial usual.

5.4 Studentizacao e analise de escala em
populacoes nao gaussianas

Do atras exposto, facilmente se percebe que os modelos nao
gaussianos que proporcionam resultados interessantes sao o uni-
forme e o exponencial. Se nos contentarmos com aproximagoes,
num contexto classico restrito de studentizacao da média, assu-
mir simetria da populagao parente proporciona também resulta-
dos interessantes, ainda que de interesse pratico limitado. Isso
justifica a nossa escolha:

No que se segue relatamos resultados de Pestana e Rocha
(1993, 1995a, 1995b), Brilhante et al. (1996), Rocha (1995) e
Brilhante (1996a, 1996b), Brilhante et al. (2009), que parcial-
mente resolvem, exacta ou aproximadamente, studentizacao e
analise da escala em populagoes nao gaussianas, nomeadamente:

e Explorando as ideias de Efron, de que para populacao pa-
rente simétrica ha melhores aproximagoes. Rocha (1995),
com uma aplicacao engenhosa do teorema do valor médio,

consegue expressoes aproximadas para a funcao densidade
de probabilidade de T, .

(l principio Ea abordagem é simplesi: exprime-se
(X,11:595,,,,X,—X, . ,) como fungao de (X ,, S5, , X

n+17 n+17 n+1)7



166

Brilhante, Pestana, Rocha, Rocha e Velosa

conseguindo assim uma, expressao recursiva para f X, 55"
A utilizagao do teorema do valor médio leva a um resultado
surpreendente: consegue-se uma expressao de aproximacao
em que pontos especiais do intervalo (—1, 1) — os mes-
mos, qualquer que seja a populacao parente, desde que seja
simétrica e tenha propriedades de regularidade muito fra-
cas — tém um papel especial. Chamamos a atencao para
a similitude com o que acontece no método de integracao
numérica de Gauss, mas nao procuramos estabelecer qual-

quer nexo com familias de polindémios ortogonais.

Pestana e Rocha (1995a) calcularam a fungao densidade
de varidveis studentizadas no caso de populacao parente
exponencial ou uniforme, usando transformadas integrais
inversas e calculo fraccionario. Na base do seu trabalho esta
a utilizagdo do teorema de Basu (1955) sobre estatisticas
ancilares e independéncia.

Brilhante et al. (1996) e Brilhante (1996a, 1996b) apresen-
taram expressoes exactas para fungoes densidades de diver-
sas variaveis studentizadas em populacoes exponenciais.

Pestana e Rocha (1993) abordaram também uma andlise
de escala em populagbes exponenciais, usando o facto de
nestas populagoes os espagamentos (spacings) consecutivos
serem independentes. Esta propriedade — uma caracte-
rizacao da exponencial, tal como a independéncia de valor
médio e variancia empiricas é uma caracterizagao da gaus-
siana — permite-lhes usar o cerne das ideias de Fisher, tal
como as expusemos no Capitulo 2, e obter resultados que,
nao sendo porventura importantes, sao no entanto curiosos.

Posteriormente, Pestana et al. (1999) retomaram a questao,
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e por simples transformagcao obtiveram resultados para Pa-
retos generalizadas. Mais recentemente, Brilhante et al.
(2009) desenvolveram uma ANOSp — ANalysis Of Spa-
cings — em populagoes exponenciais, capitalizando na ca-
racterizacao da exponencial em termos da independéncia
dos espagamentos.






Capitulo 6

Studentizacao no Caso
de Populacao Parente
Uniforme

A distribuicdo uniforme ocupa lugar de grande destaque
na investigacao estatistica. O papel preponderante do modelo
gaussiano, que nao era disputado até aos anos sessenta, tem
vindo a ser questionado nas abordagens robustas e/ou resistentes
(Iglewicz, 1981, propoe um teste a aplicar rotineiramente, con-
victo de que as coleccoes de dados que se encontram na pratica
nio sao gaussianas); e o facto de F-(U) —~ F, onde U denota
a uniforme em (0,1) e F_ a inversa generalizada de uma distri-
buicao F, arbitraria, conjuntamente com o papel cada vez mais
activo da estatistica experimental, levam a que a distribuigao
uniforme ombreie com a gaussiana na moderna investigacao es-

169
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tatistica, nomeadamente nas novas areas da estatistica compu-
tacional.

Assim, ao menos conceptualmente, é sempre possivel trans-
formar dados de qualquer distribuicao arbitraria conhecida em
dados uniformes, inferir nesta situagao e “destransformar”. Do
mesmo modo, é conceptualmente possivel transformar dados de
qualquer distribui¢do F' em dados com distribuicao G, usando a
transformacao G~ o F' ou algoritmos como o de Box-Muller, e
assim em particular em dados gaussianos. O problema advém
no entanto do facto de a distribuicao dos dados ser, na pratica,
um ajustamento da funcao de distribui¢cdao empirica a um modelo
usual, por métodos que podem ir dos mais ingénuos — tradicao,
por exemplo — aos mais sofisticados.

Tukey (1957), Box and Cox (1964) e os seus seguidores tém
proposto em alternativa uma bateria de transformacoes de dados
com o objectivo de os regularizar, para fins especificos, tais como
simetrizar, homogeneizar dispersoes, linearizar relagoes, etc. As-
sim, parece-nos porventura mais frutifero em muitas situagoes
transformar os dados com vista a simetriza-los, pois como Efron
(1969) demonstrou a quase-simetria leva a que a fungao de dis-
tribuicao de T, seja bem aproximada pela de ¢, ; evidentemente,
hé que ter em conta que a transformacao-poténcia que quase-
simetriza foi obtida a custa de expansoes em série de Taylor em
torno da mediana, pelo que alcanca os seus objectivos na parte
central da distribuicao, podendo o mesmo nao acontecer nas cau-
das. Ora a inferéncia estatistica recorre sobretudo as caudas ex-
tremas; e um outro factor a ter em conta na aproximacao é, como
ja referimos, o peso das caudas da distribuicao parente.

Depois desta digressao, que nao podiamos omitir, retome-
mos entao o problema da studentizagao interna no caso da dis-
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tribuicao parente uniforme.

Sejam entao X,,...,X, varidveis aleatérias ii.d., X, —~
Uniforme(6,,0, +0). A varidvel

Vi (X, — )
R

n

foi das primeiras a ser investigada, quando a aproximacao por
t, , comegou a ser questionada. (De facto as caudas da uniforme
nao sao neutras, sao caudas bem mais leves do que as gaussianas).
A fungao densidade de probabilidade de 7} foi obtida por Rider
(1931), e a de T}, por Perlo (1933); uma e outra estdo registadas
no Apéndice A.

n—1

Ao passar da geometria de R’ para a geometria de R’ a com-
plexidade aumenta de tal forma, e a expressao analitica de 7,
é tal que o estudo da funcao densidade de probabilidade de T},
para n > 3 é pouco apelativa. Abordemos entdao a questao na
perspectiva do conceito geral de studentizacao interna.

6.1 Studentizacao do minimo pela ampli-
tude

Quando X, —~ Uniforme(6,,6, + 0), segue-se que
0, =min{X,,....X,} =X,
0=R=max{X,,...,X,} —min{X,,...,.X,} =X, — X, .

Consequentemente, em lugar de considerar os parametros de
localizacao e escala u e o, estimados respectivamente por X
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e S,, podemos antes considerar 6, estimado por X, , como
parametro de localizagao, e 6, estimado por (X, — X, ), como
parametro de escala.

n:n

Outras alternativas vidveis para a localizagdo sao p estimado
X, +X,. . -~ . .
1: nmn
r —Hi5—=% ou por X, G (com a interpretagao interpolativa
LESH

po
quando "TH ¢ da forma k + %), que adiante discutiremos. No

que respeita a dispersao, o candidato mais promissor, quando se
pretende robustez, é decerto a dispersao quartal
dF - X2n+17[”—+1] n X[%]H

ﬁi:n g n

onde [k] é o maior inteiro ndo superior a k, e se adopta a inter-
pretagao interpolativa ja atras referida. De facto, a amplitude
R =X, 6 —X,, tem limite de ruptura 0, enquanto o limite de
ruptura de d,, é 0.25 (Goodall, 1981)(1).

Gomes e Pestana (1982) consideraram a variavel studentizada

T* — Xl:n - 01

n—1
Xn:n - Xl:n

e deduziram a expressao da funcao densidade de probabilidade
de T™ | observando que a fungao densidade de probabilidade
de X, — 0, é uma transformada beta da funcao densidade de
probabilidade de T_ ; isto é consequéncia de X — X,  ter dis-
tribuigao beta e ser independente de T — de facto um célebre

teorema de Basu (1955) diz que se Z = 3+, com X e Y depen-

dentes com distribuicdo envolvendo um parametro 6 de que Y

) Convém recordar o conceito preciso do limite de ruptura de Hampel:
Uma estatistica T tem limite de ruptura a x 100% se tender para « a pro-
porgao f de elementos da amostra que podem crescer (ou decrescer) sem T
divergir.
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¢é estimador suficiente e completo, e a distribuicdao de Z nao de-
pender de 0, entdo Z e Y sdo independentes; nestas condigOes,
a funcao densidade de probabilidade conjunta de (Z,Y) é o pro-
duto das fungoes densidade de probabilidade marginais, do que

decorre que
o 1)
fZY(t) = / fz<y> Ty‘ dy,

— 00

que pode ser interpretada como uma transformacao integral de

ﬁ f,(£) com kernel f,. No caso em estudo, f, _x,. ¢ uma
Beta(n — 1,2;0,6) pelo que teremos uma transformada integral

beta.

Assim, como a funcao densidade de probabilidade de T |
nao depende de 6 podemos, sem perda de generalidade, trabalhar
com parentes uniformes em (0,1), a funcao densidade de proba-
bilidade de X, é conhecida, o problema reduz-se a inversao da
transformada beta, que foi introduzida e estudada em detalhe
em Pestana (1978), onde em particular podem ser encontradas
férmulas de inversao.

As expressoes gerais de Gomes e Pestana (1978) mostram que
nas condigoes atrds, com Y —~ Beta(p, ¢;0,0), segue-se que

1
T

h(x) = B(p.q)0a’" f(0x) = / (1-2)"" dG()

0
com dG(y) = fz(?i) dy, uma transformada integral cuja
= (- ®(
k
inversa é G(y
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Mais geralmente, se Y —~ Beta(u,v;0,0), p,v >0

fz) = %D [fo(zm 1

—z
v 7’ . . . .
onde D ¢ a derivada de Riemann-Liouville de ordem v.

Facilmente se calcula a funcao densidade de probabilidade de

T* _ X% .

n—1 Xn:n_ 1:n

n—1
fTZ_l (t) = R Lo (@),

ouseja T ~ Pareto(n — 1,0).

7

A expressao do quantil de probabilidade 1 — £ ¢é

6.2 Studentizacao da mediana

Como atrés referimos, a varidvel studentizada
- X ntl ‘91
2 n

T =g

F

onde d, denota a dispersao quartal, parece-nos preferivel do
ponto de vista de robustez. A fim de simplificar a apresentagao,
consideremos n = 4k+1, que leva a que a mediana seja estimada

por X eaqued, = X, - X sem haver ne-

2k+1:4k+1 3k+1:4k+1 k+1:4k+1"

cessidade de interpretacoes interpolativas. Uma vez que T, | é



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 175

uma variavel aleatdria centrada com distribuicao independente
do parametro 6, podemos sem perda de generalidade trabalhar
com parentes uniformes em (0, 1). Uma vez que

f(Xk+1:n’X2k+1:n’X3k+1:n)($’y’ ?) =
= S = () o)) L@y.2)
com A = {(r,y,2): 0<z<y<z<1}; fazendo a trans-
formacao
- X
I= X3k+12:it1}?k+1:n
U=X i1 = Xiiim
V=X
cuja inversa é
k+1:n = V
seiim = TU
Xopirm =U+V

com J = U, segue-se que

t,u,v) =

f(T,U,V)(

= () (o) v ) ()
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onde A = {(t,u,v): 0<v<tu<u-+rv <1}, e consequente-
mente

1 min{r"l),lfu}

/ / f(T,U,V)(t’u’ v)ydudy, 1<t<2
0 ¥
(=)

f:(t) = / / Fopp(tuwv) dudy, ¢>2

/ / TUv)tU,V)dudl/, 0<t<1

=1 1)

expressoes cuja integracao numérica nao oferece duvidas de es-
pecial, mas que nos parecem menos satisfatérias por nao termos
conseguido uma forma explicita, tratavel analiticamente.

Infelizmente é 6bvio que X, ., — X, ,  nao é suficiente

para 6, pelo que o caminho aberto pelo teorema de Basu nos
estd, neste caso, vedado.

6.3 Studentizacao estandardizando o
minimo

Assim, como alternativa, propomos a varidvel studentizada
internamente

g
Xl:n

a qual embora tenha limite de ruptura zero, tem sobre a es-
tatistica 7 | de Gomes e Pestana (1982) a vantagem de consi-
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derarmos no denominador um estimador de dispersao do estima-
dor de localizacao em numerador. Esta é a abordagem proposta
por Tukey e seus seguidores — veja-se por exemplo a abordagem
biponderada & studentizacao descrita em Hoaglin et al. (1981).

Uma vez que os X, —~ Uniforme (0,6, + 0), entao

n -1
= on

le:n<x) 0 (01 + 9 - x)n 1(91‘01 +9) (x)
€ segue-se que

n 62

(n+2)(n+1)°

E [Xlzn] = 91 + var (Xlzn) =

n—i—l;

e como atras ja referimos, 0 = R, =X, — X, .

Assim, propomos

n+2 X, -0
Tamr = (A D\ = X X
n:n 1:in

cuja densidade da probabilidade se obtém imediatamente mu-

dando a escala da f .  da Seccdo 6.1: (X,,,, X, ). Obtém-se
n—1
n—1 n 1
t) = S 1 (D),
F0= 3 it Ty e
+ \/ n+2 n+l

que é a densidade de probabilidade de uma beta de segunda

n+2
espécie (tipo VI de Pearson) com escala 6 = (n + 1){/ ——.
n
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6.4 Studentizacao do estimador do valor
médio

0
Uma reparametrizagdo em termos de (u,6), com u =6, + >
leva a

Consequentemente, o estimador de méaxima verosimilhanca
do parametro de localizacao central é

Xl:n + Xn:n

fi

2 )
e o do parametro de escala é
é = ’Xn:n - Xl:n‘
A variavel studentizada
. = p
T = —=
0

tem funcao densidade de probabilidade

f. @)= "l er
T A

pelo que o quantil de probabilidade 1 — £ ¢



Capitulo 7

Studentizacao e ANOSp
no Caso de Populacoes
Parentes Exponenciais

7.1 Studentizacao do minimo pelo estima-
dor da escala.

Sendo X = (X,,...,X,) uma amostra aleatéria da po-

pulagio X ~ Ezponencial(A,6), A € R, § > 0, A = X,, e
§=X-X

1in®

Z (Xk‘:n - Xl:n)7
k=2

SRS

Como podemos rescrever X — X, =

179
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0

torna-se evidente que os estimadores A —~ Exponencial (A, —
n

~ 0
e 0 ~ Gama (n -1, ) sao independentes.
n

X, —
Assim, a variavel studentizada W = YM e tem funcao
densidade de probabilidade o

+oo n—2 -1y

§ _nzy y S

x) = — e dyl =
fW( ) J n (%)nfll—\ _ )y Yy R( )
n—1
=———1

ou seja W —~ Pareto(n —1,0).

7.2 Studentizacao do minimo pela ampli-

tude.
Consideremos uma amostra aleatoria ordenada
X, ---,X,., proveniente de uma distribuicao exponen-

cial, X —~ Ezponencial(\,9), § > 0 e A € R; seja a varidvel
pivotal

X, —A

n

TR X

nn 1:n
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5
-\ 4 Y

1:n

Tendo em conta a transformacao ¥ = , obtém-se

T — Xl:n il
n Xn:n - Xl:n Y - Y

nn 1:in

emqueY, ,...,Y  saoasestatisticas ordinais associadas a uma
amostra aleatéria Y, ..., Y, proveniente de uma populagao com
distribuicao exponencial padrao.

Convencionando que X, = A o que corresponde Y, =0, e
tendo em conta que

k=1
segue-se que
n
Yn:n - }/I:n = (Y;c n k—l:n)
k=2
Assim,
-}/1:774 le:n
T = =
nt Yn:n - }/l:n (}/Qn - }/ln) + AR + (Ynn - Yn—l:n)

e atendendo a independéncia dos spacings na populacao expo-
nencial, conclui-se que Y}, e (Y,  —Y, ) sao varidveis aleatérias
independentes. Simbolizando por U =Y, eV =Y,  —-Y |

segue-se que

fU(u) =ne I(O,oo) (u)

n—2

,n@oz(n—1)e”(1—e”) I, ()
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e da independéncia das margens de (U, V'), conclui-se que

n—2

foa(u,v) =n e Loy (W) (n — 1) e (1 - efv) L oo (V)

Considerando a transformacao (U,V) — (S,7), com S = U

s
eT = % , cujo jacobiano tem valor absoluto |J| = - obtém-se

n—2 s

S S _ns -3 _s
fisn(s:t) = f(U,V)('S? t) 7z n(n—1)e e’ (1 —e t) el

com s > 0 et > 0. Consequentemente,

+oo
n—2
_ —ns 7% i 5 _
anil(t) = / nin—1)e e <1—e ) ?ds—
0
R s e
= / ns e [(n—l)et<1—et) ]ds,
t t
0

apropriado para proceder a integragao por partes, obtendo-se

s=—4oc0

B
N—
3
i
H/_/
I
=
[¢]
=}
-+
o V2
o

. —ns -
e como lim <nmse 1—e
S— 00
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_s
Efectuando a mudanca de varidvel Z =1 — e( "’ vem para
t

o valor absoluto do jacobiano da transformagao |J| = T
-z

Como consequéncia,

fo)=
1 nt In(l—z) n-—1 1 nt In(l—z) n-—1
:—n/ e z dz_nz/tln(l—z)e g
1—-=2 1—-=2
0 0
1 1
=-n| (1- z)m_lzn_ldz —n't In(1—2)(1— z)m_lzn_ldz =
0 0
0B(n,nt)
— nl|B
n | B(n,nt) + nt and) ]
OB(n,nt)
Como o) = B(n,nt) [¢(nt) —(n + nt)], sendo 9 a
funcao digama, vem entao
fo (&) = —nBnnt){1+nt[b(nt) — bn+nt))}
= nB(n,nt) {nt[B(n +nt) — v(nt)] - 1},
com t > 0.

A expressao anterior podera apresentar outro aspecto se aten-
dermos a seguinte férmula de recorréncia da funcao digama:

S S S Y 5
— z) =
n—1)+z n-2)+z 1+2z =z

. 1
:;(n—k)ﬁ-z_{—w(z)'

P(n+2) =
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Considerando z = nt, a expressao analitica da funcao densi-
dade de 7 assume entao o seguinte aspecto:

n—17

1
t B t) [nt — -1
f.. (®) =nB(n.nt) ”;n_mm ,
ou seja,
n—1 nt
t) =nB(n,nt t>0
anfl() n (n n ) k_l( k)+nt

Brilhante (1996b) calculou a forma explicita da fungao densi-
dade de probabilidade de f . paran =1,...,30,50, e proce-

(n—1)

deu a uma tabulagao exaustiva de quantis criticos, de que apre-
sentamos um extracto nas Tabelas 7.1 e 7.2.

Para valores mais elevados de n, recorre-se a resultados as-
sintéticos, faceis de estabelecer:

E 6bvio que o numerador converge para 0, enquanto o deno-
d
minador converge para +o0o. Mas como nY,, =Y e por outro

ladoY —-Y. <y

n:in 1in = T n—ln—-17

Gumbel se a cada termo subtrairmos In (n — 1), observa-se que

uma sucessao que converge para uma

1:in

Y —-Y

nn 1:n

nlnn

converge em distribuicao para uma variavel exponencial padrao.

Mais detalhadamente:

P(Ynié;71_1)§€>:P<1_€< Tn—1m—1 <1+€>
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Tabela 7.1: Quantis criticos da cauda esquerda de 7,,_,

X

n:n

lin

185

A

1:n

I

JJo.o01

[0.005

0.01

0.025

0.05

0.1

ot W N3

© 0 N >

1
12
13
14
15

[

16
17
18
19
20

2
22
23
24
25

[y

30
50

0.000501
0.000222
0.00013646
0.0000960638

0.0000730395
0.0000583455
0.0000482389
0.0000409066
0.0000353697

0.0000310563
0.0000276111
0.0000248026
0.0000224739
0.0000205148

0.0000188461
0.0000174096
0.0000161611
0.0000150672
0.0000141014

0.0000132433
0.0000124761
0.0000117867
0.0000111641
0.0000105992

0.00000841864
0.00000446749

0.002513
0.001115
0.000684222
0.0004816

0.000366136
0.000292459
0.000241788
0.000205028
0.000177272

0.000155649
0.00013838
0.000124303
0.00011263
0.00010281

0.0000944469
0.0000872468
0.0000809897
0.0000755067
0.0000706666

0.0000663656
0.000062521

0.0000590658
0.0000559453
0.0000531145

0.0000421863
0.0000223859

0.005051
0.00224
0.00137329
0.000966424

0.000734637
0.000586757
0.000485068
0.000411304
0.000355609

0.000312225
0.000277577
0.000249333
0.0022915

0.000206216

0.000189438
0.000174994
0.000162442
0.000151443
0.000141734

0.000133107
0.000125395
0.000118464
0.000112205
0.000106527

0.0000846071
0.0000448938

0.012821
0.005666
0.00347017
0.00244062

0.00185459
0.0014809
0.00122403
0.00103775
0.000897129

0.000787609
0.000700154
0.000628874
0.000569778
0.000520069

0.000477736
0.000441294
0.000409627
0.00038188

0.000357388

0.000335625
0.000316172
0.00029869

0.000282903
0.000268582

0.000213301
0.000113162

0.026316
0.011562
0.00706754
0.00496571

0.00377105
0.00300995
0.00248709
0.0021081
0.0018221

0.00159942
0.00142164
0.00127677
0.00115668
0.00105568

0.000969682
0.000895657
0.000831338
0.000774985
0.000725247

0.000681054
0.000641555
0.000606061
0.000574008
0.000544933

0.000432716
0.000229504

0.055556
0.02411
0.0146769
0.0102906

0.00780482
0.00622415
0.00513968
0.00435433
0.00376213

0.00330131
0.00293359
0.00263405
0.00238584
0.00217715

0.00199949
0.00184661
0.0017138

0.00159746
0.00149479

0.00140358
0.00132207
0.00124883
0.0011827

0.00112272

0.000891285
0.000472444
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. . fps . Xi,—A
Tabela 7.2: Quantis criticos da cauda direita de 7,,_; = m
[n]o.9 0.95 0.975  [0.99 0995  [0.999
2 (|4.5 9.5 19.5 49.5 99.5 499.5
31 1.614763 (2.486079 [4.216991 [6.16875 |14.40805
410.5 0.75 1.06703 |1.61846 |2.16449 [4.04739
51(0.319126 |0.462948 |0.635782 |0.917745 [1.17975 [1.99938

0.22899 |0.325932 [0.438821 |0.616237 |0.775077 |1.24466

0.176015 |0.247467 |0.328973 |0.453985 |0.563222 [0.874548
0.141563 |0.197318 [0.259996 |0.354495 |0.435671 |0.661185
0.117566 |0.162821 (0.213143 |0.288052 |0.351592 [0.524816
10]|0.1 0.137805 |0.179488 (0.24093 ]0.29254 |0.431222

© 0 g >

11{|0.0866474|0.11893 |0.154283 |0.205986 |0.249079 [0.363559
12{(0.0761933|0.104239 (0.134782 |0.179165 |0.215923 [0.312669
13(/0.0678113|0.0925182(0.1193 0.158009 [0.189898 |0.273188
14(|0.0609576|0.0829739(0.106745 |0.140945 (0.168995 |0.241782
15(|0.0552609|0.0750686(0.0963814|0.126926 |0.151881 |0.21628

16{|0.0504593|0.0684256(0.0876994|0.115228 |0.137644 [0.195213
17(|0.0463632|0.0627737(0.0803323|0.105336 |0.125636 |0.177552
181|0.0428323|0.0579132{0.0740114|0.0968742|0.115388 |0.162561
19{|0.0397607|0.0536937|0.0685353|0.0895636|0.106553 |0.149697
20{/0.0370668(0.05 0.0637505|0.0831912{0.098865 |0.13855

21/{0.0346871|0.0467426|0.059538 |0.0775931(0.0921224(0.128812
22|0.0325713(0.0438509|0.0558039|0.0726408|0.0861664|0.120238
23/(0.0306791|0.04126840.0524738(0.068232 [0.0808713|0.11264
24/(0.0289779|0.0389496|0.0494875|0.0642849(0.0761365|0.105864
25(/0.0274411|0.0368573|0.046796 |0.0607329(0.0718803|0.0997897

30(|0.0215675(0.0288832|0.0365665|0.047281 |0.0558051|0.0769863
50(/0.0111863(0.0148866|0.0187319]0.0240314(0.0282002(0.0383985
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See>1,

P(1—5<M<1+5>:P<Yn+ﬁ_1§1+5>
:]P)(Ynflznfl S (]‘+€)1nn)

n—1
—(14¢e)Inn
= [1 —e } = (1 - #)

n—1

n —1
- (=) (1)
n
Lie n1+s
n —1
= (1- &) (1-=) ——1
n—oo

See <1,

P(1-e< piasl <14
=P, .. <(Q+e)lnn)-P(Y, ., <(1—-¢)lnn)

1 —1

_ |:1 . 67(1+s) lnn] " - [1 o 67(175) 1nn:| "

Como
—(1—¢)Inn n—1 1 n—1 1 n 1 —1
- = () = (k) (1-35)
n n n
n
1—¢
1—¢ n
n —1
e )
n n n—oo

segue-se que

P<1—5<M<1+5>—>1.

n—oo
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Ynflznfl

Assim, 320 2., 1. Aplicando o teorema de Slutsky (Pes-
tana e Velosa, 2010, p. 997-998) conclui-se que
Vi, d

—— Exponencial(1),

nlnn
Y . M=o

ou seja,

1:n

d
Y -— Y.n n—00

nn 1:

nlnn Exponencial(1).

Um resultado interessante, mas de efeito pratico limitado, uma
vez que apenas propdoe uma aproximacao que deve ser usada
com circunspecc¢ao no caso de amostras de dimensao pequena ou
moderada.

7.3 Studentizacao usando a independéncia
dos espacamentos

A abordagem anterior tem decerto virtudes quando dispomos
de uma amostra fidvel; no entanto, em presenca de erros grossei-
Xl:n
Xn:n -X 1in
escala é estimada pela amplitude da amostra — usando pois as
estatisticas ordinais extremais.

ros T, , = tem limite de ruptura 0, uma vez que a

E porventura alternativa interessante usar antes como ava-
liacdo da escala a dispersao quartal, menos eficiente do que o
desvio padrao no caso de populacées Gaussianas, mas bem mais
robusta em outras situacoes, ou no caso de existéncia de valores
periféricos ou de outliers. Ou ainda, mais geralmente, usando
como avaliacao da escala X, — X, , 1<i<k<n.
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Vamos entao considerar a variavel studentizada

- X, A
—Lik —
" ’ Xk:n X'L’:n
idéntica em distribuicao a
T* = 7}/"
—Lik —
" ' }/k:n }/i:n

com parente exponencial com valor médio 1 localizada em 0; X,
é um estimador suficiente e completo de § e consequentemente,
uma vez que a distribui¢ao de 7° nao depende funcional-

—1;i,k
mente de §, pelo teorema de Basu (1955) sabemos que X, e
T* Sa0 Variéveis aleatérias independentes. Como a distri-

n—1;i,k
bulcao de 7 ik nao depende de ¢, podemos sem perda de ge-

neralidade trabalhar a partir daqui como se a populacao parente
fosse exponencial padrao.

Nestas condicoes a fungao densidade de probabilidade de Y,

[©N

Ora a funcao densidade de probabilidade de Y, —Y, ¢

B P(n+1—1) —y(nt1-k) e\
P, W) = Tk—))C(n+1—Fk) °© (1 - © ) Lo,00 (¥)
ouseja Y, —Y, = —In(W), tendo W distribuicdo beta com

parametros n +1—k e k — i.

De facto, da falta de memdria da exponencial é ébvio que

Y, —Y. éidénticaaY, , .. A relacdo com as betas advém
m in k—im—1
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de propriedades gerais das estatistica ordinais, devidas a trans-
formagao uniformizante, e ao facto de se X for uma beta com
parametros p, g, 1 — X ser uma beta com parametros g, p.

Temos assim que

Yn
)/k:n - }/i:n = *
n—1;i,k

ou, em termos de funcoes densidade de probabilidade

+o0 -1 —nay

n(nxy) e _
/ F(n) yf‘r;:—lgi,k(y) dy -
0

F(n + 1- 7/) —z(n+1—k) —z il
= A e (1 —e ) I(Oyo@ (x)

S T(k—9)T(n+1-—

e assim, denotando L(f;x) a transformada de Laplace de f no
ponto =z,

L <yf <y>;nz> =

n—1;i,k
k—i—1
—z(n+1—k) —xz
 T(m)T(n+1-4i) ¢© (1*6 )
" T(k—)T(n+1—k) "t
donde
L (yf () a:) =
n—1;i,k

—% (n+1—k) —%
I(n)T(n+1-—1d) ¢ (1—e )
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Denotando L~ (f;y) a transformada de Laplace inversa de f
no ponto y, vem

I(n)Tn+1—1d) 1
[ (W)= . — X
n—1;i,k ’I’LF(I{: - Z) F(’I’L + 1 —_ k) y
7% (n+1—k) 7%
| e (1 —e )

x L — 3y
T

(k—i—1)

Um exemplo simples: considere-se n =2,i=1, k = 2;

1 e’ 1
f W) =52 V) =W

ou seja,
7_* — X1:2 + X2:2
2 2 (X2:2 - X1:2)

é uma Pareto com indice 1 e parametro de localizagao %, um
resultado que confere com o que obtemos, por outra via, no
Apéndice A.

A situacao mais interessante surge quandon+1—k =k—i—
1. Considere-se entao 7°_ com i, k, n verificando a referida
igualdade, isto é

1;i,k

3j—1[j—1| 2j
3j i 127+1
3j+174+1125+2
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Nesta situagao vem

P41 1 o 1 [e (1-e”

foo W=y = L o ) ;Y
n—1i,k n (])F(]+1) Yy z x

€ Como

1 ynfl
—1

L=y =

< xn 7y> F(TL)

basta recordar que a transformada de Laplace inversa de um

produto é a convolugao das transformadas de Laplace inversas
dos factores.

Um exemplo muito simples: para n = 3, i=1, k = 3, vem

0 t<i
_ ) Alt-3) 1 2
s =) T 3St<3
\ 9?3 t2 %’

cujo grafico se representa na Fig. 7.1.

Para paran =4,1 =2, k=4, vem
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1.5

1.0

0.5
1

Figura 7.1: Densidade de 7

2;1,3

1
0 t<l
3 2
1 1
T =9 327 (4t=1) ist<a
3(8¢t — 3) )
oo t=>3
32t

a que corresponde o grafico da Fig. 7.2.

Brilhante et al. (1996) também procederam a uma tabulacao
exaustiva de quantis criticos da estatistica 7° = para n =
1,...,25,30,50. (Tabela 7.3).
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. s * X, -
Tabela 7.3: Quantis criticos de 7 = ——n -
n—1 vmw. —X..
n " Nin

[»]i]x] o0.001 0.005 | 0.01 [ 0025 [ 005 [ 01 [ 09 [ 0.95 0.975 | 0.99 [ 0.995 [ 0.999 ]|
3] 1 3][[0.340957[0.350877[0.358697[0.375292]0.395936[0.429336[1.49071[2.10819[ 2.98142 [4.71405[6.66667[14.9071
4|24 |0.271553|0.289258(0.301567|0.325555|0.3533080.395822(1.79672(2.60383 | 3.74135 |5.99467 |8.53244|19.2387
5|14 |/0.451275/0.481872[0.501286|0.536241|0.573179|0.624337|1.79163|2.31281| 2.96466 [4.08859(5.19617(9.00251
6|2|5|/0.404304|0.439866[0.461814(0.500623|0.541023|0.597081|1.93635|2.52828| 3.26727 [4.54005|5.79359(10.0999
713 |6 ||0.373282/0.412145[0.435759(0.477117|0.520069|0.580165|2.03545 [2.67576 | 3.47458 |4.84979(6.20392| 10.855
8|26 |/0.495362|0.540184[0.566193|0.610203|0.654555 [0.715025(1.93923(2.40243 | 2.94501 |3.81446| 4.6136 |7.09137
9|3 |7 |/0.469472|0.516524[0.543743(0.589912|0.636674|0.700813(2.00248(2.49299| 3.0672 |3.98691(4.83202| 7.4518
10| 4 | 8 |[0.449604|0.498404[0.526618|0.574574|0.623311|0.690388(2.05194|2.56382| 3.1628 [4.12196|5.00318|7.73456
11| 3 | 8 |{0.540956(0.591963|0.620843(0.669181|0.717526|0.782997|1.96377|2.36465| 2.81547 |3.50589(4.11369 |5.88409
12| 4 | 9 |[0.523183|0.575748|0.605564|0.655587| 0.70575 |0.773818[1.99983|2.41515| 2.88203 |3.59686|4.22604 [6.05843
13| 5 |10|[0.508582|0.562481| 0.5931 [0.644558|0.696248|0.766474|2.02986| 2.4572 | 2.93749 | 3.6727 [4.31974(6.20397
14| 4 |10|[0.580715| 0.63532 [0.665943|0.716882|0.767472|0.835382(1.95716|2.30928| 2.6942 |3.26553|3.75377|5.11685
15| 5 [11|[0.567344|0.623225 |0.654616|0.706903|0.758895 |0.828738|1.98074 |2.34184 | 2.73646 |3.32208|3.82248|5.21933
16| 6 [12|[0.555921(0.612927|0.644989|0.698448|0.751649|0.823149(2.00113|2.36998| 2.7730 |3.37101|3.88193|5.30806
17| 5 |12|] 0.61511 |0.672086|0.703832(0.756351|0.808153|0.877114[1.94147|2.25603| 2.59269 |3.08098|3.48921 |4.59421
18] 6 |13/[0.604516(0.662577|0.694965|0.748586(0.801505|0.871973|1.95825|2.27896 | 2.62214 |3.11981(3.53583 [4.66184
19| 7 |14/[0.595226|0.654259 |0.687218(0.741813|0.795718| 0.86751 |1.97312|2.29927| 2.64823 |3.15422(3.57717[4.72183
20| 6 [14((0.645159|0.703758(0.736231|0.789683|0.842074[0.911308|1.92354 | 2.2086 | 2.50871 |2.93625|3.28769 |4.21667
21| 7 [15(0.636466 |0.696005 |0.729022(0.783394|0.836703[0.907156|1.93617[2.22574 | 2.53055 |2.96473|3.32158|4.26483
22| 8 [16/0.628699|0.689089(0.722597|0.777795|0.831926 [0.903471(1.94757[2.24118|2.555023| 2.9904 |3.35216| 4.3083
23| 7 |16(/0.671706|0.731426|0.764359| 0.81832 |0.870914[0.939971|1.90572|2.16709| 2.43863 [2.81995|3.12915(3.93126
24| 8 |17/0.664389(0.724931(0.758334(0.813078|0.866443[0.936514(1.91563 |2.18046| 2.45556 |2.84183|3.15503(3.96745
25| 9 |18/0.657759(0.719053(0.752883| 0.80834 |0.862405[0.933397|1.92469|2.19266| 2.47102 |2.86182|3.17867|4.00052
30(10{21(|0.711262[0.772902|0.806614|0.861427(0.914346| 0.9831 |1.87984(2.10779| 2.33984 |2.65864(2.91187|3.55044
50(16(34 —  |0.885094|0.917836(0.970073| 1.01943 | 1.08208 [1.79297|1.95205| 2.10773 |2.31277|2.46933|2.84359
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Figura 7.2: Densidade de
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7.4 Comparacao das localizacoes de duas
populacoes exponenciais, assumindo
homocedasticidade

Para efectuarmos uma exposicao evidenciando o essencial,
vamos limitar-nos ao caso de duas amostras independentes ho-
mocedasticas (no sentido amplo de “com a mesma escala”,
§, =, = &) com o mesmo tamanho n = § (N > 2 par) por
forma a obtermos o quociente de varidveis aleatérias em que o
dividendo é a Laplace usual, simétrica, que como é sobejamente
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sabido se obtém como diferenca entre exponenciais independen-
tes e identicamente distribuidas. O leitor pode explorar o caso
geral, documentando-se em Johnson et al. (1995, p. 193) ou em
Brilhante and Kotz (2008) sobre varidveis Laplace assimétricas.

Sejam Y, uma amostra aleatéria de tamanho n = % de
Y, —~ Ezxponencial(\,,0), e Y, uma amostra aleatéria de ta-
manho % de Y, —~ Ezponencial()\,,d) — por outras palavras,
estamos a assumir “homocedasticidade” —, sendo as amostras
Y, e Y, independentes. Denotamos Yk(:ln) a k-ésima estatistica

(2)

ordinal ascendente de Y, e Y, a j-ésima estatistica ordinal

—1 —®
ascendente de Y,, Y eY asmédiasdeYY, edeY,, respec-
tivamente

Usando argumentos em tudo similares aos que expusemos no
caso de uma populac¢ao / uma amostra, facilmente se conclui que
a varidvel studentizada W abaixo definida, resultante de dividir
o resultado de centrar o estimador Yf) — Yf?j de A\, — A, pelo

STCO I S
(Y - Yl(ln)) + (Y - Yl(?n))
2

resultado de reduzir o estimador & =
dispersao comum 4,

é quociente das variaveis aleatérias independentes.

M) No caso geral, com amostras de tamanhos ni e na respectivamente,
o estimador ponderado mais adequado do parametro de dispersdo § é § =

ni (?(1) 7Y1(.1) >+n2 (7(2) 7Y1(2)2)
inq n

ni+nz
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Uma vez que

(1)
Y

n

(2)
Y7 — (N = A
Lin (A 2) ~ Laplace (1)
1) n

_(1) 1 —(2) 2
—-= 55 f\Gama<N—2,N>,

deduz-se facilmente que a funcao densidade de probabilidade de

W é

(=9

N-2 N-3 —Ny

+o0
n -3y N "y e
= — H =
0
N -2
= I (z),

‘| N—-1 R
4(1+%)

e que os quantis da cauda direita sao
1 1
Wy, =2 ((204) N-2 — 1) , < 5.

No caso geral Y, —~ Exponencial(\,,0,), k = 1,2, como

vimos na Secgao 7.1,

o
v - A, — Ezxponencial (’“)

1in
k nk

~ & 1)
S, =Y — Yl(k) ~ Gama <nk -1, ’“> ,

k
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independentes, segue-se que

(k)
Ym - )‘k
k
—(k)

——+——— ~ Pareto(n, —1,0),
Y -y

independentes. Consequentemente,

1) (2)
Yl;nl -\ B Yl;n2 =
—(1) —(2)
v -yl V-

v2

¢ a diferenga entre duas Paretos com localizagao 0, independen-
tes, intratavel do ponto de vista analitico, mas de que facilmente
se podem calcular aproximagoes dos quantis necessarios.

7.5 Analise da Escala em populagoes ex-
ponenciais homocedasticas

A anélise da varidncia em populacbes gaussianas é a andlise
das repercussoes que a localizagao tem em estimadores da escala.
A elegancia dos resultados é uma consequéncia da independéncia
entre X e 5’2, que como se viu é uma propriedade caracteristica
de populagoes gaussianas.

Se a distribuicdo subjacente for exponencial, é possivel
usar uma propriedade caracteristica de exponenciais — a inde-
pendéncia entre spacings — para estudar a repercussao da loca-
lizagao A (estimada pelo minimo X, ) sobre a escala ¢ (estimada

pela distancia da média ao minimo, X — X, ). Apresentamos a
situagao mais elementar, de andlise de escala “simples”, e com



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 199

subamostras de iguais dimensoes, para focar a atencdo no es-
sencial, assumindo homocedasticidadel, aqui no sentido amplo
de assumirmos que as populacoes sob investigacao tém escalas
iguais. Remetemos para Pestana e Rocha (1993) e para Ro-
cha (1995) para mais detalhes e andlise de planeamentos expe-
rimentais mais sofisticados, sob hipotese de igualdade de esca-
las nos diversos grupos. Velosa (2001) abordou a extensao do
problema de Behrens-Fisher-Welch-Satterthwaite a populagoes
exponenciais com escalas diversas. Brilhante et al. (2009) reto-
maram a questao, desenvolvendo a ANOSp simples — A Nalysis
Of Spacings — para investigar a igualdade de localizagbes em
populagoes exponenciais, usando a repercussao da localizacdo na
escala.

Consideremos entao k£ amostras aleatérias independentes de
dimensao n

X, = (X

3

X

wm

) comi=1,... k,

i1t

provenientes de populacoes exponenciais com a mesma escala.
Assim, assumimos X, —~ Exponencial (\;,d). E interessante,
em muitas situacoes, testar a hipétese nula

Hy: X\ =...=) (=\).

. . (%) . ;o .
Simbolizemos por X ' = min X, o minimo da amostra i, e
‘ J

mais geralmente por X;i a j-6ésima estatistica ordinal da amostra
i, 7=1,...,k. Simbolizemos também por

. . @
X,y =minX, =minX
- J : 1in

1,7 (2

1:N

o minimo global das k£ amostras consideradas em conjunto, com
N = kn. Sob validade de H,, as [N observagoes, provenientes das
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k amostras, poderao ser consideradas como uma tnica amostra,

pelo que
n

o1
5:NZ_ (X, — X,.y)-

i=1 j=1

Denotando por T'SSp (Total Sum of Spacings) o somatério
anterior, segue-se que

kK n
TSSp = Y ) (X, —X,y) =

i=1 j=1
P (%) (%)
- ZZ (Xij B Xl?n +X1;ln - XI:N) =
i—1 j—1
b () P (%)
= > (X0 =X )+ D (X, - X)) =
i—1 i=1 j=1
= BSSp+WSSp

onde BSSp e WSSp denotam os Between Sum of Spacings e
Within Sum of Spacings, respectivamente, e consequentemente

TSSp B BSSp N W SSp

0=—x§ N N

=0, + 0y

Verificamos assim que ¢ possivel decompor o estimador da
escala 6 na soma de dois estimadores da escala SB e ng que
refletem a variacao “entre” amostras e “dentro” das amostras,
respectivamente; estudemos as distribuigoes de 5 5 € SW.

Se H, for verdadeira, entao todas as amostras tém a mesma
localizacao A, e como o minimo de cada amostra tem distribuigao
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. . (i) .
exponencial, ou seja X, |g, — Fxponencial(A 2. segue-se que
p ) ] 1.0 | Ho p yn ) S€E q

k
BSSp = nz (XI(L:L —XLN) =
i=1

k
= nZ(k +1- J) (Xj:k;lzn - Xj—l:k;l:n)
j=2

)
Gama(k—1,,)

Gama(k—1,5)

BSSp
Consequentemente -

sob a validade de Hj.

¢ um estimador nao enviesado de &

Quer H, seja verdadeira ou falsa, dentro da i-ésima amostra
todas as varidveis X, tém a mesma localizacao A, pois X, —
Exp(),,0), por hipdtese, e a simples observagao que

wssp — Y (x, -x)) -

i=1 j=1

L @ @
= XX (-l =

i=1 j=2

k
=SS (x - x)

i=1 j=2

Gama(n—1,9)

Gama(N—k,5)

revela que VK,S_%’ é um estimador nao enviesado de d quer Hy seja

verdadeira ou nao.
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A independéncia dos spacings no modelo exponencial acar-
reta a independéncia de BSSp e W .SSp, ou seja a independéncia
dos estimadores 0, e d,, .

Em resumo:

Componente | Distribuicao | Graus de liberdade
5, Gama(k — 1, %) kE—1
SW Gama(N — k, %) N —k
o Gama(N — 1, %) N -1

. 3 (@) . -
Se H, for verdadeira, como A, = X, , numa situagao ideal
serd de esperar, que todos os minimos de cada amostra sejam
iguais, isto é,
(1) (2 (k)
=X"'=...=X

1:n 1:n lin 1:N

X

o que significa que

k
Z(Xl(:—XLN):O — 5, =0 = §=4,.
=2

Numa situacao real, devido a flutuacdo amostral, parece
razoavel rejeitar H, se a contribuicao de b 5 bara o valor da esti-
mativa § for igual ou superior a um determinado valor critico g,
isto é, parece plausivel rejeitar a hipdtese nula se

P (ASB >q| =c.
5W
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Como
o, BSSp 2(N — k) BSSp _ 2(N —k)
e — > g = >
5 =1 wssp=1 20k —1) WSSp = 2(k—1)
w
————

*

q

segue-se que

o, B BSSp/(k—1) <\
P(s Zq) ‘P<WSSp/<N—k>Zq ) -

w

onde
BSSp/(k—1)

WSSp/(N — k)‘HO

/\FZ

(k—1):2(N—k) "

Assim, para um nivel de significancia «, devemos rejeitar a
hipdtese nula H, : A, = ... =X, (= A), se
(N —k)BSSp (N —k)d, .
(k’ o 1)WSSp - (k‘ . I)SW = T 2(k-1),2(N—k);l—«a

em que F,, oo 00, é o quantil de probabilidade 1 — « de

uma distribui¢cdo de Fisher-Snedecor com 2(k — 1) e 2(N — k)
graus de liberdade.

Consequentemente um quadro ANOSp (ANalysis Of Spa-
cings), semelhante a um quadro ANOVA simples, pode ser uti-
lizado, ver Tabela 7.4. Nao h&, obviamente, qualquer dificul-
dade em considerar subamostras de diferentes dimensoes. No
caso de um planeamento equilibrado em que as k amostras tém
igual dimensao n hé as simplificagoes decorrentes de os minimos
dos k grupos, condicionalmente a H,, serem identicamente dis-
tribuidos, mais precisamente exponenciais com a mesma dis-
persao.
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Tabela 7.4: Tabela da ANOSp (simples).

Soma de Graus de| Estimador | Valor
Spacings liberdade de ¢ de F
k
BSSp = nz (Xl(zi - XI:N) Q(k - 1) 8; = %
i=1
5*
F =2
k w
wssp =33 (X, - X, )20V - k)5, = RE2
i=1 j=1




Capitulo 8

Studentizacao em
Populacoes Simétricas

Seja {X k}:; uma sucessao de varidveis aleatérias i.i.d. ab-
solutamente continuas, com funcao densidade de probabilidade
f. Sem perda de generalidade, admitamos que as varidveis
aleatorias X, estao centradas em zero.

8.1 Expressao recursiva para f(Y 55,)

Denotando
_ 1 _
X”:n;Xi e 88, =3 (X -X.),

205
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a estatistica de Student é
X,
V/SS.

pelo que parece conveniente comecgar por deduzir uma expressao
recursiva para a funcao densidade de probabilidade conjunta de
(X,,58,).

T ,=+vn(n-1)

Densidade Conjunta de (X,,SS,)

Sejam X, e X, varidveis aleatorias i.i.d., que sem perda de ge-
neralidade admitimos terem sido centradas em zero, com fungao
densidade de probabilidade f,. Entao

X +X,
2 — 2 )

Xl — Xz)

X 55, =

Consideremos os subespacos
D, = {(leXQ) X, 2 XQ}
D, = {(X17X2) 1 X, < X2}‘

Tendo em conta o subespago D, = {(X,,X,): X, > X, },
segue-se que

I o XX ~ SS.
X, =5 X, =X, + 52
SS,
2

2 =
55, = 517%) X, -

2

2 X2
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1

V355,
No subespago D, = {(X,, X,) : X, < X, } obtemos resultado
semelhante,

e assim |J| =

~ X, +X —

X, = 12 . X, =X, - L§2
2 =

SS, = (X1—2X2) XQZYQ—{— ng

e consequentemente,

Fossnf05) = St 50 = /) Gt (= 3) Ao /3)

ou seja

epsstw =2 w3V (w1 f3) e

w e R, s> 0.

Densidade Conjunta de (Yﬂ, SSn)

Comecemos por observar que

1 n+1 n 1 n
X = X = — X +X
n+1 n_’_]_; i n+1 n(; z+ n+1>7
e assim
X = X X ...
n+1 n+1 n+n+1 n+1
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Por outro lado,

2
- a A nX, +X,
SS, =S (X, -X,,) = (X _ n+1+1) _

i=1 i=1

(X, -X,,
+Z< n+1 >:

N 2 _ 2 _ 2
=85, + (XanXn) T (anXnH) +n—+1(anXn+1) ,
e consequentemente
- 2
SSn+1 = (Xn - Xn+1)

Simbolizando por
f(w,s) = f(ynyssn)(w,s), weR, s>0

e uma vez que X, ., ¢ independente de (X, SS,), a funcao den-
sidade de probabilidade conjunta de (X SS., X

n+1)

(YR,SSanH)(w,S,:EnH) = f(w,s) anH(mnH).
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Definindo a varidvel auxiliar
U=X,-X,,
podemos entao considerar

g:R3 — R’

(X,,59,, X — SS,.,,U).

n+1) (YnJrl’

_ n
De X ., = n%rl (ZlXZ +Xn+1), e tendo em conta a de-
1=

finicao de U, obtém-se,

nt+l - - n
n+1 n+1 n+1
donde
X =X . + v
n T S T

De modo andlogo,

SS ., =88 +7n X —-X 2:SS +7n 112
n+1 n 1 ( n n+1) n n 1
pelo que
SS =988 n ’
n n+1 n 1

Por outro lado,

U
:X _U:Xn+1+ _U;

n+1 n n + 1

X
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e como tal
_ n
Xn+1 = Xn+1 - n + 1 U

Consequentemente, a transformacao inversa de g é

( U
X =X
n n+1+n+1
n 9 9 n—+1
88, =88, -7 U (=U <——55,.)
Xn+1 :Yn-u - n+1
cujo jacobiano é
1
_ 2nU | _ n L
=101 =5 __n+1_n+1__1'
10 Pl

_ Entao, a funcao densidade de probabilidade conjunta de
(X7L+17SSn+17U) é

2
u nu nu

f(xn+1,ssn+1,U)(w’S’u)_f"<w+n—|—1’s_n—l—l)f(w_n—l—l)
donde, para w € R e s > 0,

[ntl g

' U nu’ nu
(ws)_/ 1. w+n+1’8_n+1 f(w—n+1)du.

_,/ntlg

fnJrl
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Fazendo a transformacao u = \/”TH s v, a funcao densidade

de probabilidade conjunta de (Y
cursiva

wi1,55, 1) assume a forma re-

n+1
n

+1
><_/1fn<w+ ﬁv,s(l—vrz))f(w— nTl v) dv

em que o intervalo de integracao ¢ independente da variavel s.

fn+1(w7 5) =

s X

(8.2)

Como primeiro passo na utilizacao desta solucao recursiva
comecemos por calcular f(w,s). Como em 8.1 deduzimos,

fo(w, s) = \/zf(w—i—\/g) f(w— \/§>, weR, s> 0.

Da expressao recursiva (8.2)

+1 2
fa(w7s):\/§ / 1 s 1}+\/3(1—1})

el R A

-1

v—4/3(1—2%)
V6

x flw+

NE f(w—j%ﬁ) do

2
M) No caso de f ter como suporte R", entdo w € RT e s € (O,Qw );
no caso de o suporte ser o intervalo (a,b), entdo w € (a,b) e

s € (0,2 min [(w—a)2 ,(b—w)2]).
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ou seja,

+1 5
fi(w,s) = V3 7_1 5 | | fw+ o, (v)Vs) dv (8.3)
1—-v
7 i=1

Ccom
v+ /3(1—02 v—1/3(1—22 ;
a1,3(v) = \/P, 062’3(1)) = #7 as,g(v) = 7% .

3 3
s 2
Note-se desde ja que '231042.‘3(11) =0e Z:lam (v) =1. A fim
1= 1=
de prosseguirmos, é necessario considerarmos algumas hipéteses
simplificadoras:
o H :

.+ f é uma func¢ao continua em R.

Consequentemente, a func¢do integranda é continua em
(—1,+1), ilimitada nos extremos do intervalo. Recordando
a forma generalizada do teorema do valor médio para inte-

grais, existe &, € (—1,+1) tal que

3 3
fw.s) =2y |3z [T Aw+ o, &) v5)
3 =1

i Hz : 53 = 53(]0)
De facto, no caso geral, estd garantida a existéncia de &,
para cada par (w,s), pelo que & = &(f,w,s). Uma vez
que a fungao integranda de (8.2,8.3) envolve f apenas em

3
il_[l [\/g <\/§ + ai,s(”))]
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podemos notar que para funcgoes densidade de probabili-
dade simétricas em torno de zero e suficientemente regu-
lares, valores grandes de % levam a que a integracao se
perfaga nas caudas da densidade, e o factor multiplicativo
tende a perder importancia a medida que % aumenta.
Assim, para fungoes densidade de probabilidade simétricas

em torno de zero e regulares, &, = §3(f,

%‘) Se a funcao
densidade de probabilidade depender de um factor de es-

S oA X, .

cala, devido & invariancia de no que respeita a escala,
/5SS,

podemos considerar % grande, e assim &, ~ &,(f).

Note-se, no entanto, que os resultados que seguem sao exac-
tos no caso de distribui¢oes parentes para as quais £, ~ &,(f) ¢é
constante (independente de w e de s), e apenas aproximado caso
tal ndo se verifique; a aproximacao é boa nomeadamente no caso
de funcoes densidade de probabilidade simétricas em torno de
zero, suficientemente regulares, e dependentes de um parametro
de escala. A questdo sera discutida com mais detalhe posterior-
mente.

Considere-se entao que, com H, e H,, se toma como hipdtese

de inducdo, baseada em (8.3), que para 3,4,...,n se tem
2 - 2 = n_s [
fws) =2 Vi [ (1-€) ] ST A+ a,,v5),
i=3 i=1

(8.4)
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w € R, s >0, com

ain:L_‘_ainfl\/Q; Z.:l’.”7n_1

/n—1
an,n = _é-n nT

em que

Note-se que (8.4), inspirada na expressao (8.3) para f,(w,s)
é vélida também para f,(w,s), desde que se aceite a convengao
natural que os produtos vazios tomam o valor neutro do produto.
Aplicando a relagao de recorréncia (8.4)

- a0} oo
i=3

xﬁf(w—&—(m—i—am 1—1}2) ﬁ)f(w—\/ﬁv) dv

Denotando

P _ U 2 .
Qi —ai7n+1(v) = JonrD +a, \1-v,i=1,...,n

n

an+1,n+1 = an+1,n+1(v) = - n+1 v
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podemos escrever a expressao acima na forma

_ n = nt1-3
foa(w,s) =2 Vn+1 H(l—gj) ]s LR

1=3
+1 "ng n+1
« / (1=") " TJ Ao+ (0)V5) do
4 i=1

w € R, s > 0. Recorrendo a forma atras referida do teorema
do valor médio para integrais, podemos afirmar a existéncia de
&1 € [—1,+1], que assumimos independente de (w,s) pelas
consideracoes atras feitas em H,, tal que

n

11 —,5,?)1241 R

friw,s) = 2" /n+1

=3
|
X2 (1 — fn“) H f(w + O‘i,n+1(£n+1)\/§) =
=1
n+1 4 ntl1-3
:2n+l—2 /n+1 H(l_éj) ‘|3 2 X
=3
n+1
X H f(w + ai,n+1(€n+l)\/§)
i=1

com

£, / .
Q1 = ai,7l+1(§n+1) = n(;; 1) + a, 1- £i+1a 1=1,...,m;

n
Ot 1 — aﬂ,+1,71+1(§n+1) = - ntl 5n+1
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e obviamente

n+1 n+1 )
Z ai,n+l(€n+1) =0, Z (S (£n+1) = 1.
=1 1=1

Adiante discutiremos modos mais expeditos de obter os ¢, ,,
sob hipétese de simetria da distribui¢ao parente. Demonstramos
assim:

Teorema 8.1.1.

Admitindo que a funcdo densidade de probabilidade parente f €
continua, € que & (f, w,s) =&,(f),

n

fw,s)=2""Vn [H (1-¢) ] 57 T+ o (6.)v5)

=3 i=1

weR, s>0, onde os o, (§,) =, sio dados por
— gn 2 .
ain_i—i_ain_l 1_5717 1—1,2,...,?7,—1
’ n(n —1) ’

n—1

an,n = _gn n N

Sob hipdtese de simetria da distribuicdo parente, adiante usa-

n n
2
remos o facto de > «a,, = 0e > a, = 1 para demonstrar
=1 i=1
que os &, nao nulos sao da forma niﬂ e os correspondentes
— ; 3
a,,=(n+1-2i

n(nzfl) ’
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Observe-se também que, atendendo as consideracoes expos-
tas sobre &,(f,w,s) = &(f) — o que obviamente é vilido para
¢, geral — a expressao (8.4) é uma aproximacao para f,(w,s)
sempre que f seja aproximadamente simétrica em torno de zero
e dependente de um factor de escala.

8.2 Densidade de T| | = Vn )gg

n—1
Considere-se a estatistica de Student
X
T ,=+/n =
n—1 \/> SSn
n—1
correspondente a uma amostra de dimensao n, (X,,..., X, ), com

os X, varidveis aleatdrias i.i.d. absolutamente continuas, com
densidade f.

Fazendo a transformacao (Yn, S Sn) — (Tn_l, Un), comU, =
\/9S,, a transformacao inversa é
- U,T,_,
o /n(n—1) )
2U
= |J| = —=—
n(n—1)
Ss, =U"

Entao, atendendo & expressao recursiva (8.4), a funcao den-
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sidade de probabilidade de T, , é da forma

i—4

fr ) _\/7; [[[ (1-€) " ] x

+

oo . n .
X / u Hf((n(n_ 5 +aiyn> u) du

0

com o0s ,, = a, (§) definidos em (8.4), sempre que a existéncia
dos £ = ¢, = ¢(f,) independentes de (w, s) esteja garantida.

Mesmo que este ultimo requisito nao esteja verificado senao
aproximadamente — por exemplo, caso a funcao densidade de
probabilidade f da distribuicdo parente seja aproximadamente
simétrica em torno de zero e dependente de um parametro de
escala, como discutimos apods introduzir a hipdtese H, acima —
(8.5) é um candidato a considerar como expressao aproximada
da funcao densidade de probabilidade de T, ,, havendo eventu-
almente que multiplicar por uma constante normalizadora.

E facil verificar que uma variavel aleatéria X é simétrica se
) d
e s6 se X = BX, onde

V]
N

é independente de X. De facto,

it
e =cost.

N |

i 1 —i
goB(t):E<etX>:§ e+
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Por outro lado, se Z = XY, com X e Y independentes, entao

odt) = E(e7) = [E("Y =y) dRip -

R

_ / E( ) dRy) = / oxlty) dF(y).

R R

Assim, se X = BX, entao

o (t) = /cos(ta:) dF ().
Ora

cos(tz) dF(z) + i/sin(tq:) dF(z) =
R

cos(tx) dF(z)

%\ %\

se e s6 se F, for a funcao de distribuicao de uma varidvel
aleatéria simétrica em torno de zero, isto é, se é s6 se F(x) =
1—F, (—x) (caso a varidvel aleatéria seja absolutamente continua
com funcao densidade de probabilidade f,, f (x) = f (—x)).

Consequentemente, se Z = XY com X e Y independentes, se
X for simétrica, segue-se que Z = XY = (BX)Y = B(XY) com
B independente de XY, pelo que Z é necessariamente simétrica.
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Assim, se a distribuicao parente for simétrica, também 7", | é
simétrica. Da mesma forma, a simetria dos X, implica a simetria
de X, , e assim se a distribuicio parente for simétrica o mesmo
acontece com f (w,s) no argumento w.

Na expressao (8.5),

como f(t) = f(—t) é par caso o conjunto dos coeficientes o, , i =
1,...,n goze da propriedade de simetria,

n n

{ai,n}izl = {_anJﬁlf'L,n}i:l .

n
Consequentemente, f simétrica e {«,, } _, simétrica arrasta

1=

que

an_ (t) = an_ (1)

1 1

que como atras discutimos deve ser valido sob hipdtese de a dis-
tribuicao parente ser simétrica. Por razoes andlogas, a sime-

n

n
tria de {aim}izl = {_a"“*i’"}i:l arrasta a simetria de f (w, s)
como funcao de w, caso a distribuicao parente seja simétrica.
n . 7 . . . .
Acabamos de mostrar que {«, ,}  simétrico implica a sime-
nl -
tria de f, , sob hipétese de simetria da distribui¢ao parente.
n—1

Vejamos agora que esta simetria, além de suficiente, é também
necessaria.
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Comecemos por recordar que

com

n n

2
E a,, =0 e E a, =1
=1 i=1

Da primeira daquelas condigoes é imediato que
2 . .
Q. —o = (%,nq — ozj,nfl) 1-¢&,4,j=1,...,n—1

n—1
Daqui decorre que se os {0%- n—l} estiverem ordenados de-

=1

n—1
crescentemente(?), o mesmo acontece a { Q, n} .
=1

_ . V) _ V2. =
Para n = 2, tinhamos o, =5, Ay, = — -5 segue-se entao

que

Qg — Qg = 2(1—55)

1,3

Como das expressoes de «,, (implicando a simetria que

a,, = 0 e portanto o, ; — a, , = —a, ;) que se seguem a (8.3)
o, =, = 28,
1,3 2,3 — /6
2 ~ =
() Escolhe-se a ordenagéo decrescente porque a, , =—§,4/ = ird ser o

valor mais baixo.
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segue-se que

donde

V2 V2
Bl 2

9 052’3:0, g3 = —

3
e portanto {%3} é de facto um conjunto simétrico. Além
B3 4=1
. 3 1, ~ . 1y ~ V2
disso {a, , }i:1 estd em progressao aritmética de razao r, = —%5%,
3
e consequentemente {% 4} estd em progressao aritmética de
’ i=1
P 2
razao r, = —g 1-¢.
Recorrendo ao anteriormente obtido,
Ay = Qg y + (Z - 1)7“4, 1=1,2,3
2 ~
com 1, = —@ 1-¢&,ea,, = —54\/% Decorre entao, proce-
dendo como para n = 3, que

oy, =

Sugere isto o seguinte resultado:
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Teorema 8.2.1.

n
Sob validade de H, e de H,, {c,,} € um conjunto simétrico,
L o =1
em progressio aritmética de razao

2v/3
n (n2 — 1)

Os termos da progressdo sao

a,, =(n+1-—2i) %,z:l, N (8.6)
’ n(n —1)
‘ 3
2
= 7
& n+1 (87)

Demonstragao:

VerificAmos ja que as expressoes acima sao validas para k = 2.
Supondo agora a validade daquelas daquelas expressoes para k =
3,4,...,(n—1), vamos verificar que se segue que é valida para
k=n.

Note-se em primeiro lugar que (8.5) implica que {ai,n}il é
uma, progressao aritmética. Trabalhando como para a obtencao
de p2 = 5; , deduz-se que

Consequentemente,

- - 2
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Segue-se que

Mas entao

a, ‘o, Fr+o, F2r+.. 4o, +n-2)r+a,, =0

—1 3(n=1) _
= (n—1Da,, +7r, "5 (n—2)— S CESY) =0 <—
_ n—2 3
= Q,, =T, 3 n(nzfl)
e entao
2v3 __ n—2 3
« == T T + 2 =
b n(n271) 2 n(n _1)
— V3 n—24+1 __ 3(n=1) _ _,,
\/n(nQ—l) 2 n(n+1) n,n
. . n 7’ . . 7’ .
Concluimos assim que {ain}_ . ¢ um conjunto simétrico;
i
consequentemente o, , — @, , = a,, —a,, = r, pelo que

n
{aim}i:1 € uma progressao aritmetica.

_  [30D) N YV
Uma vez que o, = 4/ 557y € a razao ér, = )
segue-se que
_ 3D N
Yim = n(n+1) (Z 1) n(nZ—l) -
— Y3no)-(12v3 3 (n+1-—2i),

N \/n(anl) B n(nQ—l)
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o que conclui a demonstragcao. O

A expressao (8.5) é, como expressao exacta, bastante res-
tritiva, uma vez que é valida no pressuposto da existéncia de
&f,w,s) = &(f). No entanto, como expressao aproximada para
fr  pode ter grande interesse, como mais adiante discutiremos.

n—1

Parece-nos assim indispensavel, no entanto, mostrar que a
expressao conduz a féormula exacta para algumas distribuicoes
parentes, mostrando consequentemente que a nossa abordagem
nao assume pressupostos irrealistas.

Suponha-se entao que a distribuicdo parente é a gaussiana,

2
T

isto é com fungao densidade de probabilidade f(z) o exp (_T> .
Entao, de (8.5),
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ou seja f, (t) o ﬁ, que é, para (n — 1) graus de

-1
1+n%21

liberdade, a expressao da fun¢do densidade de probabilidade da
varidvel aleatéria t de Student.

Como nota final, aponte-se que o trabalho de Rocha (1995)
resolve satisfatoriamente (de forma aproximada, claro) o pro-
blema da studentizacdo numa populacao simétrica. por outro
lado, o problema de duas populagoes / duas amostras estd longe
de ser resolvido. Ainda que métodos similares aos que emprega
no caso de uma amostra possam funcionar no caso de duas amos-
tras com iguais variancias — o que nao foi estabelecido —, o
problema geral nao teve ainda solucgao.

Os calculos envolvidos sao de tal modo complexos que jus-
tificam plenamente o desenvolvimento de metodologias nao pa-
ramétricas quando a populagao parente nao é gaussiana. Apenas
em situagoes em que grande rigor é necessario se justificaria pro-
ceder ao célculo explicito das expressoes. Como ja referimos, é
uma area em plena actividade, em que Mehendale and Kalluraya
(2011) obtiveram recentemente éxito assinaldvel.

No que se refere a studentizagao — no sentido mais classico,

T

leitor interessado pode comegar por Johnson (1978). Observa-
mos que no caso de comparacao de médias com base em duas
amostras independentes, tem sido notado uma reversao do sen-
tido da assimetria, e uma regularizagao que julgamos que se deva
ao efeito simetrizador das diferengas. Martins (2005) e Rocha e
Martins (2005) abordam a questao detalhadamente, e tém precio-
sas indicacoes bibliograficas para quem quiser aventurar-se neste
campo.

— no caso de populagdo parente assimétrica, o



Complementos

Em complemento ao Capitulo 8, no Apéndice A explicita-
mos a expressao de fungoes densidade de probabilidade de 7, em
alguns modelos usuais.

Nao temos um aprego particular pelas transformagoes de da-
dos, apesar da eloquente defesa de Tukey (1957). Pensamos que
mudar de forma radical a estrutura do problema é questdao que
requer muita ponderacao e prudéncia. Apresentamos no entanto,
no Apéndice B, um caso de sucesso, inspirando-nos no trabalho
de Box and Hill (1974); o facto de os autores usarem minimos
quadrados ponderados nao é decerto irrelevante para a qualidade
dos resultados que obtém.

No Apéndice C registamos uma outra foma de estabelecer a
aproximacao de Welch-Satterthwaite a uma combinacao linear
de gamas, por poder ser de alguma utilidade a quem queira in-
vestigar questoes que — hélas — deixamos por resolver.
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Apéndice A

Exemplos de Densidades
de 7, e de T,

O célculo da funcao densidade de probabilidade da varidvel

. X <
studentizada T, , = y/n(n — 1) —=2= no caso n = 2 nao é em
n— NG

geral insuportavelmente dificil (mas o exemplo de parente Cau-
chy mostra que também nem sempre é facil).

Por outro lado, a partir de n = 3, mesmo em populagoes
uniformes, as dificuldades sao de monta, basta consultar Perlo

(1933).

Pode interessar alguns leitores, para melhor avaliarem a si-
tuacgao, percorrer a exemplificacdo que segue, exibindo a funcgao
densidade de probabilidade de T, para algumas populacoes de
uso corrente.
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Da expressao (8.1), da fungdo densidade conjunta de

(X,,S58,)

f(YgaSSQ)(w’S) = \/z f(w—i— \/§>f<w — \/§>, weR, s>0,

considerando

7= V2 X,
' SS,

e a transformacdo (X,,59S,) — (T, U) segue-se que

o V2 X v _ Ur

T=T~= SS; X =
==

2

U: SSQ SS2:U

pelo que

— ut 2 .
fao(tu) = f(72’352)(ﬁ,U> 2u” =

1

fr (1) =2 / uf<“(i/;1)>f<“(i;21)> du. (A1)
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(Como alternativa, podiamos ter trabalhado directamente com
X, +X
f(xl,XQ)(xl’xQ) = le(xl)fX2(x2) € Tl = ﬁ)

A aplicacao de (A.1) permite calcular a expressao exacta da
fungao densidade de probabilidade de 7, no caso de diversas
distribuigoes parentes correntes. Apresentamos alguns exemplos,
em que se pode observar que a studentizacao cldssica com parente
nao gaussiana tem resultados muito diversos, e bem diferentes
do que acontece no caso de parente gaussiana — recordamos que
nesse caso 1, —~ Cauchy(0,1).

Uniforme padrao

Seja. X com funcao densidade de probabilidade
fle) = 1., (z). Assim, como X,, X, > 0 = X, + X, >

X, — X, |=t>1, vem
| 1 2 9

t—1 V2

u<l=0" Au<——

\/§ t+1

u>0AN0<

e consequentemente,

V2
t+1

N

ft) =2 / wan=]" 10 - (t—|—21) Loy ()

0

cujo grafico esta esbogado na Fig. A.1.

Beta(2,2) padrao

No caso de a populacao parente ter funcao densidade de pro-

babilidade f(z) =6z (1—z) L, (), o tratamento é andlogo ao
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Figura A.1: Densidade de T, parente uniforme padrao.

acima exposto para a populagdo Beta(1,1).

V2

t+1 fa1 i1
fr)=36(t"-1) [ w’(Ql-u—s)(1—u—=)du=
O/ V2 V2
B 1 8t 2(t2 - 1)
=36(t- 1)[ T+0 501+0%  3(1t0p .50 ()

Na Fig. A.2 representa-se o grafico da densidade de T, no caso de

1

a populacdo parente ser Beta(2,2).

Uniforme em (—1,1)

Seja X com fungao densidade de probabilidade
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Figura A.2: Densidade de T,, parente Beta(2,2).

De igual modo,

t+1 t—1 2
WS O0A—1< Tl ucin—l< u<1:>0<u<L

V2 V2 t+1
pelo que

%1 1 o 1

2
t) =2 u—du= —u =—, teR,
le() / 4 4 L 2(t] + 1)
0

a que corresponde o grafico representado na Fig. A.3.

Beta(2,2) com suporte (—1,1)

Se X =2Y —1 com Y —~ Beta(2,2) padrao, ou seja uma
Beta(2,2) com localizagdo —1 e escala 2, com func¢ao densidade
de probabilidade f, (z) = 3 (1 — 2?) I_,, (x), procedendo com
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Figura A.3: Densidade de T,, parente uniforme em [—1,1].

no caso da uniforme com aquele suporte, obtém-se

31 +4t|+t2
Jo(t) = 3 ——=a

1 8 (1+|t|)4 I]R(t)7

cujo grafico se representa na Fig. A.4.

035F ‘/\
[
030 |
f
0.25
020 / \
/ \
/ \
/ \
0.15 / \
/ \
0.10 / \
0.05F _ A
— B T~
T ) S
—4 ) 0 2 4 6

Figura A.4: Densidade de T}, parente Beta(2,2;1,1).
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Exponencial
Seja X com funcao densidade de probabilidade
f(x) = S e I(o,oo)(x)'

Assim, como t > 1

t+1 t—1
u>0/\w>0/\u>0:>u>0
V2 V2
e como tal,
0 1 _u(t41) 1 _u(t—1)
5V2 5vV2
le(t) = 2/ ’LLE 5 (§] d’LL
0
o0
2 7ut(§/§
= 5 U e du, t > 1.
0

Procedendo a mudanca de varidavel
ut\/§ (
)

e como o valor absoluto do jacobiano da transformacao é |J| =
)
segue-se
t\/i I g Y

comt > 1)) = v e (0,400)

oo 8
t) = 2/6 — dv =
f, () 620 02 2
~ 1 1
= tlz/vevdv:tQF(Q):tQ,t>1
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pelo que T, tem distribuicao de Pareto com indice 1 (eviden-
temente, o resultado nao depende de §); o grafico da fungao
densidade de probabilidade esta representado na Fig. A.5

Figura A.5: Densidade de T, parente exponencial.

Gama(a,9)

Mais geralmente, se X —~ Gama(a), um tratamento idéntico
ao apresentado para a Gama(1l) estabelece que

rea) (¢ —-1)""

le(t) = 92(e=1) 2 (@) 2o I(l,+oo)(t)'
Note que
1
t - 1 F(20é) — 3 a—1
Za- 2 / dt = 9201 F2(a)/ w ’ (1_w) dw=1
1 0

por aplicagao directa da formula da duplicagao do argumento da
fungdo gama. Esboca-se na Fig. A.6 o grafico da densidade de

T, no caso de a populagao parente ser Gama(2.5,1).
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0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
I I I I |

0.10
I

0.05
I

0.00
L

Figura A.6: Densidade de T}, parente Gama(2.5,1).

Laplace

Seja X com funcao densidade de probabilidade

1 g

fla) = 5 e

5 L (z).

Tendo em conta que t € R, entao

u(t+1) 6R/\u(?ﬁ—l)

V2 V2

u(t\/gl) D % exp (_

>0A eER=u>0

e consequentemente

o0

pt=2 [ g ew(-

0
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Como

e parat > 1,

o (2o

e para —1 <t <1

o (2o

) o)

e parat < —1
u(t +1) u(t —1) 2ut +V3tu
exp | — \/§ exp | — \/§ = exp +% = e
obtemos
1
L, >0
le(t) -
I =1

cuja representacao grafica é esbocada na Fig. A.7.

Pareto com indice 1

Seja X com funcao densidade de probabilidade

1
fle) = —5 1 1) (@)

X
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025

020

015

0.10

005

0.00

Figura A.7: Densidade de T, parente Laplace.

Assim, como t > 1,

u(t+1) -
V2 V3 1)

e consequentemente,

L = 2 /Oou[u(m—l)} Z[u(t—l)} .

u>0A

1

a que corresponde o grafico da Fig. A.8.

Porventura o leitor notou que populagoes parentes Pareto
com indice 1 e em Uniforme(0,1) levam a varidveis studentiza-
das idénticas em distribuicao.
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Figura A.8: Densidade de T), parente Pareto(1)

Tal deve-se ao facto de
1
X —~ Pareto(l) =1 — 37 Uniforme(0,1),

devido a transformagado uniformizante, e consequentemente

1\ g1 .
1-(1—-—=)=— ~ 1
( X) X Uni forme(0,1),

caso especial da propriedade
X —~ Beta(p,q) = 1 — X — Beta(q,p)
das distribuigoes beta.

Assim, considerando X,, X, —~ Pareto(1) independentes,
tem-se que a variavel studentizada para a uniforme

1 1

X tTx, X, +X,
1 L] X, - X
- | X, — X,

coincide com a varidvel studentizada no caso de populagao pa-
rente Pareto com indice 1.
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Pareto com indice a(> 0) qualquer.

Seja X com funcao densidade de probabilidade

o

flz) = przzy Lo (@)

Assim, como t > 1

wt+l) o ult-1) V2
V2 NG (t—1)

e consequentemente,

u>0A

a2 ? a2 ?
le(t) = 2 / U at1l (t T 1)a+1 ua+1(t — 1)a+1 du =
V2
-1
2a+2 2 oo 1
= atl ; _ q)otl / "o+l du =
(t + 1) (t 1) U
V2
-1
a+1 2a a—1
_ 2 G N () R
(t+1)a+1(t71)a+1 204 (t+1)a+1 ? -

de que o resultado anterior é um caso particular — e o mesmo
podemos dizer com o que obtivemos em populacoes exponenciais,
quando consideramos a exponencial como caso limite da Pareto
generalizada quando o indice tende para 0.

O aspecto do gréfico da fungao densidade de probabilidade,
para o = 2.5, estd respresentado na Fig. A.9.
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Figura A.9: Densidade de T), parente Pareto(1)

Cauchy.

Seja X com funcao densidade de probabilidade

1
fle) =

Sz R

Assim, dado que t € R, segue-se que
t+1 t—1
w(t+1) o ult—1)

V2 V2

e consequentemente

fr®) = 2 0/ uf(“%”)f(““\/‘i”) du =

>0A ER=u>0
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2

Procedendo & mudanca de varidveis -5~ = = 1)2 ,com t 7é 1,
o valor absoluto do jacobiano da transformacao é |J| = Ty \/%
eu € (0,400) = v e (0,400).
Consequentemente
+00
2 1
fr (t) = 2 do,

T Pe-1)? 0/ [1+<t+1)

cuja integracao por decomposi¢ao em soma de fracgoes algébricas
com denominador linear origina

U] (1+v)

2 Foo

1+(t+1) v 2
1 1 t41
t) = 1 =) e £1
In()= o W T on’t n(t—l) AL

0

cuja representacao grafica se apresenta na Fig. A.10.

Figura A.10: Densidade de T, parente Cauchy
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Como comentario final, saliente-se que mesmo para n = 2,
quando a parente nao é gaussiana chega-se a uma expressao
analitica de 7, bem diversa de t,, que como observamos tem
distribui¢ao de Cauchy padrao. O peso das caudas é relevante,
naturalmente, para a forma da estatistica studentizada.

Mesmo com parentes simétricas — uma hipdtese que Efron
(1969) investigou com a sua habitual clarividéncia, mostrando ser
muito mais forte do que aparenta — podemos, como os graficos
patentemente ilustram, chegar a densidades com uma forma bem
diversa do habitual sino tipico de muitas situacées unimodais.
Para valores mais elevados de n, basta compulsar o resultado
de Perlo (1933) para parente rectangular no suporte (—1,1) e
n = 3 (cujo gréfico se representa na Fig. A.11) para se sentir
uma vertigem:

V3 9t
2(4—t2)/1-12 <1 4—t2) +
0<t|<3
VT (£ +2) 142
+ Aoy arctgh< 4t2)
£, (1) =
3t
It\+1 t°—4) (\fl+1 )
3 <ltl
V2T (£ +2) NG
\ +7,7(t274)5 arctg( (t+2)>
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05+

Figura A.11: Densidade de T,, parente Uni forme(—1,1)






Apéndice B

Heterocedasticidade e
Transformacoes
Estabilizadoras da
Variancia

No estudo do problema da localizagao/escala em populagoes
gaussianas, as dificuldades surgem quando se verificam situagoes
de heterocedasticidade. Procuramos resolver o problema da he-
terogeneidade de variancias levando em conta as diferencas exis-
tentes entre os grupos. Para isso é necessario avaliar as variancias
de cada grupo, usando estimadores convenientes, que depois sao
combinados num estimador ponderado global.

Uma abordagem alternativa consiste em eliminar previa-
mente as diferencas entre as dispersoes dos grupos, nivelando-as
por intermédio de uma transformacao de dados adequada. Na-

247
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turalmente, uma das questoes que se poem relativamente a esta
estratégia é a escolha da transformacdo apropriada. Serd ex-
posto um método para a escolha da transformagao de Box-Cox
apropriada para “estabilizar as variancias”.

No entanto, esta estratégia conceptualmente simples é
também contestavel, pois ao ser aplicada uma transformacao nao
linear aos dados a estrutura destes é modificada, ndao s6 quanto
a variancia como relativamente a sua distribuicao e relagdo com
outras variaveis. Por exemplo, se consideracoes empiricas nos le-
varem a admitir uma distribui¢cao normal para os dados originais,
esta ja nao é adequada para os valores transformados, a menos
que seja uma transformacao linear, que nao altera a forma.

Assim, em vez da transformag@o de varidveis, usa-se com
frequéncia uma abordagem alternativa de estimacao, em que sao
atribuidos diferentes pesos aos grupos, consoante a sua varia-
bilidade, interpretada como inverso da informacao. E exposto
um método para a seleccao dos pesos na estimacao por minimos
quadrados ponderados proposto por Box e Hill (1974). A sua
escolha dos pesos faz intervir métodos usuais de inferéncia baye-
siana. O trabalho de Box e Hill é exemplificado num contexto
de regressao, mas a sua adaptacao aos modelos de andlise de
variancia é imediata. Depois de expormos esta abordagem, ter-
minamos com algumas consideracoes gerais sobre a desirabili-
dade de abordar o problema das médias com um teste prévio
a igualdade de variancias, e sobre transformacoes destinadas a
conseguir o objectivo de homogeneizar variancias.
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Consideracgoes gerais sobre testes sobre desigualdade de
variancias e sobre transformacgoes destinadas a homoge-
neizar as variancias

Alguns autores aconselham a aplicacao rotineira de testes
destinados a detectar desigualdade das variancias, mas os testes
paramétricos usuais sao sensiveis a afastamentos da gaussiani-
dade (Neter et al., 1996, p. 763); por outro lado, o teste de
Fligner-Killeen (implementado no package R) oferece uma alter-
nativa nao paramétrica para testar a hipétese de homogeneidade
de variancias. Em compensacao, os testes t e z sao relativamente
robustos, tolerando afastamentos ligeiros da gaussianidade. Mo-
ser and Stevens (1992) aconselham mais investimento em ensinar
o que designam por teste de Smith/Welch /Satterthwaite (SWS)
e menos em testes rotineiros sobre igualdade de variancias(}).

As transformagoes de dados sao usadas com alguma regula-
ridade em estatistica. Por exemplo, num estudo de regressao
entre duas varidveis pode ser conveniente transformar uma delas
a fim de eliminar alguma curvatura sugerida pelo grafico e tornar
aceitavel um modelo rectilineo.

A raiz quadrada e o logaritmo sao duas das fungoes mais usa-
das em transformactes de varidveis. Ambas pertencem a classe
mais vasta das transformacoes-poténcia de Box-Cox:

W Recomendagao que gerou alguma polémica, cf. Gans (1991). Moser e
Stevens terminam o seu artigo dizendo: “[...] the SWS test is appropriate
in all cases where the variance ratio is unknown. Therefore, when teaching
the two-sample means test, more effort should be spent learning the qualities
of the SWS test and less emphasis should be placed on the homogeneity of
variance assumption”.
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y, —1
N e
Iny, ¢=0

(Mais geralmente, as transformagoes de Box-Cox sao defini-
das a menos de translagoes e mudancas de escala; é nesse sentido
que a raiz quadrada também estd incluida.)

Ha um padrao indiciador de varidncias desiguais: a dispersao
dos residuos tende a crescer com a localizagao. Uma forma sim-
ples de detectar este padrao consiste em desenhar o grafico que
tem como abcissas os valores ajustados ¥, e como ordenadas
os residuos estandardizados — o padrao referido é revelado pelo
aspecto cuneiforme da disposicao dos pontos.

Nesta situacao uma transformagao-poténcia pode resolver a
situacao. Hoaglin et al. (1981, Cap. III e Cap. VIII) sugerem a
recta de diagnéstico apropriada.

Dada a especifidade de estarmos a tentar usar uma trans-
formacao-poténcia que simultaneamente transforme os dados e
mantenha a gaussianidade dos residuos, vamos alongar um pouco
mais 0s nossos comentarios:

O objectivo é encontrar uma funcao h dos dados por tal forma
que o modelo
MX, ) =w +7, +¢,
seja apropriado, com os erros 5; ~ Gaussiana(0,0) mutua-
mente independentes, k =1,...,n,, j=1,... k.
No caso de 0]2_ exibir um padrao claro de crescimento com

E [Xjk] =pu+7;, 75 =1,...,k, essa relagao pode muitas vezes
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ser expressa sob a forma
2 q
7=kt

q e k constantes apropriadas. Neste caso, a transformacao h que
nos interessa é

T, se q#2

hz,) =14 In (xjk) se ¢ =2 e todos os z;, #0

In (a;].k +1) seq=2 e alguns dos z, =0

Em geral uma boa aproximagao de ¢ pode ser obtida esti-
mando, com minimos quadrados, aj = I;:Ej. Logaritmizando
obtém-se

no =lnk+Gnz,.
Segue-se que o declive da recta que se ajusta aos pontos
Inz,,, In aj_) é uma estimativa de q.

Em muitas situagoes importantes consideragoes tedricas su-
gerem qual o valor apropriado de q.

Por exemplo, se 0 modelo gaussiano for uma aproximagcao de
um modelo de Poisson, em que valor médio e variancia sao iguais,
q = 1, e consequentemente a transformacao adequada é a raiz
quadrada.

Gilbert (1989, p. 66), com a sua habitual agilidade, anota que
o objectivo é estabilizar a variancia var [X] = E (X — ,u)Q, isto é
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encontrar uma funcao f cuja variancia seja independente de p.
Se a funcao f for suficientemente “regular”, entao expandindo
em série de Taylor e supondo que termos de ordem superior a 2
sao negligiveis

flx) = f(u) + (x = p) f' (),

e obtém-se

var [f(X)] ~E [f(X) — f()] =EX —p)" [f(w)] =
= var[X] [f'(w)] =C",

dado que E (X — ) = 0 implica E[f(X)] ~ f(u), e consequen-
temente

C
flp) = ——=.
(k) var [ X |
No caso de X —~ Poisson(u), obtém-se f'(u) = 7%, e a
transformagao raiz quadrada, f(x) = C'\/x, como atrds vimos.
Mas com esta abordagem nao ficamos limitados a trans-
formagoes-poténcia. Por exemplo, se o modelo gaussiano apa-

recer como aproximacao de um modelo binomial, nesse caso
var (X) = np(1 — p).

Segue-se que a transformagao apropriada é

) x
y = arcsin 4/ — .
n
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Método de Box-Hill para estimagao de parametros em
condicoes de heterocedasticidade. Determinacao das
ponderagoes.

O método proposto por Box e Hill recorre a estimacao por
minimos quadrados ponderados, mas para determinar as pon-
deragoes é usado o método de estabilizacao das variancias.

Para levar a cabo a estimac@o por minimos quadrados pon-
derados, é necessario calcular os pesos a atribuir as observacoes
de cada grupo. Box e Hill consideraram o modelo linear usual
para as observagoes,

Yi:lu'i"i_ei

com erros gaussianos independentes, mas admitindo que possam
PN . o« 4. . 2
ter variancias distintas, parametrizadas na forma var(e,) = c,0".
Os pesos sao entao escolhidos como w, = 1/c,, visto que assim
2
se tem Var (, /W, K) = o , constante.

Claro que numa situagao realista os coeficientes ¢, nao serao
conhecidos, e precisam de ser estimados. Para tal, é admitido
que existe uma transformacao de Box-Cox,

Y, — 1
. igb ¢ #0
y, = ,
Iny, ¢=0

tal que a varidncia da transformada ¢ constante, var(Y)) =
o’. Recorrendo ao método de Bartlett para estabilizagao das

variancias, a variancia da variavel transformada serd



254 Brilhante, Pestana, Rocha, Rocha e Velosa

. dy
var(Y,') = var (Y)) di(u» ,
donde
. —2
X dy. _
var (V) = var(Y,) | <2 (n) | =o'l
Y;

2-2¢ 262 . .
e portanto ¢; >~ p. ew;, ~ pu . Note-se que isto significa

que a variancia é aproximadamente funcao do valor médio, uma
situagao habitual em regressao.

Embora p, seja também um parametro desconhecido, é o
valor médio no grupo i, e portanto pode ser estimado pelo valor

. ~ . . , . ~2—2¢
previsto, ,. A estimativa para os pesos é, assim, w, =~ Yy, -

Estimacgao do indice da transformacao

Para determinar ¢, supoe-se que cada um dos valores médios
i, sao uma funcao linear, ou aproximadamente linear, de p
parametros 6,,

py =20, +xp0, + -+ x,0,.

w P

Num contexto de regressao linear os x, sao as varidveis pre-
visoras, numa andlise de varidncia sdo zeros ou uns (varidveis
indicatrizes). Estes, por sua vez, podem ja ser transformagoes
de outras varidveis cuja relacao com a resposta Y, nao ¢ linear.
Os parametros sao os coeficientes da regressao, ou do modelo de
analise de variancia.



Inferéncia Sobre Localizacao Usando a Escala 255

Aquela igualdade pode ser escrita na forma p, = x,0, em que
x, = (v,,2,,...,2,,) sdo os valores das varidveis independentes

associados a Y, e § = (0,,0,,...,0,)" o vector dos parametros.

Usando a hipétese de independéncia entre as observagoes
Y = (V,,Y,,...,Y,), a funcdo de verosimilhanca fixada uma

n

amostra y = (y17y27"'?yn)/ é

n
2
[ w; (yi - 331'0) :

Ly |0, ¢, 0) =

Box e Hill admitem em seguida distribuicoes a priori nao
informativas independentes para os parametros. Consideram
distribuigoes localmente uniformes para ¢ e 6, e para ¢ uma
densidade proporcional a %, como é usual para parametros de
dispersao, obtendo uma densidade a posteriori p(0, ¢, o| y)
proporcional a

(271')%0”1

1 2
(y, —x.0) |.
20_2 ; wz (yz a:z ) ]

Por integracao, obtém-se a densidade a posteriori marginal
para ¢:

p(¢|y)=c |X,WX|7% <le> exp [ Zwi (yz — :czé) ] ,
=1

=1

onde ¢ é uma constante, X é a matriz de n x p formada pelos
elementos z, (ou seja, pelos vectores-linha x,), W uma matriz
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diagonal de n x n cuja diagonal é constituida pelos pesos w,, e 0
a estimativa de minimos quadrados ponderados para 6,

= (X'WX) X'Wy.

Como é habitual em métodos bayesianos, ¢ serd estimado
pela moda da distribuigao, isto é por maximizacao da sua densi-
dade a posteriori. Dada uma estimativa para ¢, ficam conhecidos
os pesos a atribuir as observacoes y, na estimagao por minimos
quadrados. Draper e Smith (1998, p. 108-117), tém uma sec¢ao
sobre minimos quadrados ponderados, onde o leitor interessado
pode encontrar uma fundamentacao mais detalhada.

Implementacao

A circularidade do processo é resolvida por iteracdo: com
base nos valores observados y,, sao calculadas estimativas ini-
ciais dos pesos w,, que sao entao usados para determinar uma
estimativa inicial para ¢. A partir desta, obtém-se uma segunda
estimativa para os pesos, que sao empregues na obtencao de uma
segunda estimativa para o indice ¢, e assim sucessivamente.

O procedimento iterativo para estimar o indice ¢ é cons-
tituido pelos seguintes passos:

1. Na primeira iteracao, comeca-se por calcular valores iniciais
de w, com base nos valores da amostra, y,, em vez de ¥,
uma vez que ainda nao ha estimativas dos parametros do
modelo.

2. Selecciona-se um valor inicial razoavel para o indice ¢.
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3. Determina-se a estimativa de minimos quadrados pondera-
dos para os parametros,

0= (X'WX) X'Wy,
e com base nela a densidade a posteriori p(¢ | y).

4. Calcula-se 9§, e uma nova estimativa de w,, e volta-se
ao ponto (2) até encontrar um valor de ¢ que maximize

p(¢ | y).

5. Para esse valor ¢, determina-se ¢, com base no modelo, e
substitui-se em w,.

6. Volta-se a (2) e comega-se nova iteracgao.

7. Regra de paragem: termina quando as iteragoes convergi-
rem para um valor estabilizado de ¢.

Box e Hill (1974) dao um exemplo de aplicagdo em Quimica,
em que se partia de uma varidvel r, mas a fim de linearizar a
relagdo com outras varidveis importantes se fazia a transformagao
r~". Neste caso, porém, o uso da transformacao produzia uma
heterogeneidade de variancias bastante marcada, inexistente na
variavel original.

Em consequéncia, uma estimagao pelo método usual dos
minimos quadrados levava a estimativas negativas para os
parametros, incompativeis com o conhecimento existente sobre a
varidvel em estudo.

Nestas circunstancias, mostrou-se vantajoso usar uma meto-
dologia de minimos quadrados ponderados. As estimativas para
¢ convergiram ao fim de apenas trés iteracgoes, e as estimativas
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dos parametros do modelo calculadas com base no valor final de
¢ eram positivas.

Evitou-se assim que um modelo valido fosse rejeitado devido
a ineficiéncia do método de estimacao.

Note-se ainda que este método ¢é aplicavel quer a heteroge-
neidade de variancias exista originariamente nos dados quer seja,
como no referido exemplo, induzida por transformacoes efectua-
das posteriormente.



Apéndice C

O estimador de
Welch-Satterthwaite

Em 2.3.2 apresentdmos o estimador de Welch-Satterthwaite
de uma forma simples e facilmente generalizavel, usada em Pes-
tana e Velosa (2010) desde a 2* edi¢@o desse livro. Registamos
abaixo a demonstracao mais “pesada” da 1* edicao, que nos
parece poder vir a ser evntualmente 1itil para quem queira apro-
ximar somas de gamas independentes com escalas diferentes, por
exemplo para abordar, indo mais longe do que nés, o problema
de analise de spacings, ou studentizacdao em populagoes exponen-
ciais, nomeadamente no caso de duas amostras com populagoes
parente com diferentes escalas.

Sejam Y, —~ Xi independentes, k = 1,...,n, e defina-se
k
n
W = Z a,y,.
k=1

259
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S . Y, 2
O nosso objectivo é aproximar W por -+, onde Y, —~ x . Por
v v v
outras palavras, determinar o niimero de graus de liberdade v por

n

. ~ Y : Z

tal forma que a aproximagao W = }_ a,Y, ~ —* seja razodvel.
k=1
n

Faz decerto sentido exigir que as varidveis aleatérias y | a,Y,

k=1

Y, o .

e —* tenham os mesmo valor médio e a mesma variancia, e con-
Y,

sequentemente, como E (7”> = 1, comegamos por impor

=1.

E [iakn
k=1

Recorrendo ao teorema de Konig vem entao

2

(L)

2

(Een)] o[ Eon]-

E

1

=(Een)]

e notando que queremos que

o[(2)

- 1+

2

n

var [ > akYk}
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E

2
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=
/
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2o (o)

n
var [Z akYk}
k=1

vem
2

UV =

Atendendo agora a que os Y, — Xi sao independentes
k

k=

,_\
B
bl
Il
-
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obtemos a aproximacao de Satterthwaite para v substituindo os

valores médios pelas observagoes:

(Ben)

V= ——
2

> EY

v k

k=1 "k

S

Assim, em particular, observando que

2 2

s s 2

n, ny, a (n, —1) Sl (n, —1)8
2 2 - 1 2 2

o, g, o g,

n n

1 2
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com
2 2
g ag
_ 1 _ 2
a, = 2 2 € a, = 2 27
ag g
y (n1 1) 71"’_ —= n2(n2 1) : + 2
1 2 y 1y
e
(n, = 1) S, (n, = 1),
my TR X2 e Ty 2 X2
O_f ny—1 0_; ng—1’7

independentes, conclui-se que

2 2
Sl Sz
< 4+ = v
n, n, o v
2 2
9, 9, v
— 4+ =
y 2

com Y, —~ Xi, podendo o niimero de graus de liberdade v ser
estimado por

2 2 2
o S (n,—1) n o, S, (ny—1)
_ ny (ny—1) gf Ny (ny—1) U;
V= =
st L S5
ni(n;—1) n, (ny—1)
2 27 2
s,
y Ty
4 1
s’ s
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