NIX Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica

Analise de Dados
L ongitudinais

M. Salemé Cabral
L] M. Helena Gongalves




XIX Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica

Nazaré, 28 de Setembro a 1 de Outubro de 2011

Analise de Dados

Longitudinais

M. Salomé Cabral M. Helena Gongalves



Edicoes SPE



Ficha Técnica:

Titulo: Anélise de Dados Longitudinais

Autores: M. Salomé Cabral e M. Helena Gongalves
Editora: Sociedade Portuguesa de Estatistica
Capa: Instituto Nacional de Estatistica
Impressao: Instituto Nacional de Estatistica
Tiragem: 500 exemplares

ISBN: 978-972-8890-24-7

Depésito Legal: 332365/11






Prefacio

Os dados longitudinais surgem sempre que observagoes repetidas da
varidvel resposta sao obtidas ao longo do tempo para cada individuo,
num ou mais grupos em estudo. As investigagoes envolvendo este tipo
de dados sao referidas como estudos longitudinais e desempenham um
papel fundamental nas mais variadas areas de conhecimento na me-
dida em que é possivel caracterizar as alteracoes dentro do individuo
e relacionar essas alteragbes com um conjunto de factores que nao o

tempo.

Os estudos longitudinais constituem, assim, uma importante estra-
tégia na investigagdo, como é o caso da investigacao clinica em que
fornecem conhecimentos quer sobre o desenvolvimento e a persistén-
cia da doencga quer sobre os factores que podem alterar o curso do

desenvolvimento dessa doenca.

Existe uma grande variedade de desafios na anélise de dados longi-
tudinais. Por um lado, devido a sua natureza, as medicoes repetidas
provenientes de estudos longitudinais sao multivariadas e tém uma
estrutura complexa de autocorrelagao cuja modelagao desempenha
um papel fundamental na andlise deste tipo de dados. Por outro, a
natureza da varidvel resposta pode ser continua ou discreta. Além
disso, os estudos longitudinais permitem a introducao de covaridveis

que variam ao longo do tempo, o que torna mais complexa a sua



e
e

andlise. Finalmente, em estudos longitudinais a existéncia de da-
dos omissos é frequente; a modelagao correcta quando existem dados
omissos continua a ser um dos maiores desafios da andlise de dados

longitudinais.

A importancia deste tema é nao sé pratica mas também tedrica,
tendo-se assistido nos ltimos 20 anos a um grande desenvolvimento

das metodologias estatisticas para analisar dados longitudinais.

O objectivo deste texto é o de apresentar os diferentes métodos de
analise usados nos diversos tipos de dados numa linguagem mais des-
critiva do que orientada para a investigacao, de forma a constituir
nao sé6 um texto de apoio para o mini-curso bem como uma base de

trabalho para todos aqueles que queiram utilizar estas metodologias.

Os diferentes métodos de andlise descritos requerem o uso de pro-
gramas estatisticos apropriados. Neste livro é usado o programa R
que permite nao sé a utilizacao dos diferentes modelos apresentados

assim como o acesso aos dados dos exemplos analisados.

Ao longo do livro sao feitas diversas referéncias com o objectivo de

fornecer ao leitor uma base bibliogréafica de trabalho nesta area.

Nao queremos terminar sem agradecer ao Presidente da SPE, Pro-
fessor Doutor Carlos Braumann e a Comissao Organizadora de XIX
Congresso Anual da SPE o convite que nos fizeram para realizar o
mini-curso em Analise de Dados Longitudinais assim como a possibi-
lidade de publicar este livro. Por 1ltimo, a primeira autora agradece
ao Francisco Saldanha da Gama pelo encorajamento e pelos “IATEX
technical advices” que muito contribuiram para a realizagao deste
trabalho.

Lisboa, Maio de 2011

M. Salomé Cabral e M. Helena Gongalves
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Capitulo 1

Conceitos Basicos e

Exemplos

1.1 Introducao

Quando numa experiéncia os individuos sao medidos repetidas vezes
ao longo do tempo em relagdo a uma mesma caracteristica, num ou
mais grupos de tratamento, sendo o préprio tempo um factor de
interesse diz-se que se tém dados longitudinais ! (Molenberghs &
Verbeke, 2005).

Os dados longitudinais podem ser obtidos de uma forma prospectiva
ou retrospectiva; na primeira situagao os individuos sao seguidos ao
longo do tempo, na segunda situacao multiplas medigoes em cada

individuo sdo extraidas do seu historial (Diggle et al., 2002).

Estudos Longitudinais versus Estudos Transversais

Com a existéncia de medigoes repetidas ao longo do tempo sobre
o mesmo individuo os estudos longitudinais permitem, ao contrario
dos estudos transversais, separar o que no contexto de um estudo
populacional se chama o efeito da coorte do efeito da idade (Diggle
et al., 2002). Por exemplo, sabe-se que a percentagem de gordura no

corpo das raparigas aumenta apds a menarca. Se os investigadores

10s sociblogos e os economistas designam os estudos longitudinais por estudos

painel.
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estao interessados em determinar esse aumento da percentagem de
gordura apds a menarca e fazem um estudo transversal, eles podem
medir essa percentagem em dois grupos: um grupo com 10 anos de
idade (uma coorte pré-menarca) e um grupo com 15 anos de idade
(uma coorte pés-menarca). Neste estudo transversal a comparagao
da percentagem de gordura entre os dois grupos de raparigas pode
ser feita usando um teste t-Student (ndo emparelhado). Esta compa-
ragdao nao fornece uma estimativa correcta da alteracdo da gordura
que ocorre no corpo das raparigas desde os 10 aos 15 anos. O efeito
do crescimento ou da idade, que é um efeito inerente ao préprio in-
dividuo, nao pode ser estimado num estudo transversal, pois com
este estudo ndo sdo feitas medigoes de como os individuos mudam
ao longo do tempo. Num estudo transversal o efeito da idade estd
confundido com o efeito da coorte. Dito de outra maneira, existem
muitas caracteristicas que diferenciam as raparigas destes dois grupos
que podem distorcer a relagao entre idade e gordura. Por outro lado,
um estudo longitudinal que mede uma tnica coorte de raparigas aos
10 anos e aos 15 anos fornece uma estimativa correcta da alteragao
da percentagem de gordura com a idade. Neste estudo longitudinal
a comparacao é feita com um teste t-Student emparelhado usando
a diferenca entre a percentagem de gordura de cada rapariga como
variavel resposta. Esta comparacao dentro de cada individuo fornece
uma estimativa correcta da alteracao da percentagem de gordura dos
10 para os 15 anos. Além disso, cada rapariga funciona como o seu
préprio controlo, sendo as alteragoes na percentagem de gordura du-
rante a duragao do estudo estimadas independentemente de qualquer

variagao de gordura entre individuos.

Dados Agrupados e Correlacionados

Um dos aspectos que caracteriza os dados longitudinais é o deles se-



Objectivos e Caracteristicas 3

rem agrupados. Nos dados longitudinais os grupos sao constituidos
pelas medigoes repetidas sobre o mesmo individuo em diferentes oca-
sides. Por outro lado, nos estudos longitudinais existe uma ordem
implicita nos tempos das observagoes repetidas em cada individuo
que leva a uma correlagao “serial” entre as observacoes. As medigoes
repetidas de cada vector resposta tendem a estar correlacionadas e,
como tal, a estrutura de autocorrelagao desempenha um papel im-
portante na estimagao dos parametros do modelo ajustado aos dados
(Diggle et al., 2002).

1.2 Objectivos e Caracteristicas

O objectivo principal de um estudo longitudinal é o de caracterizar as
alteragoes da varidvel resposta com o tempo. Ainda que as medigoes
das alteracoes dentro do individuo sejam um objectivo fundamental
de um estudo longitudinal é igualmente objecto de interesse determi-
nar se essas alteragoes se relacionam com um conjunto de covariaveis,
isto é, com o conjunto de factores previamente escolhidos, que nao o

tempo.

Vao-se seguidamente indicar algumas das caracteristicas dos estudos
longitudinais. A primeira, ja referida anteriormente, é o facto, de
para cada individuo, se ter um vector resposta constituido pelas me-
digoes repetidas que estao provavelmente correlacionadas e, como tal,
a estrutura de autocorrelagao desempenha um papel importante na
estimacao dos parametros do modelo a ajustar aos dados. A segunda
é o de existir uma elevada variabilidade entre os diferentes individuos.
A terceira é a dos individuos terem diferente nimero de observagoes
e de estas terem sido feitas em ocasioes distintas. Este tipo de situa-
¢ao é a regra e ndo a excepcao. A quarta é o de, em alguns estudos

longitudinais, poder acontecer que nao s6 a variavel resposta se al-
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tera ao longo do tempo mas também o valor das covariaveis. Por
exemplo, no estudo da relagao entre o nivel do plasma e o estado de
saude, quer o nivel do plasma (a covaridvel) quer o estado de saude
(a varidvel resposta) alteram-se ao longo do tempo. O objectivo é
estimar a relacao dinamica entre estas duas varidaveis com o tempo.
Note-se que é uma relagao que ocorre dentro dos individuos, e que

pode variar de individuo para individuo.

Todas estas caracteristicas fazem com que a andlise estatistica deste
tipo de dados seja complexa e em muitos casos seja ainda uma area

de investigagao.

Uma das vantagens destes estudos é o facto da existéncia de todos os
dados disponiveis para cada individuo, isto é, das medicoes repetidas
sobre o mesmo individuo, poder ser usada na andlise o que leva a: (i)
captar as alteragoes dentro de cada individuo; (ii) aumentar a potén-
cia estatistica, separando os erros nas medigoes dos erros aleatorios;

(iii) reduzir o enviesamento.

1.3 Exemplos

Nesta seccao sao considerados trés exemplos de estudos longitudinais
retirados das areas da biologia e da medicina. A sua apresentacao
tem como objectivo ilustrar as circunstancias em que estes estudos
sao apropriados e servirao igualmente para mostrar como as diferen-
tes metodologias de analise sao utilizadas. Esta tultima parte sera
0 objecto do Capitulo 6 onde a andlise detalhada dos mesmos sera
apresentada. Todos estes exemplos encontram-se disponiveis em bi-
bliotecas do R (R Development Core Team, 2011), indicando-se entre
paréntesis o nome pelo qual sao designados nas respectivas bibliote-

cas.



Exemplos 5

Exemplo 1.1 (BodyWeight) - Os dados deste exemplo fazem parte
da biblioteca nlme (Pinheiro et al., 2011) do R e encontram-se descri-
tos em Crowder & Hand (1990) e em Hand & Crowder (1996). Estes
dados dizem respeito ao peso de ratos medidos ao longo de 64 dias.
O peso dos ratos (em gramas) foi medido de sete em sete dias a partir
do dia 1 até ao dia 64, com uma medi¢do extra no dia 44. A experi-
éncia comegou véarias semanas antes do “dia 1” (inicio do perfodo de
pesagem). Existem 3 grupos de ratos cada grupo correspondendo a
uma dieta. O objectivo desta experiéncia é o de se saber se as taxas
de crescimento do peso dos ratos em cada uma das 3 dietas diferem

ao longo do tempo.

0 20 40 60
| | L | | L | |
Dieta1 Dieta2 Dieta3

600 —

500 —

Peso (9)

400 —

300 L

Tempo (dias)

Figura 1.1 Grdfico dos perfis individuais, por dieta, do Exemplo 1.1.

Exemplo 1.2 (locust)- Os dados deste exemplo referem-se ao re-

sultado da andlise do efeito da fome no comportamento locomotor
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de 24 gafanhotos (Locusta migratoria) observado em 161 instantes
de tempo. Os individuos foram divididos em dois grupos de trata-
mento (“alimentado” e “ndo alimentado”) e, dentro de cada grupo, os
individuos sdo alternadamente “macho” e “fémea”. Nesta andlise as
categorias da varidvel resposta foram “move-se” e “nao se move”. Du-
rante o periodo de observagao, o comportamento de cada individuo
foi registado a cada trinta segundos. O objectivo desta experiéncia
é o de se saber se a probabilidade de se mover é a mesma nos dois
grupos. Este exemplo foi, primeiramente, descrito e analisado por
MacDonald & Raubenheimer (1995) e posteriormente por Azzalini &
Chiogna (1997) e por Gongalves & Azzalini (2008) encontrando-se na
biblioteca bild (Gongalves et al., 2010) do R.

1.0

—— Nao alimentado
- - - Alimentado

0.6 0.8

Movimento

0.4

0.2

0.0
|

Tempo

Figura 1.2 Grdfico dos perfis médios, por grupo de tratamento, do

Ezxemplo 1.2.
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Exemplo 1.3 (seizure) - Este exemplo encontra-se na biblioteca
geepack (Hgjsgaard et al., 2011) do R e refere-se a um ensaio clinico
com 59 doentes epilépticos analisado por Thall & Vail (1990), Breslow
& Clayton (1993), Diggle et al. (2002), Fitzmaurice et al. (1994)
e Gongalves (2002). Para cada doente foi registado o niimero de
episédios de epilepsia durante um perfodo de 8 semanas (baseline
period). Foram depois atribuidos aleatoriamente a um de dois grupos
de tratamento: o grupo 1 ao qual foi administrado o farmaco anti-
epiléptico prograbide e o grupo 2 ao qual foi administrado um placebo
juntamente com a terapia usual. O ntmero de episédios de epilepsia
foi registado em 4 intervalos consecutivos de duas semanas (follow-up
period). O objectivo do ensaio clinico é o de se saber se o prograbide

reduz a taxa de episédios de epilepsia.

46 BN Tratamento

K ‘\ ---- Placebo
44 /! N - ——  Prograbide
4.2
4.0

3.8

3.6

Taxa média de episédios por semana

3.4

Visita

Figura 1.3 Grdfico da tara média de episddios (por semana) por

tratamento para o Exemplo 1.5.
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1.4 Perspectiva Historica

Nesta seccao é feito um breve resumo historico sobre as diferentes
metodologias utilizadas na analise de dados longitudinais continuos
(Gaussianos) e discretos (ndo-Gaussianos) com o objectivo de dar a

conhecer o estado da arte.

1.4.1 Dados Longitudinais Gaussianos

Os métodos estatisticos desenvolvidos para a andlise de dados longi-
tudinais com respostas continuas e que podem ser consideradas como
seguindo uma distribuicao aproximadamente Gaussiana tiveram, tal
como os métodos classicos de regressao linear e o método dos minimos

quadrados, a sua origem na astronomia.

Um dos primeiros métodos propostos para estudar dados longitu-
dinais foi baseado na utilizagao do modelo de andlise de variancia
(ANOVA) que considera um tnico efeito aleatério: o individuo. Este
modelo, designado por modelo misto de anélise de variancia foi apre-
sentado por Fisher (1918, 1925). E no entanto de referir que quem
langou os fundamentos do modelo linear misto foi o astrénomo bri-
tanico George Biddel Airy (Airy, 1981) no seu trabalho sobre um
modelo para erros em observagoes em astronomia. O trabalho apre-
sentado por Fisher é um estudo mais sistematico da sua utilizagao na
ANOVA para a modelacao da correlagio intraclasses (Fitzmaurice
et al., 2008).

O modelo misto de andlise de varidncia tem uma longa histéria na
andlise de dados longitudinais e é referido muitas vezes como a “ANOVA
univariada” de medigoes repetidas. Neste modelo assume-se que a
correlagao existente entre medigoes repetidas surge porque cada indi-

viduo tem subjacente (ou latente) um nivel de resposta que persiste
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ao longo do tempo em todas as medigoes feitas sobre ele. O efeito

individual especifico é considerado como uma varidvel aleatoria.

No modelo de andlise de medicoes repetidas via ANOVA, a variabi-
lidade de cada individuo em torno valor médio da populagao é ex-
plicada através do efeito aleatorio. Tem-se entao neste modelo duas
fontes de variacdo: a variacao entre-individuos, e a variagao intra-
individuos o que implica o pressuposto de simetria composta para a
estrutura da matriz de varidncia-covariancia das medigoes repetidas
no mesmo individuo. Este pressuposto é muitas vezes inadequado em
estudos longitudinais na medida em que se espera que a correlagao va
diminuindo com o aumento da distancia entre os instantes de tempo.
Por outro lado este modelo foi concebido para desenhos em que o
conjunto de ocasidoes em que os individuos sao medidos é o mesmo
para todos os individuos, as covaridveis sao discretas e todos os in-
dividuos tém o mesmo numero de medigoes. Assim este modelo nao
pode ser aplicado a dados longitudinais com espacamentos irregula-
res e consequentemente em situacgoes em que os individuos nao tém
o mesmo nimero de observagoes (dados incompletos) ou que incluem
covaridveis quantitativas. Citando Fitzmaurice (Fitzmaurice et al.,
2008)

“historicamente a anélise de medigoes repetidas via ANOVA foi pro-
vavelmente um dos poucos métodos que podia ser aplicado de forma
realistica ao estudo de dados longitudinais quando os métodos com-

putacionais se encontravam na infancia”.

Um outro método para a andlise de dados longitudinais com uma
longa histéria mas que ja necessita de meios computacionais mais
sofisticados consiste na utilizacao da andlise de varidncia multivariada
(MANOVA).

A MANOVA foi desenvolvida para analisar dados em que a cada in-

dividuo esta associado um vector resposta contendo resultados para
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mais do que uma varidvel (pressao sanguinea, nivel de glucose no san-
gue e niveis LDL de colesterol) e ndo implica restrigdes na matriz de
variancia-covariancia. No caso dos dados longitudinais estd associ-
ado a cada individuo um vector contendo os resultados de uma tnica
variavel resposta medida ao longo do tempo; a situagao no entanto é
idéntica pelo que a MANOVA passou a ser utilizada na anélise destes
dados tendo-se tornado numa metodologia apelativa para a analise
de dados longitudinais pois nao necessita que seja assumida uma es-

trutura especifica para a covariancia entre as medigoes repetidas.

No entanto, a andlise de medicoes repetidas via MANOVA tem um
conjunto de caracteristicas que restringe o seu uso na analise de dados
longitudinais. Em particular a sua formulagao obriga as covaridveis
intra-individuo a serem iguais para todos os individuos. Este facto
tem pelo menos duas implicagoes praticas. A primeira é a de inviabi-
lizar a sua utilizagao quando o desenho nao é equilibrado ao longo do
tempo (vectores das medidas repetidas de diferentes comprimentos
e/ou obtidos em diferentes sequéncias de tempo) (Fitzmaurice et al.,

2008). A segunda é a de nao permitir dados omissos.

Outra abordagem utilizada na andlise de dados longitudinais baseia-
se em métodos que resumem a sequéncia de medidas repetidas para o
mesmo individuo num unico valor sumario. A esta abordagem dé-se o
nome de andlise de medidas sumadrio e a maior motivacao subjacente
é o facto de uma sequéncia de medigoes repetidas poder ser reduzida
a um unico numero sumario e como tal poder-se aplicar os métodos

usuais de analise para respostas univariadas.

Por exemplo, a “drea sob a curva” (ou AUC - area under the curve) é
uma das medidas sumario muito utilizadas com especial destaque em
estudos de farmacologia. Uma outra medida sumério vulgarmente
utilizada € o declive ou a taxa constante de alteragao da resposta ao

longo do tempo. A relagdo entre as medidas sumério resultantes e as
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covaridveis é feita usando-se métodos standard de andlise univariada

(paramétricos ou nao-paramétricos).

A andlise de medidas sumario embora apelativa pela simplicidade,
apresenta varios problemas. Um desses problemas é o facto de fo-
car a analise num unico aspecto das medigoes repetidas ao longo do
tempo. Ora resumir védrias medidas ao longo do tempo num tnico
valor implica necessariamente perda de informagao, além de que in-
dividuos com perfis de resposta manifestamente distintos podem pro-
duzir igual valor sumério. Outro problema prende-se com o facto de
o método nao poder aplicar-se quando as covaridveis variam ao longo
do tempo. Por outro lado algumas das medidas sumario propostas
nao estao bem definidas quando existem dados omissos ou espaga-
mento irregular entre medicoes. Mesmo quando estao bem definidas
estes métodos perdem eficiéncia e a andlise torna-se mais complicada
ja que as medidas sumadrias resultantes deixam de ter a mesma va-
riancia, violando o pressuposto da homocedasticidade, fundamental
em muitos dos métodos de andlise univariada utilizados na andalise de

medidas sumario.

Embora possam constituir uma base razodvel para a analise de da-
dos longitudinais em casos em que o desenho experimental é simples,
os métodos baseados na andlise de variancia, concebidos para pla-
neamentos equilibrados, exibem constrangimentos que limitam o seu

espectro de aplicabilidade (Zuur et al., 2009).

No inicio dos anos 80, Laird e Ware (Laird & Ware, 1982), a partir de
uma classe geral de modelos mistos introduzida por Harville (1977),
propuseram uma classe flexivel de modelos para dados longitudinais,
2

os modelos lineares mistos °. Estes modelos permitem lidar com os

problemas da existéncia de dados nao equilibrados e incompletos,

2Também conhecidos por modelos lineares com efeitos mistos (linear mized-
effects models).
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medigoes realizadas em diferentes alturas, covaridveis que variam ao
longo do tempo e fornecem, ao mesmo tempo, um modelo para a co-
variancia flexivel e, no entanto, parcimonioso. Estes modelos incluem,
como casos particulares, a andlise univariada de medicoes repetidas
via ANOVA e as curvas de crescimento apresentando duas vantagens
importantes: a primeira é a da existéncia de poucas restri¢coes sobre
as matrizes de desenho quer dos efeitos fixos quer dos efeitos aleaté-
rios; a segunda é a dos parametros do modelo poderem ser estimados

através do método da maxima verosimilhanca.

Apesar do que atrés foi dito, muitas das anteriores abordagens mais
elementares e simplistas mantiveram-se em uso, tornando-se parte
dos procedimentos de rotina (Fitzmaurice et al., 2008; Zuur et al.,
2009).

1.4.2 Dados Longitudinais nao-Gaussianos

Em contraste com os métodos para a anélise de dados longitudinais
com varidvel resposta continua, os métodos para analisar dados lon-
gitudinais com variavel resposta discreta tém-se desenvolvido apenas
nos ultimos trinta anos, em parte devido aos avancos na area de
métodos computacionais e a existéncia de computadores com uma

velocidade de calculo cada vez maior.

Neste tipo de dados a metodologia de analise mais comum baseia-se
nas equagoes de estimacao generalizadas (GEE - generalized estimated
equations) proposto por Liang & Zeger (1986). Este método, que se
designa por método GEE, tornou-se bastante popular uma vez que
combina, de forma simples e flexivel, a modelagao do valor médio
da varidavel resposta em funcao das covariaveis com a acomodagao
da dependéncia entre as observagoes sobre o mesmo individuo sem
necessitar de especificar a distribuicao conjunta do vector associado

a esse individuo.
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A par do método GEE foram igualmente realizados importantes tra-
balhos tendo em consideragao a verosimilhanca de dados longitudinais
discretos, com especial relevo para os dados cuja varidvel resposta é
bindria, Fitzmaurice & Laird (1993), Fitzmaurice et al. (1993) e Fitz-
maurice et al. (1994). As suas teorias assentam numa “parametriza-
¢ao mista” da familia exponencial, a qual expressa a probabilidade
de sucesso em sucessivos instantes de tempo através de um modelo

logistico que incorpora o efeito da covariavel.

Uma alternativa a abordagem anterior é dada por Azzalini (1994a,b),
novamente para o caso de dados binarios. Nesta metodologia, em
cada instante de tempo, a probabilidade de sucesso é dada nova-
mente por um modelo de regressao logistico, mas a estrutura de de-
pendéncia é tratada de uma forma bastante diferente, onde apenas
um parametro regula a dependéncia serial entre observagoes sucessi-
vas. Relacionado com o trabalho de Azzalini tem-se o trabalho de
Heagerty (2002) e de Gongalves & Azzalini (2008).

Ainda com base na verosimilhanca foram desenvolvidos modelos que
consideram efeitos aleatérios no preditor linear, os chamados mode-
los lineares generalizados mistos (Breslow & Clayton, 1993; Wolfin-
ger & O’Connell, 1993). Os modelos lineares generalizados mistos
(GLMM’s - generalized linear mized models) sdo um prolongamento
dos modelos lineares generalizados, que tém em conta as componentes
adicionais da variabilidade devido a efeitos nao observaveis, permi-
tindo a acomodagao de respostas de uma distribuicao nao Gaussiana
e a especificacdo de uma ligacdo possivelmente nao linear entre a
resposta e os preditores. Por outro lado a incorporagao de efeitos
aleatérios permite a modelagao da sobredispersao e da correlagao.
Os GLMM’s sao bastante tteis na modelacao de dados longitudinais,
mas a estimacao dos parametros é complexa, no sentido em que a

verosimilhanga poderad envolver integrais de elevada dimensao, cuja
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solugao analitica nao é possivel.

Vérios métodos tém sido propostos no sentido de ultrapassar esse pro-
blema tais como o método de quase-verosimilhanca marginal (MQL
- marginal quasi-likelihood) apresentado por Goldenstein (1991) e o
método de quase-verosimilhanga penalizada (PQL - penalized quasi-
likelihood), proposto por Breslow & Clayton (1993). Alguns melho-
ramentos ao método PQL foram apresentados por Breslow & Lin
(1995) e Goldenstein & Rasbash (1996). O método adaptativo da
quadratura de Gauss-Hermite (Pinheiro & Bates, 1995, 2000) ¢ a so-
lugao indicada quando os efeitos aleatérios seguem uma distribuicao
Gaussiana e o nimero de efeitos aleatorios é reduzido. Os métodos
de Monte Carlo tém igualmente sido propostos como uma abordagem

alternativa a integragdo numérica.

No contexto em que os dados sdo contagens, Zeger et al. (1988) propos
um modelo de regressao para séries temporais de contagens analogo
ao usado por Liang & Zeger (1986). Mais recentemente, Jowaheer
& Sutradhar (2002) usaram as equagoOes de estimacdo generalizadas
para modelar dados de contagens ao longo do tempo com sobredisper-
sao e Gongalves et al. (2007) apresentaram uma abordagem baseada
na maxima verosimilhanca em que a dependéncia é do tipo de Mar-

koviano.

1.5 Terminologia e Notacao

Antes de prosseguir vao-se estabelecer alguns termos bésicos e a nota-
¢ao a ser usada. As unidades estudadas, cada uma medida em véarias
ocasides, serao designadas por individuos. As medigoes sdo feitas em

vérias ocasides ou tempos no mesmo individuo.

Designa-se por y;; (t = 1,...,T;) o valor da resposta na ocasiao ¢t para

o individuo i (i = 1,...,n), realizagdo da varidvel aleatéria (v.a.) Y;
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a que se d4 o nome de varidvel resposta e por Y; = (Y, ..., Yir,) "
o vector das varidveis resposta para o individuo i. A sequéncia das
medicdes efectuadas nesse individuo y,; = (yi1, ..., ¥ir;) | dé-se o nome

de perfil do individuo.

Associado a cada v.a. Yj;, no ponto (i,t) do desenho, estd o vector

p x 1 das covaridveis x;; = (zi1, ..., xitp)—r, sendo

a matriz de ordem T; X p, também dita matriz T; X p, associada a Y;
e o vector p x 1 dos parametros desconhecidos, 3 = (81, B2, ..., Bp) | -
Note-se que x;; pode incluir covariaveis cujos valores nao se alteram
ao longo do tempo e covaridveis cujos valores se alteram ao longo
do tempo. O valor esperado e a variancia de Y; sao representados,

respectivamente, por:

E(Y;) = e var(Y;) = v;.

Para cada componente de Y;, Yi, tem-se E(Yy) = pie e var(Yy) =
vie. O conjunto de todas as variaveis resposta é dado por um vector
N x 1,

Y/
YT
Y=|?
Y,
onde N = ZE
i=1

Um ultimo aspecto a considerar é a natureza da varidvel resposta.

No caso em que a variavel resposta é continua, como é o caso do peso
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ou da pressao sanguinea, tém-se os dados longitudinais continuos e
os modelos paramétricos utilizados na andlise destes dados estao, em
geral, baseados no pressuposto da distribuicao Gaussiana, pelo que
também se designam por dados longitudinais Gaussianos. Quando
a varidvel resposta é discreta, por exemplo auséncia ou presenca de
determinado sintoma ou, nimero de vezes que esse sintoma ocorre,
tém-se os dados longitudinais discretos. O pressuposto da distribui-
¢do Gaussiana ja nao é considerado nos modelos paramétricos utili-
zados na andlise dos dados longitudinais discretos pelo que também
se designam por dados longitudinais ndo-Gaussianos (Molenberghs &
Verbeke, 2005).

1.6 Modelos para a Analise de Dados

Longitudinais

Diggle et al. (2002) consideram trés tipos de modelos para a andlise
de dados longitudinais: o modelo marginal, o modelo com efeitos ale-

atérios e o modelo de transicio 3.

Modelo Marginal

O modelo marginal tem como objectivo fazer inferéncia sobre o va-
lor médio populacional. Tem-se assim que, os modelos marginais
concentram-se no valor médio marginal e na sua dependéncia com as
covaridveis, nao necessitando de assumir pressupostos para a distri-
buicao da variavel resposta, apenas de um modelo de regressao. Num
modelo marginal o valor esperado marginal, E(Y};), é modelado como
fungao das covaridveis. O termo valor esperado marginal é usado para

realcar o facto, de que nao se esta a condicionar a outras varidveis res-

3Neste livro s6 sido abordados os dois primeiros modelos.
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posta ou a efeitos aleatdrios nao observaveis (Heagerty, 1999). Como
as medigoes repetidas, em cada individuo, nao tém tendéncia a ser
independentes, a andlise marginal tem que incluir pressupostos em
relacdo a correlacdo. O modelo marginal tem a vantagem de o valor
esperado da varidvel resposta e a covariancia serem modelados sepa-
radamente (Diggle et al., 2002). Os modelos marginais nao requerem
hipéteses sobre a distribuicao subjacente as observagoes, apenas de
um modelo de regressao para o valor médio da variavel resposta. Isto
é, o modelo marginal fornece um método unificado para analisar di-
versos tipos de varidveis resposta em dados longitudinais, que nao
necessita de fazer suposigoes acerca da distribuicao do vector das res-
postas; este método assenta somente nas hipéteses acerca do valor
médio da resposta. Este modelo corresponde ao modelo Population-
average (PA) definido por Zeger et al. (1988).

Modelo com Efeitos Aleatérios

Os modelos com efeitos aleatorios sao mais tteis quando o objectivo
é descrever as alteragbes da resposta média de cada individuo e a
relacdo destas alteracbes com as covaridveis. Assim sendo, estes mo-
delos tém como finalidade realizar inferéncias sobre o individuo e nao
sobre a populagao. Estes modelos permitem a acomodacao de respos-
tas quer sigam uma distribuicao Gaussiana ou nao. Para além disso,
podem modelar a sobredispersao e a correlagao através da incorpo-
ragao de efeitos aleatérios. Neste modelo, além das covaridveis x;;
existe um vector b; de efeitos aleatdrios que acomoda a variabilidade
do individuo 7 em relagao ao valor médio da populagao. Condicional
a b;, os Y1, sdo independentes. Zeger et al. (1988) designam este

modelo por Subject-specific (SS).
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Modelo Condicionado e Modelo de Transicao

Nestes modelos o valor esperado e a dependéncia temporal sao simul-
taneamente modelados, condicionando uma resposta a outras respos-
tas ou a um subconjunto particular de outras respostas. Um caso
particular do modelo condicionado é o chamado modelo de transi¢ao
ou modelo de Markov. Neste modelo a correlagao entre Y1, ..., Yz,
existe porque os valores passados de Yj1, ..., Yir,—1 influenciam o valor
observado de Y;7,. As varidveis resposta anteriores a Y;r, s@o tratadas
como covaridveis adicionais (Diggle et al., 2002). Exemplos especifi-
cos de modelos de transi¢ao para dados binarios e para contagens sao
apresentados por Korn & Whittemore (1979), Ware et al. (1988) e
por Zeger & Qaqish (1988). Os modelos de transigdo ou modelos mo-
delos de Markov discretos sao tteis para modelar o valor esperado da
resposta condicionada quer as covaridveis, quer as observagoes passa-

das.

Modelo Marginal versus Modelo com Efeitos Aleatdrios

Na andlise de dados longitudinais Gaussianos a utilizacdo de mode-
los com ou sem efeitos aleatdérios nao implica qualquer alteracao na
interpretacao dos coeficientes de regressao do modelo. Como se vera
no Capitulo 2 o modelo com efeitos aleatérios implica um modelo
marginal no caso em que se tem um modelo linear misto. J& quando
se tém dados longitudinais nao-Gaussianos a relagao entre os para-
metros fixos do modelo marginal e do modelo com efeitos aleatorios,
em geral, ndo existe. Este facto levou: (i) & necessidade de distinguir
os modelos de acordo com a interpretacao dos seus coeficientes de
regressao e consequentemente ao uso de termos como “modelo margi-
nal” e “modelo com efeitos aleatérios” (modelo misto ou modelo com
efeitos mistos) (ii) a que a escolha entre o modelo marginal e o modelo

com efeitos aleatérios para dados longitudinais nao-Gaussianos deva
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ser feita consoante as questoes a que o estudo pretende dar resposta.
Neste sentido, qualquer que seja o estudo longitudinal, a diferentes
questoes cientificas correspondem diferentes modelos. Por exemplo,
considere-se um estudo longitudinal, em que um médico pretende es-
tudar o beneficio de um novo tratamento para um dos seus doentes.
Neste caso o interesse estd em se saber o comportamento de cada um
dos doentes relativamente ao tratamento. Assim, a escolha do modelo
com efeitos aleatérios torna-se evidente. Por outro lado, considere-se
um estudo longitudinal em que investigadores na drea da saide pu-
blica pretendem estudar uma potencial redugao na mortalidade na
populacgao, sendo esta constituida por doentes que receberam o novo
tratamento e os que nao receberam. Neste exemplo, a escolha recai,
no modelo marginal, dado que o objectivo é realizar inferéncias sobre

a populacgao.

1.7 Dados Omissos em Estudos Longitu-
dinais

Tal como foi referido na Secgdo 1.2 uma das caracteristicas dos dados
longitudinais é a dos individuos terem diferente niimero de observa-
¢oes e de estas terem sido feitas em ocasioes distintas. Esta caracte-
ristica leva a existéncia de valores omissos e, como tal, os métodos de
analise devem ser capazes de trabalhar com dados nao equilibrados

sem necessitar de retirar da andlise os individuos com dados omissos.

Por outro lado, quando existem dados omissos ha perda de informa-
¢ao e reducao na precisao com a qual as alteragoes na resposta média
ao longo do tempo podem ser estimadas. Esta reducao na precisao
estd directamente relacionada com a quantidade de valores omissos
presentes nos dados e pode igualmente influenciar, até certo ponto, a

forma como a andlise lida com os dados omissos. Por ltimo, quando
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h& dados omissos a validade de qualquer método de anélise requer cer-
tas hipdteses sobre as razoes das omissoes, geralmente referidas como
mecanismo de omissao de dados (missing data mechanism). Como
consequéncia, quando hd dados omissos deve-se ter em consideragao

as razoes que levaram a omissao.

Entende-se por mecanismo de omissao de dados um modelo que des-
creve a probabilidade com que a resposta é ou nao observada em
determinada ocasiao. Esse modelo de acordo com Rubin (1976) e
Little & Rubin (1987, Cap. 6) ¢é classificado em: (i) omissao com-
pletamente aleatéria (MCAR, - missing completely at random), (ii)
omissao aleatéria (MAR - missing at random) e (iii) omissao nao ale-
atoria (NMAR - not missing at random). Neste livro vao-se referir

somente os dois primeiros modelos.

Diz-se que se tem MCAR quando a probabilidade da resposta estar
omissa nao esta relacionada com o valor especifico da mesma ou com
o conjunto de respostas observadas. Por exemplo, durante uma ex-
periéncia laboratorial envolvendo ratos decidiu-se aleatoriamente, no
inicio da experiéncia, que devido a problemas orcamentais se omitia
a observagao referente ao instante de tempo 5 nos ratos com nimero
par e a observacao referente ao instante de tempo 7 nos ratos com
numero fmpar. O mecanismo de omissao verificado nada tem a ver

com os valores observados pelo que é MCAR.

O aspecto principal de MCAR é o dos dados observados poderem
ser considerados uma amostra aleatéria dos dados completos. Como
resultado, os momentos (por exemplo, valor médio, variincia e co-
varidncia) e as distribuigdes para os dados observados nao diferem
dos correspondentes momentos e nem das distribui¢es para os dados

completos.

Um mecanismo MCAR tem importantes consequéncias na andlise

de dados longitudinais. Em geral, todos os métodos para analise
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de dados longitudinais que conduzem a inferéncias validas quando
nao existem dados omissos continuam a produzir inferéncias vélidas
quando sao aplicados a dados onde ha valores omissos de acordo com
um mecanismo MCAR. Em particular, todos os métodos que serao
apresentados nos diferentes capitulos sao validos quando o mecanismo

de omissao pode ser considerado MCAR.

Diz-se que se tem MAR quando a probabilidade das respostas serem
omissas depender do conjunto de respostas observadas, mas nao se
encontra relacionado com o valor omisso que deveria ser obtido. Por
exemplo, num ensaio clinico sobre perda de peso, as pessoas que ga-
nham peso tém tendéncia a abandonar o ensaio. As pessoas que estao
no ensaio e que ao irem ao centro de satide descobrem, ao pesarem-se,
que ganharam peso decidem abandonar o ensaio. Este abandono esté
relacionado com os dados observados (isto é com o valor observado

da resposta) e como tal o mecanismo de omissao é MAR.

Quando o mecanismo de omissdo é MAR certos métodos de ana-
lise de dados longitudinais deixam de produzir estimativas véalidas se
a distribuicao conjunta da resposta Y; nao for correctamente espe-
cificada, ou correctamente modelado o mecanismo de omissao. Por
exemplo, a andlise baseada no método GEE (standard tal como é des-
crito no Capitulo 4), que precisa de um modelo para o valor médio
da varidvel resposta em funcao das covariaveis sem necessitar de es-
pecificar a distribuicao conjunta do vector associado a esse individuo
estd, neste caso, comprometida. Ja os métodos baseados na méxima
verosimilhancga, que especificam correctamente a distribuicao de Y,
conduzem a estimadores e inferéncias validas quando o mecanismo
de omissao é MAR.
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1.8 Organizacao do Livro

O livro encontra-se dividido em seis capitulos.

Os Capitulos 2 e 3 sao dedicados a andlise de dados longitudinais
continuos. No Capitulo 2 é apresentado o modelo linear misto bésico
e no Capitulo 3 é feita a extensao deste modelo através da modelagao
da heterocedasticidade e da correlagao. O modelo linear geral para

dados longitudinais finaliza este capitulo.

No Capitulo 4 ¢é feita a extensao do modelo linear generalizado aos
dados longitudinais quer sejam continuos quer sejam discretos e é
apresentado o método baseado nas equagoes de estimagao generali-
zadas proposto por Liang & Zeger (1986) para a andlise de modelos
marginais. A andlise de dados longitudinais nao-Gaussianos usando
a maxima verosimilhanca é igualmente abordada no contexto do mo-

delo marginal.

No Capitulo 5 aborda-se o modelo linear generalizado misto, proposto
por Breslow & Clayton (1993). A introdugao de efeitos aleatérios
levanta dificuldades ao nivel do calculo da fungao verosimilhanga pelo
que neste capitulo sao apresentadas algumas das metodologias de
calculo numérico utilizadas. Por ltimo, é feita uma discussao entre

o modelo marginal e o modelo com efeitos aleatorios.

No Capitulo 6 é apresentada a andlise dos exemplos indicados na
Secgao 1.3 a fim de ilustrar as diferentes metodologias descritas. O
programa estatistico utilizado foi o R e diferentes bibliotecas foram
seleccionadas. A escolha das bibliotecas foi feita de acordo com o
tipo de dados a analisar, a metodologia a utilizar e os respectivos

objectivos para cada um dos exemplos.



Capitulo 2
Modelo Linear Misto

2.1 Introducao

Os modelos lineares mistos para dados longitudinais Gaussianos sao
uma extensao dos modelos lineares e a sua caracteristica bésica é a
inclusao de efeitos aleatérios no modelo de regressdo. Estes efeitos
aleatérios permitem descrever, ao longo do tempo, as alteracoes den-
tro de cada individuo e flexibilizar a representacao da estrutura de

variancia-covariancia induzida pelo agrupamento dos dados.

Os modelos linerares mistos devem o seu nome ao facto de incorpo-
rarem quer efeitos fixos, isto é, parametros associados a toda a popu-
lacao quer efeitos aleatorios, associados aos individuos seleccionados

aleatoriamente da populagao.

Em muitas situagoes o perfil de cada individuo pode ser modelado
através de uma relagao linear o que confere a estes modelos grande
aplicacao pratica. No entanto o aspecto que torna estes modelos mais
apelativos é o facto de poderem ser usados quando os dados nao sao
equilibrados no sentido em que os individuos tém diferente niimero

de observagoes e estas terem sido feitas em ocasioes distintas

Neste capitulo vao-se introduzir os modelos lineares mistos, com base
em Harville (1977) e usando a forma paramétrica proposta por Laird

& Ware (1982) para o caso em que se tem um Unico nivel de agrupa-
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mento, remetendo-se o leitor para Pinheiro & Bates (2000) para os
modelos com dois ou mais niveis de agrupamento. Sao apresentadas
as metodologias utilizadas na estimacao e inferéncia, quer para os
efeitos fixos, quer para os efeitos aleatérios, assim com os aspectos

relacionados com a validagao do modelo.

Em termos de dados omissos, estes modelos assumem os mecanismos
de omissao de dados MCAR e MAR.

2.2 O Modelo

O modelo linear misto para um tnico nivel de agrupamento, descrito
por Laird & Ware (1982), é dado por:

com i = 1,...,n, onde Y; = (Yi1,...,Yi7,)" é o vector T; x 1 das
varidveis resposta para o individuo 7, 3 é o vector p x 1 dos efeitos
fixos (parametros desconhecidos); X; é a matriz T; X p de covaridveis
dos efeitos fixos; b; é o vector ¢ x 1 dos efeitos aleatérios; Z; € a
matriz T; X ¢ de covaridveis dos efeitos aleatérios e €; é o vector T; x 1
dos erros aleatdrios dentro do grupo. As condigdes subjacentes ao

modelo sao:
b; ~ N(0,D)
€; ~ N(Oa 21)
b; e €; independentes para diferentes grupos i e entre si
(2.2)
comi=1,...,n,onde D é uma matriz ¢x ¢, 3; é uma matriz T; x T3,
sendo ambas definidas positivas.

Com base no modelo (2.1) e nas condigoes subjacentes (2.2) conclui-se

que a distribuicao de Y;, condicional ao efeito aleatério b;, é Gaussi-
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ana multivariada com valor médio X;3 + Z;b; e matriz de variancia-

covariancia 3;, e escreve-se
Yilb; ~ N(X;8 +Z;b;, %),

onde a matriz X; representa a variagao intra-grupo (intra-individuos).
A funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por

Fyilbi) = (2m) /215 712
i —XiB—2Zb) = (Y — XiB—Z;b;
Xexp<_(Y B ) % ( B )>.

2
(2.3)
Por outro lado, atendendo a distribuicao de b; a f.d.p. deste é
b/ D™ 'b,
o) = (2D e (- PLER). )

Como consequéncia a f.d.p. marginal de Y; é dada por

fw»=/fwmmﬂmmm

-1
— (27) "BV, Y2 exp <_ (Y; — Xzﬂ)T\;i (Y; — Xzﬂ))

(2.5)

ou seja, f(y;) é a fungao densidade da v.a. de Gauss T;-dimensional
com valor médio X;3 e matriz de variancia-covariancia V; = ZiDZ;r—l—
3,

Y, ~ N(X;3,V,). (2.6)
A matriz V;, T; x T; e definida-positiva, representa a variagao entre-
grupos (inter-individuos).

Combinando todos os modelos especificados por (2.1) para cada grupo
obtém-se o modelo
Y =XB+Zb +¢, (2.7)
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onde Y é um vector NV x 1, X é uma matriz N X p, b e €, sdo vectores
gnx 1 e N x 1, respectivamente. As matrizes Y, X e os vectores b e

€ obtém-se “empilhando” Y;, X;, b; e €;, respectivamente.

Para o modelo dado por (2.7) tem-se

E(Y)=Xg

Var(Y)=2ZDZ' +X =V

onde Z = diag(Z, ..., Zy,), D = diag(D, ..., D), = diag(Z1, .. .,
¥,) eV =diag(Vy,..., V,) sdo matrizes diagonais de blocos N x gn,
gnx gn, N x N e N x N, respectivamente. A distribui¢do da v.a. Y

é Gaussiana multivariada dada por
Y ~ N(X3,V).

O modelo (2.1) pode entao ser definido através das f.d.p f(y;|b;) e
f(b;). A esta definigdo dé-se o nome de formulacdo hierdrquica
do modelo linear misto. A correspondente distribuicdo de Gauss
marginal com f.d.p. dada por (2.5), dé-se o nome de formulagdo
marginal do modelo (Verbeke & Molenberghs, 2000).

Modelo marginal versus modelo hierarquico

Embora o modelo marginal decorra do modelo hierdrquico, os dois
modelos nao sao equivalentes porque o modelo marginal nao define
explicitamente a estrutura de efeitos aleatérios. Com efeito, o modelo
hierdrquico implica o modelo marginal mas o inverso nao se verifica.
Para ilustrar este facto (Molenberghs & Verbeke, 2005) considere-se
que se tém dados equilibrados com duas observagoes por individuo
correspondentes aos instantes de observacao z;; = 0 e ;0 = 1 e 08

seguintes modelos:
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(i) modelo 1 com efeito aleatério na interseccao e erros heterogéneos

e independentes.
Yie = Bo + boi + Bzt + €, t=1,2
A matriz V; do modelo marginal é dada por
V,=Z7,DZ; +%;
1
= d [ 1 1 ] +

di + o? di
di di1 + U%

comd =dy;.
(ii) modelo 2 com efeitos aleatérios na intersecgéo e declive, nao

correlacionados, e ; = X = 021, (onde Ij, designa uma matriz
identidade de ordem k)

Yit = Bo +boi + (B1 + bii)zie + €, t=1,2
A matriz V; do modelo marginal é dada por

V;=7,DZ; + %,
. 1 0 d11 0 1 1 4 O'2 0
11 0  doo 0 1 0 o2

di1 + o2 diy
di di1 + dag + 0

Fazendo 02 = 0% e day + 02 = 03 a matriz de variancia-covariancia,
V;, obtida com base no modelo 2 tem a estrutura da obtida com
base no modelo 1. Assim (pelo menos) dois modelos hierdrquicos

distintos implicam o mesmo modelo marginal.
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2.3 Estimacao dos Parametros no Modelo

Marginal

A estimacao dos pardametros do modelo linear misto baseia-se, em
geral, no modelo marginal sendo o método da maxima verosimilhanca
(método ML) e 0 método da maxima verosimilhanga restrita (método
REML) os dois métodos usados neste livro. Os parametros a estimar
sao os coeficientes de regressao (3 (o vector dos efeitos fixos) e as
componentes da variancia, isto é, o conjunto de parametros dos quais

as matrizes de variancia-covariancia D e X; dependem.

No que se segue assume-se que 3; = o2Ir, e D = 02G, sendo a an4-
lise de outras estruturas para a matriz 3; feita no Capitulo 3. Ao
modelo dado por (2.1) com ¥; = ¢2Ir,, dd-se o nome de modelo li-
near misto béasico (Pinheiro & Bates, 2000). A matriz de varidncia-
covariéncia de Y; assume a forma V; = 02(Z;GZ; +1r,) = 02M;, o
mesmo se aplica a Y com V = 02(ZC~}Z—r +1) = 0?M. Sempre que

2

nao se revele necessario explicitar ¢ serd usada a matriz V; em vez

da matriz oM, (V em vez de 0?M).

2.3.1 Meétodo da Maxima Verosimilhanca

Seja 3 o vector dos efeitos fixos, 8 o vector com todas as componentes
da varidncia em G e a' = (87,0?). Assumindo a independéncia
entre os individuos, a funcao verosimilhanga é

n

Liy:B,a) =[] vaawﬂ

i=1

< oxp ( 3= XiB) VL (), — xm)) 2.8)

2
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ou, alternativamente,

L(y:8.0.0%) = ][ sz MO)| 2
< oxp ( i = XiB) ™M (0)(y, — Xiﬁ)) (2.9)

202

sendo os logaritmos de (2.8) e (2.9), dados respectivamente por:
N IS
(yi.0) =y os(21) = 5 3 log Vife)

S XB) TV @)y~ Xi8)  (210)

N | =

e por:

N 1<
Uy: B.6.0%) =~ log(2m0”) — 5 3~ log[M;(6)|
=1

~ (i = XiB) ™M (0)(y; — XiB)

o3 (2.11)

i=1

onde log designa o logaritmo neperiano.

Os estimadores ML para os parametros do modelo sao obtidos do

seguinte modo:

(i) Para um dado e, igualando a zero a derivada de (2.10) em ordem
a (3 e resolvendo-a em ordem ao referido parametro, obtem-se

o estimador ML para 3, ﬁML(a) dado por:

n —1 n
Bur(a) = (ijvilxl) (ijvilYi)
i=1 i=1
-1
= (XTV—1X> X'vly (2.12)
que mais nao é do que o estimador dos minimos quadrados

generalizados (GLS) de 3, assumindo a conhecido.
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(ii) Para um dado 6, igualando a zero as derivadas parciais de (2.11)

2 ¢ resolvendo o sistema em ordem aos

em ordem a B e a o
referidos parametros, obtém-se os estimadores ML de 3 e de ¢

dados por:

n —1 n
B (0) = (ZXIM?X,») (ZXIM;lYi) (2.13)
=1 =1

(2.14)
(iii) Quando « é desconhecido, o que acontece na maioria dos casos,
o estimador ML de a é obtido maximizando-se (2.10) com res-
peito a a, apds B ter sido substituido por (2.12) 1. O mesmo
resultado é obtido maximizando-se (2.10) simultaneamente com
respeito a « e (3.
Os estimadores ML de ¢ e 3 sao designados por &g, € BM L

respectivamente, sendo o estimador de 3, dado por

n —1 n
. 1 1
Bur = (ZXIVi (QML)Xi> <ZX1-TV1- (a]VIL)Yi>
i=1 =1
= (X VX)XV, Y (2.15)
onde VML = V(&ML)

O processo de maximizagao de (2.8) e (2.9) (ou (2.10) e (2.11)), em
qualquer um dos casos atras referidos, requer métodos numéricos de

optimizagao.

L Ao logaritmo da funcéo verosimilhanca assim obtido d4-se o nome de loga-

ritmo da fungdo verosimilhanca perfilada ou funcao log-verosimilhanga perfilada
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Um dos problemas do método ML quando se trata de estimar as
componentes da varidncia é o dos estimadores obtidos nao serem cen-
trados. Por outro lado, ao usar-se a maxima verosimilhanga para se
estimar simultaneamente 3, 02 e 8 a forma da matriz do desenho,
X, é envolvida explicitamente na estimacdo de 02 e . Como con-
sequéncia, uma escolha nao apropriada daquela matriz pode levar a
que os estimadores ML das componentes da variancia nao sejam con-
sistentes. Uma estratégia para combater a nao consisténcia é a de
aumentar o nimero p de colunas (isto é, de varidveis explicativas)
em X por “razoes de seguranga’, mas isto torna o problema de en-
viesamento ainda pior. Para resolver este conflito usa-se o método
REML, também conhecido por méxima verosimilhanca residual, para

estimar as componentes da variancia (Diggle et al., 2002).

2.3.2 Meétodo da Maxima Verosimilhanga Restrita

No método ML, a perda de graus de liberdade resultante da estimagao
dos efeitos fixos nao é levada em consideragao, originando estimadores
enviesados das componentes da variancia. Este problema é resolvido
pelo método REML primeiro introduzido por Patterson & Thompson
(1971) e mais tarde desenvolvido por Harville (1974, 1977).

O método REML ¢é baseado na transformacao linear dos dados, U =
ATY, onde A é uma matriz N x (N — p) de caracteristica completa,
ortogonal as colunas da matriz X, tal que distribuicao de U nao
depende de 3.

A distribuicdo de U é N(O,ATV(a)A) qualquer que seja B3 e aos
elementos de U dé-se o nome de contrastes de erros (Verbeke & Mo-
lenberghs, 2000).

Harville (1974) mostrou que a funcdo verosimilhanca para os con-

trastes dos erros (fungao verosimilhanga restrita) pode ser escrita na
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forma
S,

i=1

> X Vil )X,
i=1

1/2
Lreu(y;a) = (2r)~(N-p)/2

1/2 n

[TIVi(e)|
=1

<o (=330 - XAV @)y, - X))

i=1

X

(2.16)

onde B é dado por (2.12).

O logaritmo da fungao de verosimilhanga restrita é entdo dado por:

i X! Vit e)X;

i=1

1 n
~3 Zlog ’Vl(a)|
i=1

1
g =log Lrpmr(y; ) = const — 3 log

n

x —% Z(yi —XiB) V(@) (y, — XiB).

(2.17)

Maximizando (2.17) em ordem a a obtém-se os estimadores REML

de a, dREML-

Comparando a expressdo do logaritmo dada por (2.10) com a dada

por (2.17) verifica-se que a diferenga entre elas reside no termo
1 n
T —
_§log | in V; 1(a)Xi’
i=1

existente em (2.17).

O logaritmo da méaxima verosimilhanca restrita pode entdo ser ex-
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presso na forma (Verbeke & Molenberghs, 2000):

1 n
ER = log LREML(y; a) = const — 5 IOg ‘ ZXZTVfl(a)X1|
i=1

+log Larr(y; B(e), @) (2.18)

n

ZXI Vi o)X,
i=1
res de REML de a e 3 podem igualmente ser obtidos maximizando-se

Como em (2.18), nao depende de 3, os estimado-

a chamada fun¢ao verosimilhanca restrita

—1/2

Lrevi(y; 8, a) = Ly (y; B, o) (2.19)

Y XV a)X;
i=1

com respeito a todos os parametros (a e 3), simultaneamente.

Quer se utilize (2.17) ou (2.19) para se obter o estimador REML
para «, o estimador REML para 3, BREMD é obtido substituindo
em (215) Vi por \A/'z(dREML) (ou Vv por VREML = v(&REML))

n —1 n
~ A —1 ~ —1
BrEML = ( 5 X, V, (dREML)Xi> ( E X, V, (dREML)Yi)
i—1

i=1

A —1 —1 A~ —1
= (X"VapnX) X" Vepy Y (2.20)

E importante notar que, qualquer que seja A, se obtém os mesmos
estimadores das componentes da variancia, isto é, nao dependem de

A e que o estimador de 3, Brenr, nao é igual ao estimador By .

A principal justificagdo do método REML foi dado por Patterson &
Thompson (1971) ao provarem que, na auséncia de informacao sobre
3, nenhuma informacao sobre a é perdida quando a inferéncia é
baseada em U em vez de Y. Harville (1974) mostrou, de um ponto de
vista Bayesiano, que usando somente contrastes de erros para fazer
inferéncias sobre a é equivalente a usar todos os dados para fazer

essas inferéncias, mas ignorando qualquer distribuicao a priori sobre

8.
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2.3.3 Maxima Verosimilhanca versus Maxima Ve-

rosimilhanca Restrita

Em relagao aos dois métodos apresentados convém notar que o mé-
todo ML fornece estimadores para os efeitos fixos, enquanto que o

método REML, por si s6, nao.

1 n

Por outro lado, tendo em atencao o termo 3 log Z X,/ Vi )X,
i=1

em (2.18) conclui-se que quaisquer alteragoes na matriz X dos efeitos

fixos alteram também log Lrpar (y; @) enquanto que os estimadores
ML néo variam face a reparametrizagoes dos efeitos fixos (Pinheiro
& Bates, 2000). Este aspecto inviabiliza a comparagdo, com base
na fungdo verosimilhanca restrita, de modelos lineares mistos com

diferentes estruturas de efeitos fixos.

Os dois métodos (ML e REML) produzem habitualmente estimativas
semelhantes, embora a diferenca aumente com o aumento do nimero
de termos fixos no modelo (Zuur et al., 2009). Em particular, as
estimativas ML das componentes da variancia sao menores dos que
as obtidas por REML (Pinheiro & Bates, 2000).

2.4 Predicao dos Efeitos Aleatoérios

Em muitas situagoes o interesse principal reside na estimagao dos pa-
rametros do modelo marginal (os efeitos fixos B e as componentes
da varidncia) no entanto a obtengdo dos preditores dos efeitos ale-
atérios é igualmente importante. Essa importancia tem a ver com
o facto dos efeitos aleatdérios b; serem varidveis aleatérias e reflecti-
rem o “desvio” na evolugao do i-ésimo individuo em relagao ao valor
esperado da populacao X;3. Assim, os seus preditores podem ser in-

terpretados como residuos que podem ser tteis na deteccao de perfis
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especiais (Molenberghs & Verbeke, 2005).

Nesta secgao vai-se assumir que o modelo (2.1) com as condigoes (2.2)

é apropriado.

2.4.1 Melhor Preditor Linear Centrado (BLUP)

Atendendo a que os b; sao varidveis aleatérias, é natural usarem-se

os métodos Bayesianos para obter os seus preditores.
Na Seccao 2.2 viu-se que a distribuicao de Y; condicional a b; e a

distribuicao de b; sao, respectivamente,

Yi|b; ~ N(X;8 + Z;b;, %)

b; ~ N(0,D)
entao, de acordo com a abordagem Bayesiana, a distribuicao a priori
para os b; é N(0,D).

A distribuicdo a posteriori de b;, definida como a distribuicao de b;
condicional a Y; =y, (b;|y;), pode ser calculada. Designando por

f(b;ly;) a densidade a posteriori de b; dado Y; =y, tem-se

_ S(yilbi) f(bi)
J f(yilbi) f(bi)db;

f(bily;) = f(bilY: =y;)

Com base nas propriedades do modelo Gaussiano (Azzalini, 1996) a

distribuicao conjunta de b; e de Y; é Gaussiana multivariada

b; 0 D DZ;
NN 5 _|_
Y, X8 Z.D Z,DZ] +%;

de onde se conclui que
b;ly; ~ N(DZ; (Z,DZ; +%;) '(y; — XiB), Vi1,2)
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com Vi, , =D —DZ/ (Z,DZ] + %,)"'Z;D.

O valor esperado da distribuicdo a posteriori é entdo dado por

EMbiY: =y,) = / b/ (bily;)db;
=DZ/ (Z.DZ] + =) (y; - X:B)
=DZ/ V' (y, - XiB).

Assumindo que a é conhecido, o melhor preditor linear centrado
(BLUP) de b;, é obtido substituindo, na expressdo anterior, 3 por
B(a) = (XTVle)_leV*Iy (McCulloch & Searle, 2001) e tem-se

bi(a) =DZV; ' (y, - XiB(a))
ou, alternativamente
b(a) =DZ'V ! (y - XB(a))

Condicional a e, o preditor da combinagao linear u = a} B+a, b; do
vector dos efeitos fixos 3 e do vector b; dos efeitos aleatorios para os
vectores ag e a; conhecidos de dimensao px 1 e g x 1 respectivamente,
é dado por

i(a) = ajB(a) +a, b;(a)
e prova-se que u(a) é o BLUP de u (Harville, 1976; Searle et al.,
1992).

2.4.2 Estimacao de Bayes Empirica

Na seccao anterior foi assumido que as componentes da variancia «
eram conhecidas. No caso em que nao sao conhecidas, a utilizagao de
uma abordagem Bayesiana completa requer que sejam especificadas
as distribuicoes a prior: de ]~)(D) e 3(3;) e, posteriormente, proceder

a integracdo em relagdo aos parametros (Davidian & Giltinian, 1995).
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Esta tarefa é complicada pelo que na prética se opta por substituir
D(D) e X(X;) pelas suas estimativas ML ou REML.

A esta abordagem de substituir certos parametros pelas suas esti-
mativas é designada por estimagao de Bayes empirica. Ao valor dai
resultante para os efeitos aleatorios dd-se o nome de estimativa de
Bayes empirica (empirical Bayes- EB). Os estimadores EB sao
designados por b(b;) (Molenberghs & Verbeke, 2005).

2.4.3 Shrinkage

Para ilustrar a interpretacao dos estimadores EB, considera-se o pre-

ditor, Y'i, do perfil do i-ésimo individuo:

Y, =X;3+Zb;

=X;B+ (Z,DZ] + V) (y, — XiB)

= (I, - Z,DZ; + V;")X,8+ Z,DZ] + V; 'y,

= (Vi HXiB+ (I, - =V, )y, (2.21)
?i é uma média pesada do perfil médio da populacao Xiﬁ e dos
dados y;, com pesos EiVi_l e (ITi — EiVi_l), respectivamente. O
“numerador” de 33,V 1 6 a matriz de variancia-covariancia dos erros
e o “denominador” é a matriz de varidncia-covariancia global. Assim,
se a variabilidade dos erros é grande em comparagao com a variabi-
lidade entre os individuos (modelada através dos efeitos aleatdrios) é
dado mais peso a Xi,a ao passo que serd dado mais peso aos dados na
situagao contraria. Esta propriedade é conhecida na literatura Baye-
siana por shrinkage. A expressao (2.21) mostra como o preditor do
perfil do i-ésimo individuo é contraido (shrinks) para o perfil médio

da populagao.

Esta propriedade é valida para qualquer combinagao linear A dos
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efeitos aleatdrios

var(ATb;) < var(ATb;)

basta ter em atengao que

var(b;) = var [E(bi\yi)] + E[var(bi|yi)]

= var(b;) + valor positivo
onde b; = E(b|y;) é o preditor e portanto

var(b;) < var(b;).

2.4.4 Equacgoes do Modelo Misto

Henderson (Henderson et al., 1959) mostrou que se pode obter o
estimador dos efeitos fixos, 3, e os preditores dos efeitos aleatorios,
b, através da resolucao de um sistema de equagoes lineares as quais
se d4 o nome de equagées do modelo misto (Davidian & Giltinian,
1995; Verbeke & Molenberghs, 2000).

Para obter essas equagoes necessita-se da funcao densidade de proba-
bilidade conjunta de Y e b. Tendo em atencao que Y|b ~ N(X,@ +
Zb, 2) e que b~ N(O, f)) a densidade conjunta de Y e b é

f(y,b) = f(ylb)f(b)
= (2m)~N2|m|71/2
(y—XB—-12Zb)' S !y — X3 —Zb)
con(- 2 )
b'D b
)

x (2m)~92|D| Y2 exp (
_ (271_)7(N+qn)/2|E|71/2|]5‘71/2

— T=-1
Xexp(_(yXﬂzb)Tz 1(y27Xﬁ—Zb)+b D b).
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Sendo o logaritmo dado por

N +qn

1 1. o~
log f(y,b) = log(27) — 510g|2| - 510ng|

N (  (y—XB-12Zb) ="\ (y — X3 —Zb) + bTﬁlb>

2

Maximizando aquele logaritmo em relacao a 3 e a b simultaneamente

obtém-se o sistema de equagoes

a1 b
Oggﬁ(y’ ) 0o XTE (y—XB—Zb) =0
1 b ~—
%ﬁy’) —052 'S (y-XB-2Zb)—-D b=0
(2.22)
que sob a forma matricial é dado por:

X'®1X X'®17 J¢] X'y (2.23)
2's-'X z's-'z+D || b | | zTsly '

ao qual se d4 o nome de equagoes do modelo misto de Hender-
son.

Para D e X conhecidas, os estimadores dos efeitos fixos, 3, e os

preditores dos efeitos aleatdrios, b, sao dados, respectivamente, por

Bla)= (XTV X)XV ly
-1 n

(CxIvix) YxIviy, e
=1 =1

b(a)=DZ'V ! (y - XB(a)) (2.25)

ou

bi(a) = DZ/ Vi ' (y; - X;B(e)). (2.26)

O estimador de 3 dado por (2.24) é também o estimador GLS de 3
(que ¢ igualmente o estimador ML dado por (2.12)). O preditor de
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b dado por (2.25) é o melhor preditor linear centrado (BLUP) para
b (Searle et al., 1992).

Um dos méritos das equagoes do modelo misto é a sua maior facilidade
de céalculo na medida em que nao é necessario inverter a matriz V de
ordem N x N. As inversas das matrizes D e ¥ de ordem qn X qn e
N x N, respectivamente, sao mais faceis pois gn é geralmente menor
do que N e X é, em geral, uma matriz diagonal. No entanto, para
grandes conjuntos de dados, o calculo computacional pode tornar-se

intenso.

2.5 Algoritmos de Optimizacao

A maximizacao do logaritmo da funcao verosimilhanca assim como do

logaritmo da fungao verosimilhancga restrita, note-se que eles s6 dife-
n

T —
Z X; Vi Ha)X;
i=1
requer métodos numéricos de optimizagao em virtude das equagoes

?

1
rem porque este ultimo tem o termo extra 3 log

envolvidas nao serem lineares em o.

O algoritmo EM (FEzpected-Maximization) (Dempster et al., 1977;
Laird & Ware, 1982; Laird et al., 1987; Lindstrom & Bates, 1988; Pi-
nheiro & Bates, 2000) e o método Newton-Raphson (Thisted, 1988;
Pinheiro & Bates, 2000)) sdo os métodos numéricos de optimizagao
usualmente utilizados e sdao os que se encontram implementados nos
procedimentos de calculo para os modelos lineares mistos em progra-
mas estatisticos como o R, o S-PLUS, o SAS e o SPSS.

Em Pinheiro & Bates (2000); Monte-Pegado (2003); Longford (1993,
2005) e Wolfinger et al. (1994) é descrita a utilizagdo destes métodos

numéricos para o modelo linear misto.
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Algoritmo EM

O algoritmo EM é um método iterativo muito utilizado na estimagao
por maxima verosimilhanga e por maxima verosimilhanga restrita no
caso em que se tem dados incompletos. No contexto dos modelos line-
ares mistos, a amostra completa serd constituida por y,; juntamente
com b; e €;. Como estes ltimos nao sdo observados, as observagoes

y; da varidvel resposta sao consideradas uma amostra incompleta.

O algoritmo EM é um procedimento iterativo em que cada iteragao

envolve dois passos:

Passo E: célculo de E[€(0)|b|y],

Passo M: maximizacao de E {8(0);,4 .

Pode dizer-se que o passo M simula a estimagao ML que seria pos-
sivel se tivéssemos dados completos. Como se estd perante dados
incompletos, a maximizacao do passo M é realizada num substituto

da verosimilhan¢a produzido durante o passo E (Laird et al., 1987).

A escolha dos valores inicias para as iteragoes é importante, uma vez
que o algoritmo pode nao atingir a convergéncia no caso de terem
sido dados valores iniciais arbitrarios. A velocidade de convergéncia
deste método é geralmente linear, dependendo dos dados e da estrutra

assumida para a matriz de variancia-covariancia.

E possivel demonstrar (Dempster et al., 1977) que a verosimilhanga
aumenta em cada iteracao. Por outro lado, importa salientar que as
restricoes de nao negatividade para as componentes da variancia sao
automaticamente satisfeitas em cada iteracao, desde que os valores

iniciais satisfagam essa restri¢do (Davidian & Giltinian, 1993).
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Algoritmo de Newton-Raphson

O algoritmo de Newton-Raphson é um dos métodos de maximizagao
mais utilizados. Este algoritmo utiliza uma expansao de primeira
ordem da funcdo score (derivada do logaritmo da fungio verosimi-

lhanga).

A fungao score é um vector e portanto ao igualar este vector a 0
fica-se com um sistema de equacgoes, geralmente, nao lineares, que é
necessario resolver para encontrar as estimativas ML ou REML para

0.

Cada iteragao requer o calculo da funcao score e da sua derivada
(a matriz Hessiana do logaritmo da verosimilhanga). Sob condi-
gOes gerais, geralmente satisfeitas na pratica, o algoritmo de Newton-
Raphson tem convergéncia quadratica. O calculo da matriz Hessiana
em cada iteragao pode ser uma tarefa complicada. No sentido de re-
duzir estes cdlculos Thisted (1988) apresentou um método alternativo

designado por Quasi-Newton.

Qualquer processo iterativo requer valores iniciais para os parame-
tros. Estes valores podem obter-se com base em estudos anteriores

ou a partir dos préprios dados.

EM versus Newton-Raphson

O algoritmo EM tem a vantagem de as iteracoes individuais serem
relativamente faceis de calcular e de as iteragoes iniciais se aproxi-
marem rapidamente do éptimo. No entanto préximo do éptimo a
convergéncia é lenta. Desta forma é por vezes dificil decidir se a

iteracao terminou ou nao.

Para o método de Newton-Raphson as iteragoes individuais sao mais
complexas podendo ser muito instaveis quando muito longe do 6p-

timo. No entanto, convergem rapidamente quando préximo dele.
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Desta forma, é 1til comegar por produzir estimativas utilizando o
algoritmo EM e quando perto do éptimo passar para o método de
Newton-Raphson. Este esquema de optimizagao hibrido encontra-se

implementado na funcao lme do R.

2.6 Inferéncia Estatistica para o Modelo

Marginal

O ajustamento de um modelo aos dados nao é, em geral, o objec-
tivo final de uma anélise estatistica. Na pratica o interesse principal
reside na inferéncia para os parametros do modelo de modo a que
os resultados obtidos possam ser generalizados para a populagao, a

partir da qual foi obtida a amostra.

O primeiro passo de uma inferéncia com base no estimador de um
parametro é o conhecimento da distribuicao desse estimador pelo que
se vai comecar pelas distribui¢oes dos estimadores ML e REML dos

vérios parametros envolvidos no modelo.

2.6.1 Distribuicoes Assintoticas

O estimador de 3

-1 n

Bla) = <iXIVilxi) S XV,
i=1

i=1

sob a hipétese do modelo marginal dado por (2.6) e condicional a «,

tem distribui¢do Gaussiana multivariada com valor esperado

p@) = (Sxvex) (LX) -8

i=1 i=1
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e matriz de variancia-covariancia
~ n —1 n
var(B) = (ZXIViAXz) (ZX;V;lvar(Yi)Vlei)

=1 i=1
n -1

x ( > XZV;lxi>
i=1
n -1

= ( > vailxi)
i=1

tendo-se designado ﬁ(a) por B para simplificar a notacao.

No entanto, na pratica a é desconhecido pelo se tem de recorrer a

resultados assintdticos.

Pinheiro (1994, in Pinheiro & Bates (2000)) provou que, sob certas
condigoes de regularidade, geralmente satisfeitas na pratica, os esti-
madores ML sd@o consistentes e a distribui¢ao assintética é Gaussiana
multivariada. A matriz de variancia-covariancia aproximada dos es-
timadores é dada pela inversa da matriz de informagao de Fisher
correspondente ao logaritmo da fungéo de verosimilhanga (Cox and
Hinkley (1974) in Pinheiro & Bates (2000)).

Dado que
92¢ 92¢
E —_— = E —_— =
[aﬁam} 0o [35802} !

os estimadores ML dos efeitos fixos 3 sao assintoticamente nao cor-

relacionados com os estimadores ML de 6 e o2.

A distribuicao assintética dos estimadores ML é:
BAN(B,*(X M (6)X) )

~

o |. 0 .
l og 3 ] ~N< l og o ] 1 (0,0)> (2.27)
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com
0%0(0,0%)  02%(0,5?%)
00007  OlogcdlT

1(0,0) =
0%0(0,0%)  02%0(0,0?)
00log o 0%log o

onde £(0,0?) designa o logaritmo da fungao verosimilhanca perfilada

nos efeitos fixos e I(0, o) a matriz empirica de informagcéo de Fisher.

Foi utilizado log(c), em vez de o, de modo a fornecer uma para-
metrizagao sem restrigoes, para a qual a aproximacao a distribuicao

Gaussiana tende a ser mais expedita.

Pinheiro (1994) mostrou igualmente que os estimadores REML sao
consistentes e a distribuigao assintdtica é Gaussiana multivariada. As
expressoes sao idénticas as anteriores bastando substituir £(0, 0?) por
(r(0,0?%), logaritmo da fungao verosimilhanca restrita perfilada nos

efeitos fixos.

Na prética, os pardmetros desconhecidos 0 e o2 sdo substituidos pelos
seus respectivos estimadores ML ou REML nas expressoes que dao as
matrizes de varidncia-covariancia aproximadas em (2.27) (Pinheiro &
Bates, 2000; Verbeke & Molenberghs, 2000).

A construcao de testes e intervalos de confianca para os parametros
fixos do modelo linear misto baseiam-se nas distribuicoes assintéticas

dos estimadores.

2.6.2 Inferéncia para os Efeitos Fixos

Teste de Razao de Verosimilhancgas

O teste de razao de verosimilhangas é utilizado quando se pretende
comparar varios modelos encaixados, diferindo somente na estrutura

de efeitos fixos.
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A estatistica de teste é dada por:

L
2log (Ll> = 2(log L; — log Lo) (2.28)
0

onde L; é a verosimilhanga do modelo mais geral, isto é, com mais
parametros, Ly a do modelo encaixado e k; — ky é a diferenga entre
o nimero de parametros dos dois modelos. Sob a hipdtese nula, o
modelo mais restrito é adequado, a distribuigao assintética da esta-
tistica de teste é um qui-quadrado com k; — ky graus de liberdade
(X%kl—ko))'

Note-se que este teste sé é valido se os estimadores dos parametros
fixos nos dois modelos forem estimados pelo método ML. Este aspecto
deve-se ao facto do logaritmo da fungao verosimilhanga restrita se

alterar se as especificacoes dos efeitos fixos forem igualmente alteradas
(Secgdo 2.3.3).

O teste de razao de verosimilhancas realizado nestas circunstancias
tende a ser anti-conservativo, isto é, o valor-p resultante é geralmente
inferior ao verdadeiro valor-p do teste. Por outro lado, a medida que,
no modelo mais restrito, o niimero de parametros removido dos efei-
tos fixos aumenta em comparagao com o nimero total de observacoes,
aumenta também a imprecisdo dos valores-p resultantes (Pinheiro &
Bates, 2000). Por este motivo, alguns autores recomendam a utiliza-
cao dos testes-t e testes-F aproximados, para avaliar a significancia
dos efeitos fixos (Pinheiro & Bates, 2000; Bolker et al., 2008).

Teste - t e Teste - F Aproximados

Outra maneira de testar hipéteses envolvendo os termos fixos do mo-

delo é usar o teste-t e o teste-F aproximados. Assim, para testar

H()Z,Bj:() vSs H1:,8j7é0, j:].,,p
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utiliza-se a estatistica do teste-t dada por:
Bj

SREML [(i:XT M;l(é)xi>1]jj

(2.29)

que, sob a hipdtese nula, tem distribuigao assintética t de Student

com gl; graus de liberdade.

Pinheiro & Bates (2000) designam este teste por teste-t condicional
na medida em que a estatistica de teste estd condicionada ao estima-
dor 6 do vector 6 (o vector com todas as componentes da variancia
em G), sendo o2 substituido pelo seu estimador REML. O teste-t
aproximado avalia a significancia marginal de cada coeficiente dos
efeitos fixos quando todos os outros efeitos fixos estao presentes no
modelo (Pinheiro & Bates, 2000).

No caso de se pretender testar
Hy:LB=0 ws H;:LB#O0, ji=1,...,p

em que L é uma matriz conhecida, é usada a estatistica de teste do

teste F' dada por:

n —1
B8TLT {L&REML (ZXIMil(é)Xi) LT} L3

= )

(2.30)

que, sob a hipétese nula, tem distribuigao assintdtica F de Snedecor
com (l,v) graus de liberdade. O numero de graus de liberdade, I,
do numerador do teste F' é dado pela caracteristica da matriz L,
r(L). O teste-F aproximado testa a significancia de termos nos efeitos
fixos do modelo, que podem incluir vérios coeficientes. Pinheiro &
Bates (2000) designam este teste por teste-F condicional com base no

argumento utilizado para o teste-t.
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Quer para o teste-t quer para o teste-F aproximados o ntmero de
graus de liberdade do denominador, gl; e v, respectivamente, necessi-
tam de serem estimados a partir dos dados e existem diversos métodos
(Verbeke & Molenberghs, 2000). Os diferentes métodos conduzem a
diferentes resultados. No entanto, na andlise de dados longitudinais,
os diferentes individuos contribuem com informagao independente,
o que se traduz num numero de graus de liberdade suficientemente
grande, qualquer que seja o método utilizado para o estimar, e conse-
quentemente leva a valores-p muito semelhantes (Verbeke & Molen-
berghs, 2000).

Intervalos de Confianga

Os intervalos de confianga aproximados para os efeitos fixos sao cons-

truidos com base nas estatisticas dos testes-t aproximados.

Seja gl; o ntimero de graus de liberdade do denominador no teste-
t aproximado correspondente ao j-ésimo efeito fixo. O intervalo de

confianga aproximado para [3; ao nivel de confianca (1 — ) é:

n —1
Bj £t 1—a/2)0REML {(ijmil(o)xi) ] (2.31)
i=1 Jj
em que t(g, 1-q/2) Tepresenta o quantil (1 — «a/2) da distribuigao t
de Student com gl; graus de liberdade (Pinheiro & Bates, 2000).

2.6.3 Inferéncia para as Componentes da Varian-

cia

Na maior parte das vezes estd-se interessado em estudar o comporta-
mento médio da populagao e nao o ntimero de efeitos aleatdrios exis-
tentes no modelo ou a estrutura de correlagao existente entre eles. No

entanto, a modelagao desta matriz quer quanto ao nimero de efeitos
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aleatérios quer quanto a estrutura de correlagao existente entre eles é
util na interpretacao da variagao (aleatéria) dos dados, sendo mesmo
essencial para obter inferéncias validas para os parametros do valor

médio do modelo.

Com efeito, a sobreparametrizacao de um modelo conduz a uma ine-
ficiente estimacgao e a uma avaliacao deficiente do desvio padrao dos
efeitos fixos enquanto que a subparametrizacao invalida as inferéncias
feitas sobre esses parametros quando a estrutura de covariancia nao

é correcta.

Assim sendo, hé todo o interesse em se testar a necessidade de quais os
efeitos aleatérios a incluir no modelo e qual a estrutura da matriz D.
A néo ser que optemos por inferéncia bayesiana esta “necessidade” s6
pode ser testada indirectamente através do modelo marginal (Verbeke
& Molenberghs, 2000).

Teste de Razao de Verosimilhangas

Para um dado 3, a comparagao de modelos encaixados com diferentes
estruturas de variancia-covariancia dos efeitos aleatorios, corresponde
a testar a hipotese nula de haver ¢ efeitos aleatorios versus a hipétese
alternativa de haver q + k efeitos aleatérios, ou testar, por exemplo,
a hipotese nula de os ¢ efeitos aleatérios serem independentes versus

a hipétese alternativa de nao o serem.

O teste razao de verosimilhancas (Secgao 2.6.2) é utilizado e, ao con-
trario do que acontece com os efeitos fixos, as fungoes de verosimi-
lhanga sao comparaveis quando os parametros do modelo sao estima-
dos através do método REML, ja que a estrutura fixa é a mesma nos

dois modelos a serem comparados (Seccao 2.3.3).

Uma das condicoes exigidas para que a estatistica de teste tenha,

assintoticamente, uma distribuicao qui-quadrado com o niimero de
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graus de liberdade igual a diferenca entre as dimensoes dos espacos
parametro especificados em Hy e Hop, é a de que a hipétese nula nao
esteja na fronteira do espago parametro. De acordo com Stram & Lee
(1994), quando tal acontece, a distribuigdo assintética da estatistica
de teste do teste de razao de verosimilhancas é uma mistura de qui-
quadrados. No caso particular em que se testa a hipdtese de existéncia
de q efeitos aleatorios versus a hipotese alternativa de existirem ¢+ 1
efeitos aleatdrios, essa distribuigao assintdtica é uma mistura 50:50 de
um X3 com um X3+1 e escreve-se O.5xi +O.5xi+1 (para mais detalhes
ver Verbeke & Molenberghs (2000)). No entanto, segundo Pinheiro &
Bates (2000), este ajustamento nem sempre é bem sucedido, pelo es-
tes autores aconselham a utilizagao naive da distribuicao assintética
de um qui-quadrado, com os graus de liberdade dados pela diferenca
entre os parametros estimados no modelo especificado nas hipéteses
alternativa e nula, respectivamente. Esta solucao é a que esta im-
plementada na biblioteca nlme do R e quando da sua utilizacao deve
ter-se em conta que o valor-p calculado desta forma é conservativo,

isto é, é maior do que o verdadeiro valor-p (Pinheiro & Bates, 2000).

Intervalos de Confianga para as Componentes da Variancia

A semelhanca do que acontece para os efeitos fixos, os intervalos de
confianga aproximados para as componentes da matriz de variancia-
covariancia sao construidos a custa da distribuicao assintética dos
estimadores ML e REML e dos testes t aproximados descritos na
Secgao 2.6.2 (Pinheiro & Bates, 2000).

O intervalo de confianga aproximado para o desvio padrao o é obtido
com base na distribuigdo (2.27). Designando por [171]06 o tltimo
elemento da diagonal da inversa da matriz de informacao de Fisher,

um intervalo de confianga aproximado ao nivel de confianga (1 — «)



Inferéncia Estatistica para o Modelo Marginal 51

para o é:

[& exp < — Z(1-a/2) [Il]w),e;exp <z(1_a/2) [Il]mﬂ (2.32)

em que z(j_q/2) representa o quantil (1 —a/2) da Gaussiana padrao.
Este intervalo de confianga pode ser utilizado, tanto para o estimador

ML como para o estimador REML, com as necessarias alteragoes.

Para as componentes da matriz de variancia-covariancia dos efeitos
aleatérios os intervalos de confianca aproximados sao um pouco mais
dificeis de construir e sao estimados com menor precisao do que os
dos efeitos fixos e do que o do desvio padrao dentro dos grupos. O
aumento da precisao na estimagao dos primeiros sé é possivel com o

aumento do nimero de grupos estudados (Pinheiro & Bates, 2000).

Critérios de Informacao

Até agora tem-se estado a explicitar o modelo da hipétese nula como
um caso particular do modelo da hipétese alternativa, mas nem sem-
pre é esse o caso. Quando tal acontece o teste de razao de verosimi-
lhancas nao é apropriado quer se esteja a testar a significancia dos
termos na estrutura dos efeitos fixos quer dos termos na estrutura
dos efeitos aleatérios. A comparagao entre modelos nao encaixados é

entao feita com base nos critérios de informagao.

A ideia base dos critérios de informagao consiste em comparar mode-
los construidos com base na maximizagao do logaritmo da verosimi-
lhanca, penalizando os modelos com mais parametros. Desta forma,
quanto menor for o valor do critério de informagao de um modelo

melhor é o modelo.

Os critérios de informacao mais comuns sao o Critério de Informagcao

Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), e dado por:

AIC = —20(B, &) + 2npar (2.33)
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onde npg, € 0 nimero de pardmetros no modelo e o Critério de Infor-

macao Bayesiana (BIC), proposto por Schwarz (1978), e dado por:
BIC = —2((B, &) + 2npar log(N) (2.34)
onde npq, € 0 nimero de pardmetros no modelo e NV é o ntimero total

de observacao usadas no modelo ajustado.

Os dois critérios sao muito semelhantes, sendo o critério BIC mais
sensivel ao nimero de parametros incluidos no modelo, penalizando

o modelo que tem mais parametros.

No caso de se estar a trabalhar com a fungao verosimilhanga restrita,
¢ é substituido por fi. Recorde-se que a comparagao com base na
maxima verosimilhanca restrita sé é possivel para modelos com a

mesma estrutura média (8).

2.7 Inferéncia Estatistica para os Efeitos

Aleatorios

No que se refere aos efeitos aleatdrios b; tem-se que o valor esperado

e a variancia do BLUP de b;, b;, sdo dados respectivamente por:

E[bi(a)] = E[DZ] V(Y - Xi0)]
=DZ/V;'(X;8-X;8) =0=E[b;] (2.35)

n -1
var[b;(a)] = DZ; [V;l -V 'X; (ijvglxi> vai—l] Z,D
i=1

(2.36)

Note-se que (2.36) subestima a variabilidade em b;(a) — b; uma vez

que ignora a variacao de b;. Como consequéncia as inferéncia para
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b; sao geralmente baseadas em
var[b;(a) — b;] = D — var(b;(a)) (2.37)

como estimador da variacio de b;(a) — b; (Laird & Ware, 1982).

Na pratica « é substituido pelo seu estimador ML ou REML e, neste
caso, quer (2.36) quer (2.37) subestimam a verdadeira variabilidade
do estimador EB de b;, Bi, uma vez que nao tém em consideragao a

variabilidade introduzida ao substituir-se o pelo seu estimador.

A inferéncia sobre os b; é baseada, a semelhanca dos efeitos fixos, em
testes-t e testes-F aproximados, com processos idénticos de estimagao
do nimero de graus de liberdade (Verbeke & Molenberghs, 2000).

2.8 Analise de Residuos

A anilise de residuos é o meio de diagndstico utilizado para verificar
se os pressupostos subjacentes ao modelo ajustado aos dados sao
validos e consequentemente as inferéncias também o sao. No caso do

modelo linear misto as condigoes subjacentes a verificar sao:

e os erros aleatdrios dentro do grupo sao independentes e iden-
ticamente distribuidos, com distribuicao Gaussiana de valor mé-
dio nulo e variancia constante o2 e sdo independentes dos efeitos
aleatorios.

e 0s efeitos aleatdrios tém distribuicao Gaussiana com valor
médio nulo e matriz de variancia-covariancia D (ndo dependente

do grupo) e sdo independentes para diferentes grupos.

A utilizagao dos graficos de diagndstico é a forma mais utilizada para
a verificacao destes pressupostos e é, em geral, a tnica disponibili-
zada nos programas estatisticos para estes modelos. A justificacao

deste facto é dada por Pinheiro & Bates (2000) ao referirem que a
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validade das condic¢Ges subjacentes ao modelo podem, igualmente, ser
verificadas de uma maneira formal através de um teste de hipoteses.
No entanto, raramente as conclusoes baseadas num teste de hipdteses

contradizem a informacao contida num grafico de diagnéstico.

2.8.1 Verificagao das Condicoes sobre os Erros Ale-

atdrios

A verificagao dos pressupostos para os erros aleatérios baseia-se na
andlise dos residuos dentro do grupo. Os residuos consistem, na pra-
tica, na diferenca entre a resposta observada e o respectivo valor ajus-
tado pelo modelo dentro de cada grupo. Os residuos dentro do grupo,
condicionados as componentes da matriz de variancia-covariancia dos
efeitos aleatdrios, sao as estimativas EB dos erros dentro do grupo, €;,
ja que as componentes da matriz de variancia-covariancia tém de ser
substituidas pelas respectivas estimativas. Nao obstante, fornecem
geralmente uma boa estimativa dos erros dentro do grupo, pelo que
sao usados para validar os pressupostos impostos aos erros aleatérios
(Pinheiro & Bates, 2000).

Os gréficos mais utilizados para validar as condigbes impostas aos er-
ros aleatdrios incluem as caixas de bigodes dos residuos por grupo e os
graficos dos residuos padronizados versus os valores ajustados ou ver-
sus as covaridveis de interesse. Aos graficos anteriores acrescenta-se
ainda o grafico dos valores observados wversus os valores estimados, o
gréfico da fungao de autocorrelagdo empirica e/ou grafico do semiva-
riograma amostral assim como o papel de probabilidades da Gaussi-
ana. Os tipos de residuos utilizados incluem residuos correntes (raw
residuals), residuos padronizados (ou de Pearson) e ainda residuos
normalizados. No caso do pressuposto da homocedasticidade ou da
independéncia dos residuos dos erros aleatérios ser violada procede-se

a modelacao da matriz de varidncia-covariancia dos mesmos tal como
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é descrito no Capitulo 3.

2.8.2 Verificagao das Condicgoes sobre os Efeitos

Aleatorios

A verificagdo das hipdteses subjacentes aos efeitos aleatdrios é feita
com base nas suas estimativas EB. Nao obstante, mesmo que o mo-
delo linear misto esteja correctamente especificado, os estimadores
EB, Bi, tém todos distribuicoes diferentes, a menos que as matrizes
X; e Z; sejam as mesmas. Este facto levanta a questao da inter-
pretabilidade dos graficos habitualmente utilizados, nomeadamente,
o papel de probabilidades e os histogramas das estimativas EB nao
padronizadas. Por este motivo, DeGruttola et al. (1991) propoem a
padronizacao das estimativas EB antes da verificagdo do pressuposto
da distribuicao Gaussiana. Por outro lado, devido & propriedade
de “contraccao” (Secgdo 2.4.2) os estimadores EB néo reflectem na
totalidade a heterogeneidade dos dados, pelo que o histograma das
estimativas EB pode nao ser adequado para detectar desvios a dis-

tribuicao assumida.

Verbeke & Molenberghs (2000) fazem ainda notar que, se o interesse
for somente a inferéncia para o modelo marginal, especialmente se
o interesse recair sobre os efeitos fixos, obtém-se inferéncias validas
mesmo que tenha sido assumida incorrectamente a hipdtese da dis-

tribuicao dos efeitos aleatdrios ser Gaussiana.
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Capitulo 3

Modelacao da Matriz de
Variancia - Covariancia dos

Erros Aleatorios
3.1 Introducao

O modelo linear misto, tal como foi descrito no Capitulo 2, permite
uma certa flexibilidade em relagao a estrutura dos efeitos aleatorios
mas impde a condicio X; = o2Iz, para a estrutura de erros alea-
térios. Esta condicao, embora permita a aplicagdo do modelo linear
misto a muitas situagoes praticas, quando considerada no contexto de
dados longitudinais é pouco realista na medida em que neste tipo de
dados as medig¢oes ou observagoes realizadas sobre o mesmo individuo
estao geralmente correlacionadas pelo que aquela estrutura nao é a

adequada.

Neste capitulo serao apresentadas outras estruturas para a matriz 3;
que permitem modelar nao sé a correlagao mas também a heteroce-
dasticidade dos erros aleatérios no modelo linear misto. O modelo
com estas estruturas sera designado por modelo linear misto ge-

ral.

A possibilidade de relaxar as condi¢oes impostas aos erros aleatérios
permitindo a heterocedasticidade e/ou correlacao dé a estes modelos

uma grande flexibilidade na andlise de dados reais.

Por ultimo é apresentado o modelo sem efeitos aleatérios que mais nao

é do que o modelo linear geral para dados longitudinais apresentado



58 Modelacao da Matriz de Variancia - Covariancia dos Erros Aleatérios

em Diggle et al. (2002).

3.2 O Modelo Linear Misto Geral

O modelo continua a ser dado por
Y, =X;8+Z;b; + €, (3.1)
mas com a generalizacao
€ ~N(0,0%A;), i=1,...,n.

onde A; uma matriz T; x T; definida positiva parametrizada por um
numero, geralmente pequeno, de parametros que se designa por A
(Pinheiro & Bates, 2000).

Dado que A; é uma matriz definida positiva, significa que admite
raiz quadrada invertivel A; /2 (Thisted, 1988), com inversa A, 1 2, de
modo que:

A= (A A

—1 _ A—1/27 4 —1/2\T
AP =A77 (A ) :
Considere-se a seguinte reparametrizagao do modelo:

Y= (

Xi = (

z: = (A7) z,
=

€ =

tendo em atencgao que:

varlel] = (A;1/2)Tvar[ei](A71/2) =o’1 (3.3)

K3
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entao:

€ ~ N(0,0°T).
Desta forma, pode-se reescrever o modelo (3.1) como

Y; =X;B+Zb;, + €, (3.4)

b; ~ N(0,D), € ~N(0,0%T), i=1,...,n;

isto é, Y, é descrito através de um modelo linear misto bésico (Pi-

nheiro & Bates, 2000).
~1/2

Atendendo a que dy; = |Ai |dyi a fungao verosimilhanca para o

modelo (3.1) com base numa amostra y é dada por:

L(y;8.0,0*,X) = | | f(y::8.0,0% X)

—.

o
Il
—

Fy5:8,0,0% A)|A; 2

Il

©
I
—

Ly 8,005 NI (35)

i=1

Tendo em atencao que a funcdo verosimilhanca para o modelo (3.4)
corresponde & funcao verosimilhanca do modelo basico os resultados
obtidos no capitulo anterior sao validos. O mesmo se pode dizer em
relagdo a fungdo verosimilhanga restrita do modelo (3.4) que é dada

por:

Lremr(y;0,0%,X) = Lremn(y*; 0,07, ) H ‘A;1/2’~ (3.6)

i=1
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3.3 Decomposicao da Matriz de Variancia-

Covariancia

As matrizes A; podem ser decompostas num produto de matrizes
mais simples

A, = W,C;WV, (3.7
onde W; é uma matriz diagonal e C; é uma matriz de correlagao, ou
seja, uma matriz definida positiva com todos os elementos da diagonal
iguais a 1. A matriz W; pode ndo ser dnica, na medida em que se
pode multiplicar cada uma das suas linhas por -1 e obter a mesma
decomposicao. Para garantir a sua unicidade vai-se impor que W;
tenha todos os elementos da diagonal principal positivos. Por outro
lado

var(eir) = o (Wi},

corr(€t, i) = [Ciltw,
pelo que W; descreve a variancia e C; descreve a correlagao dos erros
€; dentro do grupo (medigdes repetidas sobre o mesmo individuo, tal
como definido no Capitulo 1). Esta decomposicdo de A; em duas
componentes, uma de estrutura de varidncia e outra de estrutura
de correlagao, permite a modelagao destas estruturas separadamente

dando ao modelo linear misto geral grande flexibilidade.

3.4 Modelacao da Heterocedasticidade

De acordo com a parametrizagdo proposta por Davidian & Giltinian
(1995) a funcdo variancia dos erros dentro do grupo associada ao

modelo (3.1) pode ser definida da seguinte forma:

var(eit|bi) :0—292(Mitvvit76)7 i = 1,,Tl,t: 17"‘71—%3 (38)
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onde p;+ = Ely;:|b;i]; v+ é o vector de covaridveis da varidncia; § é o
vector dos parametros da variancia; g(.) é a fungdo variancia, continua
em 6. Esta funcdo é escolhida de modo a reflectir a variabilidade
intra-individuos, podendo ser, por exemplo, a funcdo exponencial,

logaritmica, poténcia ou uma combinacao destas funcoes.

Esta formulagao da fungéo de variancia proposta em (3.8) é bastante
flexivel e intuitiva na medida em que permite que a variancia den-
tro do individuo dependa dos efeitos fixos 3 e dos efeitos aleatdrios
b;, através dos valores esperados p;:. No entanto, como discutido por
Davidian & Giltinian (1995), coloca alguns problemas tedricos e com-
putacionais, na medida em que os erros dentro do grupo e os efeitos
aleatérios deixam de ser independentes. Partindo do pressuposto que
Ele;t|b;] = 0 entao var(e;;) = Elvar(e;|b;)] pelo que a dependéncia
dos erros dentro do individuo, em relagao aos efeitos aleatorios, pode

ser evitada integrando-se em relagao aos efeitos aleatérios.

Devido ao facto de a fungao variancia g(.) nao ser, em geral, linear em
b, a integracao em relacdo aos efeitos aleatérios, tendo como funcao
de varidncia o modelo indicado em (3.8), é geralmente complicada do
ponto de vista computacional. Davidian & Giltinian (1995) sugerem
que se use um modelo aproximado em que os valores esperados p;¢
sao substituidos pelos seus BLUP f[;; = x;[j + z;f)l em que T;; €
zit Tepresentam, respectivamente as t-ésimas linhas de X; e Z;, deste

modo:
var(e;) = 0292(,&”, v;i,0), i=1,...,n;t=1,...,T;. (3.9)

Com esta aproximacgao os erros aleatérios e os efeitos aleatérios dei-
xam de estar correlacionados, tal como acontece no modelo (3.1), pelo
que os resultados obtidos na Secgao 3.2 continuam validos (Pinheiro
& Bates, 2000).

E de salientar que se o modelo de varidncia condicional apresentado
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em (3.8) nao depender de p;t, entdo o modelo (3.9) fornece a vari-
ancia marginal exacta, nao sendo por isso necessario recorrer a uma

aproximagao.

Na Tabela 3.1 sao dadas algumas fungoes de variancia que se en-
contram na biblioteca nlme do R, podendo ainda optar-se por uma

combinacao daquelas fungoes de variancia.

Tabela 3.1 Funcées de variincia.

Descrigao da classe Variancia (var(e;))
Variancia fixa o2
Variancias diferentes por estrato U26§n
Poténcia de uma covarigvel o?|vg |28
Exponencial de uma covaridvel o2 exp(26v;t)
Constante + Poténcia de uma covaridvel o2(61 + |Uit|52)2

Vjt-covariavel; S;i-varidvel de estratificacao; 01 >0

3.4.1 Seleccao do Modelo

Na seleccao do modelo que melhor se ajusta aos dados, o teste de
razdo de verosimilhangas (Secgao 2.6.2) é o usado para comparar o
modelo que assume a homocedasticidade com qualquer um dos mode-
los que incorporam a heterocedasticidade, ja que estao encaixados. O
mesmo acontece se duas estruturas de heterocedasticidade encaixadas
sao comparadas. Quando a comparagao é feita entre duas estruturas
nao encaixadas sao utilizados os critérios de informacao AIC ou BIC

(Seccdo 2.6.3). Note-se que os modelos tém a mesma estrutura fixa.
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3.5 Modelagao da Dependéncia

Historicamente as estruturas de correlagao foram desenvolvidas para
dois conjuntos de dados particulares: as séries temporais e os dados
espaciais. Neste tipo de dados h&, respectivamente, uma indexagao
das observagoes a uma varigvel tempo (unidimensional) ou a um vec-
tor espago (bidimensional). No contexto do modelo linear misto, sdo
usadas para modelar a dependéncia entre os erros aleatorios €;; dentro
do grupo e no que se segue é assumido que as estruturas de correlagao
sao isotrdpicas (Cressie, 1993), isto é, que a correlacao entre dois erros
€it € € depende dos vectores de posicao p;; € p;y, respectivamente
a eles associados, apenas através da distancia entre eles d(p,;, Pyr),
e nao dos valores particulares que assumem. A expressao geral para
a estrutura de correlagao dentro do grupo pode ser expressa como
(Pinheiro & Bates, 2000):

corr(€it, €i) = h[d(Pyy, Piw ), P, t=1,...,n;t=1,...,T;, (3.10)

onde p é um vector de parametros de correlagao e h(.) é uma fungao
de correlagao que assume valores entre -1 e 1, continua em p e tal
que h(0, p) = 1 (Pinheiro & Bates, 2000). Desta forma, quanto mais
préximos (no espago ou no tempo) estiverem dois erros aleatérios,

maior a sua dependéncia.

3.5.1 Estruturas de Correlagao Serial

As estruturas de correlagao serial sao utilizadas para modelar a de-
pendéncia em dados de séries temporais, isto é, com observagoes feitas
sequencialmente ao longo do tempo. Simplificando o pressuposto de

isotropia, o modelo geral de correlagao serial é dado por:

607”7”(%, Eit’) = h[|pz’t7pit’|v P]
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onde a fun¢ao de correlagao h(.) é designada por fungao de autocor-

relagao.

Funcgao de Autocorrelagcao Empirica

A funcao de autocorrelagao empirica, que consiste numa estimativa
nao paramétrica da funcdo de autocorrelagdo (Box et al., 1994), é
bastante 1itil para verificar a correlagao serial em dados de séries tem-
porais. Sejam 7z = (yit — Uit) /G onde G4 é o estimador de var(e;),
os residuos padronizados do modelo linear misto ajustado. A funcao

de autocorrela¢do empirica no espagamento (lag) ! é definida por:

n T;—1

Z ZTitTi(t+l)/N(l)

pll) = == (3.11)

n T;
YD rh/N(0)

i=1 t=1

onde N(I) representa o nimero de pares de residuos utilizados no
somatério do numerador da funcao. Quando as observagoes estao
igualmente espagadas a fungao de autocorrelagao empirica é o meio
grafico usado para identificar o processo. Analisando esta funcao

pode-se concluir que:

e Se os valores se aproximam de zero gradualmente entdo o pro-
cesso pode ser identificado como auto-regressivo.

e Se a funcao de auto correlacao é consistente dentro de

+201-a/2)/ VN 2(1-a/2)

apos o lag 2 ou 3 entdo o modelo pode ser identificado como

processo de médias moéveis de ordem 1 ou 2.
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As estruturas de correlacgao serial mais frequentes sao:

(i) Geral

Cada correlagao entre as observagoes é dada por um parametro dife-

rente, correspondendo & funcao de correlagao:
h(k7p):pk) k:1727"'

Como o numero de parametros aumenta quadraticamente com o nu-
mero maximo de observagoes dentro do grupo, esta estrutura conduz
frequentemente a modelos sobreparametrizados, sendo 1til apenas

quando existem poucas observagoes por grupo.

(ii) Simetria Composta

Nesta estrutura assume-se uma correlagao igual entre todos os erros
aleatérios pertencentes ao mesmo grupo. O modelo de correlagao

correspondente é dado por:
corr(eg, i) = p,Vt £t hk,p)=p, k=1,2,...

onde o Unico parametro de correlagao p é designado por coeficiente

de correlagao intraclasse.

Auto-regressivo - Médias Mdveis Esta familia de estruturas de
correlagao inclui diferentes classes de modelos lineares estacionarios
(Box et al., 1994). Nestes modelos, assume-se que as observacoes sao
feitas em intervalos de tempo inteiros e, para simplificar a notacao
vai-se omitir o indice referente ao individuo, pelo que, €; designa a
observagao que ocorreu no instante de tempo t. A distancia (lag), ou
perfodo de tempo, entre duas observagoes €; e €, é dada por |t — s,
pelo que o lagl se refere a observagoes feitas com uma unidade de

distancia, e assim sucessivamente.
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(iii) Modelos Auto-regressivos

Estes modelos expressam uma determinada observagao como uma
fungao linear das observacoes anteriores acrescentada de um ruido
homocedastico, a;, que se assume ter valor médio nulo e ser indepen-

dente das observacoes anteriores
€ = O160-1+ ...+ ¢p€t—p + ag.

O numero, p, de observagoes anteriores incluidas no modelo linear é
designado por ordem do modelo auto-regressivo e escreve-se AR(p).
Deste modo, existem p parametros de auto-correlacado num modelo
AR(p) dados por @ = (¢1,...dp).

e Auto-regressivo de ordem 1 - AR(1)
E o mais simples e um dos mais utilizados (Pinheiro & Bates,
2000). Neste modelo, os erros no tempo ¢ sao modelados como
uma fungao dos erros no tempo t — 1, juntamente com o ruido,
ou seja:
€ = ger—1 +ag, [P <1.

A respectiva funcdo de correlacdo decresce exponencialmente,

em valor absoluto, com o espacamento (lag) e é dada por:
Wik, ¢) =5, k=0,1,...

O modelo AR(1) é uma das poucas estruturas de correlagao
serial que pode ser generalizada para tempo continuo e designa-
se por CAR(1).

e Auto-regressivo para tempo continuo - CAR(1)

A funcao de correlagao é dada por:

h(s,¢) = ¢°, s>0,¢>0.
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(iv) Modelos de Médias Méveis

Nestes modelos é assumida que determinada observacao é uma funcao

linear de termos de ruido, isto, é,
€t = Hlat,l + ...+ ant,q + ag.

O numero, ¢, de termos de ruido incluidos no modelo linear é a ordem
do modelo de médias méveis e designa-se por M A(q). Neste modelo
existem ¢ pardmetros de correlagdo dados por 8 = (61,...,60,). A

funcao de correlagao para um modelo M A(q) assume a forma:
Op + 016051+ ...+ 6k_g0,

h(k,0) = 1+67+...4+62
0, k=q+1, q+2,....

, k=1,...,q;

As observagoes separadas por mais do que ¢ unidades de tempo nao
estao correlacionadas, uma vez que nao partilham qualquer termo de

ruido ay.

e Médias méveis de ordem 1- MA(1)

E o0 mais simples dos modelos com
€ = thay—1 + ay,

e tem-se 0
h(1,0) = p; = —— 0.5.
( ) ) P1 1 +0%7 |p1| <

(v) Modelos Auto-regressivo de Médias Mdveis

Estes modelos, tal como o nome indica, sao obtidos pela combinagao
dos modelos auto-regressivos com os modelos de médias méveis, e sao
designados abreviadamente por ARM A. Um modelo ARM A(p, q) é
dado por

P q
€ = E Gi€i—i + E Ojai—; + ay.
i=1 j=1
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Neste modelo tem-se p + ¢ parametros de correlagao, que correspon-
dem & combinacgéo dos p parametros auto-regressivos ® = (¢1, ... ¢p)

e dos ¢ parametros de médias méveis 0 = (01,...6,).

Por convengdo ARM A(p,0) = AR(p) e ARMA(0,q) = M A(q); desta
forma os modelos auto-regressivos e os modelos de médias médveis
constituem um caso particular do modelo auto-regressivo de médias

moveis geral.
A funcéo de correlagdo de um modelo ARM A(p, q) é dada por:
G1h([k — 1|, p) + - - + ph(lk — pl, p)+

h’(kap) = elw(k—l,P)++9q¢(k—q,P)7 k:17~-'aq;
Prh(lk = 1],p) + -+ dph([k —pl, p),  k=q+1, ...,

Ele, 1. .
onde B(k, ¢,0) = 2k U g a0 clientar que w(k, ¢, 8) = 0,k —
var(e;)
1,2,... dado que, neste caso €;_j, e a; sao independentes e Efa;] = 0.

e ARMA(1,1)
E um modelo “intermédio” entre os modelos AR(1) e MA(2)
que apresenta um decaimento exponencial da funcao de auto-
correlagao para lags > 2 mas que permite maior flexibilidade

na primeira auto-correlagado (Pinheiro & Bates, 2000).

€ = per_1 + Oar_j + ay

(14 ¢161) (o1 + 61)
(14 6% +2¢101)

h(k,p) =px = &y 'p1, k> 2.

h’(la p) =p1=

3.5.2 Estruturas de Correlagao Espacial

As estruturas de correlagao espacial foram originalmente desenvol-
vidas para modelar a dependéncia em dados associados a vectores

de posicao bidimensionais, tais como dados geoestatisticos, dados em
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trelica ou padroes pontuais. No entanto, a propriedade de isotropia
permite a sua generalizacao para outros casos, podendo ser utilizados
em séries temporais (Diggle et al., 2002; Pinheiro & Bates, 2000).
Seja €, a observacdo correspondente & posicio x = (z1,...,2,)".
As estruturas de correlacao espaciais isotrépicas podem apoiar-se em

qualquer distancia sendo a mais comum a distancia euclidiana, ou Lo

s
definida por dg(ez, €y) = Z(a:Z — ;)% Outras distancias igual-
i=1

mente utilizadas sao a distancia Manhattan, ou Li, daran(€z, €y) =
T

E |zi —y;| e a distdncia méxima dares (€, €y) = mazi=1,..r|T;i — yil.
i=1

As estruturas de correlacao espacial sao as indicadas para dados onde
as observagoes tém espagamento irregular entre si (no tempo ou no

espago).

Semivariograma

As estruturas de correlagao espacial sao geralmente representadas
através do seu semivariograma em vez da sua estrutura de correla-
gao (Cressie, 1993). O semivariograma de uma estrutura espacial
isotrépica com uma fungao distancia d(.) é definido por:
1 1 2
v[d(es,€y), A] = ivar(ez —€y) = §E[6I — &)
Os erros dentro do grupo podem ser padronizados de modo a terem
variancia unitaria, sem que a sua estrutura de correlagao seja alte-
rada. Assim, sem perda de generalidade, assume-se que var(e,;) =
1, Vz. Neste caso, 7(.) vai depender exclusivamente dos pardmetros
de correlagao p e como
1
¥(s,p) = ivar(ex —€y) =1 —corr(ez, €y),

tem-se

v(s,p) =1—h(s,p),
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sendo (0, p) = 0 pois h(0, p) = 1.

Um valor reduzido para «(s, p) revela dependéncia entre observagoes
enquanto que valores superiores indicam independéncia. No semi-
variograma as distancias entre observacoes sao representadas no eixo
das abcissas e, no eixo das ordenadas, figuram os valores estimados do
semivariograma. Na Figura 3.1 estd representado o semivariograma
referente ao modelo exponencial com a indicacao dos elementos com-
ponentes do mesmo. O patamar (sill) é o valor do semivariograma
correspondente ao seu alcance (range), isto é, o valor da distancia
maxima ente observagoes a partir da qual ja nao existe dependéncia

espacial entre observacoes.

Alcance (a)
<
«©
S
<l o
5 =T
‘;’ Patamar (c)
3
~
P
N
a
$ Efeito de pepita (Cg)
]
S T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Distancia

Figura 3.1 Semivariograma correspondente ao modelo exponencial.



Modelagao da Dependéncia 71

No caso em que junto a origem ha pouca variabilidade isso vai provo-
car alguma descontinuidade em 7(.), ou seja, nos valores assumidos
por y quando a distancia tende para zero. Para contornar esta ques-
tao é por vezes considerado o efeito de pepita ¢y, impondo-se que
(s, p) = ¢o quando s — 0, com 0 < ¢y < 1. Em termos de funcao de
correlagao, o efeito de pepita traduz-se em h(s, p) — 1 — ¢g quando
s — 0. A contribuicao (c;) é a diferenca entre o patamar (c¢) e o

efeito de pepita (co).

O estimador cldssico do semivariograma (Matheron, 1997) é:

. 1 & )
’Y(S)ZMZ > (ru—rw)

i=1d(pit,pser)=$

onde N(s) é o nimero de pares de residuos com distancia s entre si.
Como o estimador 4/(s) utiliza os quadrados das diferencas entre pares
de residuos, pode ser bastante sensivel a outliers, pelo que Cressie &

Hawkins (1980) desenvolveram um estimador robusto dado por:

(o, 5 )

N i=1d(pit,piy )=

e <0.457 + (;\]4(2;1>

onde o termo do denominador € incluido para assegurar o nao envie-

samento (Jardim, 2001).

Existem diferentes estruturas de correlagao espacial, que implicam
formulagoes matemadticas distintas para a fungao h(.). Na Tabela 3.2
apresentam-se alguns dos modelos de variogramas isotrépicos (Pi-
nheiro & Bates, 2000) e onde I(s < p) representa uma variavel binaria

que assume o valor 1 quando s < p e 0 caso contrario.

As fungdes de correlagdo para estruturas como as da Tabela 3.2 po-
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Tabela 3.2 Alguns modelos de variograma isotrépicos para estrutu-

ras de correlagcao espacial.

- S 5\3
Esférico Y(s,p) =1— (1 — 15—+ 0.5(7> )[(s < p)
p p
s
Exponencial v(s,p) =1 —exp ( - 7>
e
Gaussiano v(s,p) =1 —exp {f <§) }
p
Linear Y(s,p) =1— (1 — i)I(S <p)
p

Quadratico Racional (s, p) =

CO+(1—C())’Y(S,,0)7 8>07
0, s=0.

Efeito Pepita v(s,c0,p) =

dem obter-se usando a relagao h(s,p) = 1 — (s, p). Em estatistica

espacial o parametro p é referido como range (Littell et al., 1996).

Na Figura 3.2 estao representados os graficos dos semivariogramas

versus a distancia para diferentes estruturas de correlagao espacial.

Os modelos apresentados na Tabela 3.2 encontram-se na biblioteca
nlme do R.

3.5.3 Seleccao do Modelo

A selecgao do modelo com a estrutura de correlagao adequada é feita
recorrendo-se ao teste de razao de verosimilhancas (Seccao 2.6.2) sem-
pre que as estruturas a comparar se encontrem encaixadas. Quando
a comparagao ¢é feita entre duas estruturas nao encaixadas sao utili-

zados os critérios de informagdo AIC e BIC (Seccéo 2.6.3).

Uma vez modelada a matriz de variancia-covariancia dos erros ale-

atérios, procede-se novamente & verificacdo dos pressupostos para o
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Figura 3.2 Grdficos de semivariogramas versus distancia para cor-

relagdes espaciais isotropicas com p =1 e efeito pepita=0.1.

novo modelo, recorrendo aos métodos descritos na Seccao 2.8.

3.6 Efeitos Aleatorios versus Estrutura de

Correlacao dos Erros

Nao é invulgar o modelo de efeitos aleatérios e o modelo de correlacgao
dos erros dentro dos grupos competirem um com o outro, no sentido
em que o numero de efeitos aleatérios necessarios é menor quando as
estruturas de correlacao dos erros dentro dos grupos estao presentes,

e vice-versa. Com efeito a matriz de variancia-covariancia do modelo
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linear misto geral
var(Y;) = V; = 0%(Z;GZ; + A,)

é constituida por duas componentes que podem ser usadas para mo-
delar a heterocedasticidade e a correlagao: uma componente associ-
ada aos efeitos aleatodrios, ZiGZiT, e uma componente, A;, intra-
grupo. Nas sucessivas fases de construgao do modelo que melhor se
ajusta aos dados estas matrizes vao sendo modeladas. Pode aconte-
cer que a matriz de variancia-covariancia, G, dos efeitos aleatorias
necessite de ser mais complexa quando se assume que A; = I, e que
apés se permitir que A; tenha outras estruturas diferentes de I, se
verifique que essa complexidade ja nao é necessaria, podendo em al-
guns casos Nao ser mesmo necessaria a presenca de efeitos aleatorios.
O que se pode dizer é que existe um compromisso entre a complexi-
dade das duas componentes de V; e que na modelagao das mesmas
se deve ter o cuidado de prevenir problemas de nao-identificabilidade

dos parametros no modelo.

3.7 Modelo Linear Geral para Dados Lon-

gitudinais Gaussianos

Em algumas aplicagoes praticas pode-se mesmo pretender evitar a
existéncia de efeitos aleatérios para acomodar a dependéncia entre
as observagoes preferindo-se utilizar a componente intra-grupo A;
para modelar directamente a estrutura de varidncia-covariancia. O

modelo para os dados é entao

Y, =XB+e, €~N(@O0*A;) i=1,....n (3.12)

ao qual se d4 o nome de modelo linear geral para dados longitudi-

nais (Diggle et al., 2002) A estimagao dos parametros deste modelo,
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assumindo que A; é conhecido, é designado por problema dos mini-

mos quadrados generalizados.

Usando a transformacdo dada em (3.2), pode-se reescrever (3.12)
como um modelo “cldssico” de regressao linear (Pinheiro & Bates,

2000)

Y =XB+e€, € ~N(0,01p,) i=1,...,n. (3.13)

Assim, fixando A, os estimadores ML de 3 e de o2 sdo:

B0 — (X*TX*> o (X*TY*>

(Y* - X*ﬁ(A)) : (Y* - X*ﬁ(A))
N

o?(A) = (3.14)

A funcao log-verosimilhanca perfilada que sé é funcao de A, é obtida
substituindo B e o2 na funcdo verosimilhanca da amostra pelos seus

estimadores ML condicionados (3.14) e é dada por:

I(y|A) = log L(y|A)

= const — glog Ky - X*B(A)) ' (y* - X*B(A))}

1 n
— §Zlog |A;]. (3.15)
1=1

Os estimadores de maxima verosimilhanga sao obtidos, primeiro op-
timizando (3.15) em relagdo a A e depois substituindo em (3.14) A
pelo seu estimador ML A para obter os estimadores ML de 3 e de o2
(Pinheiro & Bates, 2000).

A fungao verosimilhanca restrita para o modelo (3.12) é deduzida tal
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como foi feito para o modelo linear misto dado por (3.1)

Ir(y|A) =log Lremr(y|\)

= const — N;p log Ky - X*B(A)) ' (y* - X*B(A))}

— log |X*TX*

1 n
- 5210g A4 (3.16)
i=1
O estimador REML de ¢2 ¢ dado por

(Y* - X*B(A)) : (Y* - X*B(A))

012%EML()‘) = N —p : (3.17)

O calculo da maximizacao do logaritmo da funcao verosimilhanca
assim como do logaritmo da fungao verosimilhanga restrita é feito

recorrendo a métodos numéricos de optimizagao.

A modelacao da matriz A; é feita tal como foi descrito anteriormente
assim como a seleccdo do modelo. No que se refere & analise de
residuos esta é feita usando-se os gréficos de diagnostico, tal como no

modelo linear misto.

3.7.1 Modelo Linear Misto versus Modelo Linear
Geral

De acordo com Pinheiro & Bates (2000) a escolha entre o modelo
linear misto e o modelo linear geral deve ter em conta os objectivos da
andlise e ndo se limitar ao valor do AIC ou ao valor-p dado com base
no teste de razao de verosimilhangas. O modelo linear misto tem uma
estrutura hierdrquica que, em muitas aplicagoes, fornece uma maneira
mais intuitiva de acomodar a dependéncia dentro do grupo do que
a modelacao directa da estrutura marginal de variancia-covariancia

das respostas que é feita quando se usa o modelo linear geral. Além
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disso, no modelo linear misto, obtém-se os valores preditos dos efeitos

aleatérios que podem, por si sO, ter interesse.

O modelo linear geral para dados longitudinais, tal como o modelo
linear misto, é vdlido para os mecanismos de omissdo de dados MCAR
e MAR.

A biblioteca nlme do R possui a fun¢do gls que permite ajustar o
modelo dos minimos quadrados generalizados usando quer a maxima

verosimilhancga quer a maxima verosimilhanca restrita.
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Capitulo 4
Equacoes de Estimacao

Generalizadas

4.1 Introducao

Nos dois tltimos capitulos foram considerados dois métodos de analise
de dados longitudinais quando a resposta é continua, dando origem
a dois modelos: o modelo linear misto e o modelo linear geral. Em
qualquer um dos casos o modelo linear foi estendido de modo a aco-
modar a correlagao entre observacoes de um mesmo individuo e a
interpretacao dos coeficientes de regressao é independente das hipé-
teses feitas acerca da correlagao entre as medigoes repetidas, pelo que

é a mesma nos dois modelos.

Quando a resposta é discreta, como é o caso em que se tém dados
categorizados ou contagens, aqueles métodos nao sao apropriados pois
o modelo linear deixa de ser adequado para relacionar as alteragoes
do valor médio da resposta com as covariaveis. Os véarios modelos
para analisar dados longitudinais discretos sao entao obtidos através
da extensao do modelo linear generalizado (GLM) do caso univariado

para o multivariado.

Um outro aspecto relacionado com a analise de dados longitudinais
discretos, e que se distingue da andlise de dados longitudinais conti-
nuos, ¢é o facto de diferentes hipéteses acerca da fonte de associacao

entre observagoes de um mesmo individuo poder levar a coeficientes
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de regressao com interpretacoes diferentes.

A necessidade de distinguir os modelos para analisar dados longitudi-
nais discretos de acordo com a interpretacao dos coeficientes leva ao
uso de termos como modelos marginais e modelos com efeitos aleaté-
rios (Diggle et al., 2002). Os primeiros sdo muitas vezes designados
por population-average models (PA) e os segundos por subject-specific
models (SS) (Zeger et al., 1988). Estes modelos, devido ao facto da
interpretagao dos coeficientes serem diferentes, tém objectivos de infe-
réncia distintos. Para os modelos marginais o objectivo da inferéncia
é a populacao enquanto que para os modelos com efeitos aleatérios
0 objectivo da inferéncia é o individuo. A escolha do modelo para
analisar os dados longitudinais discretos tem entao de ser feita tendo

em conta a questao a que se quer dar resposta.

Este capitulo é dedicado aos modelos marginais e a estimagao dos pa-
rametros do modelo é feita usando o método de equacgoes de estimagao
generalizadas (método GEE) tal como foi proposto por Liang & Ze-
ger (1986). Nos ultimos 20 anos esta metodologia tem-se mostrado
extremamente tutil na andlise de dados longitudinais, especialmente
quando a resposta é de natureza discreta podendo igualmente ser

usada quando a varidvel resposta é continua.

Este método baseia-se na estimacgao por quase-verosimilhanga e como
tal nao necessita que a distribuigao conjunta de Y; seja especificada.
A sua popularidade deve-se ao facto de combinar, de forma simples
e flexivel, a modelacao do valor médio da varidvel resposta em fun-
¢ao das covaridveis, isto é, a componente de maior interesse, com
a acomodagao da dependéncia entre as observagoes sobre o mesmo
individuo sem necessitar de especificar a estrutura de dependéncia
(Fitzmaurice et al., 2004).

Em termos de dados omissos, a utilizacao deste método pressupoe o

mecanismo de omissdo de dados MCAR (em oposi¢do ao mecanismos
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de omissao de dados MAR assumido pelo modelo linear misto e pelo

modelo linear geral).

No que se segue apresenta-se o modelo marginal e o método GEE
e por ultimo é feita uma referéncia a andlise do modelo marginal

quando a distribuicao conjunta de Y; é especificada.

4.2 Estrutura do Modelo Marginal

Os modelos marginais sao uma maneira natural de estender os mo-
delos lineares generalizados a dados longitudinais (discretos ou con-
tinuos). Num modelo marginal o valor esperado marginal, E(Y;),
é modelado como fungao das covariaveis. O termo valor esperado
marginal é usado para realgar o facto de que nao se estd a condicio-
nar o modelo a outras varidveis resposta ou a efeitos aleatérios nao
observaveis (Heagerty, 1999). Como as medicoes repetidas, em cada
individuo, nao tém tendéncia a ser independentes, a andlise margi-
nal tem que incluir pressupostos em relagao a correlagao. O modelo
marginal tem a vantagem de o valor esperado da variavel resposta e

a covariancia serem modelados separadamente (Diggle et al., 2002).

A semelhanca dos capitulos anteriores seja y;; a resposta observada
do i-ésimo individuo no tempo t, onde t = 1,....,7T; e ¢ = 1,...,n,
realizacdo da varidvel resposta Y;;. O vector das varidveis resposta
para o i-ésimo individuo é dado por Y; = (Yj1,....Yi1) " e x;; =
(Tit1y -y a:,»tp)T representa o vector p X 1 das covaridveis associado ao
ponto (i,t) do desenho. Para cada componente de Y;, Yj;, tem-se

E(Yit) = pit e var(Yi) = v

O modelo linear pode ser escrito na forma

Yie = B1xin + BoTir + ... 4 BpTirp + €t

= X;EIB + €t
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onde B = (B1, 52, ... ,,BP)T é o vector p X 1 dos parametros de regres-
sao desconhecidos e €;; é uma variavel aleatéria com valor esperado

Zero.

Neste capitulo vai-se considerar que Y;; tem uma distribuigao perten-

cente a familia exponencial cuja densidade marginal é definida por:

f(yit) = exp %(yiteit —c(0it)) + d(yit, D) | -

Especificamente, um modelo marginal para dados longitudinais tem

as seguintes hipdteses:

1. A esperanca marginal para cada varidvel resposta,
E(Yi) = pat = ¢ (0ir),
dependente das covariaveis, x;;, através de uma funcgao de liga-
Gao,
9(pit) = nit = XiTt,@,
tal como a identidade para respostas continuas, o logit para
respostas bindrias e o log para contagens;
2. A variancia marginal depende do valor médio marginal de acordo
com
i = c//(eit)iv

@t Wit

var(Yi) = vie = V(uait)
onde V' é uma fungao de variancia conhecida, ¢ é um parametro
de dispersao, ou de escala, que pode ser conhecido ou estimado

e w;y ¢ uma constante conhecida;
3. A correlacao entre Y;; and Yj» é uma fungao do valor médio mar-
ginal e possivelmente de parametros adicionais, a; e escreve-se

corr(Yie, Yipr) = p(pet, pigr) onde p(.) é uma fungao conhecida.

A especificagao do modelo marginal nas trés hipéteses acima indi-
cadas, torna evidente a extensao dos modelos lineares generalizados

para dados longitudinais.
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As duas primeiras hipoteses do modelo marginal descrevem o valor
médio e a varidncia de Y}, e correspondem ao modelo linear genera-
lizado standard; a tinica diferencga reside na passagem do caso univa-
riado para o multivariado. E a terceira hipétese, com a incorporagao
da correlacao entre as respostas referentes ao mesmo individuo, que
representa a principal extensao dos modelos lineares generalizados

para dados longitudinais.

Seguidamente vao-se considerar alguns exemplos de modelos margi-

nais para dados longitudinais.

Modelo Marginal para Respostas Continuas

Seja x;; = (1,t)T e B = (Bo,31) " e considere-se Yj; uma varidvel res-
posta continua sendo a identidade a funcao de ligacdo. As hipéteses

do modelo marginal assumem a forma:

1. pi = Bo + Pit;
2. var(Yy) = ¢;
3. corr(Yu, Yi) = A=l o< a <.

A correlagao entre medicoes feitas sobre mesmo individuo é modelada

através de uma fungdo do parametro « via um modelo AR(1).
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Modelo Marginal para Contagens

Seja x;: = (1,t)T e B = (Bo, 1) e considere-se Y;; uma varidvel

resposta sob a forma de contagens e o

log ¢ a escolha natural da funcao de ligacdo. As hipdteses do modelo

marginal assumem a forma:

1. log(pit) = Bo + Pat;
2. var(Y) = Ppis;

3. corr(Yit, Yir) = cur.

O modelo marginal descrito é um modelo de regressao log-linear, em
que se tem como pressuposto uma funcao de variancia de Poisson.
A associacao dentro de cada individuo é dada por uma estrutura de
correlagao nao definida. Outras escolhas para a funcao de ligagao e
de variancia sao possiveis, assim como outras estruturas de correlagao

propostas por Liang & Zeger (1986).

Em muitas aplicacoes os dados sob a forma de contagens tém bas-
tante variabilidade, ou seja, existe sobredispersao. A sobredispersao
é uma regra, nao a excepc¢ao, quando estamos na presenca de dados
longitudinais em que a varidvel resposta estd sob a forma de conta-
gens.

A sobredispersao pode ser considerada, incluindo um parametro de

dispersao ou escala, ¢, na especificacao da variancia.

Modelo Marginal para Dados Binarios

Seja x;; = (1,t)T e B = (Bo,B1)" e considere-se Y;; uma resposta
bindria tomando os valores 0 e 1 e o logit é a escolha natural para
a funcao de ligacao. Neste caso as hipdteses do modelo marginal

assumem a forma:
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. Hit Pr(Yy =1)
1. logit(pi) =1 =log | 57—=%
i = 1o (24 ) <os (T3
2. var(Yi) = pir(1 — pit);
3. corr(Yi, Yip) = a.

) = Bo + p1t;

Ao modelo marginal acima indicado, dd-se o nome de modelo de
regressao logistico, o qual assume o pressuposto de variancia de Ber-
noulli, var(Yi) = pir (1 — pt).

Para descrever a terceira hipdtese, tem que se ter atengao ao uso
do termo correlacao. Nas varidveis resposta discretas, as correlagoes
estdo condicionadas pelo valor médio da varidvel resposta, e vice-

versa, como € o caso em que a variavel resposta é binaria.

Com efeito a correlagao entre duas respostas bindrias é dada por

Pr(Yieo1 =1,Y = 1) — plir—1/tit
12
)]

corr(Yit—1,Yit) =
[trit—1 (1 = prie—1)pie (1 — puie

onde Pr(Y;;—1 = 1,Y;; = 1) satisfaz a desigualdade

max(0, frig—1 + pris — 1) < Pr(Yie—1 = 1,Y3 = 1) < min(pig—1, pie)-

Por exemplo, se pit—1 = E(Yii—1) = Pr(Yie—1 = 1) = 0.2 e puy =
E(Yy) = Pr(Yy = 1) = 0.8, entao corr(Yi—1,Y:) < 0.25. O que
significa que a correlagdo nao pode exceder 0.25, quando as probabi-

lidades de sucesso tém os valores 0.2 e 0.8.

Com este resultado verifica-se que, quando a variavel resposta é bi-
néria, a correlagdo nao é a medida mais natural de associacao entre
as respostas para um mesmo individuo pelo que, muitos autores uti-
lizam o odds ratio ou o log odds ratio (Liang et al., 1992; Azzalini,
1994a; Gongalves & Azzalini, 2008).

Em qualquer um dos trés exemplos apresentados o vector 3 descreve
o modo como o valor médio da populagao se comporta ao longo do

tempo e nao como a resposta do individuo depende da covariavel.
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4.3 Equacgoes de Estimacgao Generalizadas

Ao analisarem-se as trés hipoteses do modelo marginal, verifica-se
que nao é necessario qualquer pressuposto em relacao a distribuicao
subjacente as observagoes, apenas se necessita de um modelo de re-
gressao para o valor médio da varidvel resposta. Esta omissao de um
pressuposto em relagao a distribuigao é vantajosa sobretudo no caso
em que a variavel resposta é discreta, onde especificar a distribui-
¢ao conjunta multivariada de Y; nao é trivial. Por outro lado, ao
omitir-se a distribuig¢ao de Y;, os métodos de estimacao baseados na
maxima verosimilhanca nao podem ser utilizados pelo que se recorre
ao método GEE.

O método GEE proposto por Liang & Zeger (1986) é a extensao mul-
tivariada do método de estimagdo por quase-verosimilhanca (Wed-
derburn, 1974). Mais concretamente é a extensdo do método de es-
timagao por quase-verosimilhanca quando o segundo momento nao
pode ser completamente especificado em termos de valor esperado e,
além disso, é necesséario estimar correlagao adicional. Este método é
também conhecido por GEE1 e em Molenberghs & Verbeke (2005)

sao descritas varias alternativas a este método.

O método GEE para 3 tem a mesma forma das equacoes score para
os modelos univariados o que difere é a forma de escolher a matriz de

variancia-covariancia.

Assim, tendo em atengio que as componentes de Y; = (Y, ..., Yir,) T
para cada individuo nao sdo independentes, o método GEE para 3

proposto por Liang & Zeger (1986) é dado por
n
—1
Up(B,a) = ZDiTvi [(@)] "(Y; — i) =0, (4.1)
i=1

op;
B

onde D; = , 6 uma matriz T; xp, Y; = (Yi1, ..., Yir) |, p; o vector
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do valor esperado de Y; e V;(«) é uma matriz T; x T; que para o
1-ésimo individuo é dada por

Vi(a) = 6(A;Ri()A}/?), (4.2)

(3

a qual se d4 o nome de matriz de varidncia-covariancia “corrente”. O
termo “corrente” é utilizado porque nao se espera que seja, inicial-

mente, bem especificada.

Em (4.2) A;, é uma matriz diagonal T; x T;, cujo elemento na diagonal
t é V(uit), funcdo variancia (var(Yi) = &V (i) e Ri(a) = corr(Y;)
é uma matriz T; x T; a qual se d4 o nome de matriz de correlagao

“corrente” (working correlation matriz).

Se R;(a) = I, matriz identidade T; x T;, entdo o método GEE
reduz-se as equagoes de quase-verosimilhanca para um modelo li-
near generalizado que assume que as medigoes repetidas sao inde-
pendentes. Quando R;(a) estd correctamente especificada entao
V,(a) = var(Y;).

O sistema de equagoes (4.1), concebido para estimar 3, necessita de
a e ¢ mas, a estimacao destes depende de 3. Este processo de de-

pendéncia é quebrado através da utilizagao de um processo iterativo.

O processo iterativo proposto por Liang & Zeger (1986) divide-se em

quatro passos:

1. Determinar-se as estimativas iniciais de 3, B(O), através do ajus-
tamento de um modelo linear generalizado, assumindo que as
observagoes sao independentes;

2. (i) Calcular os residuos de Pearson e;;.

(i) Calcular a.

(iii) Calcular R;(ax).

(iv) Calcular ¢.

(v) Calcular V(o) = gb(A;/QRi(a)A,l/z);

(3
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3. Actualizar a estimativa de 3:

. -1
B+ — ) _ { D, [Vi(&)] Di]

4. Repetir os passos 2-3 até o processo convergir.

As estimativas de a e ¢ sao obtidas a partir dos residuos de Pearson,

eit, definidos por
var(jia)
onde o parametro de dispersao ou de escala, ¢, é estimado através de

€it =

e a estimacao de «, pode ser obtida de forma semelhante, dependendo
da estrutura de correlagao definida. Liang & Zeger (1986) sugeriram

as estruturas de correlagao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Estruturas de correlagdo propostas por Liang & Ze-

ger (1986).
corr(Yit, Yix) Estimativa

Independente 0 —
1 < 1

Dependente o &= — - - eiteik
nmlel(Tlil)t;c 1t €4
1 < 1

AR(1) alt—kl & = 727 Z Citeiit1
ni= (Ti—1) t<T;—1
1 n

Nao Definida g a== Zeiteik
n

i=1

Outras estruturas de correlacao podem ser consideradas, em parti-

cular, para o caso em que a varidvel resposta é binaria em que a
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correlagao através do odds-ratio marginal é uma escolha natural para

a estrutura de correlagao.

4.4 Propriedades dos Estimadores GEE

Liang & Zeger (1986) mostraram que, sob certas condigoes de regu-
laridade, o estimador de 3, ,é, solugao das equagoes de estimagao

generalizadas, possui as seguintes propriedades:

1. E um estimador consistente de 3.
Esta propriedade é véalida quer se tenha ou nao, modelado cor-
rectamente a estrutura de correlacao. Desta forma, para que [3
proporcione estimativas vélidas de 3 necessita-se apenas que o
modelo para o valor médio da varidvel resposta tenha sido cor-
rectamente especificado. Esta é uma importante propriedade
da robustez de B, que torna a metodologia das equagdes de
estimagao generalizadas bastante apelativa nas mais variadas
aplicacgoes.

2. Para grandes amostras, a distribuicao amostral de 5’ é Gaus-
siana multivariada, com valor médio B e matriz de variancia-

covariancia

Iytnigt (4.4)

com

-1

L=3"D/[Via)] var(Y;)[Vi(e)] ' D;

calculada em (3,é). Este estimador da matriz de varidncia-

covariancia é consistente a medida que o nimero de individuos



90 Equagoes de Estimacao Generalizadas

que contribuem para cada elemento da matriz tende para infi-
nito (Diggle et al., 2002) e é conhecido como estimador sandwich

de var(B), Iy é o “pao” e I é o “fiambre”.

Em sintese, o método GEE possui um conjunto de propriedades in-
teressantes para a estimagao dos parametros de regressao no modelo
marginal. Primeiro, porque, em muitos estudos longitudinais, o esti-
mador B é quase tao preciso e eficiente como o obtido pelo método
de maxima verosimilhanca. Segundo, porque o estimador B para ser
consistente sé necessita que o modelo para o valor médio da variavel
resposta tenha sido correctamente especificado. Portanto, indepen-
dentemente da matriz de correlagao “corrente” ter sido ou nao bem
especificada, obtém-se estimadores consistentes dos parametros de

regressao.

Embora com a metodologia GEE se obtenham estimadores consis-
tentes de B, mesmo quando a matriz correlacao “corrente” nao esta
correctamente especificada, os erros padrao usuais dos estimadores
nao sao consistentes nesta situagao. Felizmente, a utilizacao do esti-
mador sandwich de var(B) permite obter, em muitas situacoes, erros
padrao vélidos para B Baseados no estimador sandwich obtém-se

igualmente versoes robustas do teste Wald.

Apesar da importante propriedade de somente ser necessario que o
modelo para o valor médio da variavel resposta seja correctamente
especificado para obter estimadores consistentes de 3, a modelagao
da covariancia é bastante importante. Sao duas as razbes para esse
facto. Primeiro porque quanto mais proxima a matriz de variancia-
covariancia, V;, estiver da verdadeira matriz de varidncia-covarian-
cia, maior é a eficiéncia ou precisao com a qual 8 pode ser estimado.
Segundo, porque a propriedade de robustez é uma propriedade as-
sintotica, que é valida apenas para amostras de grandes dimensoes.

Além disso, o estimador sandwich de var(B3) ajusta-se melhor em
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estudos longitudinais equilibrados, onde o nimero de individuos é

elevado e o numero de medigoes repetidas é relativamente pequeno.

O estimador apresentado em (4.4) ndo é tao apelativo quando o ni-
mero de individuos é pequeno (relativamente ao nimero de medigoes
repetidas), quando o delineamento nao é equilibrado ou quando os
individuos nao podem ser agrupados sob a mesma matriz de cova-
ridveis. Em particular, quando o ntimero de individuos é reduzido
(n < 30), o estimador sandwich de var(B) exibe enviesamento pelo

que Paik (1988) recomendou o uso do estimador jacknife de var(83)

dado por:

onde A_; é o estimador de 3 obtido apds o i-ésimo individuo ter sido

removido.

4.5 Inferéncia Estatistica com base nos
Estimadores GEE

Quando se utiliza 0 método GEE o teste de razao de verosimilhancas
nao pode ser usado em virtude da estimagcao se ter baseado na quase-
verosimilhanga e nao na verosimilhanga. Este aspecto tem igualmente
repercursoes para inferéncias quando existem valores omissos. No
entanto, tendo em atencao a distribuicao assintética dos estimadores
GEE, o teste de Wald pode ser usado.

Por exemplo, quando o objectivo é testar
Ho:ﬁjzo vs leﬁj;éO,
para j =1,...,p a estatistica de teste de Wald é dada por

wo B

var(B;)
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que, sob Hp, tem uma distribuicao assintotica Gaussiana e onde

var(B;) é o j-ésimo elemento da diagonal da matriz (4.4).

Para testar a hipétese mais geral
H()ZLﬁ:O vs HliL,B#O,

onde L é uma matriz r X p de caracteristica completa r, a estatistica
de teste de Wald é dada por

-1

w=(L8)" {Lvar(B)LT] (LB)

que, sob Hy, tem uma distribuicao assintética de um qui-quadrado

com r graus de liberdade.

Fitzmaurice et al. (2008) consideram que embora a estatistica do teste
de Wald permita a comparacao de modelos encaixados, esta compara-
¢ao pode ser problematica no caso em que se tem dados longitudinais
bindrios. Os mesmos autores apresentam como alternativa um teste

baseado nos scores proposto por Rotnizky & Jewell (1990).

4.6 GEE e Valores Omissos

Quando h& valores omissos as inferéncias com base em estimadores
obtidos com o método GEE s6 sao vélidas se o mecanismo de omissao
de dados é MCAR.

Quando o mecanismo de omissao de dados é MAR uma das solugoes
é o método de equagoes de estimacao generalizadas com pesos ou
pesado (WGEE - weighted generalized estimating equations) (Robins
et al., 1995; Fitzmaurice et al., 1995). Uma das versoes mais simples
do método WGEE ¢ a da contribuicao individual para o método GEE
standard ser pesada inversamente pela probabilidade de ser observada

nos instantes de tempo dados.



Anilise de Residuos 93

Neste livro este tema nao é desenvolvido remetendo-se o leitor para
Molenberghs & Verbeke (2005); Molenberghs & Kenward (2007), ou
Daniels & Hogan (2007).

O método GEE encontra-se implementado num grande nimero de
programas estatisticos no entanto em muitos deles o parametro de
escala ¢ é invariante com o tempo pelo que Fitzmaurice et al. (2004)
nao recomendam o seu uso na analise de dados longitudinais quando

a resposta é continua.

4.7 Analise de Residuos

A andlise grafica dos residuos continua a ser o método de diagnéstico
utilizado. No entanto, quando se analisa dados longitudinais nao-
Gaussianos nem sempre é ficil essa andlise, mesmo no caso simples
de regressao logistica para dados independente essa andlise é dificil

devido a extrema discretizagao dos dados binérios.

Lin et al. (2002) desenvolveram técnicas de diagndstico baseadas em
“somas acumuladas” ou “somas mdveis” de residuos com o objectivo de
distinguir o “sinal” do “ruido” (Fitzmaurice et al., 2008). Infelizmente
esta metodologia nao se encontra, até a data, nas bibliotecas do R

especificas para o método GEE.

4.8 Distribuicao Conjunta no Modelo Mar-

ginal. Maxima Verosimilhanca

A formulacao do modelo marginal nas trés hipdteses apresentadas na
Seccao 4.2 nao determina a distribuicao conjunta de Y;. Para que
os métodos de estimacao baseados na maxima verosimilhanca (ou na

méxima verosimilhanca restrita) possam ser utilizados é necessdrio
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especificar essa distribuigao conjunta.

Quando os dados longitudinais sdo Gaussianos, Y; segue uma dis-
tribuicao Gaussiana multivariada e a analise do modelo marginal,
usando o método ML ou o método REML foi apresentada nos Capi-
tulos 2 e 3.

No caso em que os dados longitudinais sao nao-Gaussianos a primeira
dificuldade surge logo na especificagao da distribuicao conjunta de Y.
E uma tarefa dificil que requer a especificagao do vector esperado
assim como a associag@o entre as respostas. A segunda dificuldade
estd relacionada com a complexidade computacional no cédlculo da

maximizagao da fungao verosimilhanga.

Apesar das dificuldades alguns autores tém desenvolvido metodolo-
gias nesse sentido, em particular, para dados bindrios (Fitzmaurice
& Laird, 1993; Fitzmaurice et al., 1993, 1994; Gongalves & Azzalini,
2008).

Na metodologia descrita em Gongalves & Azzalini (2008) para dados
longitudinais binédrios, o método ML é o usado na estimagao dos pa-
rametros fixos do modelo marginal e a dependéncia entre sucessivas
observacoes de um mesmo individuo é considerada do tipo Markovi-

ano de primeira ordem 17 ou de segunda ordem 5

OR(Y;—1,Yi—2) =91 = OR(Y,_1,Y}) (4.5)
OR(Y;—2,Y1Yio1 =0) =1 = OR(Yi—2, Y |Yi-1 =1) (4.6)

onde a notagdo OR(U,V) designa o odds ratio da distribuicao con-
junta de um par de varidveis aleatérias (U, V) e 11 e 1o s@o dois
parametros positivos. Alguns padroes de valores omissos sao permi-

tidos assim como dados nao equilibrados.

Esta metodologia encontra-se implementada na biblioteca bild do R.



Capitulo 5

Modelo Linear Generalizado
Misto

5.1 Introducao

Os modelos lineares generalizados mistos (GLMM), propostos por
Breslow & Clayton (1993), sdo uma extensdo dos modelos lineares
generalizados (GLM) que permitem a adi¢do de componentes de va-
riabilidade devida a efeitos nao observados. Os GLMM sao portanto,
modelos lineares generalizados que incluem efeitos aleatérios no pre-

ditor linear além dos efeitos fixos.

A introducao destes efeitos aleatérios no preditor linear permite mo-
delar a estrutura de correlagao entre observagoes que pertencem ao
mesmo individuo. A correlagao entre observagoes de um mesmo in-
dividuo surge assim do facto destas partilharem os mesmos efeitos

aleatdrios nao observaveis.

Os GLMM tém como objectivo descrever as alteracoes da resposta
média de cada individuo e a relagao destas alteragdes com as co-
varidveis. Assim sendo, estes modelos tém como finalidade realizar

inferéncias para o individuo e nao para a populagao.

A estrutura nao linear associada a introdugao de efeitos aleatorios
levanta dificuldades nao sé ao nivel computacional como também ao

nivel de interpretagao de alguns parametros estimados.
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Ao longo deste capitulo ir-se-a apresentar o modelo assim como algu-
mas das metodologias utilizadas nos cdlculos numéricos. A interpre-
tagao dos parametros do modelo é igualmente abordada e por ltimo
é feita a comparagdo dos GLMM com os modelos marginais na ané-
lise de dados longitudinais discretos. Em termos de dados omissos,
estes modelos assumem os mecanismos de omissao de dados MCAR
e MAR.

5.2 Estrutura do Modelo Linear Genera-

lizado Misto

Tal como no capitulo anterior, seja y;; a resposta observada do indi-
viduo i para o tempo t realizacao da varidvel resposta Y;; onde ¢t =
1,..,T;ei=1,..,n,sendo X = (Tit1, .-, Titp) | 0 vector px 1 das co-
varidveis associado a cada vector resposta, Yz e 8 = (01, B2,...,8p) "
o vector p x 1 dos parametros de regressao desconhecidos. Considere-
se agora z;; um vector ¢ X 1 de covaridveis (usualmente um subcon-

junto de x;¢) associado a um vector ¢ x 1 de efeitos aleatérios b;.

Os GLMM podem ser especificados do seguinte modo:
1. Dado b;, as varidveis resposta Y;1, ..., Y;r, sao mutuamente in-
dependentes e seguem um GLM com densidade

wir
¢

O valor médio e a variancia condicional sao dados, respectiva-

f(yit|bi) = exp (yitbir — c(0ir)) + d(yit, @) | -

mente, por:
E(Ya|bi) = pfy = ¢ (0ir),

var(Yy|b;) = vf, = c"(@it)i,

Wit
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que se assume que satisfacam,

g(ub) = x B +z;b;,

¢
Uft = V(Hft)wf_t,

onde ¢(.) é uma funcao de ligagdo e V uma fungao de variancia,
ambas conhecidas, ¢ é um parametro de dispersao ou de escala
e w;+ ¢ uma constante conhecida;

2. os efeitos aleatorios, b;, i = 1,...,n sdo independentes entre si

com uma distribuicao multivariada comum F'.

De uma maneira geral a equagao do GLMM pode ser escrita na forma
ILEYaebi)} =11}, = X8 + 2 b; (5.1)

com as especificagoes dadas em 1 e 2, sendo a distribuigao comum aos
efeitos aleatdrios b; a Gaussiana multivariada com valor esperado zero

e matriz de variancia-covariancia D.

De forma a tornar mais clara a especificacao do GLMM a partir do
GLM vai-se considerar o modelo linear generalizado com efeitos alea-
térios na interseccao e no declive quando a varidvel resposta assume
a forma de contagens e quando € bindria.

Seja zis = xit = (1,1) T, B = (Bo,B1)" e by = (boi, b1;) ", onde se as-
sume que b; é um vector aleatério independente com uma distribuicao
Gaussiana bivariada, com valor médio zero e matriz de variancia-

covariancia, D.

Modelo Linear Generalizado Misto para Contagens

Y;: é uma varidvel resposta sob a forma de contagens e o log é a

escolha natural da funcao de ligacéo.
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O GLMM tem as seguintes hipdteses:
1. Condicional ao vector de efeitos aleatérios, b;, Y;; sdo indepen-
dentes e seguem uma distribuicao de Poisson, com
var(Yig|b;) = E(Yi|bi), (¢ =1);

2. log(pb,) = x1B + zib; = (Bo + boi) + (B1 + bt

Modelo Linear Generalizado Misto para Dados Binarios

Y;: é uma resposta bindria que assume os valores 0 e 1 e o logit é a
escolha natural para a funcao de ligacao. Neste caso as hipéteses do

GLMM assumem a forma:

1. Condicional ao vector de efeitos aleatérios, b;, Y;; sdo indepen-

dentes e seguem uma distribuicao de Binomial, com
var(Yie[bi) = E(Yiu|bi) {1-E(Yi|bi) } = ufy(1—pufy), (6 =1);

2. logit(pl,) = x}, B8+ zb; = (Bo + bo:) + (B1 + bus)t.

5.3 Interpretacao dos Coeficientes do Mo-
delo

A introducao de efeitos aleatérios quer no modelo linear quer no mo-
delo linear generalizado permite modelar a estrutura de correlacao
entre observagoes que pertencem ao mesmo individuo. No entanto,
enquanto que no modelo linear esses efeitos nao afectam a interpreta-
¢ao dos parametros fixos do modelo, o mesmo néao se passa no modelo

linear generalizado.

Com efeito E(Y3), ¢ dado por

E(Yy) = E{E(Yu|b))} = E|g~ " (x;,8 + zub;) |,
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e devido & nao linearidade da fungao g~—*(.) tem-se
E[g(Yit‘bi)] 7 Q[E(Yzﬂbi)]

Uma relacao directa entre os parametros do modelo marginal e o do
GLMM sé existe em alguns casos especiais (Molenberghs & Verbeke,
2005).

Assim no GLMM tém-se as seguintes interpretagoes para os parame-

tros fixos e para a componente aleatéria do modelo.

(i) Parte fixa As componentes de 3, Bk, tém uma interpretagao
em termos especificos do individuo. Isto é, elas representam a
influéncia das covaridveis na alteragao da resposta esperada de
um individuo especifico. Porque a interpretagao de (8 depende
dos efeitos aleatérios do i-ésimo individuo assumirem um valor
fixo (ndo observado), designam-se por coeficientes de regressao
especificos do individuo (subject-specific regression coefficients).

(ii) Parte aleatéria Relativamente & componente aleatéria uma ma-
neira de interpretar as estimativas das variancias dos efeitos
aleatorios é produzir percentis dos efeitos baseados na hipotese
Gaussiana. Por exemplo, para um modelo com efeito aleatdrio
na interseccao, BO — 1.96\/@ e BO + 1.96\/% dao-nos os per-
centis aproximados 2.5 e 97.5, respectivamente. Por outro lado,
com base nos percentis assim obtidos e aplicando a inversa da
fungao de ligagao, obtém-se os limites de variacao dos valores
esperados condicionais ugt. Uma outra maneira é a representa-

¢lo grafica das trajectérias (perfis) condicionadas.



100 Modelo Linear Generalizado Misto
5.4 Estimacao

Os GLMM permitem a acomodagao de varidveis resposta com dis-
tribuicao nao-Gaussiana, a especificacao de fungoes de ligacao nao
lineares entre o valor esperado da resposta e os preditores, e podem
modelar a sobredispersao e a correlagao através da introdugao de efei-
tos aleatdrios. No sentido de serem feitas inferéncias correctas esta
correlagao tem de ser considerada e a distribuigao conjunta, quer
do vector das respostas, quer do vector dos efeitos aleatérios, tem
de ser completamente especificada. Como resultado a fungéo vero-
similhanga é usada e, consequentemente, a estimacao e a inferéncia

baseiam-se no método da maxima verosimilhanca.

No GLMM a contribuicao do i-ésimo individuo para a funcao de

verosimilhanga é
T;
L2(8.6.0) = [ T] f(uulbi o) (bIDYDL. (52)
t=1

O sobrescrito A em L#(3, ¢, D) é a notagao utilizada para indicar que
se trata da funcgao verosimilhanga do modelo com efeitos aleatérios.

Para os n individuos a func¢ao verosimilhanca é apresentada na forma

L4(8,4,D) = [[ L{"(8,4,D)

=11 / L{ (8,¢|D)f (b;|D)db;, (5.3)

T;
com L¥(B,¢|D) = Hf(yit|bi,ﬂ,¢), onde o sobrescrito F' refere-se

t=1
ao modelo com efeitos fixos.

O logaritmo da fungao verosimilhanga é dado por

(48,6, D) = > log L;'(B,¢,D). (5.4)

i=1
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que assume a expressao

£4(8.6,D) =Y log [ LI(8,6/D) [D| 1/
=1

1

I

O problema chave da maximizacao de (5.3) ou, o que é equivalente, de
(5.5) é a existéncia de n integrais no espago g-dimensional do vector
dos efeitos aleatérios. Em geral, o problema ndo tem uma solucao
analitica, pelo que se tem de recorrer ao célculo numérico para realizar
inferéncia com base na maxima verosimilhanga. O calculo numérico
possui igualmente varias limitagoes, uma vez que envolve integrais

complexos cuja dimensao depende da estrutura dos efeitos aleatodrios.

Varios métodos tém sido propostos de forma a resolver este problema
numérico. De um modo geral podem-se dividir as aproximacgoes nu-
méricas utilizadas em trés grupos: as que sao baseadas na aproxi-
macao dos dados, as que sao baseadas na aproximacao da funcao a
integrar e as que sao baseadas na aproximacao do integral (Molen-
berghs & Verbeke, 2005).

5.4.1 Meétodo de Aproximacao dos Dados

A metodologia adoptada na aproximacao dos dados consiste na de-
composigao dos dados em valor médio e uma componente apropriada,
com um desenvolvimento em série de Taylor em torno do valor médio

que é uma fungao nao linear do preditor.

Considere-se o modelo,
Yii=g"'(nf) = g7 (%, B+ 2 i) + €, (5.6)

onde g~1(.) é a inversa da funcdo de ligagao, e 1%, = x,\3 + z,b; é

o preditor linear. O preditor linear é composto por uma componente
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fixa, x;, 3, e por uma componente aleatéria, z;,b;, em que E(b;) = 0,
var(b;) = D, var(e;) = oI e var(b;,€;) = 0. O objectivo é, por-
tanto, linearizar a funcao de ligacdo de forma a realizar inferéncias
para os parametros de regressao. Inserem-se nesta ultima metodo-
logia 0 método de quase-verosimilhanga penalizada (PQL), proposto
por Breslow & Clayton (1993) e o método de quase-verosimilhanga
marginal (MQL) apresentado por Goldenstein (1991). A diferenga
essencial entre estes dois métodos reside no facto do MQL n&o incor-
porar o efeito aleatério b; no preditor linear (Molenberghs & Verbeke,
2005).

5.4.2 Meétodo de Aproximacao da Funcao a Inte-

grar

A metodologia de aproximacgao da funcdo a integrar tem como base
a aproximacao de Laplace. O método de Laplace (Tierny & Kadane,

1986) consiste em aproximar integrais na forma
I= / e?®) b, (5.7)

em que Q(b) é uma fungao limitada conhecida, de uma varidvel b,

com dimensao ¢q. Seja b o valor de b para o qual @ é maximizada.

Considere-se o desenvolvimento de Taylor de segunda ordem, pelo

que a funcdo Q(b) assume a forma

Q) ~ Q) + 5 (b-b) Q) (b-5). 69

onde Q" (b) corresponde & matriz Hessiana de Q em relacio a b.
Substituindo Q(b) em (5.7) pela sua aproximagao em (5.8), obtém-se

-z
1~ (2m)? = Q"(b)|  e9®), (5.9)
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O integral da contribuicao do i-ésimo individuo para a funcao de
verosimilhanga (5.2) é proporcional ao integral (5.7), para fungoes

Q(b) com a forma
T 1

Q) = 673 (x4 2lb) (x84 27b0)| - b D,
t=1

onde o método de Laplace pode ser aplicado. O facto de Q(B) depen-
der de B, ¢ e D, todos parametros desconhecidos, faz com que em
cada iteragao da maximizagao da verosimilhanca, b seja recalculado
de forma condicional as estimativas destes pardametros. A aproxima-
¢do de Laplace é exacta quando Q(b) é uma fungdo quadratica de
b.

5.4.3 Meétodo de Aproximacao do Integral

Dos vérios métodos de integracao que podem ser usados, muitos dos
quais se encontram implementados em varios programas estatisticos,
salientam-se o método numérico da quadratura de Gauss-Hermite e o
método numérico adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite. Estes

métodos baseiam-se na aproximacao de integrais na forma

/ F(2)o(2)dz, (5.10)

em que f(z) é uma funcdo densidade conhecida e ¢(z) é a fungao
densidade de uma distribuicao Gaussiana multivariada. Comeca-se
por padronizar os efeitos aleatorios de forma a obter-se a matriz de
variancia-covariancia. Seja §;, com 0; = D71/2b¢, em que 0; se-
gue uma distribuicdo de Gauss com valor médio zero e matriz de
variancia-covariancia dada por I. Desta forma o preditor linear as-
sume a forma
mie = X8 +2z,D" 1?8,

onde b; foi substituido por D_1/25i.
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A contribuicao do i-ésimo individuo para a fungao de verosimilhanca

é, assim, dada por

T;
L2(8.0,D) = [ T[ £(wlbs.8.0) f(bi[D)ab,
t=1

T;
~ [ 1] #wds.8.D.0)fGdsi. (.11
t=1

A expresséo (5.11) estd portanto na forma da expressio (5.10), a qual
é necessaria para aplicar o método da quadratura de Gauss-Hermite

(ou 0 método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite).

Método da Quadratura de Gauss-Hermite

No método da quadratura de Gauss-Hermite, [ f(z)¢(z)dz é aproxi-

mado por uma soma pesada,

Q
/f(z)(b(z)dz ~ quf(zq)a

em que ) é a ordem da aproximacgao. Quanto maior for ) mais
precisa é a aproximacao. Os pontos de quadratura, z,, séo as solugoes
de um polinémio de Hermite de ordem () e w, s@o os pesos escolhidos.

Os pontos de quadratura, z,, e os pesos w, encontram-se tabelados.

No caso de integragao univariada, a aproximacao consiste em subdi-
vidir a regiao de integragao em intervalos e aproximar a superficie de
integragao numa superficie obtida através da aproximagao de rectan-
gulos. Dependendo do suporte de f(z), os pontos de quadratura, z,
corresponderao ou nao a regiao de interesse. Neste sentido, a esco-
lha de z, é feita para que f(z)¢(z) se comporte, aproximadamente,
como ¢(z), ou seja, como uma fungdo densidade de uma distribui-
¢do de Gauss. No caso presente a funcdo f(z) assume uma fungao

densidade da familia exponencial.
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Método Adaptativo da Quadratura de Gauss-Hermite

No método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite, os pontos de
quadratura sao centrados e dimensionados para que f(z)¢(z) assuma
uma distribui¢do Gaussiana. O valor médio desta distribuicao serd

igual & estimativa, 2, de In [f(z)gb(z)], e a variancia igual a

o2 B
T 922 In [f(Z)Qb(Z)} ’z:é .
Assim sendo, a quadratura de pontos adaptativa assume a forma,

—1/2
62
) In [f(z)¢(z)} |Z:5] Zq

+_/\
Zq =Z+

com os respectivos pesos,

260

6(zg) "

De forma andloga & quadratura de Gauss- Hermite, o integral é apro-

82
i = | - Zam el

ximado por uma soma pesada, dada por

Q
/ FR)o()dz = 3wk f(z).
qg=1

De salientar o facto de que quando o método de quadratura de Gauss-
Hermite ou o método adaptativo sdo ajustados a um GLMM é apli-
cada uma aproximagao a contribuicao dos n individuos na funcao
verosimilhanga. De uma forma geral, quanto maior for a ordem de @
melhor é a aproximacao dos n integrais da verosimilhanca.

Um caso particular é quando Q = 1. Seja Q(z) = In[f(2)¢(2)].
Como Q =1, z; = 0 e w; = 1, obtém-se 2z = 2, 0 miximo de Q(z).

Desta forma, os pesos adaptativos assumem a forma,

’1/2@: 94/210" (3
S0 = e

172620

f2)°

wy = |Q"(2)
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Pelo que,

[ 1@18(z = [ @iz

| —1/2 3
~wi fa) = (2m)972|Q (2)] %),

Assim, o método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite é equi-
valente & aproximacao do integral que utiliza o método de aproxima-

¢ao de Laplace quando Q = 1.

Na maioria dos casos o método adaptativo da quadratura de Gauss-
Hermite necessita de menos pontos de quadratura que o método da
quadratura de Gauss-Hermite. Por outro lado o método adapta-
tivo da quadratura de Gauss-Hermite necessita do cédlculo de Z para
cada individuo. Neste sentido o método adaptativo da quadratura de

Gauss-Hermite é muito mais lento a convergir.

O método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite é o mais ade-
quado para os GLMM e encontra-se implementado em varios progra-
mas estatisticos tais como o R (versdo 2.12.2) na biblioteca 1lme4 e na

biblioteca bild.

Algumas alternativas tém sido propostas para evitar os problemas
de integragdo numérica tais como os Métodos de Monte Carlo (MC).
McCulloch (1997) propos o método de Monte Carlo Newton-Raphson
(MCNR), cujo procedimento incorpora um passo Metropolis-Hastings
num algoritmo Monte Carlo EM (MCEM) que calcula e melhora a
utilizagao dos métodos simulated mazimum likelihood (SML). Booth
& Hobert (1999) propuseram duas implementagoes do algoritmo EM
baseadas na méxima verosimilhanga para ajustar GLMMs. Uma ou-
tra metodologia (Gilks et al., 1996) consiste na utilizacdo de Modelos
de Cadeias de Markov via métodos MC (MCMC).
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5.5 Inferéncia

Tendo em atencao que os estimadores do GLMM sao obtidos com base
no método da maxima verosimilhanca, toda a inferéncia se baseia na
funcdo verosimilhanca e nas distribuigoes assintéticas dos estimado-
res de maxima verosimilhanga. Com efeito, assumindo que o modelo
é apropriado, os estimadores obtidos tém assintoticamente uma dis-
tribuicao de Gauss com valor médio igual ao parametro a estimar e

variancia dada pelo inverso da matriz de informacao de Fisher.

Assim, testes tipo Wald podem ser usados comparando as estimati-
vas padronizadas com a distribuigdo N(0,1). HipGteses compostas
podem ser igualmente testadas usando uma formulagao mais geral da
estatistica de Wald que neste caso é comparada com a distribuigao

qui-quadrado.

Os testes de razao de verosimilhanca sao, em geral, os utilizados para
comparar a estrutura fixa de dois modelos encaixados que tenham os
mesmos efeitos aleatorios. Quando os modelos nao estao encaixados
usam-se os critérios de informagao AIC ou BIC. Quer neste caso, quer
quando os modelos estao encaixados, deve-se ter em atencao qual o
método utilizado na maximizagao de (5.3). A funcdo verosimilhanga

tem de se basear nos dados e nao na aproximacao dos dados.

Quando o objectivo é testar a presenca de efeitos aleatorios, tem-se
um problema de fronteira e, tal como foi referido na Secgao 2.6.3,
a distribuicao assintética sob a hipdtese nula é uma mistura de qui-

quadrados.
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5.6 Analise de Residuos

A analise de residuos é feita recorrendo-se a métodos graficos. Tendo
em atencao que se estd a trabalhar com dados longitudinais nao-
Gaussianos esta andlise é particularmente complexa tal como se refe-

riu no Capitulo 4.

No caso particular de dados longitudinais binarios Gongalves & Azza-
lini (2008) apresentam um método que consiste em agregar os residuos
ao longo dos individuos para cada instante de observagao de forma
a aliviar a discretizagao existente nos dados binarios assim como a
reduzir o niimero de gréficos a analisar. Esta metodologia encontra-
se implementada na biblioteca bild do R e pode ser utilizada quer
se tenha considerado o modelo marginal para dados binarios com as
estruturas de correlacao referidas na Seccao 4.8, quer se tenha consi-
derado um modelo com um efeito aleatério na interseccao e qualquer

uma daquelas estruturas de correlagao.

5.7 Modelo Marginal versus Modelo com

Efeitos Aleatdrios

Os modelos marginais e os modelos lineares generalizados mistos sao
ambos uma extensao do modelo linear generalizado para dados lon-
gitudinais nao Gaussianos mas possuem caracteristicas diferentes, no
sentido em que cada um possui diferentes especificagbes e pressu-
postos em relagao a distribuigao conjunta, assim como em relacao a

correlagao ao longo das medigoes repetidas num mesmo individuo.

Quando se discutem as duas abordagens tem de se ter em conta que

E[g(Yi|bi)] # g[E(Yie|bs)].
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Considere-se o caso simples de dados bindrios em que o GLMM tem
efeito aleatorio na interseccao. Neste caso o valor esperado condicio-

nal, E(Y;|b;), em funcédo de ¢t é dado por:

oy exp [(Bo + boi) + Bit]
E(}/zt‘bl) - 1 +exp [(50 +b01) +61ﬂ

enquanto que valor esperado marginal F(Y;;) é dado por:

exp [(Bo + boi) + Bit]

E(Yy) = E[E(Ya|b;)| = E 1+ exp [(Bo + o) + But]

exp [Bo + Bit]
1+ exp [50 + 51t] ’

A representacao grafica das probabilidades de sucesso nas duas si-
tuagoes é dada na Figura 5.1 onde é evidente a diferenca entre os

modelos com e sem efeito aleatdrio.

Designe-se por 34 o vector dos parametros fixos no GLMM e por
BM vector dos parametros fixos no modelo marginal. O vector 34
modela a evolugao de cada individuo separadamente enquanto que
BM exprime o modo como, em média, a probabilidade de sucesso

evolui na populacao.

Nao existe, em geral, uma relacao directa entre os parametros do
modelo marginal e o do GLMM a nao ser em alguns casos especiais
(Molenberghs & Verbeke, 2005). Estéo nesses casos a regressao logis-
tica e a regressao de Poisson com efeito aleatério, by;, na intersecgao
e bo; ~ N(0,d11).

No caso da regressao logistica Zeger et al. (1988) mostrou que

logit[B(Yi)] ~ x,B(c2dy +1) /%,
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Figura 5.1 Representagao grdfica da probabilidade de sucesso num
modelo logistico com efeito aleatdrio na interseccdo para diferentes
realizacoes de b e da correspondente probabilidade no modelo marginal

(curva a preto).

Para a regressao de Poisson, a relagao entre os parametros dos dois

modelos é dada por:

1 b2,
: = T s — —_ 0i -
E(Yi) /exp(xltﬁ) exp(bo;) LT exp ( 2d11>db02

1 b2,

01
_—XX-,B xp(bg;) ———— ex — dbo;
ep( it )/e p(O) /72 lllep( 2l11> 0

d
= exp (x;,ﬁ' + ;)

A interpretagdo dos parametros no GLMM ¢ diferente da interpre-
tagao desses parametros quando considerado o modelo marginal tal

como a Figura 5.1 ilustra.

Os parametros de regressao do modelo marginal tém uma interpre-
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tagao que nao depende da associacao entre varidveis resposta de um
mesmo individuo. Tem-se assim, que nos modelos marginais, os pa-
rametros de regressao descrevem o efeito das covariaveis na varidvel
resposta média da populagdo. Os GLMM tém como principal pres-
suposto a heterogeneidade de individuo para individuo. A funcao de
ligacao nao-linear nos GLMM leva a que os parametros de regressao
descrevam as alteragoes da varidvel resposta de cada individuo e a

relagao destas alteragbes com as covaridveis.

A escolha entre o modelo marginal e o GLMM para dados longitudi-
nais (nao-Gaussianos) sé pode ser feita consoante o estudo e as ques-
toes a que se pretende dar resposta. Neste sentido, qualquer que seja
o estudo longitudinal, a diferentes questoes cientificas correspondem

diferentes modelos.

Por ultimo, refira-se que no GLMM a utilizacao da méaxima verosi-
milhanca leva a que as inferéncias sejam vélidas se o mecanismo de
omissdo de dados é MCAR ou MAR enquanto que no modelo mar-
ginal as inferéncias com base em estimadores obtidos com o método

GEE s6 sao validas se o mecanismo de omissdo de dados é MCAR.
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Capitulo 6

Exemplos de Aplicacao

6.1 Introducao

Os exemplos do Capitulo 1 vao ser analisados a fim de ilustrar as
diferentes metodologias descritas. A seleccao dos exemplos teve como
objectivo dar a conhecer diferentes dominios de aplicacao de estudos
longitudinais e permitir ao leitor o ficil acesso aos mesmos assim como
a reproducao das andlises aqui apresentadas. O programa R é o usado
e as bibliotecas sao seleccionadas de acordo com o tipo de dados.
No caso em que se tém dados longitudinais Gaussianos a biblioteca
nlme (Pinheiro et al., 2011) é a escolhida quer se opte pelo modelo
com efeitos aleatérios ou nao. Quando os dados longitudinais sao
nao-Gaussianos e o modelo marginal é considerado sao usadas duas
bibliotecas. A biblioteca geepack (Hgjsgaard et al., 2011) quando
os dados sao contagens sendo aplicado o método GEE. A biblioteca
bild (Gongalves et al., 2010) quando se tém dados bindrios sendo
neste caso usado o método da maxima verosimilhanca. Quando se
opta por um modelo com efeitos aleatérios para dados longitudinais
nao-Gaussianos a biblioteca bild volta a ser a seleccionada quando
se tém dados longitudinais bindrios. Se os dados sao contagens ao
longo do tempo é escolhida a biblioteca 1me4 (Bates et al., 2011).

Seguidamente vai-se passar a analise dos dados correspondendo cada
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sec¢ao a um dos exemplos que passarao a ser referidos pelo nome pelo

qual sao designados nas bibliotecas do R utilizadas para o efeito.

6.2 BodyWeight

Nesta sec¢io o Exemplo 1.1 (BodyWeight) ¢é analisado sendo a va-
ridvel resposta o peso, e portanto, uma resposta continua. Por outro
lado, o objectivo da experiéncia é o de se saber se as taxas de cres-
cimento das 3 dietas diferem ao longo do tempo. Isto é, pretende-se
inferir para a populagao mas, como se estd a trabalhar com dados
longitudinais Gaussianos (pelo menos aproximadamente) a questao
entre modelo marginal versus modelo com efeitos aleatérios nao se
coloca. Assim, neste exemplo, dois modelos podem ser ajustados aos
dados: (i) o modelo linear misto e (ii) o modelo linear geral para
dados longitudinais. Em ambos os casos é usada a biblioteca nlme
do R.

6.2.1 Modelo Linear Misto

Comega-se pela andlise exploratéria dos dados que compreende a
identificagao dos diferentes elementos que constituem os dados, a sua
representagao grafica, e a identificagao da estrutura fixa do modelo
através de um ajustamento nao paramétrico. A funcdo loess é a
usada para este ajustamento, sendo o método nao paramétrico utili-
zado o método da regressao polinomial local, robusto face a outliers
(Cleveland, 1979). A identificacdo de quais os efeitos aleatdrios a
considerar no modelo é muitas vezes sugerida nesta parte explora-
téria. Caso isso nao aconteca é feito um ajustamento individual e
identificadas quais as estimativas dos parametros fixos do modelo
que mais variam de individuo para individuo. A seleccao dos para-

metros da parte fixa do modelo é feita com base no teste de razao
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de verosimilhangas, se os modelos estao encaixados, ou com base nos
critérios AIC ou BIC caso contrario. O método de estimagao usado é
o método ML. Finda a modelacao da parte fixa do modelo, este é re-
ajustado usando-se o método REML a fim de se obterem estimadores
nao enviesados das componentes da variancia e passa-se a seleccao

dos efeitos aleatérios assim como da modelagdo da matriz D. A vali-
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Figura 6.1 Grdfico dos perfis individuais, por dieta.

dacao do modelo é feita tal como é descrita na Seccao 2.8. No caso de
existir heterocedasticidade e/ou correlagdo entre os erros aleatérios
procede-se a modelagao matriz de variancias-covariancias dos erros
aleatérios, de acordo com os métodos descritos no Capitulo 3, e pos-
terior validagao do novo modelo. No caso do BodyWeigth tém-se
11 observacoes por rato e 16 por cada instante de tempo num total de

176 observagoes. Os 16 ratos estao divididos por 3 dietas. A Dieta 1
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com 8 ratos e as restantes dietas (Dieta 2 e Dieta 3) com 4 ratos cada.
O peso dos ratos (em gramas) foi medido de sete em sete dias a partir
do dia 1 até ao dia 64, com uma medigao extra no dia 44 (os instantes
de observagao nao estao igualmente espagados). Cada grupo (rato) é
caracterizado pela respectiva dieta. Na Figura 6.1 estd representada

a evolucao do peso dos ratos ao longo do tempo por dieta.

Para cada dieta é feito o ajustamento nao-paramétrico e a analise
desse ajustamento sugere uma relagao linear entre o peso e o tempo
(Figura 6.2).

1 1 1 1
Dieta1 Dieta3

600 —

500 —

Peso (g)

200 ’ -

Tempo(dias)

Figura 6.2 Ajustamento nao paramétrico (a negrito), por
dieta.

Quanto aos efeitos aleatérios a considerar faz-se um ajustamento li-
near individual a analisa-se quais os parametros que mais variam de
rato para rato. Essa analise é feita com base no grafico da estimativa

dos intervalos de confianca para os parametros do modelo ajustado a



cada rato (Figura 6.3).
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Figura 6.3 Estimativa dos intervalos de confianca para os

parametros do ajustamento individual.

Como se pode verificar ha grande variabilidade nas estimativas quer

da intersec¢ao quer do declive.Vao-se entao considerar dois mode-

los ambos com dois efeitos aleatérios, um na interseccao e outro no

declive:

(i) Modelo I

Yit = (Bo+boi) + (B1+b1i)Tempoy + fo Dietag; + s Dietas; + €

(ii) Modelo IT

Yit = (Bo + boi) + (B1 + bii)Tempoy + BoDietag; + f3Dietas;
+ Ba(Tempo; x Dietag;) + Bs(Tempo;, x Dietas;) + €
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comi=1,..,16,t =1,...,11 e Tempo;s = 1,8,15,22,29, 36,43, 44, 50,
57,64 e onde Y;; é a varidvel varidvel aleatoria associada ao peso, em
Tempoj;, do i-ésimo rato, Dietas; é uma variavel binaria que assume
o valor 1 se o i-ésimo rato recebe a Dieta 2; Dietag; é uma variavel
bindria que assume o valor 1 se o i-ésimo rato recebe a Dieta 3. A
Dieta 1 é a dieta de referéncia, 3y e 31 sao, respectivamente, o inter-
cept e o declive médios para os ratos que recebem a Dieta 1; 2 é a
diferenca média entre os intercepts dos ratos que receberam a Dieta
2 e os que receberam a Dieta 1, 83 é a diferenca média entre os inter-
cepts dos ratos que receberam a Dieta 3 e os que receberam a Dieta
1, B4 é a diferenca média entre os declives dos ratos que receberam
a Dieta 2 e os que receberam a Dieta 1, 85 é a diferenca média entre
os declives dos ratos que receberam a Dieta 3 e os que receberam a
Dieta 1. b;=(bo;, b1;) " é o vector dos efeitos aleatérios e €;; é o erro
aleatério cujas hipdteses subjacentes sao as dadas no Capitulo 2. Os
dois modelos foram ajustados aos dados usando o método ML. Da
comparagao dos dois modelos, usando o teste de razao de verosimi-
lhancas, o Modelo I foi rejeitado (valor-p= 0.0021). As estimativas
ML dos parametros para o modelo seleccionado encontram-se na Ta-
bela 6.1 assim como os erros padrao (SE), graus de liberdade (GL),

valores da estatistica de teste (valor-T) e respectivos valores-p.

Na Tabela 6.2 é dada a tabela da ANOVA para o Modelo II onde
GLnum e GLden se referem aos graus de liberdade do numerador e

do denominador, respectivamente.

Passa-se entao ao reajustamento do modelo seleccionado, usando o
método REML, e testa-se se é possivel s6 haver um efeito aleatdrio
no intercept (Modelo III) ou sé um no declive (Modelo IV). Para
comparar estes modelos com o Modelo II é usado o teste de razao
de verosimilhancas e, em ambos os casos, os valores-p sao inferiores

a 0.0001 pelo que se continua com o Modelo II. Para estes dois tes-



BodyWeight 119

Tabela 6.1 Estimativas ML, erros padrdo, graus de liberdade,

valores-T e valores-p para o Modelo II.

Parametro  Estimativa SE GL  walor —T walor —p
Bo 251.652 12.009 157 20.955 0.0000
B1 0.360 0.084 157 4.302 0.0000
B2 200.666 20.801 13 9.647 0.0000
B3 252.072 20.801 13 12.118 0.0000
Ba 0.606 0.145 157 4.185 0.0000
Bs 0.298 0.145 157 2.061 0.0410

Tabela 6.2 Tabela da ANOVA para o Modelo II.

Parametro GLnum GLden walor —T  walor —p
Intercept 1 157 2036.631 < 0.0001
Tempo 1 157 98.187 < 0.0001
Dieta 2 13 101.466 < 0.0001
Tempo X Dieta 2 157 9.004 2e — 04

tes o valor-p obtido no output do R é o valor naive (Sec¢ao 2.6.3)
em virtude de se estar perante um problema de fronteira, sendo a
distribuicao aproximada da estatistica de teste, em qualquer um dos
casos, uma mistura 0.5x% +0.5x3 e o verdadeiro valor-p inferior ao in-
dicado. Tendo em atengao que estimativa do intervalo de confianca a
95% para a correlagdo entre os efeitos aleatérios é (—0.6121,0.3901)
vai-se testar se podem ser considerados independentes, isto é, se a
matriz D tem estrutura diagonal (Modelo V). O teste de razao de
verosimilhangas é usado e o valor-p é de 0.6027, pelo que nao se re-
jeita esta estrutura para a matriz D. Na Tabela 6.3 sao dados os
valores do AIC e do BIC assim como o valor do teste de razao de

verosimilhancas e o respectivo valor-p para as comparagoes acabadas
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Tabela 6.3 Valores de AIC, BIC,

logLIK, TRV e valores-p.

Modelos AIC BIC logLIK Teste TRV valor —p
Modelo II 1171.720 1203.078 —575.860
Modelo IIT 1248.245 1273.332 —616.123 ITTvsIIT 80.525 < 0.0001
Modelo IV 1573.269 1598.355 —778.635 IVwusII 405.549 < 0.0001
Modelo V 1169.991 1198.213 —575.995 VousII 0.271 0.6027
de referir.

O gréfico dos residuos padronizados versus os valores ajustados para

0 Modelo V é dado na Figura 6.4 e evidéncia um aumento da varia-

bilidade com os valores ajustados. A mesma representacao grafica,

mas por dieta, é dada na Figura 6.5 e sugere uma eventual heteroce-

dasticidade entre as Dietas.
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Figura 6.4 Residuos padronizados versus valores ajusta-

dos para o Modelo V.
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Figura 6.5 Residuos padronizados versus valores ajusta-

dos por dieta para o Modelo V.

Vai-se modelar esta heterocedasticidade através da funcao de vari-
ancia poténcia de uma covaridvel, Var(e;;) = o2|v;¢|* (Modelo VI),
sendo igualmente plausivel a funcao variancias diferentes por estrato
Var(ey) = 0203, (Modelo VII). Com base no teste de razao de vero-
similhangas compara-se cada um destes modelos com o Modelo V. Os
resultados estao apresentados na Tabela 6.4, onde se verifica que os
respectivos valores-p indicam forte evidéncia de heterocedasticidade

pelo que o Modelo V é rejeitado em cada um dos testes.

Segue-se a comparacao entre o Modelo VI e o Modelo VII feita com
base no critério AIC em virtude destes dois modelos nao estarem en-
caixados. Dessa comparacao é seleccionado o Modelo VI em virtude

de ser o que apresenta o menor valor do AIC (Tabela 6.4).

A estimativa de ¢ é de 0.5435, isto é, a variancia cresce aproxima-

damente com a raiz quadrada dos valores ajustados. Para o novo
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Tabela 6.4 Valores de AIC, BIC,

logLik, TRV e valores-p.

Modelos AIC BIC logLik Teste TRV  walor —p
Modelo V 1169.991 1198.213 —575.995

Modelo VI 1162.172 1193.530 —571.086 VousVI 9.812 < 0.0017
Modelo VII 1162.194 1196.688 —570.097 VousVII 11.797 0.0027

modelo (Modelo VI) o grafico dos residuos padronizados versus va-
lores ajustados é dado na Figura 6.6 onde é patente um padrao de
homocedasticidade com muito poucos outliers. O mesmo acontece
quando se considera o grafico dos residuos padronizados versus valo-

res ajustados por dieta (Figura 6.7).
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Figura 6.6 Residuos padronizados versus valores ajusta-

dos para o Modelo VI.
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Figura 6.7 Residuos padronizados versus valores ajusta-

dos por dieta para o Modelo VI.

Para analisar a correlacao entre as observagoes de um mesmo rato usa-
se o variograma em virtude dos dados terem sido obtidos os instantes

de tempo nao igualmente espagados.

O grafico do semivariograma amostral dos residuos padronizados do
Modelo VI esté representado na Figura 6.8. A curva ndo paramétrica
ajustada ao semivariograma permite visualizar o padrao existente
concluindo-se que cresce até aos 20 dias apds o que estabiliza. Este
tipo de comportamento sugere uma correlacao espacial exponencial.
E entdo ajustado o Modelo VIII com esta estrutura de correlagao
e, com base no teste de razao de verosimilhanga (néo hé correlagao
versus hé correlagao espacial exponencial) conclui-se (valor-p<0.001)
que a correlagao existente é modelada através daquele modelo de

correlagao.
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Figura 6.8 Semivariograma amostral dos residuos padro-
nizados do Modelo VI.

Na Figura 6.9 esta representado o grafico do semivariogram amos-
tral dos residuos normalizados para o novo modelo (Modelo VIIT),
verificando-se que o padrao agora apresentado pela curva nao para-

métrica corresponde a um ruido branco.

O passo seguinte é ver se este modelo verifica os pressupostos reque-

ridos. O semivariograma ¢é o indicado na Figura 6.9.

Nas Figuras 6.10 e 6.11 estao dados, respectivamente, o grafico dos
residuos normalizados versus valores ajustados e o papel de probabili-
dades para os residuos normalizados. Da andlise das figuras conclui-se

que as hipéteses subjacentes sao verificadas.

As estimativas dos parametros para o modelo seleccionado (Modelo
VIII) encontram-se na Tabela 6.5 assim como os erros padrao, valor

da estatistica de teste-t (valor-T) e respectivos valores-p.

A tabela da ANOVA para o Modelo VIII é dada na Tabela 6.6.
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Figura 6.9 Semivariograma amostral dos residuos norma-
lizados do modelo de correlagdo espacial exponencial (Mo-
delo VIII).
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Figura 6.10 Residuos padronizados versus valores ajusta-
dos por dieta (Modelo VIII).
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Figura 6.11 Papel de probabilidades dos residuos norma-
lizados (Modelo VIII).

Tabela 6.5 Estimativas ML, erros padrdo, graus de liberdade,

valores-T e valores-p para o Modelo VIII.

Parametro  Estimativa SE GL  walor — T  walor —p
Bo 251.485 13.023 157 19.311 0.0000
b1 0.363 0.086 157 4.238 0.0000
B2 200.749 22.597 13 8.884 0.0000
B3 252.585 22.607 13 11.173 0.0000
Ba 0.625 0.153 157 4.101 0.0001
Bs 0.307 0.153 157 2.000 0.0472

Pode-se finalmente dizer que o crescimento dos ratos é uma funcgao li-
near do tempo sendo o aumento verificado na taxa de crescimento da
Dieta 2 em relagao & da Dieta 1 estatisticamente significativo (valor-
p=0.0001). Quanto ao aumento verificado na taxa de crescimento da

Dieta 3 em relacao a Dieta 1 (valor-p=0.0472) s6 se pode dizer que a
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Tabela 6.6 Tabela da ANOVA para o Modelo VIII.

Parametro GLnum GLden walor —T  walor —p
Intercept 1 157 1585.774 < 0.0001
Tempo 1 157 91.592 < 0.0001
Dieta 2 13 78.612 < 0.0001
Tempo X Dieta 2 157 8.691 3e — 04

significancia estatistica é borderline. A diferenca entre a taxa de cres-
cimento da Dieta 2 e da Dieta 3 nao é estatisticamente significativa

(valor-p= 0.0775). Tem-se ainda que a estimativa da matriz

2 2
o5 O
D= ; 021
oig Oi

l (36.74)2 0

[eN

0 (0.232)2

Relativamente & matriz dos erros aleatérios, A;02, a estimativa de o2
é de 0.0186 e A; = W,C;W; tem W, modelada por uma funcao de
variancia poténcia de uma covariavel, Var(e;;) = 0|vy|?° onde a es-
timativa de § é 0.5953 e a estrutura de C; é explicada por um modelo
exponencial com p = 4.8931. Nas Figuras 6.12 e 6.13 estao represen-
tados, respectivamente, os graficos dos ajustamentos individual e por

tratamento com base no Modelo VIII.
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Figura 6.12 Previsdes a partir do Modelo VIII.
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Figura 6.13 Estimativa do peso médio por dieta (Modelo
VIII).
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6.2.2 Modelo Linear Geral para Dados Longitudi-

nais

Considere-se agora o ajustamento um modelo sem efeitos aleatérios
aos dados BodyWeigth. O método GLS é o escolhido e a metodo-
logia seguida no ajustamento deste modelo é a mesma utilizada na

seccao anterior. Comega-se por ajustar o Modelo IX

Yt = Bo + B1Tempos; + BaDietay; + Bz Dietas;
+ Ba(Tempo;. x Dietag;) + Bs(Tempoi; x Dietas;) + €

seguindo-se os passos do ajustamento anterior para a modelagao da
estrutura de variancias-covariancias dos erros aleatorios. Neste caso
o modelo de heterocedasticidade escolhido foi a funcao variancias di-
ferentes por estrato continuando a correlacdo a ser modelada pela
estrutura de correlagao espacial. As estimativas dos parametros para
este modelo (Modelo X) encontram-se na Tabela 6.7 assim como os

erros padrao.

Da analise da Tabela 6.7 verifica-se que as estimativas dos parame-
tros fixos sao semelhantes as do Modelo VIII ressaltando o facto de
no modelo sem efeitos aleatérios o aumento verificado na taxa de cres-
cimento da Dieta 3 em relagao & Dieta 1 (p=0.1828) nao ser estatisti-
camente significativo enquanto que no modelo com efeitos aleatoérios

essa significancia estatistica é borderline.

A comparagao entre este modelo (Modelo X) e o melhor modelo ob-
tido no pardgrafo anterior (Modelo VIII) faz-se com base nos critérios
de informacao uma vez que os modelos nao se encontram encaixados
mas tém a mesma estrutura fixa. Para o Modelo X os valores do
AIC e do BIC sao, respectivamente, 1146.683 e 1178.041 enquanto
que para o Modelo VIII sao 1143.377 e 1177.871. O modelo com
efeitos aleatérios é o que apresenta menores valores do AIC e do BIC

e como tal parece dar uma melhor representacao dos dados. Mas tal
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Tabela 6.7 Estimativas ML, erros padrdo, valores-T e

valores-p para o Modelo X.

Parametro  Estimativa SE valor — T wvalor —p
Bo 250.338 9.659 25.918 0.0000
b1 0.3671 0.0761 4.831 0.0000
B2 202.263 21.4174 9.442 0.0000
B3 257.487 27.721 9.289 0.0001
Ba 0.661 0.168 3.921 0.0000
Bs 0.292 0.218 1.338 0.1828

como Pinheiro & Bates (2000) fazem notar a escolha entre um mo-
delo com efeitos aleatérios e um modelo sem efeitos aleatorios deve
ter em conta mais do que os critérios de informacao e o teste de razao

de verosimilhangas (Secgao 3.7.1).

6.3 Seizure

Neste exemplo a varidvel resposta é o numero de episédios de epi-
lepsia e o objectivo do ensaio clinico é o de saber se o tratamento
com prograbide reduz ou nao a taxa de episddios de epilepsia quando
comparado com o placebo. Para responder a esta questao vai-se com-
parar: (i) As alteragoes da baseline para o follow-up, na taxa de episé-
dios de epilepsia nos dois grupos de tratamento. Neste caso o modelo
marginal é considerado e é usado o método GEE. (ii) As alteracoes
especificas dos doentes da baseline para o follow-up, relativamente a
taxa de episédios de epilepsia nos dois grupos de tratamento, sendo
neste caso usado o GLMM. A utilizacao destas duas abordagens tem
como objectivo ilustrar as mesmas e, ao mesmo tempo, mostrar a

diferenca que existe entre elas no que diz respeito & interpretagao dos
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parametros. A representacao grafica do perfil de cada doente é dada
na Figura 6.12 onde se vé que os dados apresentam um valor extremo
ou outlier correspondente ao doente 49 (Thall & Vail, 1990). Este
doente apresenta 151 episédios ao longo das 8 semanas que consti-
tuem o intervalo de tempo da baseline e 302 (102 + 65 + 72 + 63)
episédios durante os quatro sucessivos periodos de 2 semanas cada.
Este doente foi atribuido ao grupo com o tratamento prograbide e
como pode produzir impacto nas analises considera-se, em ambas as

abordagens, a andlise dos dados com e sem o individuo 49.
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Figura 6.14 Grdfico dos perfis individuais da taxa sema-

nal de episédios de epilepsia para os 59 doentes.
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6.3.1 Modelo Marginal. Método GEE

A aplicacao do método GEE para a estimacao dos parametros pres-
supoe a utilizagao de procedimentos que sao comuns, quer se esteja
a modelar contagens ou dados binarios. Comega-se por uma and-
lise exploratdria dos dados que inclui, quando necessério, um ajus-
tamento nao paramétrico tal como foi descrito na Seccao 6.2.1 que
permite estabelecer o tipo de relagao existente entre a variavel res-
posta e o tempo. A estrutura de correlacao a utilizar é igualmente
sugerida nesta fase de andlise com base na matriz de correlagao dos
residuos de Pearson resultante do ajustamento do modelo linear ge-
neralizado apropriado ignorando a dependéncia entre as observagoes
de um mesmo individuo. O teste de Wald ¢ utilizado para a compa-
ragao de modelos encaixados usados na modelagao do valor esperado.

E utilizada a biblioteca geepack do R.

Os dados do exemplo Seizure apresentam variabilidade superior &
predita pelo valor esperado do modelo de Poisson pelo que o mo-
delo marginal considerado é um modelo de regressao log-linear, em
que se tem como pressuposto uma fungao de variancia de Poisson,

Var(Yit) = ¢p,+, onde se assume ¢ > 1.

A equacdo do modelo marginal para o nimero esperado de episédios

de epilepsia por semana (baseline e follow-up) é dada por

log[E(Y3t)] = log (i) = log(tit) + Bo + BiTempo; + Bo2Trat;
+ B3(Tempo;: x Trat;)

comt =0,1,2,3,4ei =1,...,59 e onde Yj;; é a variavel aleatéria
de Poisson que da o nimero de episédios de epilepsia para o i-ésimo
doente no t-ésimo periodo de observagao e t;; ¢ o comprimento do
perfodo ¢ (onde t;; =8 set =0et;; =2set=1,2,3,4).

O termo log(t;¢) é incluido no modelo para englobar diferentes pe-
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Tabela 6.8 Matriz de correlagdo para as observagdes.

baseline  visital  visita2 visita3  visitad

baseline 1.000 0.792 0.828 0.676 0.840
visital 0.792 1.000 0.872 0.745 0.897
visita2 0.828 0.872 1.000 0.745 0.897
visitad 0.676 0.745 0.807 1.000 0.829
visitad 0.84 0.897 0.897 0.829 1.000

rfodos de observagoes e entra no modelo como offset (Diggle et al.,
2002; Fitzmaurice et al., 2004). A varidvel bindria Tempo;; corres-
ponde aos periodos baseline e follow-up, assumindo o valor 0 se t = 0
eovalor 1set=1,2,3,4. Trat é uma varidvel indicatriz que assume
o valor 0 se ao individuo 7 foi atribuido o placebo e o valor 1 se foi

atribuido ao prograbide.

Como Tempo;; s6 assume dois valores nao é necessario fazer-se um
ajustamento nao paramétrico para saber qual a relagao entre a varia-
vel resposta e o tempo. Para obter a informagao sobre a estrutura de
correlagao a usar no método GEE procede-se tal como o descrito an-
teriormente, isto €, ignora-se a dependéncia entre observacoes de um
mesmo doente e ajusta-se um modelo de regressao de Poisson. Com
base neste ajustamento calcula-se a matriz de correlacao dos residuos
de Pearson para cada doente, que se apresenta na Tabela 6.8, assim

como a estimativa do parametro de dispersao ¢ (19.4129).

Da andlise da tabela é escolhida a estrutura corr(Yj, ;) = . Passa-
se ao ajustamento daquele modelo usando o método GEE com aquela
estrutura de correlagao. O grupo do placebo é a classe de referéncia
considerada e as estimativas dos erros padronizados, para os estima-

dores dos parametros de regressao, sao obtidas através do estimador
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Tabela 6.9 Estimativas dos pardmetros, erros padrdo,

valores-T e valores-p.

Parametro  Estimativa SE valor — T wvalor —p
Bo 1.348 0.157 73.342 0.0000
B1 0.112 0.116 0.931 0.3347
B2 0.028 0.225 0.015 0.9024
B3 —0.105 0.219 0.230 0.6317
¢ 19.413 8.792 4.876 0.0272
e 0.777 0.080 94.654 0.0000

sandwich. O método jacknife foi igualmente utilizado nao se tendo
verificado qualquer alteracao dos resultados. As estimativas dos pa-
rametros para o modelo encontram-se na Tabela 6.9 assim como os
erros padrao (sandwich), valor da estatistica do teste de Wald (valor-
T) e respectivos valores - p. Na Tabela 6.10 encontra-se o sumadrio
da interpretacao dos parametros do modelo em termos do logaritmo
do ntimero esperado de episédios de epilepsia por semana, isto é, do
logaritmo da taxa esperada de episédios (vai-se omitir a palavra “es-
perada” sem perigo de confusdo). Por exemplo, a taxa de episédios
na baseline (t = 0) no grupo do placebo é de ¢, ji no folow-up
(t = 1) é de ePoth1. Assim, e/t é o quociente da taxa de episédios
entre o folow-up e a baseline no grupo do placebo. Do mesmo modo,
no grupo do prograbide, e%152 é a taxa de episédios na baseline e
ePotBitBatBs & g taxa de episédios no folow-up e, como tal, 1183 &
o quociente da taxa de episédios entre o folow-up e a baseline. Uma
comparacgao directa dos dois tratamentos em termos da alteracao da
taxa de episddios é expressa em termos de (33, pelo que 3 é o pa-
rametro de interesse. O parametro (3 representa a diferenca dos

logaritmos das alteragoes das taxas comparando os doentes do grupo
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Tabela 6.10 Pardmetros do modelo de Poisson margi-

nal

Grupo Tempo log(pit) = log [E (i’:: )]
Baseline(t = 0) Bo

Placebo
Follow —up(t=1) Bo+ b1
Baseline(t = 0) Bo + B2

Prograbide

Follow —up(t=1) Bo+B1+ 82+ B3

prograbide com os do grupo placebo. Um valor negativo deste para-
metro significa uma maior redugao da taxa de episédios no grupo do
prograbide. No presente caso (Tabela 6.9) a estimativa desse paré-
metro é de -0.1047 nao sendo a diferencga entre os grupos do placebo
e do prograbide estatisticamente significativa (valor-p=0.6317) se o
doente 49 é considerado na andlise. Por tultimo faz-se notar que o
valor de 0.78 para a estimativa do parametro « (Tabela 6.9) indica
a existéncia de correlagao significativa (valor-p=0.000) entre obser-
vagoes de um mesmo individuo e que o valor aproximado de 19.4129
para a estimativa do parametro de dispersao revela sobredispersao,

relativamente a variabilidade de Poisson predita nestes dados.

Retirando o doente 49 e ajustando o mesmo modelo obtém-se as
estimativas indicados na Tabela 6.11. A estimativa do pardametro (53
passa a ser de —0.3024 indicando, embora de forma modesta (valor-
p = 0.0827), que o tratamento com prograbide, comparado com o

placebo, reduz a taxa de episédios.

No que se refere a redugao esperada da taxa de episddios esta é
de aproximadamente 17% no grupo do prograbide enquanto que no
grupo do placebo nao se espera verificar qualquer alteracio (€112 ~

1).
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Tabela 6.11 Estimativas dos pardmetros, erros padrdo, valores-

T e valores-p (sem o doente 49).

Parametro  Estimativa SE valor — T  walor —p
Bo 1.348 0.157 73.342 0.0000
B1 0.112 0.116 0.931 0.3347
B2 0.107 0.195 3.000 0.5839
B3 —0.302 0.174 3.011 0.0827

¢ 10.385 2.318 20.074 7.45¢ — 06
0.598 0.084 51.065 0.0000

6.3.2 Modelo Linear Generalizado Misto

A utilizagao do modelo linear generalizado misto significa que se res-
ponde a questao colocada no que se refere as alteragoes especificas
dos doentes relativamente a taxa de episddios de epilepsia, da base-
line para o follow-up nos dois grupos de tratamento. E utilizada a
biblioteca 1me4 do R onde é usado o método adaptativo da quadratura
de Gauss-Hermite. O modelo com efeitos aleatdrios na interseccao e
no declive é considerado sendo a parte fixa do modelo a dada na

seccao anterior.

A equacao do modelo é entao

log[E(Yi¢|bs)] = log(ub,) = log(ti) + Bo + f1Tempoy; + BoTrat;
+ B3(Tempo;r x Trat;) + bo; + b1;Tempos:

com t = 0,1,2,3,4; i = 1,..,59 e by = (by;,b1;)T o vector de
efeitos aleatérios com distribuicao Gaussiana multivariada com va-
lor esperado nulo e matriz de variancias-covariancias D. Dado by,
assume-se que os Y;; sao independentes com distribuicao de Poisson
e var(Yy|b;) = E(Yit|b;), (isto é, ¢ = 1). Neste modelo assume-se
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Tabela 6.12 Pardmetros do modelo de Poisson marginal.

E(Yit|bi) ]
tit

Grupo Tempo log(pit) = log [

Baseline(t = 0) (Bo + bos)
Follow —up(t =1)  (Bo + bo:) + 1 + b1;

Placebo

Baseline(t = 0) (Bo + boi) + B2

Prograbide
Follow —up(t =1)  (Bo + boi) + (81 + b1i) + B2 + B3

que existe heterogeneidade entre os doentes no que diz respeito ao
nimero de episédios de epilepsia nao sé na baseline mas também na
alteracao desse niimero ao longo do tempo. Na Tabela 6.12 encontra-
se o sumario da interpretagao dos parametros do modelo em termos
do logaritmo do nimero de episddios de epilepsia por semana. Neste
caso, eP1 é o quociente da taxa de episédios entre o folow-up e a ba-
seline para um doente no grupo placebo com um declive aleatério
nao observado, by; = 0, (o valor médio e a mediana de by;). Quanto
a eM1tPs ¢ o quociente da taxa de episédios entre o folow-up e a
baseline para um doente no grupo do prograbide com um declive ale-
atério nao observado by; = 0. Uma comparacao directa entre os dois
tratamentos em termos da alteragao do nimero de episédios de epi-
lepsia é expressa em termos de B3 quando dois doentes sao escolhidos,
um de cada grupo, de modo a terem o mesmo valor nao observado
de by;. As estimativas dos parametros para o modelo seleccionado,
considerando o doente 49, encontram-se na Tabela 6.13 assim como

os erros padrao, valor da estatistica de teste e respectivos valores-p.

A hipétese Hy : B3 = 0 é rejeitada ao nivel de significAncia 5% (valor-
p=0.0405) e como tal pode-se afirmar que hé diferenga entre os dois
tratamentos em termos das alteragoes especificas dos doentes na taxa

de episdédios para aquele nivel de significancia. Para um doente no
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Tabela 6.13 Estimativas dos pardmetros, erros padrdo,

valores-T e valores-p.

Parametro  Estimativa SE valor — T valor — p
Bo 1.068 0.139 7.663 1.82e — 14
b1 0.004 0.107 0.035 0.9721
B2 0.053 0.192 0.273 0.7848
B3 —0.306 0.149 —2.048 0.0405
di1 0.496
da2 0.228
di2 0.025

grupo placebo nao ha alteracao da taxa de episddios entre o folow-up
e a baseline (e°-°%* ~ 1) mas, para um doente no grupo prograbide

0.004-0.306 ~ ().74) no nimero de

jé se espera uma redugao de 26%(e
episédios de epilepsia.

A estimativa da variancia de by;, d11, é de 0.4962, o que implica grande
variabilidade entre os doentes no que se refere a taxa de episédios
na baseline. Por exemplo, aproximadamente, 95% dos doentes no
grupo do placebo tém uma taxa de episédios na baseline que varia de
exp(1.0684 — 1.96 x 1/0.4962) a exp(1.0684 +1.96 x 1/0.4962), ou seja,
entre 0.73 e 12 episddios de epilepsia por semana. Do mesmo modo a
estimativa da varidncia de by;, dog, é de 0.2279 o que implica grande
variabilidade na alteragao da taxa de episédios entre os doentes. Por
exemplo, para os doentes tratados com o progabide a variacao na
taxa de episédios vai de uma reducao de 71% a um aumento de 88%

com aproximadamente 95% de confianga (exp[(0.0038 — 0.30573) —
1.96 x /0.2279] a exp[(0.0038 — 0.30573) + 1.96 x 1/0.2279)).
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Tabela 6.14 Estimativas dos pardmetros, erros padrdo,

valores-p e valores-p (sem o doente 49).

Parametro  Estimativa SE valor — T  walor —p
Bo 1.067 0.133 8.009 1.16e — 15
B1 0.012 0.105 0.114 0.9091
B2 —0.007 0.185 —0.036 0.9709
B3 —0.346 0.148 —2.341 0.0192
di1 0.449
da2 0.215
di2 —0.009

Repetindo a andlise anterior mas agora sem o doente 49, a hipétese
Hy : B35 = 0 continua a ser rejeitada (valor-p=0.0192). Na Tabela 6.14
sao dadas as estimativas dos parametros assim como os erros padrao,
valor da estatistica de teste e respectivos valores-p para o GLMM
sem o doente 49. A reducdo da taxa esperada de episédios entre o
folow-up e a baseline para um doente no grupo prograbide é agora
de 28% (e0-012-0316 ~ (.72 ).

6.4 Locust

Neste exemplo a resposta é binaria indicando se o gafanhoto se mexe
(1) ou nao (0). Os gatanhotos foram divididos em dois grupos de tra-
tamento (“alimentado” e “nao alimentado”) e, dentro de cada grupo,
os individuos sao alternadamente “macho” e “fémea”. O objectivo
desta experiéncia, tal como foi referido na Capitulo 1, é o de sa-
ber se a probabilidade de se mover é a mesma nos dois grupos. A

probabilidade marginal de sucesso é o parametro de interesse. A se-
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melhanca dos exemplos anteriores o modelo marginal e o modelo com
efeitos aleatdrios sdo apresentados. A biblioteca bild é a utilizada
no ajustamento dos dois modelos. Recorde-se que nesta biblioteca
a dependéncia entre observacoes de um memo individuo é feita em
termos de odds ratio e é usado o método ML para obter as estima-
tivas dos parametros do modelo independentemente de ser marginal
ou com efeitos aleatérios. Na analise que se segue o sexo nao foi
considerado pois em estudos realizados anteriormente o efeito corres-
pondente mostrou ndo ser estatisticamente significativo (Gongalves,
2002).

6.4.1 Modelo Marginal

A probabilidade marginal de locomocéao é modelada de acordo com o

modelo de regressao logistica

logit[E(Yzt)] = logit(uie) = fo + pr1Tempoy + B2 Tempof, + B3 feed;
+ Ba(Tempoy; x feed;) + Bs(Tempo?, x feed;)

com ¢ = 1,...,24, t = 1,2,...,161, Tempo;y = %O

de tempo corresponde a 1 hora) e onde Yj; é a varidvel aleatdria

(uma unidade

bindria, que assume o valor 1 quando o i-ésimo gafanho se mexe na
t-ésima ocasiao e 0 caso contrario. Quanto a feed; ¢é uma varidvel
indicatriz que assume o valor 1 se o i-ésimo gafanho estd no grupo

“alimentado” e 0 se estd no grupo “nao alimentado”.

No ajustamento do modelo é usado o método ML para estimar os
parametros e sao consideradas trés estruturas de correlacao a que
correspondem outros tantos modelos. O Modelo I com uma estru-
tura de correlagao independente, o Modelo II com uma estrutura de
correlagdo Markoviana de primeira ordem (MC1) e o Modelo III com
uma estrutura de correlagdo Markoviana de segunda ordem (MC2).

A classe de referéncia considerada foi feed=0. O teste de razao de
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Tabela 6.15 Valores de AIC, logLik, AD e valor-p.

Modelos AlIC logLik Teste AD valor — p
Modelo 1 3479.986 —1733.993

Modelo I1 3227.979 —1606.989 TvsIT 254.007 < 0.0001
Modelo IIT 3141.527 —1562.763 ITvsIII 88.452 < 0.0001

Tabela 6.16 Estimativas dos pardmetros, erros padrao,

valores-T e valores-p para o Modelo III-MC2.

Parametro  Estimativa SE valor — T  wvalor —p
Bo —1.530 0.255 —6.008 < 0.0000

B1 4.432 0.848 5.228 < 0.0000

B2 —2.415 0.597 —4.047 0.0001

B3 —2.153 0.533 —4.039 0.0001

Ba 4.826 1.637 —2.947 0.0032

Bs 4.217 1.098 3.842 0.0001

log 1 1.459 0.112 13.035 < 0.0000
log 12 0.914 0.097 9.454 < 0.0000

verosimilhangas é usado para comparar os modelos e na Tabela 6.15
encontram-se os valores do AIC, do logaritmo da verosimilhanga, a
diferenga dos desvios (AD) e o respectivo valor-p. Da anédlise dos
resultados é seleccionado o modelo com uma estrutura de correlagao
MC2 (Modelo IIT). Na Tabela 6.16 sao dadas as estimativas dos pa-
rametros assim como os erros padrao, valores da estatistica de teste e
respectivos valores- p para o Modelo I11. Todos os pardmetros sao sig-
nificativos ao nivel de significAncia 5% mostrando que o ajustamento

quadratico é adequado e que a diferenca entre os dois grupos é esta-
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tisticamente significativa. Em particular, os parametros A\; = log
e Ao = log s sao marcadamente significativos indicando claramente

uma correlacao serial de segunda ordem.

A anadlise gréfica dos residuos para o Modelo I e para o Modelo II1
encontra-se nas Figuras 6.15 e 6.16, respectivamente. Da comparagao
dos graficos das fungoes de autocorrelagao (ACF) e de autocorrelagao
parcial (PACF) empiricas dos residuos para os dois modelos é possivel

ver o efeito da correlagao MC2.
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Figura 6.15 Grdficos da andlise de residuos para o Modelo

I (independente).

A estimativa da probabilidade de locomocao é dada por:

(1) feed=0

exp(—1.530 + 4.432 x Tempo — 2.415 x Tempo?)
1+ exp(—1.530 + 4.432 x Tempo — 2.415 x Tempo?)
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(ii) feed=1

exp(—3.683 — 0.394 x Tempo + 1.802 x Tempo?)
1+ exp(—3.683 — 0.394 x Tempo + 1.802 x Tempo?)

cujo grafico estd representado na Figura 6.17.

Residuals vs Fitted Residuals vs Time
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Figura 6.16 Grdficos da andlise residuos para o Modelo
111 (MC2).

Por exemplo, a estimativa da probabilidade de locomog¢ao nos tempos
0.5, 0.8 e 1 é de, respectivamente, 0.5205, 0.6153 e 0.6193 para o
grupo dos “ndo alimentados” (feed=0) e de 0.0314, 0.0549 e 0.093

para o grupo dos “alimentados” (feed=1).
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Figura 6.17 Grdfico da estimativa da probabilidade de lo-
comogao (Modelo III - MC2).

6.4.2 Modelo Linear Generalizado Misto

Considere-se 0 modelo de regressao logistica dado na seccao anterior

mas agora com efeito aleatério na intersecgao

logit[E(Ys[bs)] = logit(uf;)
= fo + bo; + BiTempoy + B2Tempoy, + B3 feed;
+ Ba(Tempoy; x feed;) + Bs(Tempoz, x feed;)

em que by; é uma variavel aleatéria Gaussiana com valor médio 0 e
varidncia dq1, bg; ~ N(0,d;1). Para o modelo dado vao-se considerar
duas estruturas de correlagdo a que correspondem dois modelos. O
modelo com um efeito aleatério na intersecgao e estrutura de corre-
lagdo MC1 (Modelo IV- MCI1R) e o modelo com um efeito aleatério
na interseccao e estrutura de correlagao MC2 (Modelo V-MC2R).
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Apo6s o ajustamento dos modelos aos dados é feita a comparacao entre
eles através do teste de razao de verosimilhancas obtendo-se o valor
de AD = 28.8869 a que corresponde um valor-p de 7.6729¢ — 08 pelo
que ¢ seleccionado o Modelo V. Os gréficos referentes a andlise dos
residuos para os Modelos IV (MC1R) e V (MC2R) encontram-se nas

Figuras 6.18 e 6.19, respectivamente.

Residuals vs Fitted Residuals vs Time
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Figura 6.18 Grdficos da andlise de residuos para o Modelo

V (MCIR).

Na Tabela 6.17 sao dadas as estimativas dos parametros assim como
os erros padrao, valores da estatistica de teste e respectivos valores-

p para o Modelo V.

Para se obter a estimativa da probabilidade marginal utiliza-se o fac-
tor de aproximacao indicado na Seccao 5.7, sendo neste caso dy; =

0.9972. Na Figura 6.20 estd representado o gréfico para aproximacao
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Residuals vs Fitted Residuals vs Time
® k%)
g ~ - oo g o~ -
k=] & @ k=]
g — o OO 00 oo o% c? o o g -
kel O° X, o
IR Bty SO0 (I B
=) *° © o [ k=)
§ T o, o°° o ® £ 7
2 o © 0o o 5B 2
& o Hoo © P o & o o
T T T T T T T T T T T T T
0.10 0.20 0.30 0.0 0.4 0.8 1.2
Fitted values Time
ACF residuals PACF residuals
o
- ] o
L o
2] 2 g ‘| nEN
u < s L L
< n g S T ‘ | ‘ T H |
V] o -
S o
I L ; | I - o
o oo Tt L e
< T T T T T [ T T T T
0 5 10 15 20 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 6.19 Grdficos da andlise de residuos para o Modelo

V (MC2R).

da estimativa da probabilidade de locomogao marginal (adjusted pa-
rametric fit) e a estimativa da probabilidade de locomogao para um
gafanhoto com o efeito aleatério ndo observado na intersecgao by; = 0,

em ambos os grupos, designada por unadjusted fit.

Com base no Modelo V podem ser calculadas as estimativas indivi-
duais da probabilidade de locomogao. Na Figura 6.21 apresenta-se o

grafico dessas estimativas para os gafanhotos 8, 10, 13, 22 e 24.

Por ultimo faz-se notar que as estimativas dos efeitos fixos no Modelo
V' sao maiores, em valor absolutos, do que as obtidas para o Modelo
III. Esta diferenca tem a ver com a diferente interpretacao dos (’s

nas duas classes de modelos.
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Tabela 6.17 Estimativas dos pardmetros, erros padrdo,

valores-T e valores-p para o Modelo III.

Parametro  Estimativa SE valor — T valor-p
Bo —1.815 0.368 —4.93 < 0.0000
B1 5.324 0.759 7.010 < 0.0000
B2 —2.939 0.532 —5.529 < 0.0001
B3 —2.305 0.662 —3.484 0.0005
Ba —6.074 1.565 —3.882 0.0001
Bs 5.066 1.044 4.855 < 0.0000
log 41 0.981 0.113 8.717 < 0.0000
log Y2 0.558 0.103 5.420 < 0.0000
<o ]
- unadjusted parametric fit adjusted parametric fit
feed feed
8 --- 1 — 1
< --- 0 — 0
- 21
s
8
(] ©
8 oS 7
he]
]
F
[SE—
[s% o 7
S
2
E oy
i
o ]
o
T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Time

Figura 6.20 Grdfico da estimativa da probabilidade de lo-
comogao para o Modelo V. (MC2R).
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Feed & Unfeed groups
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Figura 6.21 Grdfico da estimativa da probabilidade de lo-
comogdo para os individuos 8, 10, 13, 22 e 24 (Modelo V
- MC2R).
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